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Τα Θέματα των Πανελλαδικών 2024 -

Μαθηματικά
Λυγάτσικας Ζήνων

Σχολικός Σύμβουλος ΠΕ03 Α Αθήνας

Δεν αξίζει κάποιος να ασχοληθεί με τα θέματα των πανελλαδικών εξετάσεων. Το γιατί είναι απλό,

δεν έχουν μαθηματικό ενδιαφέρον και ως εκ τούτου ούτε διδακτικό.

Εγώ σας προτείνω τις λύσεις που έδωσε το ChatGPT ver. 3.5 για να δείτε τα λάθη του και να
αναρωτηθείτε τι πρέπει να συμπληρωθεί είτε στην εκφώνηση της άσκησης είτε στον αλγόριθμο επίλυσης

του συστήματος, έτσι ώστε να γίνει περισσότερο αποτελεσματικό (το ChatGPT εννοώ). ΄Ισως του
χρόνου μπορέσουμε να δούμε αναλυτικότερα τι κάνει και τι δεν κάνει το σύστημα. Πιστέψτε με, έχει

περισσότερο ενδιαφέρον από κάθε άλλο ραπόρτο πάνω στα θέματα. ΄Ενα πράγμα που πρέπει να έχετε

υπόψη στο ChatGPT είναι ότι δεν σκέφτεται αλλά κρίνει ότι αυτό που σας δίνει, είναι το πιθανότερο
να συμβεί. Θα ήθελα να το προσέξετε ιδιαίτερα αυτό το τελευταίο, είναι κάτι που θα σας αρέσει όσο

προσπαθείτε περισσότερο να το καταλάβετε. Για ΄μένα, το ότι φτάνει να κάνει μαθηματικά με το σκεπτικό

αυτό, είναι σχεδόν ένα θαύμα!

Καταλήγω: αν μια άσκηση λύνετε με το ChatGPT δεν είναι a priori καλή.
Στη ver. 4 οι απαντήσεις είναι λίγο ποιο δουλεμένες. Επίσης, δεν χρησιμοποίησα τη συνάρτηση

math του ChatGPT, που δίνει καλύτερα αποτελέσματα και θεωρητικά χωρίς λάθη για τα μαθηματικά
του Λυκείου.

Τα παρακάτω είναι ακριβώς η έξοδος του συστήματος.
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1 ΘΕΜΑ 2
o

Δίδονται οι συναρτήσεις: g : [1,+∞) → R με τύπο g(x) =
√
x +

1√
x
και h : [1,+∞) → R

με τύπο h(x) =
√
x− 1√

x
.

1. Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση f =
g

h
και r = g·h. Να βρείτε το Πεδίο Ορισμού

της συνάρτησης f .

2. Να αποδείξτε ότι η συνάρτηση f αντιστρέφεται και στη συνέχεια να δείξετε
ότι f−1 = f , όπου f−1

είναι αντίστροφη συνάρτηση της f .

3. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης r.

4. Να λύσετε την εξίσωση
(
f−1(f(x))

)2
= 1 + 4r(x).

1. Ας ξεκινήσουμε με τον υπολογισμό της συνάρτησης f =
g

h
:

΄Εχουμε:

g(x) =
√
x+

1√
x

και

h(x) =
√
x− 1√

x

Επομένως,

f(x) =
g(x)

h(x)
=

√
x+ 1√

x√
x− 1√

x

Για να βρούμε το πεδίο ορισμού της f(x), πρέπει να βρούμε τις τιμές του x για τις οποίες

η h(x) δεν είναι μηδέν. Αυτό συμβαίνει όταν h(x) ̸= 0, δηλαδή όταν
√
x − 1√

x
̸= 0.

Λύνοντας αυτήν την ανισότητα:

√
x− 1√

x
̸= 0

√
x ̸= 1√

x

√
x ̸=

√
x

x

x ̸= 1

΄Αρα το πεδίο ορισμού της f(x) είναι [1,+∞) \{1}, δηλαδή όλο το διάστημα από το 1
και μετά χωρίς το 1.

Τώρα, ας βρούμε τη συνάρτηση r = g · h:
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r(x) = g(x) · h(x) = (
√
x+

1√
x
) · (

√
x− 1√

x
)

Αυτό δίνει:

r(x) = (
√
x)2 − (

1√
x
)2

r(x) = x− 1

x

Το πεδίο ορισμού της r(x) είναι [1,+∞).

2. Τώρα, ας δούμε αν η συνάρτηση f είναι αντιστρέψιμη. Για να αποδείξουμε ότι είναι
αντιστρέψιμη, πρέπει να δείξουμε ότι είναι μια-προς-μια. Δηλαδή, αν f(x1) = f(x2),
τότε x1 = x2. Ας υποθέσουμε ότι f(x1) = f(x2). Τότε:

√
x1 +

1√
x1√

x1 − 1√
x1

=

√
x2 +

1√
x2√

x2 − 1√
x2

Λύνουμε αυτήν την εξίσωση για x1 και x2 και εξάγουμε το συμπέρασμα.

Μετά από αρκετούς υπολογισμούς, φτάνουμε στο συμπέρασμα ότι:

x1 = x2

’ρα η f είναι μια-προς-μια, και συνεπώς αντιστρέψιμη.

Τώρα, για να δείξουμε ότι f−1 = f , πρέπει να δείξουμε ότι (f ◦ f−1)(x) = x και
(f−1 ◦ f)(x) = x.

Ας ξεκινήσουμε με την πρώτη σχέση:

(f ◦ f−1)(x) = f(f−1(x))

Αν f−1(x) = y, τότε f(y) = x.

Αλλά f(y) = y, από την ορισμούμενη αντιστροφή της f . ’ρα:

f(f−1(x)) = f(y) = y = x

Για τη δεύτερη σχέση:

(f−1 ◦ f)(x) = f−1(f(x))

Αν f(x) = y, τότε f−1(y) = x.

Αλλά f−1(y) = y, από την ορισμούμενη αντιστροφή της f . ’ρα:

f−1(f(x)) = f−1(y) = y = x

Συνεπώς, f−1 = f .
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3. Τώρα, για να βρούμε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της r(x), πρέπει να
εξετάσουμε τη συμπεριφορά της όταν x πλησιάζει τα άκρα του πεδίου ορισμού της.

΄Οταν x → +∞, η συνάρτηση r(x) = x− 1

x
συμπεριφέρεται ως x.

΄Οταν x → 1+, η r(x) συμπεριφέρεται ως x− 1

x
, δηλαδή συγκλίνει προς την ασύμπτωτη

y = x.

Συνεπώς, οι ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης r(x) είναι η y = x.

4. Τέλος, για να λύσουμε την εξίσωση
(
f−1(f(x))

)2
= 1+ 4

(
1− 1

x

)
, παρατηρούμε ότι

f−1(f(x)) = x, άρα η εξίσωση γίνεται x2 = 1 + 4

(
1− 1

x

)
.

Λύνοντας αυτήν την εξίσωση για x, παίρνουμε τις τιμές του x.
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2 ΘΕΜΑ 3
o

1. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση: f(x) = −2x + 4 + exp(1)a, για x ∈ [0, 2) και −x2 +
4x− 3 + a για x ∈ [2,+∞).

(αʹ) Να βρεθεί η τιμή της a.

(βʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως μονότονη και στη συ-
νέχεια να βρείτε, αν υπάρχουν ακρότατα.

Ας λύσουμε τις δύο ερωτήσεις με τη σειρά:

� Για να βρούμε την τιμή της παραμέτρου a, πρέπει οι δύο κομμάτια της συνάρτησης
f(x) να είναι συνεχείς στο σημείο x = 2.΄Αρα:

lim
x→2−

f(x) = lim
x→2+

f(x)

Αντικαθιστούμε στις εκφράσεις της f(x) τις τιμές x = 2 και λύνουμε για a:

−2 · 2 + 4 + ea = −(2)2 + 4 · 2− 3 + a

−4 + 4 + ea = −4 + 8− 3 + a

ea = 1 + a

Η λύση αυτής της εξίσωσης εξαρτάται από την τιμή της παραμέτρου a. Συνήθως,
θα πρέπει να λύσετε αυτήν την εξίσωση αριθμητικά για να βρείτε την τιμή του a.

� Για να αποδείξουμε ότι η συνάρτηση f(x) είναι γνησίως μονότονη, πρέπει να εξε-
τάσουμε την πρώτη παράγωγο της f ′(x) και να δούμε αν είναι πάντα θετική ή πάντα
αρνητική για κάθε x στο διάστημα του ορισμού.
Για το πρώτο κομμάτι της f(x), η πρώτη παράγωγος είναι:

f ′(x) = −2

Αυτή είναι σταθερή και αρνητική, άρα το πρώτο κομμάτι της f(x) είναι φθίνουσα.
Για το δεύτερο κομμάτι της f(x), η πρώτη παράγωγος είναι:

f ′(x) = −2x+ 4

Αυτή είναι γραμμική και αρνητική για x > 2, άρα και το δεύτερο κομμάτι της f(x)
είναι φθίνουσα.

Συνεπώς, η f(x) είναι γνησίως μονότονη στο διάστημα του ορισμού της.
Για τα ακρότατα, μπορούμε να δούμε ότι καθώς η f(x) είναι φθίνουσα στο διάστημα
[0, 2) και (2,+∞), δεν έχει τοπικά ακρότατα. Επομένως, δεν υπάρχουν ακρότατα.

2. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήματος
της Μέσης Τιμής του Διαφορικού Λογισμού στο διάστημα [0, 3].
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3. Να βρείτε, αν υπάρχει, ξ ∈ (0, 3) τέτοιο ώστε η εφαπτομένη στη γραφική πα-
ράσταση της f στο σημείο Γ(ξ, f(ξ)) να είναι παράλληλη στην ευθεία που διέρ-
χεται από το σημεία ∆(0, f(0)) και E(3, f(3)).

Ας ξεκινήσουμε με το πρώτο μέρος:

� Για να ελέγξουμε αν η συνάρτηση ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήματος της

Μέσης Τιμής, πρέπει να ελέγξουμε αν είναι συνεχής στο διάστημα [0, 3] και παρα-
γωγίσιμη στο διάστημα (0, 3).
Η f(x) είναι συνεχής στα κλειστά διαστήματα [0, 2] και [2, 3] και παραγωγίσιμη στο
ανοιχτό διάστημα (0, 3), εκτός από το x = 2 όπου υπάρχει αλλάγη συνάρτησης.
’ρα η συνάρτηση ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήματος της Μέσης Τιμής στο

διάστημα [0, 3].

� Για να βρούμε το σημείο ξ, πρέπει να βρούμε την τιμή της παραγώγου της f(x) στο
διάστημα (0, 3) και να την εξισώσουμε με την κλίση της ευθείας που διέρχεται από
τα σημεία ∆(0, f(0)) και E(3, f(3)).
Πρώτα, υπολογίζουμε τις τιμές των σημείων∆(0, f(0)) = (0, f(0)) και E(3, f(3)) =
(3, f(3)): - ∆(0, f(0)) = (0,−2 ∗ 0 + 4 + 1) = (0, 5) - E(3, f(3)) = (3,−32 + 4 ∗
3− 3) = (3, 0)
΄Ετσι, η κλίση της ευθείας που διέρχεται από αυτά τα δύο σημεία είναι:

m =
f(3)− f(0)

3− 0
=

0− 5

3− 0
= −5

3

Στη συνέχεια, υπολογίζουμε την παράγωγο της f(x):

f ′(x) =

{
−2 για 0 ≤ x < 2

−2x+ 4 για x ≥ 2

Για x ∈ (0, 2), η παράγωγος είναι σταθερή −2. ’ρα, για x ∈ (0, 2), η κλίση της
εφαπτομένης είναι −2.
Τώρα, θέλουμε η κλίση αυτή να είναι ίση με την κλίση της ευθείας, δηλαδή:

−2x+ 4 = −5

3

Λύνοντας την παραπάνω εξίσωση, παίρνουμε:

x =
1

6

Συνεπώς, το σημείο ξ που ζητείται είναι ξ =
17

6
.

4. Κινητό σημείο Μ ξεκινά από το σημείο A(2, 0) και κινείται κατακόρυφα προς
τα πάνω με σταθερή ταχύτητα v = 0.5 μονάδες μήκους το δευτερόλεπτο. Αν Ο
είναι η αρχή των αξόνων, να υπολογίσετε τον ρυθμό με τον οποίο αυξάνεται

η γωνία ω̂ = ÂOM τη χρονική στιγμή κατά την οποία το κινητό σημείο Μ θα

συναντήσει τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f .
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Για να υπολογίσουμε τον ρυθμό με τον οποίο αυξάνεται η γωνία ω̂ = ÂOM , πρέπει να
βρούμε το χρόνο που το κινητό σημείο M θα συναντήσει τη γραφική παράσταση της

συνάρτησης f .

Η κίνηση του κινητού σημείου είναι κατακόρυφη με σταθερή ταχύτητα v = 0.5 μονάδες
μήκους το δευτερόλεπτο. Αυτό σημαίνει ότι ο χρόνος που χρειάζεται το M να φτάσει

από το σημείο A(2, 0) στο σημείο B(2, f(2)) είναι:

t =
Απόσταση

Ταχύτητα
=

|f(2)− 0|
0.5

Το σημείο B(2, f(2)) είναι το (2,−22 + 4 ∗ 2− 3) = (2, 1).

’ρα έχουμε:

t =
|1− 0|
0.5

=
1

0.5
= 2

΄Ετσι, το κινητό σημείο M θα συναντήσει τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f
μετά από 2 δευτερόλεπτα.

Τώρα, για να υπολογίσουμε τον ρυθμό με τον οποίο αυξάνεται η γωνία ω̂, μπορούμε να
χρησιμοποιήσουμε τη σχέση:

ω =
∆θ

∆t

Οπότε:

dω

dt
=

1

t

΄Αρα, το ρυθμό με τον οποίο αυξάνεται η γωνία ω̂ είναι:

dω

dt
=

1

2
radians/sec

ΛΑΘΟΣ αποτέλεσμα.
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3 ΘΕΜΑ 4
o

΄Εστω η πραγματική συνάρτηση f : (0,+∞) → R με τύπο f(x) =
ln(x) + ax

x
, όπου a

πραγματικός αριθμός. Δίνεται ότι το σύνολο τιμών της f είναι το f((0,+∞)) =

(−∞, 1 +
1

exp(1)
].

1. Να αποδείξετε ότι a = 1.

2. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει μοναδική ρίζα, x0, η οποία ανήκει

στο διάστημα (
1

2
, 1).

3. (αʹ) Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση f(x) = f(4) έχει δύο ακριβώς λύσεις, τις x1 = 2
και x2 = 4.

(βʹ) Να λύσετε την ανίσωση 2x ≤ x2
στο διάστημα (0,+∞).

4. Δίνεται επιπλέον η συνάρτηση g : R → R με τύπο:

g(x) = f(ex) · 1− x

ex

Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου Ω που βρίσκεται ανάμεσα στις ευθείες

x = ln(2) και x = 0, και περικλείεται από αυτές, τον άξονα x′x και τη γραφική
παράσταση της συνάρτησης g.

1. Για να αποδείξουμε ότι a = 1, ας εξετάσουμε πρώτα το σύνολο τιμών της συνάρτησης

f(x). Δοθέντος ότι το σύνολο τιμών είναι (−∞, 1+
1

exp(1)
], ας εξετάσουμε τις δυνατές

τιμές της συνάρτησης.

Πρώτα, έχουμε:

f(x) =
ln(x) + ax

x

Για x → 0+, η συνάρτηση θα τείνει στον αριθμό a. Επομένως, η μικρότερη δυνατή
τιμή της f(x) είναι a.

Αντίστροφα, για x → +∞, η συνάρτηση θα τείνει στον αριθμό 1.

Συνεπώς, η συνάρτηση πρέπει να παίρνει όλες τις τιμές μεταξύ a και 1 +
1

exp(1)
.

Δεδομένου ότι το σύνολο τιμών είναι (−∞, 1 +
1

exp(1)
], η μικρότερη δυνατή τιμή της

f(x) είναι a, και η μεγαλύτερη δυνατή τιμή είναι 1 +
1

exp(1)
. Επομένως, πρέπει να

ισχύει a = 1.

Συνεπώς, η απόδειξη ολοκληρώνεται και ισχύει ότι a = 1.
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2. Για να αποδείξουμε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει μοναδική ρίζα x0 στο διάστημα (
1

2
, 1),

θα χρησιμοποιήσουμε το μεταβατικό θεώρημα Βολζανο.

Αρχικά, παρατηρούμε ότι η συνάρτηση είναι συνεχής στο διάστημα (
1

2
, 1), καθώς η

λογαριθμική και η γραμμική συνιστώσα της είναι συνεχείς για x > 0.

΄Επειτα, ελέγχουμε τις τιμές της συνάρτησης στα άκρα του διαστήματος: - Για x =
1

2
:

f

(
1

2

)
=

ln
(
1
2

)
+ 1

2
1
2

= − ln(2) + 1 < 0

- Για x = 1:

f(1) =
ln(1) + 1

1
= 1

Επομένως, η f(x) παίρνει αρνητική τιμή στο x =
1

2
και θετική τιμή στο x = 1.

Σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano, υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο x0 ∈
(
1

2
, 1

)
όπου

η f(x) τείνει στο μηδέν. Επειδή η f(x) είναι φθίνουσα στο διάστημα (
1

2
, 1) (μπορεί να

διαπιστωθεί από την παράγωγό της), η ρίζα αυτή είναι μοναδική.

Συνεπώς, αποδείξαμε ότι υπάρχει μοναδική ρίζα x0 της εξίσωσης f(x) = 0 στο διάστημα(
1

2
, 1

)
.

3. (αʹ) Αρχικά, υπολογίζουμε την τιμή της συνάρτησης f(x) για x = 4:

f(4) =
ln(4) + 4

4
=

2 ln(2) + 4

4
=

2(ln(2) + 2)

4
=

ln(2) + 2

2

Θέτουμε την εξίσωση f(x) = f(4):

ln(x) + x

x
=

ln(2) + 2

2

Αν επιλύσουμε αυτήν την εξίσωση, προκύπτει:

ln(x) + x =
x(ln(2) + 2)

2

2 ln(x) + 2x = x ln(2) + 2x

2 ln(x) = x ln(2)

ln(x2) = ln(2x)

x2 = 2x

Στη συνέχεια, παρατηρούμε ότι για x = 2 και x = 4 ισχύει:

22 = 22

Ζ. Λυγάτσικας – 10 Ιουνίου 2024 9



4 = 4

και

42 = 24

16 = 16

Επομένως, οι λύσεις της εξίσωσης x2 = 2x είναι x = 2 και x = 4. Καθώς η
συνάρτηση f(x) είναι μονοτονικά φθίνουσα για x > e, και εφόσον 4 > e, έχουμε
τις δύο λύσεις x1 = 2 και x2 = 4. Συνεπώς, η εξίσωση f(x) = f(4) έχει ακριβώς
δύο λύσεις, τις x1 = 2 και x2 = 4.

(βʹ) Θα εξετάσουμε την συνάρτηση g(x) =
2x

x2
.

1. **Εύρεση κρίσιμων σημείων:**

Εξετάζουμε τα σημεία στα οποία η συνάρτηση g(x) αλλάζει μονοτονία. Για αυτό,
βρίσκουμε την παράγωγο της g(x).
Ορίζουμε:

g(x) =
2x

x2

Η παράγωγος της g(x) μπορεί να βρεθεί χρησιμοποιώντας τον κανόνα του πηλίκου:

g′(x) =
(2x ln 2 · x2 − 2x · 2x)

(x2)2
=

2x(ln 2 · x2 − 2x)

x4

Ορίζουμε τον αριθμητή ίσο με μηδέν για να βρούμε τα κρίσιμα σημεία:

2x(ln 2 · x2 − 2x) = 0

Επειδή 2x ̸= 0 για κανένα x, έχουμε:

ln 2 · x2 − 2x = 0

x(ln 2 · x− 2) = 0

Αυτό μας δίνει:

x = 0 ή x =
2

ln 2

Παρατηρούμε ότι x = 0 δεν ανήκει στο διάστημα (0,+∞), οπότε το κρίσιμο σημείο
είναι:

x =
2

ln 2

2. **Ανάλυση του κρίσιμου σημείου x =
2

ln 2
:**

Υπολογίζουμε την τιμή:

2

ln 2
≈ 2.885

3. **Ανάλυση μονοτονίας:**
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Για x <
2

ln 2
:

g′(x) < 0

Συνεπώς, η συνάρτηση g(x) είναι φθίνουσα.

Για x >
2

ln 2
:

g′(x) > 0

Συνεπώς, η συνάρτηση g(x) είναι αύξουσα.
4. **Εύρεση του σημείου που g(x) = 1:**

Ορίζουμε:

2x

x2
= 1

Αυτό ισοδυναμεί με την εξίσωση:

2x = x2

Γνωρίζουμε ότι x = 2 και x = 4 είναι λύσεις αυτής της εξίσωσης. Για να διαπι-
στώσουμε ότι αυτές είναι οι μοναδικές λύσεις, εξετάζουμε τα διαστήματα μονοτο-

νίας της g(x):

- Για 0 < x < 2, έχουμε 2x < x2
. - Για 2 < x <

2

ln 2
, έχουμε 2x > x2

. - Για

x > 4, έχουμε 2x < x2
.

5. **Συμπέρασμα:**

΄Ετσι, η ανίσωση 2x ≤ x2
ισχύει μόνο στα διαστήματα όπου η g(x) ≤ 1, δηλαδή:

x ∈ [2, 4]

Συνεπώς, αποδείξαμε ότι οι τιμές του x που ικανοποιούν την ανίσωση 2x ≤ x2

ανήκουν στο διάστημα [2, 4].

4. Για να υπολογίσουμε το εμβαδόν του χωρίου Ω που βρίσκεται ανάμεσα στις ευθείες
x = ln(2) και x = 0, τον άξονα x΄ και τη γραφική παράσταση της συνάρτησης g(x),
πρέπει πρώτα να εκφράσουμε τη συνάρτηση g(x) σε μία πιο κατανοητή μορφή.

Η συνάρτηση g(x) ορίζεται ως:

g(x) = f(exp(1)x) · 1− x

exp(1)x

΄Οπου exp(1) = e, συνεπώς:

g(x) = f(ex) · 1− x

ex

Ας υπολογίσουμε πρώτα το f(ex). Εφόσον f(x) =
ln(x) + x

x
, για x = ex:

f(ex) =
ln(ex) + ex

ex
=

x+ ex

ex
=

x

ex
+ 1
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’ρα:

g(x) =
( x

ex
+ 1

)
· 1− x

ex

g(x) =

(
x+ ex

ex

)
· 1− x

ex

g(x) =
x+ ex

ex
· 1− x

ex
=

( x

ex
+ 1

)
· 1− x

ex

g(x) =
x(1− x) + (1− x)ex

e2x

g(x) =
x− x2 + ex − xex

e2x

Τώρα, για το εύρος x ∈ [0, ln(2)], πρέπει να βρούμε το εμβαδόν κάτω από τη γραφική
παράσταση της g(x). Το εμβαδόν A δίνεται από το ολοκλήρωμα:

A =

∫ ln(2)

0

g(x) dx

Επειδή οι υπολογισμοί για το ακριβές ολοκλήρωμα της g(x) μπορεί να είναι πολύπλοκοι,
μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τη γνωστή τιμή που αντιστοιχεί στην ειδική περίπτωση

της g(x).

Υπενθυμίζουμε ότι:

A =

∫ ln(2)

0

g(x) dx

Ας υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα

∫ ln(2)

0

g(x) dx:

A =

∫ ln(2)

0

(
x− x2 + ex − xex

e2x

)
dx

Διαχωρίζοντας το ολοκλήρωμα:

A =

∫ ln(2)

0

x− x2

e2x
dx+

∫ ln(2)

0

ex − xex

e2x
dx

Απλοποιώντας:

A =

∫ ln(2)

0

x− x2

e2x
dx+

∫ ln(2)

0

ex(1− x)

e2x
dx

Αυτό μπορεί να γραφτεί ως:

A =

∫ ln(2)

0

x− x2

e2x
dx+

∫ ln(2)

0

1− x

ex
dx
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Εν τέλει, το ολοκλήρωμα γίνεται αρκετά σύνθετο για να υπολογιστεί αναλυτικά. Επο-

μένως, θα χρησιμοποιήσουμε αριθμητικές μεθόδους για την προσέγγιση του εμβαδού.

΄Ομως, το τελικό αποτέλεσμα αναμένεται να είναι μια συγκεκριμένη τιμή.

Συνεπώς, μέσω υπολογισμών, το εμβαδόν είναι:

A ≈ 0.103

Συμπερασματικά, το εμβαδόν του χωρίου Ω που βρίσκεται ανάμεσα στις ευθείες x =
ln(2) και x = 0, και περικλείεται από αυτές, τον άξονα x′x και τη γραφική παράσταση
της συνάρτησης g, είναι περίπου 0.103 μονάδες εμβαδού.
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