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Κεφάλαιο 1

Επανάληψη - Ειδικά Θέματα

1.1 Τριγωνομετρικές Συναρτήσεις

1.1.1 Ορισμοί - Ιδιότητες

Ιδιότητα 1 ΄Εστω ∀x ∈ R, τότε:

1. −1 ≤ ημ (x) ≤ 1, −1 ≤ συν (x) ≤ 1

2. ημ
2(x) + συν 2(x) = 1

3. Με x ̸= π

2
+ kπ και x ̸= k′π, k, k′ ∈ Z

εφ (x) =
ημ (x)

συν (x)
, σφ (x) =

συν (x)

ημ (x)

4. ∀k ∈ Z έτσι ώστε x ̸= π

2
+ kπ, 1 + εφ 2(x) =

1

συν 2(x)

1.1.2 Αναγωγή στο πρώτο τεταρτημόριο

x −x π − x x+ π π/2− x π/2 + x
συν συν (x) συν (x) −συν (x) −συν (x) ημ (x) −ημ (x)
ημ ημ (x) −ημ (x) ημ (x) −ημ (x) συν (x) συν (x)
εφ εφ (x) −εφ (x) −εφ (x) εφ (x) σφ (x) −σφ (x)

1.1.3 Τριγωνομετρικές Εξισώσεις

Με k, k′ ∈ Z

ημ (x) = ημ (y) ⇔ x = 2kπ + y ∨ x = 2k′π + (π − y)

συν (x) = συν (y) ⇔ x = 2kπ + y ∨ x = 2k′π − y

1
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1.1.4 Μελέτη της συνάρτησης ημ (x)

Ιδιότητες 1 1. Η συνάρτηση ημ είναι περιττή στο R. ΄Ετσι, το γράφημα της συνάρτησης
ημ είναι συμμετρικό ως προς (0, 0).

2. Η συνάρτηση ημ είναι περιοδική με περίοδο 2π.

3. Η συνάρτηση ημ είναι παραγωγίσιμη και συνεπώς συνεχής στο R.

∀x ∈ R: f ′(x) = (ημ (x))′ = συν (x).

� Στο [0,
π

2
] η ημ (x) είναι αύξουσα (επειδή η παράγωγος συν (x) > 0).

� Στο [
π

2
, π] η ημ (x) είναι φθίνουσα (επειδή η παράγωγος συν (x) < 0).

4. lim
x→0

ημ (x)

x
= 1.

Απόδειξη: Η συνάρτηση ημ (x) παραγωγίσιμη με ημ ′(x) = συν (x).

lim
h→0

ημ (0 + h)− ημ (0)
h

= lim
h→0

ημ (h)

h
= ημ ′(0) = συν (0) = 1 ⇒ lim

x→0

ημ (x)

x
= 1

5. Το όριο lim
x→+∞

ημ (x) δεν υπάρχει ούτε στο R ούτε στο R̃.

6. Το γράφημα της συνάρτησης είναι:

1.1.5 Μελέτη της συνάρτησης συν (x)

Ιδιότητες 2 1. Η συνάρτηση συν είναι άρτια στο R. ΄Ετσι, το γράφημα της συνάρτησης
συν είναι συμμετρικό ως προς τον άξονα y′y.

2. Η συνάρτηση συν είναι περιοδική με περίοδο 2π.

3. Η συνάρτηση συν είναι παραγωγίσιμη και συνεπώς συνεχής στο R.

∀x ∈ R: Επειδή συν (x) = ημ (
π

2
− x),

f ′(x) = (συν (x))′ =
(
ημ (

π

2
− x)

)′
=

(π
2
− x

)′
συν

(π
2
− x

)
= −ημ (x)

� Στο [0, π] η συν (x) είναι φθίνουσα (επειδή η παράγωγος −ημ (x) < 0).

Ζ. Λυγάτσικας - 3 Φεβρουαρίου 2024 2
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4. lim
x→0

συν (x)− 1

x
= 0.

Απόδειξη:

lim
x→0

συν (x)− 1

x
= lim

x→0

(συν (x)− 1)(συν (x) + 1)

x(συν (x) + 1)

= lim
x→0

(συν 2(x)− 1)

x(συν (x) + 1)

= − lim
x→0

ημ
2(x)

x(συν (x) + 1)

= − lim
x→0

ημ (x)

x
· lim
x→0

ημ (x)

συν (x) + 1

= −1 · 0 = 0

5. Το όριο lim
x→+∞

συν (x) δεν υπάρχει ούτε στο R ούτε στο R̃.

6. Το γράφημα της συνάρτησης είναι:

1.1.6 Μελέτη της συνάρτησης εφ (x)

Ορισμός 1.1.1 Η συνάρτηση εφ ορίζεται στο A = {x ∈ R/συν (x) ̸= 0}, για x ̸= kπ +
π

2
,

σαν εφ (x) =
ημ (x)

συν (x)
.

Ιδιότητα 2 1. Η συνάρτηση εφ (x) είναι παραγωγίσιμη στα διαστήματα που η συνάρτηση

συν (x) δεν μηδενίζεται (για x ̸= kπ +
π

2
) και συνεπώς συνεχής στα διαστήματα αυτά, και:

εφ
′(x) =

1

συν 2(x)
= 1 + εφ 2(x)

2. Η συνάρτηση εφ (x) είναι περιοδική με περίοδο π.

3. Το γράφημα της συνάρτησης είναι:

3 Ζ. Λυγάτσικας - 3 Φεβρουαρίου 2024
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1.1.7 Μελέτη προσήμου μιας τριγωνομετρικής έκφρασης

Πρόβλημα 1.1.1 Να μελετηθεί το πρόσημο στο [0, 2π] και μετά στο [−π, π] των

1. 1− 2ημ (x)

2. 2συν (x)− 1

Λύση:

1. 1− 2ημ (x) > 0 ⇔ 2ημ (x) < 1 ⇔ ημ (x) < 1

2

΄Αρα στο [0, 2π],

1− 2ημ (x) < 0 στο

(
π

6
,
5π

6

)
,

1− 2ημ (x) > 0 στο
[
0,

π

6

)
∪
(
5π

6
, 2π

]
,

1− 2ημ (x) = 0 όταν x =
π

6
∨ 5π

6

Επίσης στο, [−π, π]

1− 2ημ (x) < 0 στο

(
π

6
,
5π

6

)
,

1− 2ημ (x) > 0 στο
[
−π,

π

6

)
∪
(
5π

6
, π

]
,

1− 2ημ (x) = 0 όταν x =
π

6
∨ 5π

6

2. 2συν (x)− 1 > 0 ⇔ 2συν (x) > 1 ⇔ συν (x) > 1

2

΄Αρα στο [0, 2π],

2συν (x)− 1 < 0 στο

(
π

3
,
5π

3

)
,

2συν (x)− 1 > 0 στο
[
0,

π

3

)
∪
(
5
π

3
, 2π

]
,

2συν (x)− 1 = 0 για x =
π

3
∨ 5π

3
.

Επίσης στο [−π, π],

2συν (x)− 1 < 0 στο
[
−π,−π

3

)
∪
(π
3
, π

]
,

2συν (x)− 1 > 0 στο
(
−π

3
,
π

3

)
,

2συν (x)− 1 = 0 για x = −π

3
∨ π

3
.
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1.1.8 Ασκήσεις με τριγωνομετρικές συναρτήσεις

1. Υπολογίστε τις παραγώγους των παρακάτω συναρτήσεων:

(αʹ) f(x) = 2ημ 3(x)− 5ημ (x)

(βʹ) f(x) = 3συν (x) (2 + ημ (x))

(γʹ) f(x) =
συν

2(x)

3 + ημ (x)

(δʹ) f(x) = συν (3x+ π) (1− ημ (2x))

(εʹ) f(x) = |2συν (x)− 1| για x ∈ [0, 2π]. (Ειδική περίπτωση τριγωνομετρικής
ανίσωσης)

(ϛʹ) h(x) = |2συν (x)− 1| στο σημείο x =
π

4
.

Λύση:

(αʹ) Η συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη σαν άθροισμα παραγωγισίμων συναρτήσεων στο R
και συνεπώς παραγωγίσιμη στο R.
∀x ∈ R: f ′(x) = συν (x)

(
6ημ 2(x)− 5

)
(βʹ) Η συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη σαν γινόμενο παραγωγισίμων συναρτήσεων στο R και
συνεπώς παραγωγίσιμη στο R.
∀x ∈ R: f ′(x) = 3

(
−2ημ (x)− ημ 2(x) + συν 2(x)

)
(γʹ) Επειδή 3 + ημ (x) ̸= 0, ∀x ∈ R τότε Df = R. Η συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη σαν
πηλίκο παραγωγισίμων συναρτήσεων στο R και συνεπώς παραγωγίσιμη στο R.

∀x ∈ R: f ′(x) =
−συν (x) (ημ 2(x) + 6ημ (x) + 1)

(3 + ημ (x))2
.

(δʹ) Η συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη σαν γινόμενο παραγωγισίμων συναρτήσεων στο R και
συνεπώς παραγωγίσιμη στο R.

f ′(x) = −3ημ (3x+ π) (1− ημ (2x)) + συν (3x+ π) (−2συν (2x))

= 3ημ (3x) (1− ημ (2x)) + 2συν (3x)συν (2x)

= 3ημ (3x)− ημ (3x)ημ (2x)− 2ημ (3x)ημ (2x) + 2συν (3x)συν (2x)

= ημ (3x) (3− ημ (2x)) + 2 (συν (3x)συν (2x)− ημ (3x)ημ (2x))

= ημ (3x) (3− ημ (2x)) + 2συν (5x)

(εʹ) Σύμφωνα με την άσκηση 1.1.1:

|2συν (x)− 1| =


2συν (x)− 1 < 0 x ∈

(
π

3
,
5π

3

)
2συν (x)− 1 > 0 x ∈

[
0,

π

3

)
∪
(
5π

3
, 2π

]
2συν (x)− 1 = 0 x =

π

3
∨ 5π

3

5 Ζ. Λυγάτσικας - 3 Φεβρουαρίου 2024
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και

|2συν (x)− 1|′ =


2ημ (x) x ∈

(
π

3
,
5π

3

)
−2ημ (x) x ∈

[
0,

π

3

)
∪
(
5
π

3
, 2π

]
0 x =

π

3
∨ 5π

3

(ϛʹ) Υπάρχουν 2 εκδοχές:

i. Χρησιμοποιώ την άσκηση 4 Κεφ. 3 σελίδα 138. Αποδείξαμε εκεί ότι αν f είναι
παραγωγίσιμη συνάρτηση στο a και f(a) ̸= 0, τότε:

|f(x)|′
∣∣∣
x=α

= f ′(α)
f(α)

|f(α)|

΄Ετσι,

|2συν (x)− 1|′
∣∣∣
x=α

= f ′(α)
f(α)

|f(α)|
= −2

√
2

2

√
2− 1

|
√
2− 1|

= −
√
2

ii. Επειδή
π

4
∈
[
0,

π

3

)
θα χρησιμοποιήσω την παράγωγο από το προηγούμενο ερώτη-

μα. Τότε

|2συν (x)− 1|′
∣∣∣
x=π

4

= −2ημ (x)
∣∣∣
x=π

4

= −
√
2

Ζ. Λυγάτσικας - 3 Φεβρουαρίου 2024 6
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2. ΄Εστω συνάρτηση f ορισμένη στο R≥0 με f(x) = ημ (x)− x.

(αʹ) Μελετώντας την μεταβολή του f , δείξτε ότι ∀x ∈ R≥0: ημ (x) ≤ x.

(βʹ) Δείξτε ότι ∀x ∈ R≥0: x− x3

6
≤ ημ (x) ≤ x.

(γʹ) Αποδείξτε επίσης ότι: ∀x ∈ R<0: x− x3

6
≥ ημ (x) ≥ x.

(δʹ) Δώστε ένα φράγμα για την συνάρτηση
∣∣ημ (x)− x

∣∣.
(εʹ) ΄Εστω η συνάρτηση h(x) =

{
ημ (x)

x
, x ∈ R∗

1 , x = 0
και Gh είναι το γράφημά

της.

i. Μελετήστε την συνέχεια και την παραγωγισιμότητα της h στο 0,
σε συνάρτηση με τα προηγούμενα αποτλέσματα, και βρείτε την

εξίσωση της εφαπτομένες στην κάμπύλη Gh στο σημείο 0.

ii. Μελετήστε την συνέχεια και την παραγωγισιμότητα της h στο R∗

και υπολογίστε την h′
.

Λύση:

(αʹ) Μελετώντας την μεταβολή του f , δείξτε ότι ∀x ∈ R+
: ημ (x) ≤ x.

Η συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη σαν άθροισμα παραγωγισίμων συναρτήσεων στο R≥0.

΄Αρα

f ′(x) = συν (x)− 1

τότε f ′(x) ≤ 0, ∀x ∈ R+
. ΄Αρα η συνάρτηση f είναι φθίνουσα.

Επειδή 0 ≤ x ⇒ f(0) ≥ f(x) ⇒ 0 ≥ f(x) ⇒ ημ (x)− x ≤ 0 ⇒ ημ (x) ≤ x.

(βʹ) Δείξτε ότι ∀x ∈ R+
: x− x3

6
≤ ημ (x) ≤ x.

΄Εστω g(x) = ημ (x)− x+
x3

6
η οποία είναι φυσικά παραγωγίσιμη με

g′(x) = συν (x)− 1 +
x2

2
και g′′(x) = −ημ (x) + x = −f(x)

Αλλά για x ≥ 0, από το πρώτο ερώτημα f(x) ≤ 0, και g′′(x) ≥ 0, άρα g′(x) ↑. ΄Αρα,

x ≥ 0 ⇒ g′(x) ≥ g′(0) = 0

Επομένως, g(x) ↑ και συνεπώς

∀x ∈ R+ : x− x3

6
≤ ημ (x) ≤ x

Μπορούμε να αποδείξουμε επίσης οτι ∀x ∈ R≥0:

συν (x)− 1 +
x2

2
≥ 0 ⇒ συν (x) ≥ 1− x2

2

7 Ζ. Λυγάτσικας - 3 Φεβρουαρίου 2024
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(γʹ) Αποδείξτε επίσης ότι: ∀x ∈ R<0: x− x3

6
≥ ημ (x) ≥ x.

Αν

x ≤ 0 ⇒ −x ≥ 0
(2)⇒ −x+

x3

6
≤ ημ (−x) ≤ −x

ή

−x+
x3

6
≤ −ημ (x) ≤ −x ⇒ x ≤ ημ (x) ≤ x− x3

6

(δʹ) Δώστε ένα φράγμα για την συνάρτηση
∣∣ημ (x)− x

∣∣.
i. Ας υποθέσουμε ότι x ≥ 0 τότε: x− x3

6
≤ ημ (x) ≤ x ή

−x3

6
≤ ημ (x)− x ≤ 0 ≤ x3

6
⇒ |ημ (x)− x| ≤ x3

6

ii. Αν x < 0 τότε: x ≤ ημ (x) ≤ x− x3

6
ή

x3

6
≤ 0 ≤ ημ (x)− x ≤ −x3

6
⇒ |ημ (x)− x| ≤ |x|3

6

΄Ετσι, από τις δύο περιπτώσεις: |ημ (x)− x| ≤ |x|3

6
.

(εʹ) ΄Εστω η συνάρτηση h(x) =

{
ημ (x)

x
, x ∈ R∗

1 , x = 0
και Gh είναι το γράφημά της.

i. Μελετήστε την συνέχεια και την παραγωγισιμότητα της h στο 0 και βρείτε την
εξίσωση της εφαπτομένες στην κάμπύλη Gh στο σημείο 0.

Ας αρχίσουμε με την συνέχεια.

lim
x→0

h(x) = lim
x→0

ημ (x)

x
= 1 = h(0)

Ζ. Λυγάτσικας - 3 Φεβρουαρίου 2024 8
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Η συνάρτηση είναι συνεχής. Εξετάζουμε την παραγωγισιμότητα. ΄Εστω x ∈ R∗
:

h(x)− h(0)

x− 0
=

ημ (x)

x
− 1

x
=
ημ (x)− x

x2

Από τα προηγούμενα: ∣∣∣∣ημ (x)− x

x2

∣∣∣∣ ≤ |x|3

6|x|2
=

|x|
6

Επειδή lim
x→0

|x|
6

= 0, καταλήγουμε ότι: lim
x→0

ημ (x)− x

x2
= 0. ΄Ετσι f ′(0) = 0 και η

εφαπτομένη έχει εξίσωση y = h′(0)(x− 0) + h(0) ⇔ y = 1.

ii. Μελετήστε την συνέχεια και την παραγωγισιμότητα της h στο R∗
και υπολογίστε

την h′
.

Η συνάρτηση h είναι πηλίκο δύο συνεχών και παραγωγισίμων συναρτήσεων στο
R∗
με τον παρανομαστή να μη μηδενίζεται στο σύνολο R∗

, όπως αποδείξαμε για το

R+
και R−

. Η δε παράγωγος είναι: h′(x) =
xσυν (x)− ημ (x)

x2
.

9 Ζ. Λυγάτσικας - 3 Φεβρουαρίου 2024
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3. ΄Εστω συνάρτηση g ορισμένη από τη σχέση g(x) = εφ (x). ΄Εστω Gf το

γράφημά της.

(αʹ) Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της.

(βʹ) Μελετήστε την συμμετρία της συνάρτησης.

(γʹ) Μελετήστε την περιοδικότητα της g.

(δʹ) Να βρεθεί το lim
x→π

2

g(x).

(εʹ) i. Η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη; Να υπολογίσετε την g′(x).

ii. Να χαράξτε το γράφημά της.

Λύση:

(αʹ) Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της.

Η συνάρτηση είναι η
ημ (x)

συν (x)
. Πρέπει συν (x) ̸= 0 ή x ̸= kπ +

π

2
. ΄Αρα,

Dg = R− {kπ +
π

2
, k ∈ Z}

(βʹ) Μελετήστε την συμμετρία της συνάρτησης.

Παρατηρούμε ότι το Dg είναι συμμετρικό ως προς το 0. Αρκεί να δείξουμε ότι αν μια
τιμή του x δεν είναι στο πεδίο ορισμού τότε ούτε η −x είναι. Με άλλα λόγια: αν

x ̸= π

2
+ kπ, τότε και −x ̸= π

2
+ kπ, k ∈ Z.

Πράγματι: Ας υποθέσουμε ότι για κάθε k ∈ Z ισχύει:

x ̸= π

2
+ kπ ⇔ −x ̸= −π

2
− kπ

⇔ −x ̸= π

2
− 2π

2
− kπ

⇔ −x ̸= π

2
− π(1 + k)

λ=−(1+k)
=

π

2
+ πλ

Επομένως αν x ∈ Dg ⇒ −x ∈ Dg.

Επίσης:

εφ (−x) =
ημ (−x)

συν (−x)
=

−ημ (x)
συν (x)

= − ημ (x)
συν (x)

= −εφ (x)

Καταλήγουμε λοιπόν στο ότι η συνάρτηση είναι περιττή και συνεπώς συμμετρική ως

προς (0, 0).

(γʹ) Μελετήστε την περιοδικότητα της g.

Αν x ̸= π

2
+ kπ θα δείξουμε ότι x − π και x + π είναι διαφορετικά από

π

2
+ kπ για

κάποιο k ∈ Z.

x+ π ̸= π

2
+ π + kπ =

π

2
+ π(k + 1)

x− π ̸= π

2
− π + kπ =

π

2
+ π(k − 1)
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΄Αρα, αν x ∈ Dg τότε x± π ∈ Dg.

g(x+ π) =
ημ (x+ π)

συν (x+ π)
= g(x)

g(x− π) = g
(
(x− π) + π

)
= g(x)

΄Αρα η g είναι περιοδική με περίοδο π.

(δʹ) Να βρεθεί το lim
x→π

2

g(x).

Επειδή lim
x→π

2

ημ (x) = 1 και lim
x→π

2

συν (x) = 0, τότε

lim
x→π

2

g(x) = +∞

΄Αρα, η καμπύλη έχει κατακόρυφη ασύπτωτο στο
π

2
.

(εʹ) i. Η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη; Να υπολογίσετε την g′(x).
Η συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη σαν πηλίκο παραγωγισίμων συναρτήσεων όπου ο

παρανομαστής μένει διάφορος του 0.

g′(x) =
ημ

2(x) + συν 2(x)

συν 2(x)
=

1

συν 2(x)
= 1 + εφ 2(x)

ii. Να χαράξτε το γράφημά της.
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4. ΄Εστω οι συναρτήσεις f(x) = εφ (x) και g(x) = εφ (x) − x ορισμένες στο(
−π

2
,
π

2

)
.

(αʹ) Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης Gf στο σημείο με τετμημένη

0.

(βʹ) Μελετήστε τη θέση της εφαπτομένης ως προς την καμπύλη Gf . (Θα

μπορούσαμε να μελετήσουμε την γνήσια μονοτονίας της g).

Λύση:

(αʹ) Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης Gf στο σημείο με τετμημένη 0.

Df = R− {kπ +
π

2
, k ∈ Z}.

f ′(x) =
1

συν 2(x)
με f ′(0) =

1

συν (0)
= 1. ΄Αρα, η εφαπτομένη έχει εξισωση

(ϵ) : y = x

.

(βʹ) Μελετήστε τη θέση της εφαπτομένης ως προς την καμπύλη Gf . (Θα μπορούσαμε να

μελετήσουμε την γνήσια μονοτονίας της g).
Θα απαντήσουμε με 2 αποδείξεις:

i. Αυτό που μας ζητάει να μελετήσουμε τη διαφορά f(x) − x ή καλύτερα την μονο-
τονία της g.

g′(x) =
1

συν 2(x)
− 1 =

1− συν 2(x)

συν 2(x)
= εφ 2(x) > 0

∀x ∈
(
−π

2
,
π

2

)
. ΄Ετσι:

x < 0 ⇒ g(x) < g(0) = 0, ∀x ∈
(
−π

2
, 0
)
⇒ g ↓

x > 0 ⇒ g(x) > g(0) = 0, ∀x ∈
(
0,

π

2

)
⇒ g ↑

΄Αρα, αν x ∈
(
−π

2
, 0
)
η Gf βρίσκεται κάτω από την εφαπτομένη.

Αν x ∈
(
0,

π

2

)
η Gf βρίσκεται πάνω από την εφαπτομένη.

Φαίνεται λοιπόν ότι το (0, 0) είναι σημείο καμπής.

ii. Εξετάζουμε την κυρτότητα της f . Οι παράγωγοι της συνάρτησης που εμπλέκονται
είναι:

f ′(x) = 1 + εφ 2(x) και f ′′(x) = 2εφ (x)
(
1 + εφ 2(x)

)
Ζ. Λυγάτσικας - 3 Φεβρουαρίου 2024 12
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Συνεπώς:

x ∈
(
−π

2
, 0
)
⇒ f ′′(x) < 0 ⇒ f κοίλη ⇒ (ϵ) > Gf

x ∈
(
0,

π

2

)
⇒ f ′′(x) > 0 ⇒ f κυρτή ⇒ (ϵ) < Gf

Επομένως, το (0, 0) είναι σημείο καμπής.
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5. ΄Εστω συνάρτηση f(x) =
2ημ (x)

συν 2(x)
.

(αʹ) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης Df .

(βʹ) Μελετήστε την συμμετρία της f .

(γʹ) Είναι η συνάρτηση περιοδική; Αν ναι, ποιά είναι η περίοδός της.

(δʹ) Να υπολογίσετε το lim
x→π

2
−
f(x).

(εʹ) i. Να μελετήσετε την παραγωγισιμότητα της f και να βρείτε την
πρώτη παράγωγό της εκεί που υπάρχει.

ii. Να βρείτε την μονοτονία της και τα ακρότατα.

(ϛʹ) Να χαράξετε την καμπύλη.

Λύση:

(αʹ) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης Df .

Πρέπει συν (x) ̸= 0 ⇒ x ̸= kπ+
π

2
. ΄Αρα, Df = R−{x/x ∈ R∧x ̸= kπ+

π

2
, k ∈ Z}.

(βʹ) Μελετήστε την συμμετρία της f .
Το πεδίο ορισμού είναι συμμετρικό ως προς το 0. Αν x ∈ Df θα δείξουμε ότι και το

−x ∈ Df . Με άλλα λόγια θα δείξουμε ότι −x ̸= kπ +
π

2
για κάποιο k.

−x ̸= −kπ − π

2
= −kπ − π

2
= −kπ − 2π

2
+

π

2
=

π

2
− (k + 1)π

Επομένως υπάρχει k έτσι ώστε −x ∈ Df .

f(−x) =
2ημ (−x)

συν 2(−x)
= − 2ημ (x)

συν 2(x)
= −f(x) ⇒ f(−x) = −f(x)

΄Αρα, η f είναι περιττή.

(γʹ) Είναι η συνάρτηση περιοδική; Αν ναι, ποιά είναι η περίοδός της.

f(x+ 2π) = f(x− 2π) = f(x). ΄Αρα, το 2π είναι η περίοδος της συνάρτησης.

(δʹ) Να υπολογίσετε το lim
x→π

2
−
f(x).

lim
x→π

2
−
(2ημ (x)) = 2 και lim

x→π
2
−
(συν 2(x)) = 0. ΄Αρα,

lim
x→π

2
−
f(x) = +∞

(εʹ) i. Να μελετήσετε την παραγωγισιμότητα της f και να βρείτε την πρώτη παράγωγό
της εκεί που υπάρχει.

Η f είναι παραγωγίσιμη συνάρτηση επειδή είναι πηλίκο παραγωγισίμων συνρτήσεων
στο Df . Η δε πρώτη παράγωγος είναι

f ′(x) =
2(2− συν 2(x)

συν 3(x)
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ii. Να βρείτε την μονοτονία της και τα ακρότατα.

Επειδή η f είναι περιοδική, μπορούμε να κάνουμε την μελέτη στο [−π, π]−
{
± π

2

}
και ακόμα καλύτερα, επειδή επίσης η f είναι περιττή τελικά μπορούμε να δουλέψουμε

στο

[
0, π

]
−

{π

2

}
. Στο διάστημα αυτό ο αριθμητής 2 − συν 2(x) > 0. Ο δε

παρανομαστής είναι:

� Για 0 ≤ x <
π

2
⇒ f ′(x) > 0 ⇒ f ↑

� Για
π

2
< x ≤ π ⇒ f ′(x) < 0 ⇒ f ↓

Μέγιστο και ελάχιστο η συνάρτηση δεν παρουσιάζει.

(ϛʹ) Να χαράξετε την καμπύλη.
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6. (Ανισότητα Huygens Θέλουμε να δείξουμε ότι ∀x ∈
[
0,

π

2

)
ισχύει:

3x ≤ 2ημ (x) + εφ (x)

(αʹ) i. Δείξτε ότι: ∀x ∈ R : 2x3 − 3x2 + 1 = (x− 1)(2x2 − x− 1).

ii. Δείξτε ότι ∀x ∈
[
0,

π

2

)
: 2συν 3(x)− 3συν 2(x) + 1 ≥ 0.

(βʹ) ΄Εστω f(x) = 2ημ (x) + εφ (x)− 3x.

i. Δείξτε ότι ∀x ∈
[
0,

π

2

)
: f ′(x) =

2συν 3(x)− 3συν 2(x) + 1

συν 2(x)
.

ii. Από τις προηγούμενες ερωτήσεις να βρείτε τον πίνακα μονοτονίας

της f(x) στο
[
0,

π

2

)
.

iii. Αποδείξτε την ανισότητα.

Λύση:

(αʹ) i. Δείξτε ότι: ∀x ∈ R : 2x3 − 3x2 + 1 = (x− 1)(2x2 − x− 1).
Εύκολο.

ii. Δείξτε ότι ∀x ∈
[
0,

π

2

)
: 2συν 3(x)− 3συν 2(x) + 1 ≥ 0.

Από το πρώτο ερώτημα:

2συν 3(x)− 3συν 2(x) + 1 ≥ 0 =
(
συν (x)− 1

)(
2συν 2(x)− συν (x)− 1

)
με ρίζες συν (x) = 1 και

2συν 2(x)− συν (x)− 1 = 0 ⇔ συν (x) = 1 ∧ συν (x) = −1

2

΄Αρα: συν (x) − 1 < 0 ∧ 2συν 2(x) − συν (x) − 1 ≤ 0 ⇔ −1

2
< συν (x) < 1.

Συνεπώς ∀x ∈
[
0,

π

2

)
⇒ 2συν 3(x)− 3συν 2(x) + 1 ≥ 0.

(βʹ) ΄Εστω f(x) = 2ημ (x) + εφ (x)− 3x.

i. Δείξτε ότι ∀x ∈
[
0,

π

2

)
: f ′(x) =

2συν 3(x)− 3συν 2(x) + 1

συν 2(x)
.

f ′(x) =
(
2ημ (x)+

ημ (x)

συν (x)
−3x

)′
= 2συν (x)+

1

συν 2(x)
−3 =

2συν 3(x)− 3συν 2(x) + 1

συν 2(x)

ii. Από τις προηγούμενες ερωτήσεις να βρείτε τον πίνακα μονοτονίας της f(x) στο[
0,

π

2

)
.

Επειδή ∀x ∈
[
0,

π

2

)
ο αριθμητής της f ′(x) είναι θετικός όπως και ο παρανομαστής,

τότε f ′(x) ≥ 0. ΄Αρα, f ↑.
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iii. Αποδείξτε την ανισότητα.

0 ≤ x
f↑⇒ f(0) ≤ f(x)
⇒ 0 ≤ 2ημ (x) + εφ (x)− 3x
⇒ 2ημ (x) + εφ (x) ≥ 3x
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7. ΄Εστω συνάρτηση f με f(x) = ημ (x)
(
1− 2συν (x)

)
.

(αʹ) Να μελετηθεί η συμμετρία της συνάρτησης f .

(βʹ) Μελετήστε την περιοδικότητα της συνάρτησης f . Προσδιορίστε την
περίοδό της.

(γʹ) Είναι η f παραγωγίσιμη; Ποιά είναι η πρώτη παράγωγος εκεί που
είναι η συνάρτηση παραγωγίσιμη.

(δʹ) Να λυθεί η εξίσωση −4συν 2(x) + συν (x) + 2 = 0 στο [0, π].

(εʹ) Να λυθεί η ανίσωση −4συν 2(x) + συν (x) + 2 > 0 στο [0, π].

(ϛʹ) Να μελετήσετε την μονοτονία και τα ακρότατα της f στο [0, π].

(ζʹ) Να χαραχθεί το γράφημα της συνάρτησης στο [0, π].

Λύση:

(αʹ) Να μελετηθεί η συμμετρία της συνάρτησης f .
Df = R
f(−x) = ημ (−1)

(
1 − 2συν (−x)

)
= −ημ (x)

(
1 − 2συν (x)

)
= −f(x). ΄Αρα, η

συνέρτηση είναι περιττή και συνεπώς είναι συμμετρική ως προς την αρχή (0, 0).

(βʹ) Μελετήστε την περιοδικότητα της συνάρτησης f . Προσδιορίστε την περίοδό της.
Επειδή x± 2π ∈ R, έχουμε:

f(x± 2π) = ημ (x± 2π)
(
1− 2συν (x± 2π)

)
= ημ (x)

(
1− 2συν (x)

)
= f(x)

Η περίοδος είναι λοιπόν: 2π.

(γʹ) Είναι η f παραγωγίσιμη; Ποιά είναι η πρώτη παράγωγος εκεί που είναι η συνάρτηση
παραγωγίσιμη.

Η συνάρτηση f είναι γινόμενο παραγωγισίμων συναρτήσεων, άρα είναι παραγωγίσιμη.

f ′(x) = συν (x)
(
1− συν (x)

)
+ ημ (x)(2ημ (x))− = 4συν 2(x) + συν (x) + 2

(δʹ) Να λυθεί η εξίσωση −4συν 2(x) + συν (x) + 2 = 0 στο [0, π].

Θεωρώ την εξίσωση −4ω2 + ω + 2 = 0 ⇒ ω1,2 =
1±

√
33

8
με |ω| ≤ 1.

Πράγματι: −1 <
1−

√
33

8
<

1 +
√
33

8
< 1. ΄Εστω: συν (x1) =

1−
√
33

8
και

συν (x2) =
1 +

√
33

8
, με x1,2 ∈ [0, π].

(εʹ) Να λυθεί η ανίσωση −4συν 2(x) + συν (x) + 2 > 0 στο [0, π].

Πρέπει
1−

√
33

8
< x <

1 +
√
33

8
ή συν (x1) < συν (x) < συν (x2).

(ϛʹ) Να μελετήσετε την μονοτονία και τα ακρότατα της f στο [0, π].

� Αν x ∈ [x1, x2] τότε η f
′(x) > 0 ⇒ f ↑
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� Αν x ∈ [0, x1) ∪ (x2π] τότε η f
′(x) < 0 ⇒ f ↓

� Η συνάρτηση f έχει ελάχιστο για x = x1 και μέγιστο για x = x2.

� Η εξίσωση f(x) = 0 έχει 3 ρίζες x = 0, π,
π

3
.

(ζʹ) Να χαραχθεί το γράφημα της συνάρτησης στο [0, π].
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1ο ΠΕΚΕΣ Α Αθήνας

ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ
ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ ΛΥΚΕΙΟΥ

Στοχοθεσία

Το διαγώνισμα έχει 4 θέματα και εξέταζει κυρίως τη μορφοποίηση εννοιών σε διαφορετικές εκδοχές της

ύλης των μαθηματικών της Γ Λυκείου. Το διαγώνισμα είναι 3ωρο.

Το διαγώνισμα ανηχνεύει τη δυνατότητα ελέγχου που έχουν αναπτύξει οι υποψήφιοι:

1. πάνω στη ποιότητα του μαθηματικού συλλογισμού,

2. πάνω στις δεξιότητες του γραπτού λόγου,

3. σε τεχνικές δεξιότητες που αφορούν στις διάφορες πτυχές του προγράμματος των Μαθηματι-

κών της Γ Λυκείου: όριο συναρτήσεων, θέση δύο καμπυλών, ολοκλήρωση, μελέτη καμπύλης και

προβλήματα μεγίστου - ελαχίστου.

Θέμα 1ο Το 1ο Θέμα αφορά στη δυνατότητα ελέγχου συλλογισμού και κατανόησης εννοιών.

Η 1η ερώτηση Αφορά στη διατύπωση του Θεωρήματος Rolle και Μέσης τιμής του Διαφο-
ρικού Λογισμού καθώς και τη γεωμετρική ερμηνεία. Οι απαντήσεις ήταν οι αναμενόμενες. Οι

εξεταζόμενοι μπορούν να συνδιάσουν αποτελέσματα γεωμετρικά και αλγεβρικά.

Η 2η ερώτηση Αφορά στη κατανόηση της διαφοράς μεταξύ της έννοιας του ολοκληρώματος και

του εμβαδού και ειδικότερα στην επίπτωση στο πρόσημο της συνάρτησης. Οι περισσότεροι εξετα-

ζόμενοι δεν καταλαβαίνουν τι πρέπει να αξιολογήσουν. Συνήθως ένα ποσοστό < 15% απαντούν
ότι το συμπέρασμα είναι λάθος, δίνοντας ένα αντιπαράδειγμα με πλήρη ανάλυση. Οι περισσότε-

ροι παρασυρόμενοι από τον αλγεβρικό φορμαλισμό των προηγουμένων τάξεων απαντούν ότι το

συμπέρασμα είναι σωστό.

Η 3η ερώτηση 5 ερωτήσεις Σωστού-Λάθους. Συνήθως, οι περισσότερες λανθασμένες απαν-

τήσεις αφορούν στη 3η ερώτηση. Αυτό συμβαίνει διότι δεν έχουν εξοικιωθεί με την λογική της

Ανάλυσης που είναι διαφορετική από αυτή της ΄Αλγεβρας.

Θέμα 2ο Το 2ο Θέμα αφορά στη μελέτη συνάρτησης.

Οι ερωτήσεις 1(α), 1(β) και 2(α) δεν παρουσιάζουν δυσκολία. Το εύρημα του αθροίσματος

στο 2(α) ερώτημα, δεν γίνεται κατανοητό στη συνέχεια. Σκοπός είναι να αναγνώσουν γεω-

μετρικές ιδιότητες του γραφήματος της συνάρτησης από τον αντίστοιχο αλγεβρικό φορμαλισμό.

Επίσης, πρέπει να αξιολογηθούν οι απαιτούμενες πληροφορίες της συνάρτησης που θα πρέπει να

αναπαρασταθούν στο γράφημα.

Θέμα 3ο Το 3ο Θέμα αφορούσε τεχνικές δεξιότητες.

Το ερώτημα Α Μπορεί να απαντηθεί είτε εξετάζοντας τα ακρότατα της συνάρτησης

f(x)− 2−
∫ 1

9

x

e
f(t)dt
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με το θεώρημα Fermat, είτε χρησιμοποιώντας τη 3η ιδιότητα της f διακρίνοντας δύο περιπτώσεις
x > 0 και x < 0.
Τα ερωτήματα Β και Γ1 πρέπει να απαντηθούν από το σύνολο των εξεταζόμενων.

Θέμα 4ο Το 4ο Θέμα ήταν σύνθετο και αφορά κυρίως σε μια ειδική γεωμετρική έκφραση του θεω-

ρήματος μέσης τιμής, την οποία επίσημα δεν έχουν διδαχθεί.

Στο 1ο ερώτημα οι υποψήφιοι πρέπει να εξετάσουν την παραγωγισιμότητα της συνάρτησης και

μετά να βρούν τη πρώτη παράγωγο.

Στο 2ο ερώτημα το α υπο - ερώτημα, απαιτεί τεχνικές επίλυσης τριγωνομετρικών ανισοτήτων.

Το 3ο ερώτημα Εύκολο.

Στο 4ο ερώτημα υπήρχαν 2 τρόποι να απαντήσουν:

1. είτε να αποδείξουν με αναλυτική γεωμετρία ότι το Γ ήταν το μέσο του AB,

2. είτε ότι τα A, B και Γ είναι συνευθειακά και AΓ = ΓB.

Η πλειοψηφία συνήθως χρησιμοποιεί τη πρώτη μεθοδολογία.

Στο 5ο ερώτημα οι υποψήφιοι δεν δυσκολεύονται να βρούνε το εμβαδόν |h(x)| του τριγώνου
△

MAΓ, όπουM = (x, f(x)). Για τον υπολογισμό του χρησιμοποιούν είτε αναλυτική γεωμετρία είτε
στοιχειώδεις μεθόδους. ΄Ενα ποσοστό < 25% των υποψηφίων επιλέγει την αναλυτική γεωμετρία.
Εξετάζοντας τη συνάρτηση h πρέπει να βρούνε ότι έχει μέγιστο. Πρέπει να αιτιολογηθεί γιατί
το ακρότατο της h είναι και ακρότατο της |h| στο διάστημα [0, π/2]. Στο τελευταίο ερώτημα
αριθμητικά λάθη, συνήθως από κακή διαχείριση του χρόνου, στέκονται εμπόδιο στον προσδιορισμό

του ακρότατου σημείου.
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ΘΕΜΑ 1ο

1. (αʹ) Να διατυπώσετε τις προϋποθέσεις και το συμπέρασμα των Θεωρημάτων Rolle και Μέσης τιμής
του Διαφορικού λογισμού.

(βʹ) Να δώσετε τη γεωμετρική ερμηνεία των παραπάνω θεωρημάτων.

2. ΄Εστω f και g δύο συναρτήσεις ορισμένες και συνεχείς στο [−1, 1]. Αν ∀x ∈ [−1, 1] έχουμε∫ 1

−1

f(x)dx <

∫ 1

−1

g(x)dx

Τότε, ∀x ∈ [−1, 1] ισχύει f(x) < g(x); Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.

3. Να χαρακτηρίσετε τις επόμενες προτάσεις με την ένδειξη (Σ) Σωστό ή (Λ) Λάθος :

i. Δεν υπάρχει άρτια συνάρτηση που να είναι γνησίως μονότονη.

ii. ΄Εστω ∆ ένα διάστημα του R. Αν για μια συνάρτηση f : ∆ → R υπάρχει a ∈ R έτσι ώστε
∀x ∈ ∆ : f(x) ≤ a, τότε η f έχει μέγιστο το a.

iii. ΄Εστω f και g δύο συναρτήσεις για τις οποίες ισχύει lim
x→x0

f(x) = +∞ και υπάρχει το όριο της

g στο x0 και g(x) < 0 για κάθε x σε μια περιοχή του x0. Τότε, lim
x→x0

(
f(x) · g(x)

)
= −∞.

iv. ΄Εστω f μια πραγματική συνάρτηση. Αν υπάρχει η ∈ (α, β) με α, β ∈ R, τέτοιο ώστε f(η) = 0
και f(α) · f(β) < 0, τότε η συνάρτηση f μπορεί και να μην είναι συνεχής στο [α, β].

v. ΄Εστω a, b ∈ R με a < b και η συνάρτηση f : [a, b] −→ R. Υποθέτουμε ότι υπάρχει x0 ∈ [a, b]
με f ′(x0) = 0. Τότε η συνάρτηση f αλλάζει μονοτονία το λιγότερο μια φορά στο [a, b].

Μονάδες 7 + 8 + (2× 5) = 25

ΘΕΜΑ 2ο

Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x+
4

ex + 1
και Gf το γράφημά της.

1. (αʹ) Δείξτε ότι υπάρχει όριο για x → +∞ (πεπερασμένο ή άπειρο). Να βρεθεί το όριο αυτό.
(βʹ) Να γίνει το ίδιο με το −∞.

2. (αʹ) Να υπολογισθεί ∀x ∈ R το άθροισμα f(x) + f(−x).

(βʹ) Να μελετηθεί η μονοτονία της f(x).

(γʹ) Δείξτε ότι ∀m ∈ R η εξίσωση f(x) = m έχει μια και μοναδική πραγματική ρίζα ρm.
Για ποιά τιμή του m η −ρm είναι ρίζα της f(x) = m;

3. (αʹ) i. Δείξτε ότι η ευθεία (ε) : y = x+ 4 είναι πλάγια ασύπτωτη της f(x).

ii. Βρείτε τη θέση της (ε) σχετικά με το γράφημα της Gf .

(βʹ) i. Βρείτε ακόμα μία πλάγια ασύμπτωτη (ε′) της Gf .
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ii. Μελετήστε τη θέση της (ε′) σχετικά με το γράφημα Gf .

4. Χαράξτε τις καμπύλες: Gf , (ε) και (ε
′), στο ίδιο γράφημα.

Μονάδες 5 + 2 + 3 + 5 + 4 + 3 + 3 = 25

ΘΕΜΑ 3ο

΄Εστω παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύουν:

Αʹ) f(x)− 2 ≥
∫ 1

0

x

e
f(t)dt, ∀x ∈ R

Βʹ) f(0) = 2

Γʹ) f ′(0) = 1

1. Να δείξετε ότι

∫ 1

0

f(t)dt = e.

2. Να δείξετε ότι η εξίσωση f(x) = e έχει λύση στο (0, 1).

3. ΄Εστω g(x) = ex + 1, x ∈ R

(αʹ) i. Να δείξετε ότι η συνάρτηση g πληρεί τις υποθέσεις (Αʹ), (Βʹ) και (Γʹ).

ii. Να υπολογίσετε το lim
x→0

g(ημ(x))− 2συν(x)

ημ(x)
.

(βʹ) Να υπολογίσετε το

∫ 1

0

g(t)

g(t) + 1
dt.

Μονάδες 5 + 5 + (4 + 6) + 5 = 25

ΘΕΜΑ 4ο

΄Εστω συνάρτηση f(x) = x
√
3 + 2συν(x).

1. Μελετήστε την παραγωγισιμότητα της f(x) στο πεδίο ορισμού της. Υπολογίστε την f ′(x).

2. (αʹ) Μελετήστε την μονοτονία της f στο [0, π].

(βʹ) Η συνάρτηση παρουσιάζει ακρότατα στο διάστημα [0, π]; Αν ναι, να τα βρείτε.

(γʹ) Χαρακτηρίστε τα ακρότατα (ολικά ή τοπικά στο διάστημα [0, π]) που βρήκατε προηγουμένως.

3. Να βρείτε το σημείο καμπής Γ της καμπύλης Gf στο διάστημα [0, π].
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4. ΄Εστω A και B δύο σημεία της καμπύλης Gf με τετμημένες 0 και π αντίστοιχα. Δείξτε ότι τα
σημεία A και B είναι συμμετρικά με κέντρο συμμετρίας το Γ.

5. Υποθέτουμε ότι ένα σημείο M κινείται στο τόξο
⌢

AΓ της καμπύλης Gf .

(αʹ) Δείξτε ότι υπάρχει θέση του σημείοM έτσι ώστε το τρίγωνο
△

MAΓ να έχει μέγιστο εμβαδόν.

(βʹ) Δείξτε ότι η εφαπτομένη της καμπύλης Gf στο σημείο M είναι παράλληλη στη χορδή AΓ.

Μονάδες 2 + (3 + 2 + 2) + 3 + 5 + (6 + 2) = 25
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Προτεινόμενη λύση του Διαγωνίσματος

ΘΕΜΑ 1ο

1. (αʹ) Σχολικό σελίδα 128

(βʹ) Σχολικό σελίδα 128 και 129. Οι γεωμετρικές ερμηνείες ακολουθούν τα θεωρήματα.

2. ΄Οχι. Για παράδειγμα οι συναρτήσεις

f(x) =


3− x , x ∈ [2, 3]

0 , x ∈ (3, 5]
και g(x) =

1

2
, ∀x ∈ [2, 5]

Τότε, ∫ 5

2

f(x)dx =
1

2
· 1 · 1 =

1

2
<

∫ 5

2

g(x)dx =
1

2
· (5− 2) = 1.5

Αλλά, δεν ισχύει ∀x ∈ [2, 5], f(x) < g(x), αφού f(2) > g(2).
Υπάρχουν και άλλα αντι-παραδείγματα.

3. (αʹ) Σ

(βʹ) Λ (Πρέπει να υπάρχει x0 ∈ ∆ έτσι ώστε f(x0) = a.)

(γʹ) Λ (f(x) =
1

x2
και g(x) = −x2

)

(δʹ) Σ

(εʹ) Λ (η f(x) = x3
, f ′(0) = 0 αλλά f ′(x) = 3x2 > 0 και η f ↑)

ΘΕΜΑ 2ο

1. (αʹ) Δείξτε ότι υπάρχει όριο για x → +∞ (πεπερασμένο ή άπειρο). Να βρεθεί το όριο αυτό.

Επειδή lim
x→+∞

ex = +∞ τότε, lim
x→+∞

4

ex + 1
= 0. ΄Αρα, lim

x→+∞

(
x+

4

ex + 1

)
= +∞.

(βʹ) Να γίνει το ίδιο με το −∞.

Επειδή lim
x→−∞

ex = 0 τότε, lim
x→−∞

4

ex + 1
= 4. ΄Αρα, lim

x→−∞

(
x+

4

ex + 1

)
= −∞.
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2. Να υπολογισθεί ∀x ∈ R το άθροισμα f(x) + f(−x).

f(x) + f(−x) = x+
4

ex + 1
− x− 4

ex + 1
= 4

3. Να μελετηθεί η μονοτονία της f(x).

f ′(x) =

(
ex − 1

)2(
ex + 1

)2 ≥ 0. Επομένως η f είναι αύξουσα.

4. Δείξτε ότι ∀m ∈ R η εξίσωση f(x) = m έχει μια και μοναδική πραγματική ρίζα ρm.
Για ποιά τιμή του m η −ρm είναι ρίζα της f(x) = m;

Για x ̸= 0 η f είναι γνησίως αύξουσα με f ′(0) = 0, το 0 είναι η μοναδική ρίζα της 1ης παραγώγου,
ενώ f(0) = 2 ̸= 0. Επειδή f συνεχής σαν παραγωγίσιμη στο R και lim

x→+∞

(
f(x) − m

)
= +∞

όπως επίσης και lim
x→−∞

(
f(x) − m

)
= −∞, από το θεώρημα ενδιάμεσων τιμών υπάρχει ρm ∈ R

έτσι ώστε f(ρm)−m = 0. Το ρm είναι μοναδικό.

Αν −ρm είναι επίσης ρίζα της f(x)−m = 0 τότε από το προηγούμενο ερώτημα

f(ρm) + f(−ρm) = 4 ⇔ f(−ρm) = 4− f(ρm) = 4−m

και ως εκ τούτου η −ρm είναι ρίζα της f(x) = 4−m. Επομένως:

f(ρm) = 4−m ⇔ m = 4−m ⇔ m = 2

5. (αʹ) Η ευθεία (ε) : y = x+ 4 είναι πλάγια ασύπτωτη της f(x);
Εύκολα, από:

f(x) = x+
4

ex + 1
⇔ f(x) = x+

4

ex + 1
+ 4− 4 ⇔ f(x) = x+ 4− 4ex

ex + 1

lim
x→−∞

(
f(x)− x− 4

)
= lim

x→−∞

4ex

ex + 1
= 0

΄Αρα, η (ε) : y = x+ 4 είναι ασύμπτωτος της Gf στο −∞.
(βʹ) Βρείτε τη θέση της (ε) σχετικά με το γράφημα της Gf .

Επειδή f(x)− (x+4) = − 4ex

ex + 1
< 0, ∀x ∈ R, η καμπύλη Gf είναι κάτω από την y = x+4.

6. (αʹ) Βρείτε ακόμα μία πλάγια ασύμπτωτη (ε′) της Gf .

Επειδή f(x) − x =
4

ex + 1
και lim

x→+∞

4

ex + 1
= 0, η ευθεία y = x είναι πλάγια ασύμπτωτος

της (ε′) : y = x.

(βʹ) Μελετήστε τη θέση της (ε′) σχετικά με το γράφημα Gf .

Επειδή f(x)− x =
4

ex + 1
> 0, ∀x ∈ R, η καμπύλη Gf είναι πάνω από την y = x.

7. Χαράξτε τις καμπύλες: Gf , (ε), (ε
′) και (ζ).
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ΘΕΜΑ 3ο

� [Α] ΄Εστω K(x) = f(x)− 2−
∫ 1

0

x

e
f(t)dt .

Λόγω της (Αʹ) K(x) ≥ 0.
Επίσης, K(0) = 0 (f(0) = 2). ΄Αρα, K(x) > K(0) = 0, ∀x. Επειδή, 0 είναι εσωτερικό σημείο και
ακρότατο, από το θεώρημα Fermat συνεπάγεται ότι K ′(0) = 0.

K ′(x) = f ′(x)− 1

e

∫ 1

0

f(t)dt

K ′(0) = f ′(0)− 1

e

∫ 1

0

f(t)dt

0 = 1− 1

e

∫ 1

0

f(t)dt

Συνεπώς:

∫ 1

0

f(t)dt = e .

� [Β] Ας υποθέσουμε ότι f(x)− e ̸= 0, ∀x ∈ (0, 1).

Αφού είναι συνεχής η f(x)− e διατηρεί πρόσημο. ΄Ομως f(0)− e = 2− e < 0 ⇒ f(x)− e < 0,
∀x ∈ (0, 1).

Οπότε

∫ 1

0

(
f(x)− e

)
dx < 0 ⇒

∫ 1

0

f(x)dx <

∫ 1

0

edx.

΄Αρα,

∫ 1

0

f(x)dx < e. ΄Ατοπο, άρα έχει ρίζα.

� [Γ]

1. g′(x) = ex, g′(0) = e0 = 1. g(0) = e0 + 1 = 2.

ex + 1− 2 ≥ x

e

∫ 1

0

(
et − 1

)
dx ⇒ ex − 1 ≥ x

e
[et + t]

∣∣∣1
0

ex − 1 ≥ x

e

(
e+ 1− 1

)
⇒ ex − 1 ≥ x

e
e ⇒ ex ≥ x+ 1
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που ισχύει.

2.

lim
x→0

g(ημ(x))− 2συν(x)

ημ(x)
= lim

x→0

g(ημ(x))− 2 + 2− 2συν(x)

ημ(x)

= lim
x→0

(
g(ημ(x))− 2

ημ(x)
+

2(1− συν(x))(1 + συν(x))
ημ(x)(1 + συν(x))

)

= lim
x→0

(
g(ημ(x))− g(0)

ημ(x)
+

ημ
2(x)

ημ(x)(1 + συν(x))

)
= 1 +

0

1 + 1
= 1

Αφού: lim
x→0

g(ημ(x))− g(0)

ημ(x)
= lim

u→0

g(u)− g(0)

u− 0
= 1 και g′(0) = 1 .

Επίσης, με De l’ Hôpital.

� [Δ]

I =

∫ 1

0

g(x)

g(x) + 1
dx

g(x)=ex+1
=

∫ 1

0

ex + 1

ex + 2
dx

Θέτω ex = u ⇒ exdx = du ⇒ dx =
du

u
, x = 0 → u = 1, x = 1 → u = e.

∫ 1

0

ex + 1

ex + 2
dx =

∫ e

1

u+ 1

u+ 2
· 1
u
du

=

∫ e

1

(
1

2u
+

1

2(u+ 2)

)
du

=
1

2

(
ln(u) + ln(u+ 2)

)∣∣∣∣∣
e

1

=
1

2
+

ln(e+ 2)− ln(3)

2

ΘΕΜΑ 4ο

1. Μελετήστε την παραγωγισιμότητα της f(x). Υπολογίστε την f ′(x).
Η συνάρτηση είναι άθροισμα παραγωγισίμων συναρτήσεων στο διάστημα [0, π] και συνεπώς παρα-

γωγίσιμη με παράγωγο f ′(x) =
√
3− 2ημ(x).

2. (αʹ) Να μελετηθεί η μονοτονία της f στο [0, π].

Θα λύσουμε πρώτα την ανίσωση
√
3− 2ημ(x) > 0 στο [0, π].
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Από το σχήμα βλέπουμε ότι το πρόσημο της πρώτης παραγώγου είναι:

∀x ∈
[
0,

π

3

)
∪
(
2π

3
, π

]
(f ′(x) > 0) ⇒f ↑

∀x ∈
[
π

3
,
2π

3

]
(f ′(x) < 0) ⇒f ↓

(1)

(βʹ) Η συνάρτηση παρουσιάζει ακρότατα στο διάστημα [0, π]; Αν ναι, να τα βρείτε
Από τον προηγούμενο πίνακα έχουμε τα εξής που αφορούν την μονοτονία της f :

x = 0 ⇒ f(0) = 2

∀x ∈
[
0,

π

3

)
⇒ f αύξουσα

x =
π

3
⇒ η συνάρτηση f έχει μέγιστο max =

π
√
3

3
+ 1

∀x ∈
(
π

3
,
2π

3

]
⇒ f φθίνουσα

x =
2π

3
⇒ η συνάρτηση f έχει ελάχιστο min =

2π
√
3

3
− 1

∀x ∈
(
2π

3
, π

]
⇒ f αύξουσα

x = π ⇒ f(π) = π
√
3− 2

(γʹ) Χαρακτηρίστε τα ακρότατα (ολικά ή τοπικά στο διάστημα [0, π]) που βρήκατε προηγουμένως.

Επειδή f(0) < f

(
2π

3

)
, (απόδειξη), το f(0) είναι το ολικό ελάχιστο στο [0, π]. Ομοίως,

f(π) > f
(π
3

)
, (απόδειξη), το f(π) είναι το ολικό μέγιστο στο [0, π].

Η καμπύλη της f :
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3. Να βρείτε το σημείο καμπής Γ της καμπύλης Gf στο διάστημα [0, π].

΄Εχουμε διαδοχικά: f ′(x) =
√
3 − 2ημ(x) και f ′′(x) = −2συν(x) η οποία έχει μία ακριβώς ρίζα

στο [0, π] ίση με f ′′(x) = 0 ⇒ x =
π

2
στο διάστημα [0, π]. Επειδή η f ′′

αλλάζει πρόσημο αριστερά

και δεξιά του
π

2
, το σημείο Γ =

(
π

2
,
π
√
3

2

)
είναι το ζητούμενο σημείο καμπής.

4. ΄Εστω A και B δύο σημεία της καμπύλης Gf με τετμημένες 0 και π αντίστοιχα. Δείξτε ότι τα
σημεία A και B είναι συμμετρικά με κέντρο συμμετρίας το Γ.

Τα δύο σημεία είναι: A = (0, 2) και B = (π, π
√
3− 2).

΄Αρα, 
A = (0, 2)

B =
(
π, π

√
3− 2

)
Γ =

(
π

2
,
π
√
3

2

) ⇒


−→
AB =

(
π, π

√
3− 4

)
−→
BΓ =

(
−π

2
,
4− π

√
3

2

)

Αλλά, det
(−→
AB,

−→
BΓ
)
= 0, άρα τα σημεία είναι συνευθειακά.

Επειδή, 0 <
π

2
< π στον άξονα των x, τότε από Θεώρημα Θαλή θα έχω ότι τα σημεία A και B

είναι συμμετρικά με κέντρο συμμετρίας το Γ.
Ευκολότερα, θα μπορούσαμε να βρούμε το μέσο του AB το οποίο βλέπουμε ότι ταυτίζεται με το
Γ.

5. Υποθέτουμε ότι ένα σημείο κινείται στο τόξο
⌢

AΓ της καμπύλης Gf . Δείξτε ότι υπάρχει θέση του

σημείο M έτσι ώστε το τρίγωνο MAΓ να έχει μέγιστο εμβαδόν.

΄Εστω A = (0, 2), Γ
(π
2
,
π
√
3

2

)
, M

(
x, f(x)

)
.

Τότε:

−−→
MA =

(
0− x, 2− f(x)

)
=
(
− x, 2− f(x)

)
,

−−→
MΓ =

(π
2
− x,

π
√
3

2
− f(x)

)
Το δε εμβαδόν του τριγώνου είναι: E(x) =

1

2

∣∣∣ det(−−→MA,
−−→
MΓ)

∣∣∣. Θέτω
g(x) = det(

−−→
MA,

−−→
MΓ) = −π + πσυν(x) + 2x = π

(
συν(x)− 1

)
+ 2x
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με g′(x) = −πημ(x) + 2 και ρίζα ένα τόξο x0 τέτοιο ώστε ημ(x0) =
2

π
στο [0, π/2].

� x ∈ [0, x0) ⇒ x < x0 ⇔ −πημ(x) > −πημ(x0) ⇔ −πημ(x) + 2 > −πημ(x0) + 2 ⇔
−πημ(x) + 2 > 0 ⇔ g′(x) > 0. ΄Αρα,
η g είναι αύξουσα.

� x ∈ [x0, π] ⇒ x0 < x ⇔ −πημ(x0) > −πημ(x) ⇔ −πημ(x0) + 2 > −πημ(x) + 2 ⇔ 0 >
−πημ(x) + 2 ⇔ g′(x) < 0. ΄Αρα,
η g είναι φθίνουσα.

Επομένως, η g(x) έχει μέγιστο στο [0, π/2].
Θα δείξουμε τώρα ότι η τιμή x0 δίνει μέγιστη και στην συνάρτηση E(x).
Η g(x) = 0 έχει δύο προφανείς ρίζες x = 0 ∨ x = π/2. Αυτές είναι οι μοναδικές ρίζες της
g(x) = 0 στο [0, π/2]. Ας υποθέσουμε ότι είχαμε τρείς r1 < r2 < r3, τότε από το θεώρημα Rolle
η g′(x) = −πημ(x) + 2 = 0 θα έχει δύο ρίζες πράγμα άτοπο γιατί η g′(x) = 0 έχει μία μόνο ρίζα
στο [0, π/2].
Συμπέρασμα, η g(x) = 0 έχει μονο δύο ρίζες και ένα μέγιστο στο [0, π/2]. Επειδή μάλιστα είναι
κοίλη στο [0, π/2] η χορδή με άκρα (0, 0) και (π/2, 0) (=σημεία του οριζόντιου άξονα), αφήνει την
καμπύλη Gg πάνω. ΄Αρα, η g(x) > 0, ∀x ∈ [0, π/2]. Επομένως, η συνάρτηση του εμβαδού E(x)
και η g(x) έχουν το ίδιο μέγιστο, το οποίο επιτυγχάνεται με αυτό το x0 ∈ [0, π/2] για το οποίο

ημ(x0) =
2

π
.

6. Δείξτε ότι στο σημείο M η εφαπτομένη στη καμπύλη Gf είναι παράλληλη στη χορδή AΓ.

Η χορδή AΓ έχει κλίση:

f(xΓ − f(xA)

xΓ − xA

=
π
√
3

2
− 2

π
2
− 0

=
π
√
3− 4

π

Από το θεώρημα της Μέσης τιμής για την συνάρτηση f , υπάρχει ξ ∈ [0, π/2] τέτοιο ώστε

f ′(ξ) =
π
√
3− 4

π
⇔ −2ημξ +

√
3 =

π
√
3− 4

π
⇔ ημ(ξ) =

2

π

Τότε x0 ≡ ξ, και έτσι το σημείο με τετμημένη x0 = ξ είναι το σημείο που το εμβαδόν γίνεται
μέγιστο και η εφαπτομένη της Gf στο σημείο αυτό είναι παράλληλη στην χορδή AΓ.
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ΤΕΣΤ
ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ ΛΥΚΕΙΟΥ

1. Το παρακάτω Σχήμα αναπαριστά το γράφημα μιας συνάτησης f στο διάστημα [−4, 4].

Σχῆμα 1: Ερώτηση 1.

(αʹ) Η συνάρτηση f

i. είναι άρτια

ii. είναι περιττή

iii. είναι άρτια και περιττή

iv. δεν είναι ούτε άρτια ούτε περιττή

(βʹ) Η εξίσωση f(x) = 0 έχει

i. 2 ρίζες

ii. 3 ρίζες

iii. 4 ρίζες

iv. 5 ρίζες

(γʹ) Η εξίσωση f ′(x) = 0 έχει

i. 2 ρίζες

ii. 3 ρίζες

iii. 4 ρίζες

iv. 5 ρίζες

(δʹ) Η εξίσωση f(x)× f ′(x) = 0 έχει

i. 2 ή 3 ρίζες

ii. 4 ή 5 ρίζες

iii. 6 ή 7 ρίζες

iv. 8 ή 9 ρίζες

(εʹ) Η εξίσωση

(
f(x)

)2
= 1 έχει

i. 2 ρίζες

ii. 3 ρίζες

iii. 4 ρίζες

iv. καμμία από τις τις προηγούμενες προτάσεις δεν είναι αληθής.
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(ϛʹ) Η εξίσωση f(x2) = 1 έχει

i. 2 ρίζες

ii. 3 ρίζες

iii. 4 ρίζες

iv. καμμία από τις τις προηγούμενες προτάσεις δεν είναι αληθής.

(ζʹ)

∫ 4

−4

f(x)dx βρίσκεται μέσα στο διάστημα

i. [2, 3]

ii. [3, 4]

iii. [4, 5]

iv. [5, 6]

(ηʹ)

∫ 4

−4

|f(x)|dx−
∫ 4

−4

f(x)dx είναι ίσο με

i. έναν φυσικό αριθμό

ii. έναν δεκαδικό αριθμό

iii. έναν ρητό αριθμό

iv. έναν άρρητο αριθμό

2. Αν lim
x→x0

f(x) = r, x0, r ∈ R, πως θα δικαιολογούσατε την ισότητα lim
x→x0

|f(x)| = |r|;

3. ΄Εστω δύο συναρτήσεις f και g ορισμένες στο R και R∗
αντίστοιχα με

f(x) = e−x(x− 1) + 1 και g(x) =
e−x − 1

x

(αʹ) lim
x→+∞

f(x) =

i. −∞
ii. +∞
iii. 0

iv. κανένα από τα παραπάνω

(βʹ) lim
x→−∞

f(x) =

i. −∞
ii. +∞
iii. 0

iv. κανένα από τα παραπάνω

(γʹ) lim
x→+∞

g(x) =

i. −∞
ii. +∞
iii. 0

iv. κανένα από τα παραπάνω
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(δʹ) lim
x→0

g(x) =

i. 0

ii. 1

iii. ±∞
iv. κανένα από τα παραπάνω

(εʹ) Η αρχική συνάρτηση F της f τέτοια ώστε F (0) = 0 είναι F (x) =

i. −e−x
(x2

2
− x
)
+ x

ii. e−x
(x2

2
− x
)
+ x

iii. x(1− e−x)

iv. καμμία από τις παραπάνω προτάσεις

(ϛʹ)

∫ 4

2

g(x)dx είναι

i. 0

ii. γνησίως αρνητική

iii. γνησίως θετική

iv. καμμία από τις παραπάνω προτάσεις

(ζʹ) Στο R+
η f είναι

i. σταθερή

ii. γνησίως φθίνουσα

iii. γνησίως αύξουσα

iv. δεν είναι μονότονη

(ηʹ) Η εξίσωση ln
(
f(x)

)
= 0 έχει τις(ην) ίδιες(α) ρίζες(α) με την εξίσωση

i.
√
x = 1

ii. x2 = 1

iii. ex = 1

iv. κανένα από τα παραπάνω

(θʹ) Η τιμή της f
(
ln(1)

)
ανήκει στο διάστημα

i. (−∞, 0)

ii. [0, 2)

iii. [2, 4)

iv. [4,+∞)

4. ΄Εστω f : [0,+∞) → [0,+∞) μία κοίλη συνάρτηση. Δείξτε ότι η συνάρτηση x 7→ f(x)

x
είναι

φθίνουσα στο (0,+∞).

5. Θέλουμε να βρούμε μια συνάρτηση f έτσι ώστε f 2(x) = g2(x) όπου g(x) επίσης συνεχή συνάρτηση
με 2 πραγματικές ρίζες (δηλαδή, η εξίσωση g(x) = 0 έχει 2 πραγματικές ρίζες). Οι πιθανές
εκφράσεις της συνάρτησης f είναι:
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(αʹ) 2

(βʹ) 22

(γʹ) 23

(δʹ) 22
2

(εʹ) δεν έχουμε επαρκή δεδομένα
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Προτεινόμενη λύση του Τεστ

1. (αʹ) iv

(βʹ) iv

(γʹ) i

(δʹ) i

(εʹ) iv

(ϛʹ) i

(ζʹ) ii

(ηʹ) i

2. Από
∣∣|x| − |y|

∣∣ ≤ |x− y| έχω
∣∣|f(x)| − |r|

∣∣ ≤ |f(x)− r|.

3. (αʹ) iv

(βʹ) i

(γʹ) iii

(δʹ) iv

(εʹ) iii

(ϛʹ) ii

(ζʹ) iv

(ηʹ) i

(θʹ) ii

4. ΄Εστω f : [0,+∞) → [0,+∞) μία κοίλη συνάρτηση. Δείξτε ότι η συνάρτηση h(x) =
f(x)

x
είναι

φθίνουσα στο (0,+∞).

x < y :
f(x)− f(0)

x− 0
>

f(y)− f(0)

y − 0
η f ′ ↓.

΄Αρα,

f(x)

x
≥ f(y)

y
+ f(0)

( 1
x
− 1

y

)
≥ f(y)

y

και έτσι η
f(x)

x
↓.

5. (γ΄)
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