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Νέο Αναλυτικό Πρόγραμμα

Τι αλλάζει

Το νέο ΑΠΣ εστίαζει

1 στα μαθησιακά αποτελέσματα όχι στην ύλη!

2 στην ικανότητα να επιλέγει ο καθηγητής την κατάλληλη μέθοδο

διδασκαλίας. Στη Διαχείριση και Διαμόρφωση περιβάλλοντος

μάθησης.

3 στην επιλογή του πολλαπλού βιβλίου σαν αποτέλεσμα των στόχων

συνεργασίας της ειδικότητας (=Συντονιστής ειδικότητας) και των στόχων

του σχολείου (=Ενδοσχολικός Συντονιστής). Το υλικό πάνω στο οποίο θα

κτιστεί η διδασκαλία μιας ενότητας δεν είναι προκαθορισμένο.

4 στον επαγωγικό συλλογισμό στο Γυμνάσιο και παραγωγικό στο Λύκειο.

5 στην κατάκτηση του Επιστημονικού Στοχασμού και Συλλογισμού

κριτικού χαρακτήρα.

6 στις τροχιές μάθησης και στις Μεγάλες ιδέες.
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Νέο Αναλυτικό Πρόγραμμα

Βασικές Αρχές

Η πρώτη προϋπόθεση για να μπορούμε να μετατρέπουμε την ακαδημαϊκή μαθηματική

γνώση σε σχολική γνώση είναι η καλή γνώση του μαθηματικού syllabus. Η γνώση αυτή θα
μας επιτρέψει να επιλέξουμε τις κατάλληλες διδακτικές μαθηματικές πρακτικές, τις

μαθηματικές δραστηριότητες, να διαμορφώσουμε τα αξιολογικά μας κριτήρια κ.ο.κ.

Το ακαδημαϊκό Μαθηματικό περιεχόμενο μπορεί να γίνει σχολική γνώση με τον κλασικό

τρόπο μέσα από θεματικές περιοχές και ενότητες (π.χ. Τετράπλευρα στη Γεωμετρία) ή

μπορεί να μέσα από κεντρικές ιδέες ή αρχές που ονομάζονται σήμερα στη διδακτική

Μεγάλες Ιδέες των Μαθηματικών.

Ως μεγάλη ιδέα θεωρείται μια κεντρική έννοια στη μάθηση και διδασκαλία των μαθηματικών

η οποία συνδέει διαφορετικές μαθηματικές έννοιες ή οπτικές σε ένα συνεκτικό σύνολο.

Στο νέο Πρόγραμμα Σπουδών ως Μεγάλες ιδέες των Μαθηματικών αναγνωρίζονται η

Μαθηματική δομή, η Απόδειξη, η Γενίκευση, η Μεταβολή, η Ισοδυναμία, οι

Μετασχηματισμοί και η Προσέγγιση - σύγκλιση

Λυγάτσικας Ζήνων - Σύμβουλος Εκπαίδευσης, ΠΕ03, Α ΑθήναςΗ αποδεικτική διαδικασία και ο επιστημονικός στοχασμός & συλλογισμός στα νέα αναλυτικά προγράμματα20 Ιανουαρίου 2024 4 / 33
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Νέο Αναλυτικό Πρόγραμμα

Βασικές Αρχές

Με την Απόδειξη σαν εργαλείο οργάνωσης της Μαθηματικής εκπαίδευσης,

αποδεχόμαστε σιωπηλά τις παρακάτω παραδοχές:

1 Αναγνώριση του συλλογισμού και της απόδειξης ως θεμελιώδεις όψεις των

μαθηματικών (δεν είναι ο μοναδικός τρόπος να κάνεις μαθηματικά η

Απόδειξη).

2 Διατύπωση και εξερεύνηση μαθηματικών εικασιών (Επίμονο και άκρως

ελιτίστικο).

3 Ανάπτυξη και αξιολόγηση μαθηματικών επιχειρημάτων και αποδείξεων (

Πρέπει να υπάρχει μια εσωτερική λογική που πρέπει να αναδεικνύεται

και να επιτρέπει όλους τους ελέγχους συνεκτικότητας. Robert
MacPherson, επιμελητής του Annals of Mathematics).

4 Επιλογή και χρήση διάφορων τύπων συλλογισμού και μεθόδων απόδειξης

(έχει σχέση και με την διάχυση μέσα στους κλάδους της Μαθηματικής

επιστήμης).

Λυγάτσικας Ζήνων - Σύμβουλος Εκπαίδευσης, ΠΕ03, Α ΑθήναςΗ αποδεικτική διαδικασία και ο επιστημονικός στοχασμός & συλλογισμός στα νέα αναλυτικά προγράμματα20 Ιανουαρίου 2024 5 / 33
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μαθηματικών (δεν είναι ο μοναδικός τρόπος να κάνεις μαθηματικά η
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2 Διατύπωση και εξερεύνηση μαθηματικών εικασιών (Επίμονο και άκρως

ελιτίστικο).

3 Ανάπτυξη και αξιολόγηση μαθηματικών επιχειρημάτων και αποδείξεων (

Πρέπει να υπάρχει μια εσωτερική λογική που πρέπει να αναδεικνύεται

και να επιτρέπει όλους τους ελέγχους συνεκτικότητας. Robert
MacPherson, επιμελητής του Annals of Mathematics).

4 Επιλογή και χρήση διάφορων τύπων συλλογισμού και μεθόδων απόδειξης

(έχει σχέση και με την διάχυση μέσα στους κλάδους της Μαθηματικής

επιστήμης).

Λυγάτσικας Ζήνων - Σύμβουλος Εκπαίδευσης, ΠΕ03, Α ΑθήναςΗ αποδεικτική διαδικασία και ο επιστημονικός στοχασμός & συλλογισμός στα νέα αναλυτικά προγράμματα20 Ιανουαρίου 2024 5 / 33
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Εισαγωγή

Περιεχόμενα

1 Νέο Αναλυτικό Πρόγραμμα

2 Εισαγωγή

3 Το status την Απόδεικτικής διαδικασίας στο Λύκειο
Επιχειρματολογία vs Απόδειξη
Η φιλοσοφία του ΟΧΙ

4 Επικαιροποιώντας τα χαρακτηριστικά της Απόδειξης
Ο ρόλος της Μνήμης

Οι Κατασκευές

Τα Συστήματα Αυτόματων Αποδείξεων

5 Συμπέρασμα

6 Βιβλιογραφία
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Εισαγωγή

Παράγοντες που διαμορφώνουν το Μαθηματικό syllabus

(The Death of Proof, Horgan, 1993) Οι υπολογιστές μεταμορφώνουν τον τρόπο με
τον οποίο οι μαθηματικοί ανακαλύπτουν, αποδεικνύουν και επικοινωνούν ιδέες, αλλά

υπάρχει χώρος για απόλυτη βεβαιότητα στον νέο κόσμο;

Ποιά είναι η δική σας απάντηση;

Το Εθνικό Συμβούλιο για τη Διδασκαλία των Μαθηματικών (NCTM), USA, 2000, στο
Πεδίο: Ανάπτυξη Προτύπων για τα Μαθηματικά. διατυπώνει τα εξής πρότυπα:

1 Επίλυση Προβλημάτων.

2 Συλλογισμός και Απόδειξη: Οι μαθητές πρέπει να αναπτύξουν την ικανότητα να
παρουσιάζουν μαθηματικές αποδείξεις και να αξιολογούν την ορθότητα των

αποδείξεων που παρουσιάζονται από άλλους. Η μαθηματική απόδειξη απαιτεί

λογική, συνοχή και καθαρή επεξήγηση.

3 Σύγκριση και Σύνδεση.

4 Σύγκριση και Κρίση.

5 Μοντελοποίηση και Εφαρμογές.

Λυγάτσικας Ζήνων - Σύμβουλος Εκπαίδευσης, ΠΕ03, Α ΑθήναςΗ αποδεικτική διαδικασία και ο επιστημονικός στοχασμός & συλλογισμός στα νέα αναλυτικά προγράμματα20 Ιανουαρίου 2024 7 / 33
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Εισαγωγή

Οι παράγοντες που διαμορφώνουν την ιδέα της Απόδειξης στο Σχολείο

Ο Μαθηματικός αποδεικτικός λόγος, προϊόν μιας στεγανοποιημένης επικράτειας, γίνεται

σιγά - σιγά μια επιχειρηματολογία η οποία στην καλύτερη των περιπτώσεων πείθει αλλά δεν

αποδεικνύει! Οι αιτίες αυτής της μεταμόρφωσης είναι:

1 Λόγοι συντομίας στα γραπτά και προφορικά. Τα συμπεράσματα περιορίζονται σε
δυαδικά πλαίσια, ισχύει - δεν ισχύει, οι κανόνες των εξαγομένων συμπερασμάτων

μπαίνουν στη σκιά, δεν θεωρούμε σκόπιμο να αναφερθούμε σε αυτούς, για παράδειγμα

στη δομή ενός επιχειρήματος (συζευκτικός συλλογισμός, modus tollens κλπ), ή στις
ιδιότητες και τις Προτάσεις που υποστηρίζουν τη συνεπαγωγή, π.χ. η ιδιότητα της

μεταβατικότητας ή της παραλληλίας κλπ,

2 Λόγοι οργάνωσης, διατύπωσης και σύνταξης, όπου δύο ή τρία συμπεράσματα
ομαδοποιούνται σε ένα, ή δύο προϋποθέσεις του κανόνα σε μία ή και καμία,

3 Το κυριότερο, το θεωρητικό καθεστώς ορισμένων προτάσεων δεν καθορίζεται σαφώς
στο εκπαιδευτικό curriculum. Η συστηματική παιδαγωγική παρέμβαση στην
επιστημονική μεθοδολογία είναι συχνότατα προβληματική με μια σειρά κριτηρίων που

δεν είναι πάντα αντικειμενικά και προς όφελος της βαθιάς κατανόησης. Με δύο λόγια:

εκπαιδεύουμε αλλά δεν διδάσκουμε.

Λυγάτσικας Ζήνων - Σύμβουλος Εκπαίδευσης, ΠΕ03, Α ΑθήναςΗ αποδεικτική διαδικασία και ο επιστημονικός στοχασμός & συλλογισμός στα νέα αναλυτικά προγράμματα20 Ιανουαρίου 2024 8 / 33
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Το status την Απόδεικτικής διαδικασίας στο Λύκειο
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Το status την Απόδεικτικής διαδικασίας στο Λύκειο Επιχειρματολογία vs Απόδειξη

Επιχειρηματολογία vs Απόδειξη

Επιχειρηματολογία Απόδειξη

1) Διαλεκτικής φύσεως Λογικής φύσεως

2) Δεν υπάρχουν οργανωτικο-

ί περιορισμοί εκτός αυτών που α-

φορούν τον διάλογο.

Η οργάνωση γίνεται γύρω από μια δομική οντότητα που

είναι το συμπέρασμα, και καθιστά την απόδειξη παρόμοια

με έναν υπολογισμό.

3) Αναπτύσσεται μέσω των

σχέσεων του περιεχομένου των

προτάσεων, σε αλληλεπίδραση

με τις επιστημονικές σημασιο-

λογικές αξίες που τους δίνει ο

αποστολέας.

Κάθε πρόταση έχει μία από τις τρεις λειτουργικές κατα-

στάσεις: υπόθεση, το επιχείρημα, συνεπαγόμενη πρόταση.

Αυτή η κατάσταση καθορίζεται από την οργάνωση του πα-

ραγωγικού συλλογισμού και όχι από το περιεχόμενο.

4) Μη ιεραρχική δομή, η οποία

βασίζεται στη συσσώρευση επι-

χειρημάτων, με υποχρεωτικό σε-

βασμό στη θεματική συνέχεια.

Δομή σε δέντρο (ή ακόμα και αρθρωτή, με πολλά δέντρα,

για παράδειγμα μια απόδειξη που χρειάζεται πολλά

λήματα που δεν συμμετέχουν πλέον σαν νέες υποθέσεις

αλλά σαν νέα συμεράσματα).

5) Το συμπέρασμα και η αξία της

αλήθειας του, δεν προκύπτουν α-

πό αυτό ούτε απαραίτητα ούτε

αποκλειστικά Το επιχείρημα πε-

ίθει, αλλά δεν αποδεικνύεται.

Κάθε συναγόμενη πρόταση καθορίζεται μοναδικά και α-

ναγκαστικά από το συμπέρασμα, η εγκυρότητα του οπο-

ίου μπορεί να ελεγχθεί θεωρητικά. Αυτό ισχύει ιδιαίτερα

για τη πρόταση συμπέρασμα, την τελευταία συναγόμενη

πρόταση, της οποίας η αναγκαιότητα αποδεικνύει τη λο-

γική της αξία ως αληθής πρόταση.

Λυγάτσικας Ζήνων - Σύμβουλος Εκπαίδευσης, ΠΕ03, Α ΑθήναςΗ αποδεικτική διαδικασία και ο επιστημονικός στοχασμός & συλλογισμός στα νέα αναλυτικά προγράμματα20 Ιανουαρίου 2024 10 / 33
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Επιχειρηματολογία vs Απόδειξη

Επιχειρηματολογία Απόδειξη

1) Διαλεκτικής φύσεως Λογικής φύσεως

2) Δεν υπάρχουν οργανωτικο-

ί περιορισμοί εκτός αυτών που α-

φορούν τον διάλογο.

Η οργάνωση γίνεται γύρω από μια δομική οντότητα που

είναι το συμπέρασμα, και καθιστά την απόδειξη παρόμοια

με έναν υπολογισμό.

3) Αναπτύσσεται μέσω των

σχέσεων του περιεχομένου των

προτάσεων, σε αλληλεπίδραση

με τις επιστημονικές σημασιο-

λογικές αξίες που τους δίνει ο

αποστολέας.

Κάθε πρόταση έχει μία από τις τρεις λειτουργικές κατα-

στάσεις: υπόθεση, το επιχείρημα, συνεπαγόμενη πρόταση.

Αυτή η κατάσταση καθορίζεται από την οργάνωση του πα-

ραγωγικού συλλογισμού και όχι από το περιεχόμενο.

4) Μη ιεραρχική δομή, η οποία

βασίζεται στη συσσώρευση επι-

χειρημάτων, με υποχρεωτικό σε-

βασμό στη θεματική συνέχεια.

Δομή σε δέντρο (ή ακόμα και αρθρωτή, με πολλά δέντρα,

για παράδειγμα μια απόδειξη που χρειάζεται πολλά

λήματα που δεν συμμετέχουν πλέον σαν νέες υποθέσεις

αλλά σαν νέα συμεράσματα).

5) Το συμπέρασμα και η αξία της

αλήθειας του, δεν προκύπτουν α-

πό αυτό ούτε απαραίτητα ούτε

αποκλειστικά Το επιχείρημα πε-

ίθει, αλλά δεν αποδεικνύεται.

Κάθε συναγόμενη πρόταση καθορίζεται μοναδικά και α-

ναγκαστικά από το συμπέρασμα, η εγκυρότητα του οπο-

ίου μπορεί να ελεγχθεί θεωρητικά. Αυτό ισχύει ιδιαίτερα

για τη πρόταση συμπέρασμα, την τελευταία συναγόμενη

πρόταση, της οποίας η αναγκαιότητα αποδεικνύει τη λο-

γική της αξία ως αληθής πρόταση.
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Το status την Απόδεικτικής διαδικασίας στο Λύκειο Επιχειρματολογία vs Απόδειξη

Παράδειγμα 1, Πανελλαδικές 2017

Παράδειγμα

Αν μια συνάρτηση είναι συνεχής στο x0 τότε είναι επίσης παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό;

Η απάντηση (sic) 1ου μαθητή:

Ο ισχυρισμός είναι λάθος καθώς αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0, δεν είναι σύγουρο
πως είναι και παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό.Ο σωστός ισχυρισμός είναι ότι κάθε

παραγωγίσιμη συνάρτηση στο x0 είναι και συνεχής στο σημείο αυτό, καθώς και ότι κάθε
συνάρτηση που δεν είναι συνεχής στο x0, δεν είναι και παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό.
Ποια είναι η κριτική σας στην αιτιολόγηση αυτή;

Απάντηση (sic) 2ου μαθητή:
Μια συνάρτηση f που είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο x0 τότε είναι και συνεχής σε αυτό.
Ωστόσο το αντίστροφο δεν ισχύει διότι:

Για x ̸= x0, f (x)− f (x0) =
f (x)− f (x0)

x − x0
(x − x0), άρα

lim
x→x0

(f (x)− f (x0)) = lim
x→x0

(
f (x)− f (x0)

x − x0
(x − x0)

)
= lim

x→x0

(
f (x)− f (x0)

x − x0

)
· lim
x→x0

(x − x0)

Για το οποίο δεν γνωρίζουμε αν υπάρχει το όριο lim
x→x0

(
f (x)− f (x0)

x − x0

)
.

Λυγάτσικας Ζήνων - Σύμβουλος Εκπαίδευσης, ΠΕ03, Α ΑθήναςΗ αποδεικτική διαδικασία και ο επιστημονικός στοχασμός & συλλογισμός στα νέα αναλυτικά προγράμματα20 Ιανουαρίου 2024 11 / 33
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Αν μια συνάρτηση είναι συνεχής στο x0 τότε είναι επίσης παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό;

Η απάντηση (sic) 1ου μαθητή:

Ο ισχυρισμός είναι λάθος καθώς αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0, δεν είναι σύγουρο
πως είναι και παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό.Ο σωστός ισχυρισμός είναι ότι κάθε

παραγωγίσιμη συνάρτηση στο x0 είναι και συνεχής στο σημείο αυτό, καθώς και ότι κάθε
συνάρτηση που δεν είναι συνεχής στο x0, δεν είναι και παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό.
Ποια είναι η κριτική σας στην αιτιολόγηση αυτή;

Απάντηση (sic) 2ου μαθητή:
Μια συνάρτηση f που είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο x0 τότε είναι και συνεχής σε αυτό.
Ωστόσο το αντίστροφο δεν ισχύει διότι:

Για x ̸= x0, f (x)− f (x0) =
f (x)− f (x0)

x − x0
(x − x0), άρα

lim
x→x0

(f (x)− f (x0)) = lim
x→x0

(
f (x)− f (x0)

x − x0
(x − x0)

)
= lim

x→x0

(
f (x)− f (x0)

x − x0

)
· lim
x→x0

(x − x0)

Για το οποίο δεν γνωρίζουμε αν υπάρχει το όριο lim
x→x0

(
f (x)− f (x0)

x − x0

)
.
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Το status την Απόδεικτικής διαδικασίας στο Λύκειο Επιχειρματολογία vs Απόδειξη

Παράδειγμα 2, Εμπειρισμός

Παράδειγμα

Αν σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο μια γωνία του ισούται με 30o , τότε η απέναντι πλευρά του
είναι το μισό της υποτείνουσας.
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Το status την Απόδεικτικής διαδικασίας στο Λύκειο Η φιλοσοφία του ΟΧΙ

Απαγωγή σε άτοπο, η γεωμετρική εκδοχή

Πρόταση

(Πρόταση VI ) Αν δύο γωνίες ενός τριγώνου είναι ίσες, τότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές.

Απόδειξη (Ευκλείδης): ΄Εστω τρίγωνο ABΓ με B̂ = Γ̂. Θα δείξουμε ότι AB = AΓ.
Αν AB και AΓ ήταν άνισες, μπορούμε να υποθέσουμε ότι AB > AΓ.
Επί της AB παίρνουμε σημείο ∆ έτσι ώστε B∆ = AΓ. Τότε τα τρίγωνα ABΓ και B∆Γ είναι
ίσα γιατί: B∆ = AΓ , BΓ = ΓB και B̂ = Γ̂.

Αυτό όμως είναι άτοπο, αφού το B∆Γ είναι μικρότερο από το ABΓ.
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Απαγωγή σε άτοπο, η γεωμετρική εκδοχή

Πρόταση

(Πρόταση VI ) Αν δύο γωνίες ενός τριγώνου είναι ίσες, τότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές.

Απόδειξη (Ευκλείδης): ΄Εστω τρίγωνο ABΓ με B̂ = Γ̂. Θα δείξουμε ότι AB = AΓ.
Αν AB και AΓ ήταν άνισες, μπορούμε να υποθέσουμε ότι AB > AΓ.
Επί της AB παίρνουμε σημείο ∆ έτσι ώστε B∆ = AΓ. Τότε τα τρίγωνα ABΓ και B∆Γ είναι
ίσα γιατί: B∆ = AΓ , BΓ = ΓB και B̂ = Γ̂.

Αυτό όμως είναι άτοπο, αφού το B∆Γ είναι μικρότερο από το ABΓ.

Λυγάτσικας Ζήνων - Σύμβουλος Εκπαίδευσης, ΠΕ03, Α ΑθήναςΗ αποδεικτική διαδικασία και ο επιστημονικός στοχασμός & συλλογισμός στα νέα αναλυτικά προγράμματα20 Ιανουαρίου 2024 13 / 33



Το status την Απόδεικτικής διαδικασίας στο Λύκειο Η φιλοσοφία του ΟΧΙ

Απαγωγή σε άτοπο, η γεωμετρική εκδοχή

΄Ενας κύκλος δεν είναι δυνατό να τέμνει

άλλον σε περισσότερα από δύο σημεία.

Μια ευθεία και ένας κύκλος έχουν το

πολύ δύο κοινά σημεία.

Ενδιαφέρουσα απόδειξη μετά την Πρόταση ΙΙΙ.2,

στα Στοιχεία.
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Το status την Απόδεικτικής διαδικασίας στο Λύκειο Η φιλοσοφία του ΟΧΙ

Απαγωγή σε Άτοπο σαν διαδιακασία Λογική διαδικασίας

Για την άσκηση, έχει προηγηθεί η απόδειξη της πρότασης:

Αν k,N ∈ N, διαφορετικά του 0, και a :=
k√
N είναι ρητός, τότε ο αριθμός a είναι τελικά φυσικός.

Ο αριθμός
3√
51 +

2

3
είναι ρητός ή άρρητος; Να αιτιολογήσετε την απάντηση.

Απόδειξη 1: Αντιγράφω (sic):
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Απαγωγή σε Άτοπο σαν διαδιακασία Λογική διαδικασίας

Για την άσκηση, έχει προηγηθεί η απόδειξη της πρότασης:

Αν k,N ∈ N, διαφορετικά του 0, και a :=
k√
N είναι ρητός, τότε ο αριθμός a είναι τελικά φυσικός.

Ο αριθμός
3√
51 +

2

3
είναι ρητός ή άρρητος; Να αιτιολογήσετε την απάντηση.

Απόδειξη 1: Αντιγράφω (sic):

Λυγάτσικας Ζήνων - Σύμβουλος Εκπαίδευσης, ΠΕ03, Α ΑθήναςΗ αποδεικτική διαδικασία και ο επιστημονικός στοχασμός & συλλογισμός στα νέα αναλυτικά προγράμματα20 Ιανουαρίου 2024 15 / 33



Το status την Απόδεικτικής διαδικασίας στο Λύκειο Η φιλοσοφία του ΟΧΙ

Απαγωγή σε Άτοπο σαν διαδιακασία Λογική διαδικασίας

Ο αριθμός
3√
51 +

2

3
είναι ρητός ή άρρητος; Να αιτιολογήσετε την απάντηση.

Απόδειξη 2: Αντιγράφω (sic):
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Επικαιροποιώντας τα χαρακτηριστικά της Απόδειξης

Περιεχόμενα

1 Νέο Αναλυτικό Πρόγραμμα

2 Εισαγωγή

3 Το status την Απόδεικτικής διαδικασίας στο Λύκειο
Επιχειρματολογία vs Απόδειξη
Η φιλοσοφία του ΟΧΙ

4 Επικαιροποιώντας τα χαρακτηριστικά της Απόδειξης
Ο ρόλος της Μνήμης

Οι Κατασκευές

Τα Συστήματα Αυτόματων Αποδείξεων

5 Συμπέρασμα

6 Βιβλιογραφία
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Επικαιροποιώντας τα χαρακτηριστικά της Απόδειξης

Τι νέο;

Αν θεωρήσουμε τις προηγούμενες δυσκολίες ως γνωσιολογικά εμπόδια, είναι απαραίτητη η

ανάλυση της εξέλιξης της απόδειξης από ιστορική σκοπιά.

Δύο πορίσματα της ιστορικής ανάλυσης είναι σημαντικά για εμάς. Το πρώτο: Οι οπτικές

αναπαραστάσεις και οι κατασκευές έπαιξαν σημαντικό ρόλο στη διαδικασία της απόδειξης

στα μαθηματικά.

Το δεύτερο: Ο ρόλος της απαγωγής σε άτοπο ήταν σημαντικός στην

ανάπτυξη του αποδεικτικού λόγου στα μαθηματικά.

Η επιστήμη της διδακτικής των μαθηματικών ισχυρίζεται ότι μπορεί να αντιμετωπίσει τα

γνωσιολογικά εμπόδια. Μεταξύ αυτών των συνταγών μπορούμε να διακρίνουμε:

1 Τη διαφοροποιημένη διδασκαλία.

2 Τη καθοδήγηση ώστε να σκέφτεται αναλυτικά και να ενισχύει τις δεξιότητές του.

3 Τη συσχέτιση μαθηματικών εννοιών με την πραγματική ζωή.

4 Τη χρήση, εκπαιδευτικών λογισμικών και του διαδικτύου.

5 Τη συνεργατική μάθηση.

6 Την ενθάρρυνση των μαθητών ώστε να μη φοβούνται το λάθος (έτσι και αλλοιώς το
κάνει ο περίγυρός του).

7 Πρόσθετη βοήθεια με τη συνεργασία με άλλους μαθητές ή εκπαιδευτικούς (το κάνουν
τα φροντιστήρια).

Λυγάτσικας Ζήνων - Σύμβουλος Εκπαίδευσης, ΠΕ03, Α ΑθήναςΗ αποδεικτική διαδικασία και ο επιστημονικός στοχασμός & συλλογισμός στα νέα αναλυτικά προγράμματα20 Ιανουαρίου 2024 18 / 33
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Επικαιροποιώντας τα χαρακτηριστικά της Απόδειξης Ο ρόλος της Μνήμης

Το πείραμα του Gowers στη Γεωμετρία

Θεώρημα

(Steiner, Lehmus) Αν σε ένα τρίγωνο δύο από τις εσωτερικές διχοτόμοι είναι
ίσες, τότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές.
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Επικαιροποιώντας τα χαρακτηριστικά της Απόδειξης Ο ρόλος της Μνήμης

Το πείραμα του Gowers στην Άλγεβρα

Η απόδειξη της αρρητότητας του

√
2.

1 Η κλασική απόδειξη με την απαγωγή σε άτοπο,

2 την γεωμετρική απόδειξη του Tennenbaumm

3 και μια εκδοχή που παρουσιάζει ο Gowers.

Η απόδειξη του Gowers είναι εν συντομία η εξής: θεωρεί με απαγωγή σε άτοπο
ότι √

2 =
p

q

με p και q είναι οι μικρότεροι δυνατοί θετικοί ακέραιοι, πρώτοι μεταξύ τους
που είναι ίσοι με τον

√
2.

Τότε, 1 <
p

q
< 2 ∧

√
2 =

2−
√
2√

2− 1
ή
p

q
=

2q − p

p − q
. Αλλά:

2p − q < p ∧ p − q < q

Πράγμα αδύνατο.
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με p και q είναι οι μικρότεροι δυνατοί θετικοί ακέραιοι, πρώτοι μεταξύ τους
που είναι ίσοι με τον

√
2.

Τότε, 1 <
p

q
< 2 ∧

√
2 =

2−
√
2√

2− 1
ή
p

q
=

2q − p

p − q
. Αλλά:

2p − q < p ∧ p − q < q

Πράγμα αδύνατο.
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Επικαιροποιώντας τα χαρακτηριστικά της Απόδειξης Ο ρόλος της Μνήμης

Το αποτέλεσμα του Gowers

Η ιδέα της απομνημόνευσης (memorability) οδήγησε τον Gowers να εισαγάγει
μια μέτρηση, την οποία ο ίδιος ονομάζει το πλάτος μιας απόδειξης. Είναι

απλώς ο αριθμός των διακριτών κομματιών πληροφοριών ή ιδεών που πρέπει

να έχει κανείς κατά νου για να ανακατασκευάσει μια απόδειξη αντλώντας

κύρια σημεία από τη μνήμη, και έτσι φαίνεται ότι είναι μια ποσότητα δυνητικά

μετρήσιμη.

Ο Gowers προτείνει ότι μια απόδειξη μπορεί να ενισχύσει την κατανόηση, αν
κατασκευαστεί με βάση μαθηματικές ιδέες που είναι καλά κατανοητές και

εσωτερικεύονται καθιστώντας πιο επιδεκτική την ανακατασκευή της

απόδειξης.

Κατά την άποψή του, οι καθαρότητα των βασικών ιδεών μπορεί να μειώσει τον

όγκο των λιγότερο σημαντικών πληροφοριών (ή την ακαταστασία) που πρέπει

να λαμβάνεται υπόψη.
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Επικαιροποιώντας τα χαρακτηριστικά της Απόδειξης Οι Κατασκευές

Κατασκευές

1 Η μαθηματική οπτικοποίηση και κατασκευή ήταν παρούσα στην

προέλευση των μαθηματικών. Η χρήση των κατασκευών και η διαίσθηση

έπαιξαν σημαντικό ρόλο στην δομή της Γεωμετρίας από τον Ευκλείδη.

Επομένως, τα γνωσιολογικά εμπόδια αμβλύνονται.

2 ΄Ενα κατασκευαστικό πρόβλημα καταλήγει σε μια κατασκευή ως

αποτέλεσμα μιας παραγωγικής αλυσίδας που ξεκινάει, όπως και η

απόδειξη, από αξιώματα, θεωρήματα, κατασκευές που έχουν ήδη

θεμελειωθεί και κατασκευαστεί.

3 Για την ανακάλυψη της επίλυσης μιας κατασκευής χρησιμοποιούμε την

λεγόμενη ανάλυση. Μια διαδικασία που ξεκινά με την υπόθεση ότι η

κατασκευή έγινε και προσπαθούμε να προσδιορίσουμε κατασκευές οι

οποίες ολοκληρώνουν την κατασκευή αλλά έχουν εκ των προτέρων

αναλυθεί και υλοποιηθεί.
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Επικαιροποιώντας τα χαρακτηριστικά της Απόδειξης Οι Κατασκευές

1η Κατασκευή - Η κατασκευή της εφαπτομένης

Ποια από τις δύο έχει μεγαλύτερη πολυπλοκότητα;

Η δεύτερη είναι πολυπλοκότερη (κατά Lemoine) της πρώτης. Για τη πρώτη
αρκεί να δείξω ότι τα χρωματιστά τρίγωνα είναι ίσα ενώ για τη δεύτερη ότι οι

κύκλοι G1 και F τέμνονται.
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Επικαιροποιώντας τα χαρακτηριστικά της Απόδειξης Οι Κατασκευές

1η Κατασκευή - Η κατασκευή του Μένωνα

Να εγγραφεί σε δοθέντα κύκλο τρίγωνο ισεμβαδικό προς δοθέν τετράγωνο.

Τομή της υπερβολής x · y = β2
, x = AM και του αρχικού κύκλου.

1ο πρόβλημα: Ποια είναι η θέση του κύκλου στο καρτεσιανό σύστημα ώστε η τομή των 2

καμπυλών να είναι η λύση του προβλήματος;

2ο πρόβλημα: Τι γίνεται με την διερεύνηση του προβλήματος;
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Επικαιροποιώντας τα χαρακτηριστικά της Απόδειξης Τα Συστήματα Αυτόματων Αποδείξεων

Αυτόματες Αποδείξεις Java Geometry Expert. Η ευθεία Simson.
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Επικαιροποιώντας τα χαρακτηριστικά της Απόδειξης Τα Συστήματα Αυτόματων Αποδείξεων

Αυτόματες Αποδείξεις Java Geometry Expert

1. CH ⊥ AB

↓

2. B̂DA = ÂGC

↓

3. D̂BA = 1800 − ÂHC

↙ ↘

4. D̂BG = D̂EC D̂EC + ÂHC = 180o 5.

↓ ↓

6. ABDE EHDC 7.
ομοκυκλικά ομοκυκλικά
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Επικαιροποιώντας τα χαρακτηριστικά της Απόδειξης Τα Συστήματα Αυτόματων Αποδείξεων

Αυτόματες Αποδείξεις Java Geometry Expert
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Συμπέρασμα

Περιεχόμενα

1 Νέο Αναλυτικό Πρόγραμμα

2 Εισαγωγή
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4 Επικαιροποιώντας τα χαρακτηριστικά της Απόδειξης
Ο ρόλος της Μνήμης

Οι Κατασκευές
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5 Συμπέρασμα

6 Βιβλιογραφία
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Συμπέρασμα

Μια άσκηση από Μαθηματικά Γ Προσανατολισμού

΄Εστω f : R+ → R με f (x) =
√
x και ένα

σημείο A(0, 2) στον κατακόρυφο άξονα.
΄Εστω M(x , y) σημειο της Gf .

1 Να βρείτε την απόσταση d(A,M) σαν
συνάρτηση του x .

2 ΄Εστω g : [0,+∞) −→ R με
g(x) = 2x3 + x − 2.

1 Δείξτε ότι g(x) = 0 έχει μία
μονο ρίζα στο [0,+∞).

2 Να κάνετε τον πίνακα

μεταβολών προσήμου της g(x).

3 ΄Εστω h(x) = x2 + x − 4
√
x + 4

1 Δείξτε ότι h′(x) =
g
(√

x
)

√
x
.

2 Δείξτε ότι η h(x) έχει
ελάχιστο, έστω M0.

3 Δικαιολογήστε γιατί και η

συνάρτηση d(A,M)2 έχει το M0

σαν ελάχιστο.

4 Δείξτε ότι αν λ1 είναι ο συντελεστής

διεύθυνσης της AM0 και λ2 ο

συντελεστής διεύθυνσης της

εφαπτομένης της καμπύλης της

συνάρτησης f στο σημείο M0, τότε

λ1 · λ2 = −1.
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Συμπέρασμα

Μια άσκηση από Α Λυκείου

Είδαμε ότι το ακέραιο μέρος ενός πραγματικού

x, συμβολικά ⌊x⌋, είναι ο μεγαλύτερος ακέραιος
μικρότερος ή ίσος του x.

΄Εστω f (x) = x2 − 8 ⌊x⌋ + 1. Ο στόχος της
άσκησης είναι να λύσουμε την εξίσωση f (x) = 0.

1 Βρείτε το ακέραιο μέρος του αριθμού
√
55

και επαληθεύστε ότι είναι λύση της

εξίσωσης f (x) = 0.

2 1 Δείξτε ότι το 1 δεν είναι λύση
της f (x) = 0.

2 Δείξτε ότι αν x < 1 η εξίσωση
f (x) = 0 δεν έχει λύση.

΄Εστω p(x) = x2 − 8x + 1.
3 Χρησιμοποιώντας την

ανισότητα ⌊x⌋ ≤ x , δείξτε ότι
για κάθε x , p(x) ≤ f (x).

4 Δείξτε ότι, αν x ∈ R και
p(x) > 0, τότε ο πραγματικός x

δεν είναι λύση της f (x) = 0.

3 Για κάθε x δώστε τον πίνακα μεταβολής
προσήμου του p(x). Δείξτε ότι όλες οι
λύσεις της f (x) = 0 είναι αυστήρα
μικρότερες του 8.

4 1 Από την γνωστή ανισότητα

x − 1 < ⌊x⌋, για κάθε x , δείξτε
ότι f (x) < p(x) + 8.

2 Δείξτε ότι όλες οι ρίζες της

εξίσωσης f (x) = 0 είναι
αυστηρά μεγαλύτερες του 6.

5 1 Ποια είναι τα πιθανά ακέραια

μέρη των λύσεων της f (x) = 0;

2 Δείξτε ότι η εξίσωση f (x) = 0
δέχεται σαν ρίζες την

√
55 και

μια άλλη την οποία και να

βρείτε.
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Συμπέρασμα

Αυθεντικά Μαθηματικά Προβλήματα

Υπάρχουν δύο ασκήσεις στα βιβλία του λυκείου με τις οποίες θα μπορούσαμε να εισάγαγουμε την

δραστηριότητα αυτή. Η πρώτη είναι θεώρημα στο βιβλίο της γεωμετρίας στην ύλη της Β΄ Λυκείου

και λέει ότι :

Αν ABΓ ένα ορθογώνιο τρίγωνο με Â = 90o . Τότε AP2 = BP · PΓ. Ισχύει το αντίστροφο;

΄Εστω τρίγωνο ABΓ και P το ίχνος του ύψους που άγεται από την κορυφή A. Αν AP2 =
AP · PΓ, το τρίγωνο είναι ορθογώνιο.

Η δεύτερη μπορεί να είναι μια άσκηση των Μαθηματικών της Κατεύθυνσης Β΄ Λυκείου.

1 Δίνεται η υπερβολή x2 − y2 = α
2
. Να αποδειχθεί ότι το ορθόκεντρο H του τριγώνου ABA′

με

A(α, 0), A′(−α, 0), B(α
√
2, α) ανήκει στην υπερβολή.

2 Αποδείξτε ότι για το τρίγωνο ABA′
ισχύει: B̂AA′ − B̂A′A = 90o .

Ορισμός

Λέμε ότι ένα τρίγωνο ABΓ είναι ψευδο - ορθογώνιο στο Α αν ισχύει |B̂ − Γ̂| =
π

2
. Λέμε ότι ένα

τρίγωνο ABΓ είναι ψευδο - ορθογώνιο στο Α με αμβλεία την B̂, αν ισχύει B̂ − Γ̂ =
π

2
.

Η ιδιότητα αυτή των ισοσκελών υπερβολών συζητήθηκε για πρώτη φορά το 1852 μεταξύ των De

Morgan και του Sir William Rowan Hamilton. Στο κείμενο αυτό φαίνεται ότι ο Hamilton αντικαθιστά

την ισοσκελή υπερβολή με την περίπτωση του ψευδο-ορθογωνίου τριγώνου. Για την κατανόηση

αυτής εκδοχής, θα δουλέψουμε και στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών για να προσεγγίσουμε

καλύτερα την πολυμορφία της διαδικασίας της αντικατάστασης.
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Συμπέρασμα

Αυθεντικά Μαθηματικά Προβλήματα

Υπάρχουν δύο ασκήσεις στα βιβλία του λυκείου με τις οποίες θα μπορούσαμε να εισάγαγουμε την

δραστηριότητα αυτή. Η πρώτη είναι θεώρημα στο βιβλίο της γεωμετρίας στην ύλη της Β΄ Λυκείου

και λέει ότι :

Αν ABΓ ένα ορθογώνιο τρίγωνο με Â = 90o . Τότε AP2 = BP · PΓ. Ισχύει το αντίστροφο;

΄Εστω τρίγωνο ABΓ και P το ίχνος του ύψους που άγεται από την κορυφή A. Αν AP2 =
AP · PΓ, το τρίγωνο είναι ορθογώνιο.

Η δεύτερη μπορεί να είναι μια άσκηση των Μαθηματικών της Κατεύθυνσης Β΄ Λυκείου.

1 Δίνεται η υπερβολή x2 − y2 = α
2
. Να αποδειχθεί ότι το ορθόκεντρο H του τριγώνου ABA′

με

A(α, 0), A′(−α, 0), B(α
√
2, α) ανήκει στην υπερβολή.

2 Αποδείξτε ότι για το τρίγωνο ABA′
ισχύει: B̂AA′ − B̂A′A = 90o .

Ορισμός

Λέμε ότι ένα τρίγωνο ABΓ είναι ψευδο - ορθογώνιο στο Α αν ισχύει |B̂ − Γ̂| =
π

2
. Λέμε ότι ένα

τρίγωνο ABΓ είναι ψευδο - ορθογώνιο στο Α με αμβλεία την B̂, αν ισχύει B̂ − Γ̂ =
π

2
.
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Συμπέρασμα

William Rowan Hamilton

Από: Graves, Robert Perceval (1889). Life of Sir William Rowan Hamilton,
Volume III. Dublin: Hodges, Figgis, & Co.page 340.
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