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Θέματα Μαθηματικών 2023, 16 Ιουνίου 2023

Πρώτο σχόλιο: Τα θέματα ανιχνεύαν αυτό που έπρεπε να ανιχνεύσουν, δηλαδή: το αν μπορούν οι

μαθητές να αναγνωρίσουν καταστάσεις και να εφαρμόσουν μεθοδολογίες με χειρουργική ακρίβεια. Δεν

ήταν δύσκολοι οι υπολογισμοί. Η ΚΕΕ έδινε σημασία περισσότερο στη διαδικασία. Μοιρασμένα σωστά:

το Α και το Β για όλους. Το Γ και το Δ για διαβασμένους με κάποιες διαβαθμισμένες ερωτήσεις στο

Δ, για να γίνει η διαφορά.

Η θεματογραφία των ασκήσεων έχει εξαντληθεί, η ύλη είναι πενιχρή, η προσπάθεια να δώσουμε κάτι

αυθεντικό όλο και μειώνεται. Παγιώνεται συνεχώς το αίτημα που θέλει τα θέματα να είναι διαβαθμισμένα

από σχολή σε σχολή. Επίσης, είναι αναγκαίο να διευρυνθεί το syllabus. Μια ελπίδα ίσως είναι το νέο
αναλυτικό πρόγραμμα(;)

Θέμα Α: Εύκολα. Τα έχουν γράψει σε προσομοιώσεις κατά τη σχολική χρονιά. Δεν αναδεικνύουν

δεξιότητες ή ικανότητες.

1. Σχολικό σελ. 111

2. Σχολικό σελ. 104

3. Σχολικό σελ. 128

4. α. Λ β. Λ γ. Λ δ. Σ ε. Σ

Θέμα Β: Και εδώ δεν έχουμε κάτι το ιδιαίτερο. Χιλιοειπωμένα.

1. Το πεδίο ορισμού των Dg = R, Dh = R.

Df = R>0 ∩ R = R>0

f(x) = (g ◦ h)(x) = 4− x2

x
, x ∈ Df

Δίνεται η μορφή της f , δεν παρουσιάζει κάποια δυσκολία.

2. (αʹ) ∀x ∈ R>0, f ′(x) = −(x2 + 4)

x2
< 0 ⇒ f ↓ ∀x ∈ R>0.

(βʹ) e < π
f↓⇒ f(e) > f(π) ⇒ 4− e2

e
>

4− π2

π

4−e2<0,e>0
=⇒ 4− π2

4− e2
>

π

e
.

3. Επειδή: lim
x→0+

(
(4− x2)

1

x

)
= +∞. ΄Αρα, η f έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την x = 0.

Επειδή:

lim
x→+∞

=
4−x2

x
x
1

= −1

και

lim
x→+∞

(f(x)− (−1)x) = lim
x→+∞

4

x
= 0

η ευθεία y = −x είναι πλάγια ασύμπτωτη της Gf .

Συμπέρασμα: Η Gf έχει μια κατακόρυφη ασύμπτωτη την x = 0 και μία πλάγια την y = −x.
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4. Από κριτήριο παρεμβολής:

− x

x2 − 4
≤ συν (1 + x2)

f(x)
≤ x

x2 − 4

το όριο lim
x→+∞

συν (1 + x2)

f(x)
= 0.

Θέμα Γ: Τυπικό θέμα. Είδα φέτος ότι σε πολλά σχολεία είχαν πρόβλημα οι υποψήφιοι στο να γράψουν

τον τύπο της παραγώγου μιας κλαδωτής συνάρτησης(;). Αν θα χαθούν βαθμολογίες θα είναι από

τις λεπτομέρεις και το κακό γράψιμο.

1. Εύκολο κάνοντας τις πράξεις.∫ 3

2

xf(x)dx = 1 ⇔
∫ 3

2

(1 + ax)dx = 1 ⇔
[
x+

ax2

2

]3
2

= 1

⇔ 5a

2
= 1

⇔ a = 0

2. Τίποτα το ιδιαίτερο:

(αʹ) Επειδή


lim
x→1−

x2 − 3x+ 3− 1

x− 1
= −1

lim
x→1+

1
x
− 1

x− 1
= −1

η συνάρτηση παραγωγίζεται στο 1. Η δε εξίσωση

της εφαπτομένης είναι:

y − f(1) = f ′(1)(x− 1) ⇔ y = −x+ 2

(βʹ) εφ (θ) = −1 ⇔ εφ (θ) = εφ
3π

4
⇒ θ =

3π

4
.

3. ΄Εχουμε: f ′(x) =


2x− 3 αν x < 1
−1 αν x = 1

− 1

x2
αν x > 1

. ΄Αρα, ∀x ∈ R, f ′(x) < 0 ⇒ f ↓.

Επίσης, η f είναι συνεχής και

 f(Df ) =

(
lim

x→+∞
f(x), lim

x→−∞
f(x)

)
= (0,+∞)

4. Για x > 1 η f > 0 και η εφαπτομένη στο 1 είναι κάτω από την καμπύλη γιατί η f στρέφει τα
κοίλα προς τα άνω.

΄Αρα το ζητούμενο εμβαδόν είναι το S =

∫ e

1

f(x)dx− (ABE). Επίσης,∫ e

1

f(x)dx =

∫ e

1

1

x
dx = ln(x)

∣∣∣e
1
= 1

και

(ABE) =
1

2
· AB · AE =

1

2

Συνεπώς S =
1

2
.
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Θέμα Δ: Διαβαθμισμένο.

1. Θέτω g(x) =
f(x)− 2

x− 1
, ∀x ∈ (0, 1) ∪ (1, 2). Τότε lim

x→1
g(x) = l και f(x) = g(x)(x− 1) + 2x.

Αλλά:

lim
x→1

g(x) = 0 + 2 = 2

και

lim
x→1

f(x) = lim
x→1

(
ln(x− 2)− 1

x
+ k

)
= 2 ⇔ k = 3

2. Η f είναι παραγωγίσιμη (θέλει και την εξήγηση, εδώ δεν είναι βέβαιο ότι αιτιολογούν όλοι
σωστά τη παραγωγισιμότητα).

f ′(x) =
1

x− 2
+

1

x2
=

(x+ 2)(x− 1)

(x− 2)x2
, ∀x ∈ (0, 2). Με πίνακα τιμών (κάποιος μπορεί να

φανταστεί και άλλους τρόπους) καταλήγουμε ότι:

f ′(x) > 0 ⇒ f ↑ και συνεχής στο (0,1).
f ′(x) < 0 ⇒ f ↓ και συνεχής στο (1,2).
f(1) = 2 > 0, lim

x→0+
f(x) = −∞, lim

x→2−
f(x) = −∞

Συνεπώς, από θεώρημα Bolzano (δεν γράφουν την εκφώνηση και ούτε τακτοποιούν τα προη-
γούμενα ευρήματα), υπάρχουν δύο ρίζες μοναδικές, από τη μονοτονία της f στα διαστήματα,
έστω x1 ∈ (0, 1) και x2 ∈ (1, 2).

Στο επόμενο ερτώτημα θέλει να δείξουμε ότι x1 < 1/3. Με απαγωγή σε άτοπο. Ας θεωρήσουμε
ότι δεν συμβαίνει αυτό, δηλαδή x1 ≥ 1/3. Τότε:

f ↑ ∀x ∈ (0, 1) ⇒ f(x1) ≥ f(1/3) ⇔ 0 ≥ ln
5

3

Αδύνατο, άρα x1 <
1

3
.

3. Θεώρημα μέσης τιμής στο

[
x1,

1

3

]
. Παρουσιάζουμε το θεώρημα και ότι η f ικανοποιεί τις

προϋποθέσεις του θεωρήματος, και καταλήγουμε ότι:

∃ξ ∈
(
x1,

1

3

)
: f ′(ξ) =

f(1/3)− f(x1)

1/3− x1

=
3f(1/3)

1− 3x1

Αλλά, f ′′(x) = − 1

(x− 2)2
− 2

x3
< 0, ∀x ∈ (0, 2), πράγμα που μας λέει ότι το ξ είναι μοναδικό.
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4. Εδώ, βλέπουμε ότι το πράγμα δυσκόλεψε, οι διαφορές στη βαθμολογία είναι εδώ.

(αʹ) F (x) = G(x) + c, c ∈ R. ΄Αρα, F (x2) = G(x2) + c ⇔ F (x2) = c. Επίσης, G(x1) =
F (x1)− c ⇔ G(x1) = −c. Συνεπώς: F (x2) +G(x1) = c− c = 0.

(βʹ) Θεωρώ συνάρτηση H(x) = x1F (x) + x2G(x)− (x1 + x2) + 2x στο (0, 2).

H ′(x) = x1f(x) + x2f(x) + 2 > 0, ∀x ∈ (0, 2)

Επομένως, η H είναι γν. αύξουσα στο (0, 2) και στο (x1, x2) ⊂ (0, 2).

Επίσης, H(x1) = x2G(x1) + x1 − x2 και F
′(x) = G′(x) = f(x) > 0, ∀x ∈ (x1, x2), άρα,

F&G ↑, x1 < x2 ⇒ G(x1) < G(x2) = 0 και η H(x1) < 0 .

Ομοίως, H(x2) = x1F (x2)+x2−x1 και x1 < x2 ⇒ 0 = F (x1) < F (x2) άρα, H(x2) > 0 .

Συμπέρασμα, από Θεώρημα Bolzano για τη H(x) στο [x1, x2] (η οποία είναι συνεχής
και μονότονη και αλλάζει πρόσημο στα άκρα του διαστήματος), υπάρχει ρίζα της

H(x) = 0 και μάλιστα μοναδική.

Θα πρότεινα επίσης να εξετασθούν τα εξής προβλήματα σαν συνέχεια του θέματος Δ:

1. ΄Εστω An = (0, n) και Mn σημείο της καμπύλης Gf με τετμημένη στο (x1, x2). Να δείξτε ότι η
συνάρτηση hn(x) που δίνει την απόσταση των σημείων An και Mn, έχει ελάχιστο σε μια θέση του

σημείου Mn. Να εξετάστε τη σχετική θέση της εφαπτομένης της καμπύλης στο σημείο Mn και

της AnMn.

2. Αν A,B δύο σημεία της καμπύλης με τετμημένες στο (x1, x2). Δείξτε ότι υπάρχει σημείο ξ ∈
(x1, x2) έτσι ώστε, ανM = (ξ, f(ξ)), το εμβαδόν του τριγώνου ABM να γίνει το μέγιστο δυνατό.
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