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΄Ασκηση 2, BAC Général 20/03/2023

Το BAC της 20/03 είχε 4 θέματα. Το 1ο θέμα ήταν πάνω στη θεωρία Πιθανοτήτων καμία σχέση με τις
δικές μας πιθανότητες, το 2ο είναι πάνω σε αυτό που εμείς ονομάζουμε Ανάλυση αλλά στοιχειώδη πράγματα,

το 3ο θέμα ήταν μοντελοποίηση και σύγκριση 2 μοντέλων (ακολουθίες), αρκετά ενδιαφέρον ιδίως για το νέο

αναλυτικό πρόγραμμα, και το 4ο ένα θέμα πάνω στην Αναλυτική Γεωμετρία των τριών διαστάσεων, μακριά

από μας.

΄Ασκηση 1 Δίνεται συνάρτηση f ορισμένη στο διάστημα (0,+∞) με

f(x) = x2 − 8 ln(x)

1. Να βρεθεί το lim
x→0

f(x).

2. Δεχόμαστε ότι ∀x > 0, f(x) = x2

(
1− 8 · ln(x)

x2

)
, να βρεθεί το lim

x→+∞
f(x).

3. Δείξτε ότι ∀x ∈ (0,+∞), f ′(x) =
2(x2 − 4)

x
.

4. Μαλετήστε τη μεταβολή της συνάρτησης f στο διάστημα (0,+∞) και να κάνετε τον πίνακα μεταβολών.
Βρείτε την τιμή του ελαχίστου της f στο (0,+∞).

5. Δείξτε ότι η εξίωση f(x) = 0 δέχεται μια μοναδική ρίζα, α, στο διάστημα (0, 2].

6. Δεχόμαστε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει μια μοναδική ρίζα, β, στο διάστημα [2,+∞). Να βρείτε το
πρόσημο της συνάρτησης στο (0,+∞).

7. Για κάθε k ∈ R θεωρούμε τη συνάρτηση gk στο (0,+∞) με

gk(x) = x2 − 8 ln(x) + k

Με τη βοήθεια του πίνακα μεταβολών της f , να βρείτε τη μικρότερη τιμή του k έτσι ώστε η gk να είναι
θετική στο διάστημα (0,+∞).

Απάντηση:

1. Επειδή: lim
x→0

x2 = 0 και lim
x→0

ln(x) = −∞, το ζητούμενο όριο είναι:

lim
x→0

f(x) = +∞

2. Δεχόμαστε ότι ∀x > 0, f(x) = x2

(
1− 8 · ln(x)

x2

)
. Επειδή lim

x→+∞

ln(x)

x2
= 0, έχουμε ότι:

lim
x→+∞

f(x) = +∞

3. f ′(x) = 2x− 8

x
=

2(x2 − 4)

x
.

4. Επειδή στο διάστημα (0,+∞) έχουμε: x2 − 4 > 0 ⇒ x ≥ 2 και x2 − 4 < 0 ⇒⇔ x ∈ (0, 1], έχουμε:
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5. Στο διάστημα (0, 2] η συνάρτηση f είναι συνεχής, γιατί είναι παραγωγίσιμη, είναι επίσης γνησίως φθίνου-
σα με lim

x→0
f(x) = +∞ και f(2) = 4− 8 ln(2) < 0, από το θεώρημα ενδιαμέσων τιμών υπάρχει μοναδική

ρίζα της εξίσωσης f(x) = 0.

6. Δεχόμαστε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει μια μοναδική ρίζα, β, στο διάστημα [2,+∞).

7. Από τον πίνακα μεταβολών της συνάρτησης f ,

f(x) ≥ 4− 8 ln(2)

τότε f(x) + k ≥ 0 ⇒ f(x) ≥ −k, άρα,

−k = 4− 8 ln(2) ⇔ k = 8 ln(2)− 4, x ∈ (0,+∞)
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΄Ασκηση 4, BAC Général 21/03/2023

Το BAC της 20/03 είχε 4 θέματα. Το 1ο θέμα ήταν πάνω στη θεωρία Πιθανοτήτων καμία σχέση με τις δικές
μας πιθανότητες, το 2ο θέμα ήταν μοντελοποίηση και σύγκριση 2 μοντέλων (ακολουθίες), αρκετά ενδιαφέρον

ιδίως για το νέο αναλυτικό πρόγραμμα, το 3ο ένα θέμα πάνω στην Αναλυτική Γεωμετρία των τριών διαστάσεων,

μακριά από μας και το 4ο είναι πάνω σε αυτό που εμείς ονομάζουμε Ανάλυση αλλά στοιχειώδη πράγματα.

΄Ασκηση 2 ΄Εστω η πραγματική συνάρτηση f(x) = ln(1 + e−x). ΄Εστω Gf το διάγραμμα της συνάρτησης

όπως φαίνεται στο σχήμα.

1. (αʹ) Να βρείτε όριο της συνάρτησης όταν x → −∞.
(βʹ) Να βρείτε όριο της συνάρτησης όταν x → +∞. Να δώσετε την ερμηνεία αυτού του ορίου στο
γράφημα της συνάρτησης.

(γʹ) Δεχόμαστε ότι η συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη στο R. Να υπολογίσετε τη παράγωγο της συνάρ-

τησης και να δείξτε ότι είναι f ′(x) =
−1

1 + ex
.

(δʹ) Να δώσετε τον πίνακα μεταβολών της συνάρτησης στο R.

2. ΄Εστω T0 η εφαπτομένη της συνάρτησησ στο σημείο με τετμημένη 0.

(αʹ) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης.

(βʹ) Δείξτε ότι η συνάρτηση είναι κυρτή στο R.

(γʹ) Δείξτε ότι, ∀x ∈ R, ισχύει: f(x) ≥ −1

2
+ ln(2).

3. Για a ∈ R>0 θεωρούμε τα σημεία Ma(−a, f(−a)) και Na(a, f(a)).

(αʹ) Δείξτε ότι ∀x ∈ R, f(x)− f(−x) = −x.

(βʹ) Να δείξετε ότι οι ευθείες T0 και NaMa είναι παράλληλες.

Απάντηση:

1. (αʹ) Το αποτέλεσμα από το ότι: lim
x→−∞

e−x = +∞, άρα lim
x→−∞

f(x) = +∞.

(βʹ) Το αποτέλεσμα από το ότι: lim
x→+∞

e−x = 0, άρα lim
x→−∞

f(x) = ln(1) = 0. ’ρα, η καμπύλη δέχεται

τον άξονα των τετμημένων σαν ασύμπτωτη.
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(γʹ) f ′(x) =
(1 + e−x)′

1 + e−x
= − 1

ex + 1
.

(δʹ) Επειδή ex + 1 > 0, ∀x ∈ R, f ′(x) < 0, ∀x ∈ R. ΄Αρα, η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα στο
R.

2. (αʹ) Επειδή f(0) = ln(2) και f ′(0) = −1

2
, η εξίσωση της εφαπτομένης είναι:

y = −1

2
x+ ln(2)

(βʹ) Παραγωγίζω την f ′
. Η συνάρτηση − 1

u(x)
με u(x) = ex + 1 είναι παραγωγίσιμη σαν σύνθεση

παραγωγισίμων συναρτήσεων, άρα:

f ′′(x) =
ex

(ex + 1)2
> 0

Επομένως η συνάρτηση είναι κυρτή στο R.
(γʹ) Αφού η f είναι κυρτή, είναι πάνω από την εφαπτομένη, άρα:

f(x) ≥ −1

2
x+ ln(2)

3. (αʹ)

f(x)− f(−x) = ln(1 + e−x)− ln(1 + e−(−x))

= ln

(
e−x(1 + ex)

1 + ex

)
= ln(e−x)
= −x

(βʹ) Ο συντελεστής της NaMa είναι

f(a)− f(−a)

a− (−a)
=

−a

2a
= −1

2

Ο οποίος είναι ίσος με τον συντελεστή της T0. ΄Αρα, T0 ∥ NaMa.
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