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ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ 
 

Πρώτα πρέπει  να κατασκευάσουμε εργαλεία στο GEOGEBRA που να 

κατασκεαυάζουν αυτομάτως τα παρακάτω σημεία όταν κλικάρεις πάνα στις 3 

κορυφές του τριγώνου: 

1. Το Κέντρο βάρους G 

2. Το ορθόκεντρο  H  

3. Το περίκεντρο και τον περιγεγραμμένο κύκλο  O 

4. Το έγκεντρο και τον εγγεγραμμένο κύκλο  I 

5. Τον κύκλο του Euler (σελίδα 276 Πάμφιλου)  E 

6. Τους παραγγεγραμμένους σε τρίγωνο κύκλους (σελίδα 81 σχολικό) 

7. Την ευθεία του Euler (σελίδα 190 προτ. 3.9.7 – Πάμφιλου Έλασσον 

Γεωμετρικόν) 

8. Τον κύκλο του Euler (σελίδα 276 παραγ. 5.2 – Πάμφιλου Έλασσον 

Γεωμετρικόν) 

 

 

Οι λύσεις των θεωρημάτων να γίνει με 2 τρόπους: Με τη κλασσική γεωμετρία και με 

το σύστημα αυτοματοποιημένων αποδείξεων. Επίσης να διερευνηθεί η βιβλιοθήκη 

Fixpoint. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Zenon Ligatsikas 
Varvakeion School 
zenon7@otenet.gr 
http://blogs.sch.gr/zenonlig/ 

 

2 
 

Θεώρημα 1 

Δίδεται τρίγωνο ABC. Το κέντρο βάρους G, το ορθόκεντρο H και το κέντρο E του 

κύκλου του Euler ανήκουν στην ευθεία (την ευθεία Euler). Επίσης ΕΗ = ΕΟ. 

 

Θεώρημα 2 

Δίδεται τετράπλευρο ΑBCD. Αν Ga είναι το βαρύκεντρο του τριγώνου BCD που 

βρίσκεται απένατι από τη κορυφή Α, και ομοίως τα βαρύκεντρα Gb , Gc , Gd , τα 

βαρύκεντρα των αντιστοίχων τριγώνων, δείξτε ότι οι ευθείες ΑGa ,ΒGb , CGc , DGd 

συντρέχουν στο σημείο G.  
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Θεώρημα 3 

Δίδεται εγγεγραμμένο τετράπλευρο ABCD σε κύκλο κέντρου Ο. Αν Ηα το ορθόκεντρο 

του BCD, Ηb το 

ορθόκεντρο του ACD, Ηc 

το ορθόκεντρο του ABD,  

Ηd το ορθόκεντρο του 

ABC, τότε οι ευθείες Α Ηα , 

ΒΗb , CΗc , DΗd  συν-

τρέχουν σε σημείο Η. 

 

 

 

 

 

Θεώρημα 4 

Δίδεται εγγεγραμμένο 

τετράπλευρο ABCD σε κύκλο 

κέντρου Ο. Αν Η είναι το 

σημείο στο θεωρ. 3 και G το 

σημείο του θεωρ. 2, τότε τα 

σημείο Ο, Η G είναι 

συνευθειακά και G είναι το 

μέσο του ΗΟ. Η ευθεία ΗΟ 

λέγεται ευθεία του Euler του 

εγγεγραμμένου 

τετραπλεύρου.   

 

 

 

 

 

GH

GO
 = -1,00

G

H

O

A

B

C

D



Zenon Ligatsikas 
Varvakeion School 
zenon7@otenet.gr 
http://blogs.sch.gr/zenonlig/ 

 

4 
 

Θεώρημα 5 

Δίδεται εγγεγραμμένο τετράπλευρο ABCD 

σε κύκλο κέντρου Ο. Έστω Ga , Gb , Gc , 

Gd, όπως στο θεώρημα 2. Τότε, τα σημεία 

αυτά είναι ομοκυκλικά και ο κύκλος αυτός 

λέγεται κύκλος του Euler για το 

εγγεγραμμένο τετράπλευρο ABCD. Δείξτε 

ότι το κέντρο Ε του κύκλου του Euler 

ανήκει στην ευθεία του Euler του ABCD. 

 

 

 

 

 

 

 Θεώρημα 6 

Έστω I το έγκεντρο του τριγώνου 

ΑBC. Τότε οι ευθείες του Euler των 

τριγώνων AIC, AIB, BIC και ABC 

συντρέχουν σε σημείο Sh που 

λεγεται σημείο Schiffler. 

(Δύσκολο, δες A Note on the 

Schiffler Point - Lev Emelyanov and 

Tatiana Emelyanova - Forum 

Geometricorum Volume 3 (2003) 113–116.) 
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Θεώρημα 7  (16)  

Έστω Ια το παράκεντρο τριγώνου ΑBC. Τότε 

οι ευθείες του Euler των τριγώνων ΑΒΙα , 

ΑCΙα ,  BCΙα είτε συντρέχουν είτε είναι 

παράλληλες.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Θεώρημα 8  (17)  

Δίδεται ισόπλευρο τρίγωνο ABC και σημείο Ρ του επιπέδου του. Τότε, οι ευθείες του Euler 

των τριγώνων ΑΡΒ, ΑΡC, BPC είτε 

συντρέχουν είτε είναι παράλληλες. 
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Θεώρημα 9  (18-19)  

Έστω τρίγωνο ABC και σημειο Ρ του επιπέδου . Μια ισογωνική CQ της CP είναι μια ευθεία 

που σχηματίζει ίση γωνία με την 

διχοτόμο της γωνίας C. Δείξτε ότι οι 

ισογωνικές των ΑΡ, ΒΡ και CΡ 

τέμνονται σε ένα σημείο Q. Θα 

λέμε το σημείο Q το ισογωνικό του Ρ 

στο τρίγωνο ΑΒC.  

 

 

 

 

 

 

 

Θεώρημα 10  (18-19)  

Δίδεται τρίγωνο ΑΒC και σημείο Ρ κινουμενο πάνω σε ευθεία, τότε το ισογωνικό Q του Ρ 

στο τρίγωνο ABC κινείται πάνω σε κωνική. Η κωνική είναι  

1. έλλειψη αν η ευθεία δεν τέμνει τον περιγεγραμμένο κύκλο,  

2. παραβολή αν τον εφάπτεται και  

3. υπερβολή αν τον τέμνει.  
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Θεώρημα 11  (21)  

Δίδεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και τα παράκεντρα ΙΑ , ΙΒ , ΙΓ,. Αν σημείο Q βρίσκεται πάνω 

στον γεωμετρικό τόπο του ισογωνικού σημείο Κ του σημείου Ρ που ανήκει στον 

περιγεγραμμένο κύκλο του τριγωνου ΙΑΙΒΙΓ, οι ευθείες του Euler των τριγώνων QAB, QΑΓ και 

QΒΓ είναι παράλληλες.  

 

Θεώρημα 12  (22)  

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο Ρ του επιπέδου του. Δείξτε ότι οι κύκλοι του Euler των 

τριγώνων ΑΒΓ, ΑΒΡ, ΑΓΡ, ΒΓΡ συντρέχουν.  
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Θεώρημα 13  (23)  

 

 

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με σημείο Ρ του επιπίδου του. Αν Ρα , Ρβ και Ργ τα σημεία τομής των ΑΡ, 

ΒΡ και ΓΡ αντίστοιχα με τις πλευρές του τριγώνου και Ρ’α , Ρ’β και Ρ’γ τα μέσα των ΑΡ, ΒΡ και 

ΓΡ αντίστοιχα, η κωνική που που διέρχεται από τα σημεία αυτά διέρχεται και από τα μέσα 

των πλευρών του τριγώνου. Η κωνική αυτή  λέγεται καμπύλη του Euler του σημείου Ρ.  

 

Θεώρημα 14  (24)  

Η καμπύλη του Euler ενός σημείου Ρ, διέρχεται από τα σημεία τομής των κύκλων του Euler 

των τριγώνων ΑΒΓ, ΑΒΡ, ΑΓΡ, ΒΓΡ.  
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Θεώρημα 15  (25)  

 

 

Δίδεται τρίγωνο ΑΒΓ, Η το ορθόκεντρο και ΟΑ, ΟΒ και ΟΓ τα σημεία τομής των μεσοκαθέτων 

των ΑΗ, ΒΗ και ΓΗ. Αν Ρ τυχαίο σημείο του επιπέδου με ΗΑ, ΗΒ και ΗΓ τα σημεία τομής της 

ΡΗ με τους κύκλους (ΟΑ, ΟΑ Γ) (ΟΒ, ΟΒΑ)   και (ΟΓ, ΟΓΒ) ατίστοιχα, κατασκευάζουμε τις 

εφαπτομένες των κύκλων αυτών στα σημεία ΗΑ, ΗΒ και ΗΓ οι οποίες τέμνονται στα σημεία 

Α1, Β1 και Γ1. Δείξτε ότι οι περιγεγραμμένοι κύκλοι των τριγώνων ΑΒΓ και Α1Β1Γ1 εφάπτονται.  

 

ΤΕΛΟΣ 

 


