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1. Να ϐρείτε τις ακέραιες λύσεις του συστήµατος : (x− 10)(x2 − 7x+ 10) = 0
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Λύση 1 Λύνω την πρώτη εξίσωση:

(x− 10)(x2 − 7x+ 10) = 0⇔
{
x− 10 = 0 ⇔ x = 10
x2 − 7x+ 10 = 0 ⇔ x = 2, 5

(1)

Επίσης,

x2 + 1

2
+

2x− 1

5
<
x(x+ 1)

2
⇔ 5x2 + 5 + 4x− 2 < 5x2 + 5x⇔ x > 3 (2)

΄Αρα, απο 1 και 2 έχω: x = 7 ή x = 10.

Παρατηρήσεις: Πρώτα-πρώτα το σύστηµα δεν έχει πραγµατικές λύσεις δια-
ϕορετικές των ακεραίων ! ΄Ολες ίδιες είναι είτε Ϲητήσεις τις ϑετικές ακέραιες
είτε τις ϱητές είτε τις πραγµατικές το ίδιο πράγµα ... Ο συνδυασµός εξίσωσης
και ανίσωσης έπρεπε να είχε διδαχθεί στο Γυµνάσιο, στη Α Λυκείου την πε-
ϱίοδο αυτή υπάρχουν τµήµατα που µόλις έχουν τελειώσει τις Πιθανότητες !
Μια άλλη παρατήρηση, των παιδιών που ετοιµάζω στο σχολείο µου είναι, για-
τί µια απλή επαλήθευση λύσεων µπορεί να ϑεωρηθεί µαθηµατική δεξιότητα ;
Η απάντηση είναι όχι : αν κερδίσεις µια παρτίδα δεν είσαι σκακιστής ! δες
Poincaré: La Science et l’ Hypothèse, κεφ. 1 παρ. I.

Αν η άσκηση χωρισθεί σε ϐήµατα τότε η διαδικασία επίλυσης είναι προφανής,
για παράδειγµα:

(α΄) Να λυθεί η εξίσωση: (x− 10)(x2 − 7x+ 10) = 0.

∗LaTEX c:\ . . . \Concours−maths\ EME \ Thalis\ Thalis−Zenon\
2011\Solution−Thalis−2011.tex
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(ϐ΄) Ποιές απο τις λύσεις της παραπάνω εξίσωσης επαληθεύουν την ανίσωση:
x2 + 1

2
+

2x− 1

5
<
x(x+ 1)

2

Αν την ¨καθαρίσουµε¨ λίγο, να τι µένει...

Ποιές λύσεις της εξίσωσης (x− 10)(x2 − 7x+ 10) = 0 είναι µεγαλύτερες του
3;

Με το Mathematica σχεδόν τίποτα ...

In[1] := Reduce[(x− 10) ∗ (x2 − 7 ∗ x+ 10) == 0
&&(x2 + 1)/2 + (2 ∗ x− 1)/5 < x ∗ (x+ 1)/2, {x}]

Out[1] := x = 5 || x = 10

Πρόβληµα: Πως η άσκηση αυτή µπορεί να γίνει µαθηµατική ερώτηση ;

2. Να απλοποιηθεί η παράσταση:

A(x) =
1 + x4 + (1 + x)3 + x(1 + x)3

1 + x2 + (1 + x)2
− 2(1 + x3) + (1 + x)3

3(x2 + 1)

Λύση 2 Μόνο πράξεις, (αν τις δείς), τα ονοµαζόµενα heuristic mathematics...

B(x) =
1 + x4 + (1 + x)3 + x(1 + x)3

1 + x2 + (1 + x)2

=
1 + x4 + 1 + 3x+ 3x2 + x3 + x(1 + 3x+ 3x2 + x3)

1 + x2 + 1 + 2x+ x2

=
2x4 + 4x3 + 6x2 + 4x+ 2

2(1 + x+ x2)

=
x4 + 2x3 + 3x2 + 2x+ 1

1 + x+ x2

=
(x4 + 2x3 + x2) + (2x2 + 2x+ 1)

1 + x+ x2

=
(x2 + x)2 + 2 · 1 · (x2 + x) + 1

1 + x+ x2

=
((x2 + x) + 1)2

1 + x+ x2

=
(x2 + x+ 1)2

1 + x+ x2

= x2 + x+ 1
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Γ(x) =
2(1 + x3) + (1 + x)3

3(x2 + 1)

=
3 + 3x3 + 3x2 + 3x

3(x2 + 1)

=
x3 + x2 + x+ 1

x2 + 1

=
x2(x+ 1) + (x+ 1)

x2 + 1

=
(x2 + 1)(x+ 1)

x2 + 1

= x+ 1

΄Αρα,
A(x) = B(x)− Γ(x) = x2 + x+ 1− (x+ 1) = x2

3. (α΄) Αν k ακέραιος, να λύσετε την εξίσωση:

kx

2
+
x

4
= k(x+ 2)− 3(kx− 1)

4

(ϐ΄) Για ποιές τιµές του ακεραίου k η παραπάνω εξίσωση έχει ακέραιες
λύσεις ;

Λύση 3 (α΄) Η εξίσωση είναι ισοδύναµη µε την :

kx

2
+
x

4
= k(x+ 2)− 3(kx− 1)

4
⇔ 2kx+ x = 4k(x+ 2)− 3(kx− 1)

⇔ kx+ x = 8k + 3
⇔ (k + 1)x = 8k + 3

(3)
΄Ετσι :

i. Αν k = −1 τότε η εξίσωση 3 γίνεται 0 · x = −5, άρα αδύνατη.

ii. Αν k 6= −1 τότε x =
8k + 3

k + 1
.

(ϐ΄) Για να είναι η x ακέραια, πρέπει το κλάσµα
8k + 3

k + 1
να είναι ακέραιος.

΄Η ισοδύναµα το k+1 να διαιρεί το 8k+3, το οποίο µπορεί να γραφεί για
την περίσταση 8(k+1)−5 (γνωστό trick στη στοιχειώδη ϑεωρία αριθµών).

΄Αρα,
8k + 3

k + 1
=

8(k + 1)− 5

k + 1
= 8− 5

k + 1
. Οι ακέραιες τιµές του k που
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µπορεί να κάνουν την k+ 1 να διαιρεί το 5 είναι : k+ 1 = ±1,±5. ΄Αρα,
k = −2, 0,−6, 4, όλες αποδεκτές αφού k 6= −1.

Παρατηρήσεις: Για εµάς η άσκηση είναι η εξής :

Για ποιές τιµές του k το κλάσµα
8k + 3

k + 1
είναι ακέραιος ;

Η πρώτη εξίσωση της άσκησης είναι εντελώς περιττή, και µάλιστα οι παρανο-
µαστές. ΄Ενας µαθητής της Α Λυκείου µε πολύ καλό επίπεδο (των µαθηµατι-
κών του σχολείου) δεν γνωρίζει το trick της ϑεωρίας αριθµών. Αν υποθέσουµε
ότι το γνωρίζει η άσκηση γιάυτόν δεν έχει ενδιαφέρον ! Πάλι, τι εξετάζουµε ;

4. ∆ίδεται οξυγώνιο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ). Κύκλος µε κέντρο τη κο-
ϱυφή Α και ακτίνα ρ < AB τέµνει τις πλευρές ΑΒ και ΑΓ στα σηµεία Ε και
∆, αντίστοιχα. Οι ευθείες Β∆ και ΓΕ τέµνουν για δεύτερη ϕορά το κύκλο
στα σηµεία Κ, Ν αντίστοιχα. Αν Τ είναι το σηµείο τοµής των Β∆, ΓΕ και Σ το
σηµείο τοµής των ∆Ν, ΕΚ, να αποδείξετε ότι τα σηµεία Α, Σ και Τ ϐρίσκονται
επάνω στην ίδια ευθεία.

Απόδειξη 1 Ιδέες, παρα πολλές. Η ΕΜΕ προτείνει να δείξουµε ότι το T
ανήκει στην µεσοκάθετο του ΒΓ και στη συνέχεια ότι το Σ ανήκει στη διχοτόµο
της γωνίας Α, η οποία συµπίπτει µε την µεσοκάθετο του ΒΓ αφού το ΑΒΓ είναι
ισοσκελές. Σηµειώστε ότι ϑα χρειασθεί και το αξίωµα παραλληλίας αφού
χρειάζεται και το άθροισµα των γωνιών τριγώνου.

Η πιο απλή απόδειξη, που τελειώνει το σίριαλ µε τα ίσα τρίγωνα είναι, είναι
µε συµµετρία. Το µισό σχήµα είναι συµµετρικό του άλλου µισού ως προς τη
µεσοκάθετο του ΒΓ, δες Σχήµα 1. Οπότε όλες οι προτεινόµενες τοµές ευθειών
που σχηµατίζονται απο σηµείο µε το συµµετρικό του, είναι πάνω στον άξονα
συµµετρίας. Σας ικανοποιεί η απόδειξη ;

Σχήµα 1: Συµµετρία ως προς ΓΝ.

Πάµε σε άλλες απόδειξεις.
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(α΄) Να δείξουµε ότι τα ΣΑ και ΤΑ είναι παράλληλα σαν κάθετα στην ΚΝ.

(ϐ΄) Να δείξουµε ότι ΤΓ=ΤΒ και ΣΓ=ΣΒ.

(γ΄) ότι άλλο µπορεί να ϕαντασθεί κανείς ανάµεσα απο 14 Ϲέυγη ίσων ευθ.
τµηµάτων, 7 σχηµατιζόµενους κύκλους, 22 Ϲεύγη οµοίων τριγώνων, 31
Ϲεύγη ίσων τριγώνων και 27 ίσους λόγους ευθ. τµηµάτων.

Σχήµα 2: ΄Ασκηση 4

Ας δώσουµε και εµείς µια απόδειξη. Υποθέτουµε ότι οι B∆ και ΓE δεν είναι
ύψη του τριγώνου, περίπτωση που καθιστά το συµπέρασµα προφανές.

(α΄) Θα δείξουµε ότι : Τ ανήκει στη µεσοκάθετο του E∆. Πράγµατι :
Επειδή 4AB∆ = 4AEΓ, τότε α̂1 = α̂2 → T̂BΓ = T̂ΓB. Συνεπώς,
TB = TΓ→ TE = T∆. ΄Αρα, T σηµείο της µεσοκαθέτου του E∆.

(ϐ΄) Θα δείξουµε ότι Σ ανήκει στη µεσοκάθετο του E∆. Πράγµατι :
Επειδή ε̂ = α̂1 + γ̂ = α̂2 + δ̂ = ζ̂ και ÊN∆ = ÊK∆ τότε 4NE∆ =
4KE∆→ ΣE = Σ∆. ΄Αρα, Σ σηµείο της µεσοκαθέτου του E∆.

(γ΄) Εύκολα, A σηµείο της µεσοκαθέτου του E∆.

Συνεπώς, A, Σ, T συνευθειακά, αφου η µεσοκάθετος του E∆ είναι µοναδική.

Παρατηρήσεις: Η πλήρης ϱήξη µε τα προηγούµενα ! Ανατροπή των απαιτή-
σεων ! Αρµόζει στο όλο σκηνικό ; Φοβάµαι πως όχι. Χωρίς υπερβολή, πέρασα
κάµποσα λεπτά να επιλέξω το σωστό µονοπάτι µεταξύ του ϕαύλου κύκλου
των ίσων τριγώνων.
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