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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στο άρθρο αυτό θα δούµε πώς µπορούµε να χρησιµοποιούµε τα 
Συστήµατα ∆υναµικής Γεωµετρίας και Συµβολικού Υπολογισµού για να χειριστούµε 
την αποδεικτική διαδικασία. Ένα µέρος της γεωµετρίας µπορεί σήµερα να 
αυτοµατοποιήσει τις αποδείξεις του χρησιµοποιώντας ουσιαστικά µόνο τα 
Συστήµατα Συµβολικού Υπολογισµού. Αν και οι περισσότεροι αλγόριθµοί τους είναι 
δύσκολοι, η χρησιµοποίησή τους στη δασκαλία και στην οργάνωση του µαθήµατος 
είναι δυνατή. Η υλοποίηση όµως της συνλειτουργίας συστηµάτων δυναµικής 
γεωµετρίας και συµβολικού υπολογισµού σκοντάφτει σε αλγοριθµικά προβλήµατα, 
τα οποία δεν είναι εν τούτοις δυσεπίλυτα. Αποµένει βέβαια να θεµελιωθεί αυτή η 
συνεργασία. Και κάτι ακόµα: ο τοµέας του σχεδιασµού της ύλης των µαθηµατικών ο 
οποίος είναι τελικά υπεύθυνος για την επιτυχία ή όχι της εισαγωγής των νέων 
µαθηµατικών και των υπολογιστών στη διδασκαλία πρέπει να ερευνηθεί και να 
ταξινοµηθεί.  
 
 
1. Εισαγωγή 
 

Τα Συστήµατα ∆υναµικής Γεωµετρίας (Σ∆Γ) είναι συστήµατα που 
δηµιουργήθηκαν στην δεκαετία του ’80 µε αρχικό στόχο να αντικαταστήσουν την 
χρήση κανόνα και διαβήτη στις κατασκευές . Από τα Σ∆Γ ( 50 περίπου τον αριθµό) 
που υπάρχουν σήµερα, µόνο πέντε έχουν να κάνουν µε αποδείξεις: το Cinderella, το 
Geometrix, το Geometry Explorer, το GeoView και το Gexp.  

Τα συστήµατα συµβολικού υπολογισµού (ΣΣΥ) εµφανίζονται ουσιαστικά στη 
δεκαετία του ’50. Στη δεκαετία του ’60 προγραµµατίζονται µε αλγορίθµους κυρίως 
ολοκλήρωσης και επίλυσης συστηµάτων εξισώσεων. Από το 1980 αρχίζει ουσιαστικά 
η συστηµατική επεξεργασία αλγεβρικών δοµών και αλγορίθµων και δηµιουργούνται 
τα περισσότερα συστήµατα όπως το Reduce, Axiom, Mathematica, Maple, CoCoA, 
κλπ.  

Με την ανοδική εξέλιξη των συγχρόνων υπολογιστών και των συµβολικών 
αλγεβρικών υπολογισµών, τα ΣΣΥ απέκτησαν µια δυναµική. Στη δεκαετία του ’80 
εµφανίζεται ο «Chinese Prover», µε τις εργασίες του Wu1, ένας από τους 
σηµαντικότερους αλγορίθµους για την γεωµετρία. Ο αλγόριθµος αυτός µαζί µε πέντε 
άλλους ενσωµατώθηκε στο λογισµικό GExp. Ο αλγόριθµος του Wu καθώς και ο 
αλγόριθµος του Buchberger, εξαρτώνται άµεσα από συτήµατα συντεταγµένων. 
Υπάρχουν όµως, στο GExp, και άλλοι ανεξάρτητοι αλγόριθµοι.  
                                                 
1 Wen-tsün Wu, Mechanical  Theorem Proving in Geometries, Texts and Monographs in Symbolic 
Computaton, Springer-Verlag, Wien, New York, 1994. 
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Πολλοί µαθηµατικοί προσπάθησαν και προσπαθούν να πετύχουν ένα είδος 
συνεργασίας των Σ∆Γ και ΣΣΥ. Πιστεύουµε ότι αυτό είναι ένα φιλόδοξο πρόγραµµα 
και είναι ακόµα νώρις για να έχουµε αποτελέσµατα. Στη συνέχεια θα δούµε ένα 
παράδειγµα στο οποίο µια µεγάλη κατηγορία Σ∆Γ δίνει λάθος αποτελέσµατα. Μέχρι 
στιγµής το µοναδικό κατά τη γνώµη µας σύστηµα το οποίο, χωρίς τεχνικά 
προβλήµατα, εκπληρώνει καλύτερα το µαθηµατικό και διδακτικό του έργο, και το 
οποίο συνλειτουργεί µε έναν solver συµβολικού υπολογισµού, είναι το GExp. Παρ’ 
όλες τις δυσκολίες, αλγοριθµικές κυρίως, τα δύο διαφορετικά αυτά συστήµατα, Σ∆Γ 
και ΣΣΥ, µπορούν να συµπλεύσουν δίνοντάς µας αποτελέσµατα αξιόλογα και στη 
διδακτική προσέγγιση. Στην τελευταία παράγραφο δίνουµε δύο παραδείγµατα αυτής 
της συνεργασίας των συστηµάτων αυτών. 

Πιστεύουµε ότι η χρήση των υπολογιστικών συστηµάτων µπορεί να δώσει 
πραγµατικά νέα κατεύθυνση στη διδασκαλία των Μαθηµατικών, αρκεί να µην 
περιορισθεί σε στοιχειώδη χρήση. 

 
 

2. Ο σχεδιασµός των Σ∆Γ  
 

Τα ΣΣΥ είναι παλαιότερα και βασίζονται σε αλγεβρικούς υπολογισµούς. Τα Σ∆Γ 
είναι νεότερα και περισσότερο, από όσο πρέπει, φιλόδοξα. Η δυναµική τους αυτή δεν 
επικυρώθηκε µε κάποια µαθηµατική θεµελίωση.  Μόνο το 1999 ο Kortenkamp2 
προσπάθησε να βάλει µια τάξη, χωρίζοντας τα Σ∆Γ σε δύο κατηγορίες: τα 
ντετερµινιστικά και τα συνεχή.  

Επειδή τα περισσότερα από τα συστήµατα αυτά δεν είχαν αρχικώς σχεδιασθεί 
για να καλύψουν πολύµορφες µαθηµατικές ανάγκες, στη πορεία εµφανίστηκαν  
προβλήµατα σχεδιασµού τους.  

Το πρώτο πρόβληµα ήρθε από τη θεωρία των κατασκευαστικών αριθµών. 
Άλλωστε, ένας από τους βασικούς λόγους που δηµιουργήθηκαν τα Σ∆Γ είναι να 
αντικαταστήσουν την κατασκευή µε κανόνα και διαβήτη στη Γεωµετρία. Πόσο όµως 
αυτό είναι εφικτό;  Η τοµή δύο κωνικών δεν είναι κατασκευάσιµη µε κανόνα και 
διαβήτη γιατί οι συντεταγµένες των σηµείων τοµής βρίσκονται σε διπλή αλγεβρική 
επέκταση του αρχικού σώµατος. Αν οι κωνικές ορισθούν σαν γ. τόποι, τότε κανένα 
σύστηµα Σ∆Γ δεν δέχεται τον γ. τόπο σαν γεωµετρικό αντικείµενο και εποµένως και 
την τοµή τους. Μόνο το Cabri ver. 2 και µετά και το Cinderella δέχονται τοµές 
καµπυλών, όχι γ. τόπων, αλλά κατασκευασµένες σαν γεωµετρικά αντικέιµενα.   

Το δεύτερο πρόβληµα, είναι αυτό που σήµερα ονοµάζουν το παράδοξο µεταξύ 
ντετερµινιστικών και συνεχών συστηµάτων Σ∆Γ. Χαρακτηρίζουµε ντετερµινιστικό 
κάθε σύστηµα του οποίου οι µεταβλητές της κατασκευής οδηγούν  σε µια και µόνο 
µια έξοδο, όχι τόσο του αντικειµένου αλλά των ιδιοτήτων του. Ένα τέτοιο σύστηµα 
είναι το Cabri και το Sketchpad. Στο συνεχές σύστηµα, η συνέχεια είναι ουσιαστικός 
παράγοντας. Κατά την διάρκεια της µετακίνησης η ταυτοποίηση του γεωµετρικού 
αντικειµένου και των ιδιοτήτων του παραµένει σταθερή. Ένα τέτοιο σύστηµα είναι το 
Cinderella. Ωστόσο, η συνέχεια δεν συνεπάγεται ντετερµινισµό και το αντίστροφο. 
Το κλασσικό παράδειγµα της διχοτόµου γωνίας µπορείτε να το βρείτε στα άρθρα του 
Thomas Gawlick3, δές επίσης παρ. 3.1. 

 
 

                                                 
2 Kortenkamp U. Foundation of Dynamic Geometry, PhD, Institute of Technology Zurich, 1999. 
3 Gawlick Τ,  Konstruktion und Kontinuitat in der Dynamische Geometrie, αναµένεται. 
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3. ∆ύο προβλήµατα 
 
Στη παράγραφο αυτή, θα δώσουµε δύο προβλήµατα επεξεργασµένα µε ένα  Σ∆Γ 

και µε ένα ΣΣΥ.  Χρησιµοποιήσαµε τα Σ∆Γ ώστε να εµφανίσουµε τις «εικόνες» των 
αλγορίθµων και των πραγµατοποιηµένων υπολογισµών από τα ΣΣΥ. Στο δεύτερο 
παράδειγµα, στην επεξεργασία του προβλήµατος εισάγαµε νέες έννοιες για 
µελλοντική χρήση. Πιστεύουµε ότι η εισαγωγή της νέας τεχνολογίας στη  διδασκαλία 
των µαθηµατικών µοιάζει µε την κατασκευή ενός πολυόροφου κτιρίου. Τα 
συστήµατα συµβολικού υπολογισµού παίζουν τον ρόλο των υποστηλωµάτων που 
επιτρέπουν να οικοδοµήσουµε τον επόµενο όροφο ακόµα και αν ο προηγούµενος δεν 
έχει περατωθεί. 

 
 
3.1. Ένας γεωµετρικός τόπος 
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Η αρχιτεκτονική του Sketchpad βασίζεται πάνω στον ντετερµινισµό. Στο 
παρακάτω παράδειγµα, θα χρησιµοποιήσουµε και το GExp, ένα ιδιόµορφο λογισµικό 
για τα συνήθη δεδοµένα, που ή σχεδίασή του είναι παρόµοια µε αυτή των συνεχών 
συστηµάτων4.  

Το πρόβληµα ανήκει, από όσα γνωρίζω, στην Maria Alesandra Mariotti του 
Πανεπιστηµίου της Πίζας.  

 
Έστω δύο κύκλοι C1 και C2 τεµνόµενοι σε δύο σηµεία Α και Β. Έστω σηµείο C 
στον πρώτο κύκλο. Ενώνω τα C και A που τέµνει τον C2 στο D και το C µε το B 
που τέµνει τον  C2 στο Ε. Να βρεθεί ο γεωµερικός τόπος του µέσου Μ του DE. 
 
Στο Σχήµα 1 βλέπουµε την κατασκευή του προβλήµατος στο Sketchpad. Αν 

κινήσουµε στη περιφέρεια του C1 το σηµείο C, τότε το µέσο Μ αφήνει το ίχνος που 
φαίνεται στο Σχήµα 1. 
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      Σχήµα 1                                               Σχήµα 2 

Η κόκκινη καµπύλη δίνει κατά το Sketchpad τον γεωµετρικό τόπο του Μ όταν 
κινείται το C. Για προσέξτε τι συµβαίνει όταν το C κινείται στο τόξο ΑΒ του C1 που 
βρίσκεται στο εσωτερικό του κύκλου C2, Σχήµα 2. 

Στη θέση αυτή το σηµείο D συνέπεσε µε το Α και το Ε µε το Β. Γιατί συνέβη 
αυτό;  

Το Sketchpad είναι, όπως είπαµε, ένα σύστηµα ντετερµινιστικό. Αυτό στην 
περίπτωσή µας σηµαίνει το εξής: όταν κατασκευάσαµε το σηµείο D σαν τοµή της CA 
και του C2, το D βρισκόταν στη θέση, όπως κοιτάζαµε από το C, µετά το Α. Η σειρά 
αυτή διατηρήθηκε και στη νέα θέση του C στο µικρό τόξο ΑΒ. Το ίδιο συνέβη και 
όταν το C βρέθηκε σε µια θέση όπου η τοµή της CA µε τον C2, θα βρισκόταν στο 
                                                 
4 Η έκδοση που διαθέτουµε είναι µια πειραµατική έκδοση του συστήµατος για Windows. Είναι µια 
ευγενική προσφορά του καθηγητή Xiao-Ζan Giao και για τον λόγο αυτό τον ευχαριστούµε θερµά.  
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εσωτερικό του τόξου ΑΒ του κύκλου C2 που βρίσκεται στο εσωτερικό του C1. Για 
τον λόγο αυτό έχουµε τις δύο καµπύλες, πάνω και κάτω, στο ίχνος του σηµείου Μ.  

Είναι φανερό ότι το Sketchpad δεν είναι κατάλληλο για να µας βοηθήσει στην 
ανίχνευση του γεωµετρικού τόπου του Μ. Λογισµικά που δεν συµπεριφέρονται όπως 
το Sketchpad είναι το Cabri, το Cinderella. 

Για να δούµε το ίδιο πρόβληµα σ’ένα άλλο λογισµικό νέας γενιάς µε 
περισσότερες δυνατότητες και µε πιο ευέλικτο και ακριβή σχεδιασµό, το GExp. Στο 
παραπάνω σχήµα, µπορούµε να δούµε την καµπύλη του γ. τόπου που παράγει το 
µέσο Μ της χορδής ΕD όταν το σηµείο C κινείται στη περιφέρεια του πρώτου 
κύκλου. 

Από το σχήµα µπορούµε να 
διατυπώσουµε τον ισχυρισµό ότι 
ο γεωµετρικός τόπος είναι 
κύκλος οµόκεντρος του C2.  
Παρατηρείστε ότι όταν το C 
βρίσκεται στο µικρο τόξο ΑΒ 
του C1 και στο εσωτερικό του 
κύκλου C2, η CA τέµνει τον C2 
στο σηµείο D’. Έτσι η θέση του 
σηµείου τοµής της ευθείας και 
του κύκλου είναι ανεξάρτητη της 
θέσης ως προς τα σηµεία C και A πάνω

Επιλέξαµε να απο
 στην ευθεία.  

δείξουµε τον ισχυρισµό για τη φύση του γ. τόπου µε το GExp, 
αποδ

.  Ας 
δώσ

 
Η µέθοδος αναγνώρισε (οι πληροφορίες φυλάσσονται στην Geometry 

Information  Base) 468 γεωµετρικές ιδιότητε  στο σχήµα. Από αυτές τις γεωµετρικές 
ιδιότ ε

εικνύοντας ότι: σε δύο τυχαίες θέσεις του C η χορδή παραµένει σταθερή στο 
µήκος. Το GExp έχει την δυνατότητα να χρησιµοποιήσει 6 διαφορετικές αποδείξεις: 
έναν αλγόριθµο βασισµένο σε µία αποδεικτική βάση, τη µέθοδο της πλήρους γωνίας, 
τον αλγόριθµο που βασίζεται στην άλγεβρα Ritt, τον αλγόριθµο Buchberger, την 
υψηλού επιπέδου µέθοδο του εµβαδού και την διανυσµατική µέθοδο. Έχει τη 
δυνατότητα να εµφανίζει όλα τα στάδια της απόδειξης σε οποιαδήποτε µέθοδο.  

Το λογισµικό µας έδωσε την απόδειξη σε τρείς σελίδες σε µορφή LATEX
ουµε ένα διάγραµµα του πώς αρχίζει η απόδειξη η οποία αποτελείται από 16 

συλλογισµούς.   

τριγ. DD’E = τριγ. E’ED

DE’ = E’ D ∠ D’DE = ∠DE’E ∠DD’E = ∠ DEE’ 
 

∠ D’DE = ∠DE’E ∠ DE’E= ∠ DBC ∠ DE’E= ∠ DBC ∠DEE’ = ∠DYE’ 
 

κοκ … 

ς
ητες µπορούµ  να κατασκευάσουµε νέες ασκήσεις ή tests. 
Έτσι για παράδειγµα, µια νέα σειρά υποερωτήσεων µπορεί να προκύψει: 
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  ∆είξτε ότι οι ευθείες CC’ και ED’ είναι µεταξύ τους παράλληλες. (2 ζεύγη 

εταξύ τους ίσες ( Υπάρχουν 419 

= C 'D '*AC (Υπάρχουν 26 ισότητες γινοµένων ευθ. 

 
υγγεκριµένα, στην περίπτωση του ψευδο-ορθογωνίου5 τριγώνου ΑΒΓ, βρήκαµε 

21 ι

ικών ιδιοτήτων του 
σχήµ

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 
Απ ή # Ίσων # Οµοίων # Γεωµετρικών 

παραλλήλων ευθείων υπάρχουν στο σχήµα). 
  ∆είξτε ότι οι γωνίες CBC’ και   DBD’είναι µ
ζεύγη ίσων γωνιών). 
 ∆είξτε ότι BC '*CE 
τµηµάτων). 

Σ
διότητες του τριγώνου µε το πρόγραµµα GExp. Νοµίζουµε ότι τα αποτελέσµατα 

υπερκαλύπτουν τις απαιτήσεις του µαθήµατος της γεωµετρίας.  
Ας δούµε όµως τον αριθµό των αντιστοίχων γεωµετρ
ατος µερικών παραδειγµάτων στη τύχη. 
 

λή Αποδεικτικ
Μέθοδος Γωνιών Τριγώνων Ιδιοτήτων 

Το τρο 24 οµάδες 7 οµάδες 151 ορθόκεν
τριγώνου 
Ευθεία Simson 38 οµάδες 6 οµάδες 72 
Κύκλος Miquel   671 540 οµάδ. 30 οµάδες
Κύκλος 9 σηµείων 53 οµάδες 1 οµάδα 85 

R2

Μη Aρχιµήδεια Aρχιµήδεια 

Γεωµετρία         Tarski

Γεωµετρία             Hilbert

Μετρική        Γεωµετρία

Συσχετισµένη     Γεωµετρία

 
α θέλαµε να σηµειώσουµε επίσης ότι σε κάθε αλλαγή µεθόδου απόδειξης, 

όπω

ουµε σε δύο χαρακτηριστικά των 
συστ

 βρείτε νέα θεωρήµατα. Όπως για 

ε

2. γνωστή ταξινόµηση της 
τρ

,
.π. µοσ

 

                                                

Θ
ς µέθοδος εµβαδού, αλγόριθµος Buchberger κ.λ.π., το λογισµικό ανακαλύπτει  

διαφορετικές γεωµετρικές ιδιότητες του σχήµατος.  
Πρίν περάσουµε στο άλλο παράδειγµα, ας µείν
ηµάτων αυτοµατοποίησης της απόδειξης. 

1. Με τα συστήµατα αυτά µπορείτε να
παράδειγµα: διάφορα θεωρήµατα πάνω στις ευθείες Leiserning (Wang, 1989), 
γενίκευση του θεωρήµατος του Gauss 
της µέσης-γραµµής ενός πλήρους 
ενός τετράπλευρου σε εξαπολική 
σχεδίαση επίπεδης κίνησης (Wu, 
1989), διάφορες µ τρικές σχέσεις 
στους κύκλους ενός τριγώνου  και 
άλλα. 
 Η 
γεωµε ίας, προβολική, ευκλείδεια, 
µη-ευκλείδια  διαφορική και 
αλγεβρική κ.λ έχει προσαρ θεί 
στις αλγοριθµικές απαιτήσεις. Μια 
τέτοια ταξινόµιση έχει προταθεί από 
τον Wu και η οποία περιέχεται στο 
βιβλίο του  Chou6. Την παραθέτουµε 
χωρίς σχόλια. 

 

 
5 Ένα τρίγωνο ΑΒΓ λέγεται ψευδο-ορθογώνιο στο Α αν | Β – Γ | = 90ο.  
6 Shang-Ching Chou, Mechanical Geometry Theorem Proving, D. Reidel Publishing Company,, 2001. 
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3.2. Ένα πρόβληµα µεγίστου ελαχίστου 
 

Ας περάσουµε τώρα σε ένα άλλο είδος προβληµάτων που δεν έχουν λεπτοµερώς 
αναλ

ά

στό:  

ΠΑ.

υθεί, ούτε και είναι προσβάσιµα από τα συστήµατα αυτοµατοποίησης 
αποδείξεων. Παρ γουν όµως πλούσιο εκπαιδευτικό υλικό. Η απόδειξη θα σχεδιασθεί 
ταυτόχρονα σε ένα σύστηµα συµβολικού υπολογισµού, το Mathematica, και σε ένα 
Σ∆Γ, το EucliDraw.  Η σύζευξη που επιχειρούµε δεν είναι εσωτερική, δεν υπάρχει 
κάποιος µεταφραστής (translator) µεταξύ των δύο συστηµάτων. Τα δύο συστήµατα 
ενεργούν ανεξάρτητα και πιστοποιούν το ένα τα αποτελέσµατα του άλλου. Ανάλογα 
παραδείγµατα µπορούµε να δώσουµε για παράδειγµα, στην εύρεση της µορφής της 
κωνικής που διέρχεται από πέντε σηµεία (πρόβληµα Pascal).  

Το πρόβληµα που θα µας απασχολήσει εδώ είναι πολύ γνω
  

 Να αποδειχθεί ότι το εγγεγραµµένο τρίγωνο σε δοθέντα κύκλο µε την 
µεγαλύτερη περίµετρο είναι το ισόπλευρο τρίγωνο. 
ΠΒ. Να αποδειχθεί ότι από τα εγγεγραµµένα σε κύκλο ν-γωνα  µε την 

πάρχουν στο βιβλίο των Ιησουιτών, 3 κλασσικές αποδείξεις του ΠΑ. Ο 
αναγ

 1  variation αφορά την εποπτεία. Στη 2η variation  οι ισχυρισµοί και οι ad hock 
αποδ

 υ τ

τ

5.1.1 1η Variation   
 

Υποθέτουµε ότι έχουµε ένα τρίγωνο εγγράψιµο σ’ένα σταθερό κύκλο. Οι δύο 
κορυ

ια τη συνέχεια επαναδιατυπώνουµε τη πρόταση ΠΑ ως εξής: 
γεγραµµένο σε  κύκλο 

 την κορυφή Γ, µε τη βοήθεια του EucliDraw,  σχεδιάστε 

                                                

µεγαλύτερη περίµετρο είναι τα κανονικά ν-γωνα, για κάθε ν φυσικό 7. 
 
Υ
νώστης θα πρέπει να έχει επίσης τη λύση που έδωσε ο Kazarinoff8. H απόδειξη 

Kazarinoff είναι αλγεβρική, βασίζεται στην ανάλυση των Ιησουιτών, αλλά δεν 
γενικεύεται για ν-γωνα. Παρ’όλα αυτά είναι µια απόδειξη µε πολλές αρετές 
γενικότερα.     

 
ηΗ

είξεις δίνουν τη θέση τους σε µια τυπική αλγεβρική µοντελοποίηση, 
αξιοποιώντας απολύτως τις δυνατότητες των πολογισ ικών συστηµάτων. Η λύση 
µπορεί εύκολα να γενικευτεί και να λύσουµε έτσι και το γενικό πρόβληµα ΠΒ.  Αυτή 
θα είναι και η ουσιαστική µας διαφορά συγκριτικά µε τις προηγούµενες 
αλγεβρικοποιήσεις ου ίδιου προβλήµατος. 

 

φές µετακινούνται πάνω στη περιφέρεια του κύκλου έτσι ώστε η περίµετρος να 
αλλάζει αριθµητικά. Στόχος είναι να παρατηρήσουµε την καµπύλη που γράφει το 
σηµείο µε συντεταγµένες (άθροισµα δύο γωνιών, περίµετρος τριγώνου). 
 
Γ
(ΕΠΑΝ 1 ΠΑ) :Σχεδιάστε στο EucliDraw ένα τρίγωνο ΑΒΓ εγ
(O,R) µε δεδοµένη ακτίνα.  

1. Μετακινώντας µόνο
δύο καµπύλες: την C1 που παράγεται από την κίνηση του  σηµείου  Ξ µε 
συντεταγµένες (ΓΒ/ΑΓ,περίµετρος),  (ή  την  C2 από την κίνηση του  σηµείου Κ 
µε συντεταγµένες (ΓΒ-ΑΓ,περίµετρος)).  

 
7 Ασκήσεις Γεωµετρίας ΙΗΣΟΥΙΤΩΝ, τόµος ΙΙ,  Πρόβληµα 298 (1067), Εκδόσεις Π. ΧΙΩΤΕΛΛΗ. 
8 N. Kazarinoff, Geometric Inequalities,  The Mathematical Association of America, 1961. 
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2. Για ποια τιµή του πηλίκου ΓΒ/ΑΓ (ή της διαφοράς ΓΒ-ΑΓ) η καµπύλη C1 (ή C2) 
αντίστοιχα,  έχουν µέγιστο; ∆ιατυπώστε έναν ισχυρισµό που να αφορά  τη θέση 
της κορυφής Γ ώστε το τρίγωνο ΑΒΓ να έχει µέγιστη περίµετρο .  

3. Τι παρατηρείτε στην καµπύλη C1 όταν το Α≡Γ ; 
4. Ξεκινήστε από ένα συγκεκριµµένο τρίγωνο ΑΒΓ µε B̂  = ω ακτίνια. Κρατώντας 

σταθερή την πλευρά ΑΓ κατασκευάστε το ισοσκελές τρίγωνο µε βάση την ΑΓ. 
Έστω Α1 το σηµείο τοµής της µεσοκαθέτου µε τον κύκλο. Το νέο τρίγωνο, Α1ΑΓ, 
έχει προφανώς µεγαλύτερη περίµετρο του ΑΒΓ. Υπολογίστε την γωνία 1Â  
συναρτήσει της ω. Συνεχίστε την ίδια διαδικασία µε τη βοήθεια του EucliDraw 
και κάθε φορά δώστε την εξίσωση της γωνίας της κορυφής νÂ  του ισοσκελούς 
τριγώνου συναρτήσει της ω. Με τη βοήθεια των µετρήσεων µπορείτε να 
εκτιµήσετε το είδος του τριγώνου σε µια  οριακή για την σχεδίαση θέση; 
(Μπορείτε επίσης να εκφράσετε τις γωνίες σε µοίρες.) 

5. Γράψτε την επαναληπτική συνάρτηση που δίνει την γωνία της κορυφής του 
ισοσκελούς τριγώνου της προηγούµενης κατασκευής στο Mathematica. Βρείτε 
τον αριθµό των βηµάτων ώστε να προκύψει γωνία κορυφής νÂ  που 
προσεγγίζει ικανοποιητικά την γωνία π/3, µερικών γωνιών π.χ. π/16 και 
π/500000.  

6. ∆ιατυπώστε τον ισχυρισµό για το είδος του εγγεγραµµένου σε κύκλο  τριγώνου 
µε τη µέγιστη περίµετρο. 

 
Η προτεινόµενη εύρεση σχέσης γεωµετρικών και αλγεβρικών δεδοµένων στo 

ερώτηµα 1, είναι ενδιαφέρουσα γιατί δίνει, στον µαθητή, τη δυνατότητα να 
ανακαλύψει σχέσεις ορίου που θα χρησιµοποιηθούν σε ανώτερες ταξεις.  

Το ενδιαφέρον επικεντρώνεται στην ερώτηση 4. Στο διπλανό σχήµα έχουµε 
τέσσερα βήµατα της κατασκευής. Αρχίζουµε από το 
τρίγωνο ΑΒΓ. Φέρω τη µεσοκάθετο στην ΑΓ και 
σχηµατίζω το ισοσκελές Α1ΑΓ. Προφανώς 
Περ.(ΑΒΓ)< Περ.(Α1ΑΓ). Στη συνέχεια φέρω τη 
µεσοκάθετο της ΑΑ1, δηλαδή τη µεσοκάθετο σε µια 
από τις ίσες πλευρές. Κατασκευάζω το ισοσκελές 
Α1Α2Α µε Περ.(Α1ΑΓ)< Περ.(Α1Α2Α). 
Ακολουθώντας την  ίδια διαδικασία έχω διαδοχικά :                                                       
Περ.(ΑΒΓ)< Περ. (Α1ΑΓ)< Περ. (Α1Α2Α)< 
Περ.(Α1Α2Α3)< Περ.(Α1Α3Α4)<… .  

 
Αν αναζητήσουµε την γενική µορφή της γωνίας Αν συναρτήσει της Α1=ω, θα 

βρούµε: Αν = π/2 –Αν-1/2, µε Α1 = ω.  
Την επαναληπτική αυτή συνάρτηση µπορούµε κάλλιστα να την βάλουµε στο 

Mathematica και να βρούµε τον αριθµό των βηµάτων κατασκευής του τριγώνου που 
θα προσεγγίζει το ισόπλευρο τρίγωνο µε όση ακρίβεια θέλουµε.                                                                  

∆ίνουµε ενδεικτικά έναν πίνακα των βηµάτων της κατασκευής του ισοπλεύρου 
τριγώνου αρχίζοντας µε µια γωνία ω=π/16 ακτίνια.  

 
Προσέγγιση µε δεκαδικά ψηφία # Βηµάτων 
5 δεκαδικά 9 
30 δεκαδικά 159 
100 δεκαδικά 325 
110 δεκαδικά 358 

7 



 
5.1.2 2η Variation  (H Τυποποίηση) 

 
Στη variation αυτή θα δούµε πώς µπορούµε να αποδείξουµε ευθέως την πρόταση 

χωρίς να µεσολαβήσει η ενδιάµεση λύση του ισοσκελούς τριγώνου.   
Το πρώτο πράγµα, και το πιο απλό, που µπορεί να σκεφθεί κάποιος είναι να 

κινήσει τις κορυφές του τριγώνου. Βάζοντας σε κίνηση πάνω στον κύκλο τα σηµεία 
Β και Γ, το σηµείο S = ((Β + Γ ), Π) γράφει τις καµπύλες µε το µαύρο χρώµα. Η 
πράσινη γραφική παράσταση είναι αυτή που θα πάρουµε όταν το άθροισµα Β + Γ 
πάρει τιµές στο [0, π). 

Σκοπός µας τώρα είναι να δούµε αν αυτές οι ωραίες καµπύλες στο Φύλλο 3, 
είναι και µαθηµατικά αντικείµενα. Αυτό θα θεµελειώσει και θα γενικεύσει την 
απόδειξη της πρότασης και θα το πετύχουµε αποκλειστικά χρησιµοποιώντας 
υπολογιστικό σύστηµα. 

 
Η ΑΛΓΕΒΡΙΚΗ ΛΥΣΗ 
 

Ας  διατυπώσουµε το πρόβληµα στην αλγεβρική του διάσταση. Ένας από τους 
βασικούς στόχους, όπως άλλωστε τονίσαµε, είναι να ερµηνεύσει η άλγεβρα το 
γεωµετρικό αποτέλεσµα. Η γεωµετρία είναι πιο ισχυρή από την άλγεβρα. Αν ένα 
αλγεβρικό αποτέλεσµα δεν έχει γεωµετρική υπόσταση, δεν έχει θέση στην απόδειξη. 
Αυτό είναι ένα αξίωµα.  Η τυποποίηση που προτείνουµε είναι η εξής:  
(ΕΠΑΝ 3) :  Αν (Ο,R) ο κύκλος και Α σταθερό σηµείο σ’αυτόν, θεωρείστε τρείς 
αριθµούς a, b και c στο [0,2π] έτσι ώστε a + b + c = 2π. Έστω Α, Β και Γ σηµεία του 
κύκλου µε aBÔA = , bÔB =Γ  και cÔA =Γ . ∆είξτε ότι : 

 

 
Φύλλο  3 
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a. η περίµετρος Π του τριγώνου ΑΒΓ είναι ίση µε 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
cηµ

2
bηµ

2
aηµ2RΠ    (1) 

 

b. Έστω φ(x) = ηµ
2
x  + 2 ηµ

4
x . Μελετήστε τη µεταβολή της φ(x) στο 

[0,2π] και αποδείξτε ότι ∀x ∈[0,2π],  
2

33 φ(x) ≤ .  

c. Με την βοήθεια της φ(x) αποδείξτε ότι Π ≤ 3R 3 . 
d. Ποια είναι η θέση των σηµείων Α, Β και Γ ώστε το τρίγωνο να έχει 

την µεγίστη περίµετρο; 
 
 

Μπορούµε να δείξουµε ότι Π ≤ 2R φ(b+c). Η φ(x) είναι µία συνάρτηση µιας 
µεταβλητής και µπορούµε εύκολα να την µελετήσουµε. Ας χρησιµοποιήσουµε το 
Mathematica γι’ αυτό. Και πιο συγκεκριµένα το θεώρηµα του Mathematica 
Maximize.  

 
Εύκολα µπορείτε τώρα να ολοκληρώσετε την λύση.  
 
Σηµείωση: H συνάρτηση που µας έδωσε το γράφηµα µεταβολής του σηµείου S, 

δες Φύλλο 3, είναι η 2Rφ(x).   
 
Η ΓΕΝΙΚΕΥΣΗ 
 

Ας λύσουµε τώρα το πρόβληµα ΠΒ. Η λύση που θα δώσουµε είναι γενίκευση 
της αλγεβρικής λύσης στην προηγούµενη  variation.  

Η κλασσική απόδειξη των Ιησουιτών (βιβλίο ΙΙ, Προβλ. 1068) κατά τη γνώµη 
µας δεν ικανοποιεί.   

Έστω ένα ν-γωνο εγγεγραµµένο σε κύκλο (O,R). Θέλουµε να βρούµε τη θέση 
των κορυφών του ν-γώνου έτσι ώστε να έχει την µεγαλύτερη περίµετρο απ’όλα τα 
εγγεγραµένα στο κύκλο ν-γωνα. Θεωρούµε ν σηµεία στην περιφέρεια του κύκλου. 
Έστω a1, a2, …, av οι επίκεντρες γωνίες που βλέπουν τις πλευρές του ν-γώνου. 
Προφανώς a1+ a2 + …+ av = 2π. Αν Π η περίµετρος του ν-γώνου τότε  Π = λ1+ λ2 + 
…+ λv, όπου λi οι πλευρές του πολυγώνου. Τότε λi = 2R ηµ(ai/2). Έτσι η περίµετρος:  

Εύκολα µπορείται να δείτε ότι:  

( )
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ++
+⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ ++

−
⋅≤

2

a...a
ηµ

2

a...a

1v
1ηµ 1-v 2RΠ 1-v11-v1  ή 

9 



αν ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⋅≤++=
2
xηµ

1)2(v
xηµ 1-v 2RΠ   , 1-va...1ax   (*) 

Έστω η συνάρτηση ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⋅=
2
xηµ

1)2(v
xηµ 1-v(x)fv  δίνει όπως και στην 

περίπτωση ν=3, το µέτρο της επικέντρου γωνίας aν ώστε η fν(x) να έχει µέγιστο και 
συνεπώς το πολύγωνο να έχει µεγίστη περίµετρο, δες σχέση (*). Ας δούµε  ένα 
παράδειγµα. Υποθέστε ότι ν = 6. Μπορούµε να κατασκευάσουµε ένα µικρό procedure 
στο Mathematica για να αυτοµατοποιήσουµε το αποτέλεσµα για τις διαφορετικές 
τιµές του ν. Η συνάρτηση f6(x) για ν = 6 στο Mathematica έχει µέγιστο 3 για x = 5π/3: 

 

 
Αλλά για x = 5π/3 παίρνουµε a6 = 2π - 5π/3 = π/3.  Οµοίως βρίσκουµε a1 = a2 

=…= a6 = π/3. Άρα, το  εγγεγραµµένο σε κύκλο 6-γωνο µε την µεγαλύτερη περίµετρο 
είναι το κανονικό εξάγωνο.  

 
4. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ  
 

Είδαµε δύο παραδείγµατα του πώς µπορούν να συµβαδίσουν τα λογισµικά της 
∆υναµικής Γεωµετρίας και του Συµβολικού Υπολογισµού.  Για την επίτευξη του 
σκοπού αυτού υπάρχουν πολλές ιδέες. Η πλέον ολοκληρωµένη είναι αυτή που 
περιγράφουν οι Chou και Giao, του λογισµικού GExp.  

Αυτό που θελήσαµε να φανεί από τον τρόπο και την έκταση χρήσης των δύο 
αυτών συστηµάτων είναι 1) ο µαθηµατικός πλούτος που εµπεριέχουν, και ιδίως οι 
νέες δυνατότητες που δίνουν στη διδασκαλία των µαθηµατικών και 2) ότι οι 
αποδείξεις και ο χειρισµός της µεθοδολογίας δεν υπολείπονται δοόλου απο αυτές των 
κλασσικών µαθηµατικών, αντίθετα πολλές φορές εµβαθύνουν περισσότερο. 

Η χρήση των υπολογιστών και των αλγορίθµων στα µαθηµατικά έδωσε έναν 
άλλο χαρακτήρα στην έννοια της απόδειξης. Τα βιβλία του Ευκλείδη, το βιβλίο του 
Berger, το βιβλίο των Ιησουιτών και το βιβλίο του Wu, δεν χειρίζονται µε τον ίδιο 
τρόπο το εργαλείο αυτό. Η ακρίβεια και η συµπερασµατική οργάνωση, αυτό που 
τέλος πάντων χαρακτηρίζει την απόδειξη, αλλάζει δια µέσου των εποχών. Ίσως 
πρέπει να αναζητήσουµε ιστορικά αµετάβλητα; Ή αν δεν υπάρχουν τέτοια 
αµετάβλητα, ποιά είναι τα στοιχεία που την µεταµορφώνουν;  Να ένα αντικείµενο 
µελέτης.  
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Démonstrations Automatiques aux systèmes du Calcul 
Formel et de la Géométrie Dynamique 
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RESUMÉ : Dans cet article, nous verrons comment on peut utiliser le couplage des 
logiciels de la géométrie dynamique et du calcul formel pour effectuer des 
démonstrations en maths. Une partie de la géométrie peut de nos jours automatiser        
( voire mécaniser )  ses preuves en n’utilisant que les logiciels du calcul formel. 
Même si la plupart des algorithmes sont difficiles à comprendre, on peut les utiliser à 
l'enseignement et à l’organisation du cours. Cependant  la réalisation du couplage des 
logiciels de la géométrie dynamique et du calcul formel bute sur des problèmes 
algorithmiques, lesquels ne sont néanmoins pas si difficiles à résoudre. Les 
utilisations d’un tel logiciel de ce couplage restent à conceptualiser. Ajoutons que  le 
secteur de la planification de la matière des mathématiques lequel est finalement 
responsable du succès ou non de l'introduction des nouvelles mathématiques et des 
ordinateurs à l'enseignement, doit être examiné et classifié.  
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