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ΕΙΣΑΓΩΓΗ  
 
Τα Συστήματα Αυτόματης Απόδειξης θεωρημάτων στην Γεωμετρία δημιουργήθηκαν 
μέσα στην δεκαετία του 80. Μέχρι σήμερα έχουν μια διακριτική παρουσία στα 
εκπαιδευτικά δρώμενα. Αν και η πρόσβαση στα περισσότερα είναι ελεύθερη και 
έχουν ήδη αναπτυχθεί εφαρμογές σε διάφορα ερευνητικά εργαστήρια με 
θεαματικά αποτελέσματα, δεν έχουν τύχη της προσοχής των καθηγητών της 
δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης. Οι αιτίες είναι πολλές. Πρώτον, η υποχώρηση από 
την βασική εκπαίδευση του ρόλου της Μαθηματικής Απόδειξης εν μέρει στην 
Άλγεβρα και πρωτίστως στην Γεωμετρία, μέχρι πρότινος τουλάχιστον. Δεύτερον, η  
«υποβάθμιση» του ρόλου της Μαθηματικής Επιστήμης στην εκπαίδευση σαν 
υποστηρικτικό εργαλείο μιας ασαφούς εμπειρικής διεπιστημονικότητας σε βάρος 
της Μαθηματικής αυστηρότητας. Τρίτον, η ελλειμματική παιδεία των νέων 
καθηγητών στον κλάδο της Ευκλείδειας Γεωμετρίας και αυτό σε διεθνές επίπεδο και 
τέταρτο, οι αυξημένες μαθηματικές απαιτήσεις στον έλεγχο και στην παραγωγή των 
αποτελεσμάτων που διαχειρίζεται ένα σύστημα αυτόματης απόδειξης.   
Αντίθετα, στην μαθηματική έρευνα η διαδικασία μηχανοποίησης μιας μαθηματικής 
απόδειξης (και ιδιαίτερα των γεωμετρικών προτάσεων) βελτιστοποιείται και 
εξελίσσεται σε τέτοιο βαθμό που αναπροσαρμόζει και αναθεωρεί πολλές βασικές 
μαθηματικές διεργασίες1. Φαίνεται ότι οι εξελίξεις αυτές, θα επηρεάσουν στις 
επόμενες δεκαετίες το syllabus της δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης σε διεθνές 
επίπεδο. Η εκπαίδευση αιχμής2 χαμηλού κόστους είναι το ζητούμενο για τις 

                                                        
1  

1. Horgan, J. (1993).  The Death of Proof, Scientific American Oct. 1993, pp. 93.  
2. ΙΝRIA-MICROSOFT στο: 

http://www.msr-inria.com/news/the-formalization-of-the-odd-order-theorem-has-been-
completed-the-20-septembre-2012/ 

3. Delvin K. (2010). What is Experimental Mathematics? in The Best writing on Mathematics Ed. 
 Mircea Pitici, pp. 32-36. 

 
2
 Mathematics Education with Technology – Experiences in Europe, The project InnoMathEd, 2010 

Univ. of Augsburg, Germany, Tamara Bianco, Volker Ulm ed. 

http://blogs.sch.gr/zenonlig/
http://www.msr-inria.com/news/the-formalization-of-the-odd-order-theorem-has-been-completed-the-20-septembre-2012/
http://www.msr-inria.com/news/the-formalization-of-the-odd-order-theorem-has-been-completed-the-20-septembre-2012/
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αυριανές σύγχρονες κοινωνίες με στόχο την καινοτομία και την ανάπτυξη 
δεξιοτήτων. Αυτό όμως θα σήμανει την επαναφορά της  «καθαρής» μαθηματικής 
παιδείας, δηλαδή μιας παιδείας όπου η αποδεικτική διαδικασία, ο μαθηματικός 
πειραματισμός, θα εξασφαλίζουν την ποιότητα της καινοτομίας, όπως αποδεικνύει 
η «γαλλική περίπτωση» την τελευταία δεκαετία. Το σενάριο θα το συναντήσουμε 
μοιραία κάπου στο απώτερο μέλλον, ελπίζω, και στα δικά μας αναλυτικά 
προγράμματα3.  
Εδώ θα τολμήσουμε, για πρώτη φορά, να σχεδιάσουμε δραστηριότητες με τα 
συστήματα της ΣΑΑ χωρίς να προσανατολιζόμαστε στους στόχους του υπάρχοντος 
αναλυτικού προγράμματος της δεκαετίας του 70-80. Πως θα μπορούσαμε άλλωστε!  
Επίσης, θα δούμε πως μπορούμε να οργανώσουμε το καθημερινό μας μάθημα 
εμπλουτίζοντάς το  με κάποια αποτελέσματα, όπου είναι εφικτό, των λογισμικών 
αυτόματης απόδειξης. 
 
Συστήματα Συμβολικού Υπολογισμού και Δυναμικής Γεωμετρίας (1η Ωρα) 
 
Τα Συστήματα Αυτόματης Απόδειξης (ΣΑΑ) στηρίχθηκαν στα πρώτα τους βήματα 
πάνω στα Συστήματα Συμβολικού Υπολογισμού (ΣΣΥ).  Τι είναι όμως τα ΣΣΥ;  Στην 
χώρα μας εισήχθησαν στην επιστημονική κοινότητα στην δεκαετία του ‘90, αφού 
είχαν ήδη περατώσει την βασική πορεία εξέλιξης τους. Στην επιμόρφωση Α και Β 
επιπέδου των εκπαιδευτικών που ήδη «τρέχει», αγνοούνται!  
Για να γίνουν περισσότερο φιλικά σε ένα ευρύτερο κοινό, τα ΣΑΑ, υιοθέτησαν 
κάποιες βολικές γραφικές δυνατότητες και την διαδραστικότητα των Συστημάτων  
Δυναμικής Γεωμετρίας (ΣΔΓ) τα οποία όμως είχαν αναπτυχθεί με ένα διαφορετικό 
σκεπτικό ή καλύτερα χωρίς κανένα μαθηματικό σκεπτικό. Δεν είναι όμως ΣΔΓ και 
ούτε λειτουργούν σαν τέτοια. Δεν υπάρχουν ad hoc διαδικασίες και έχουν μια 
περισσότερο συνεκτική μαθηματική πιστότητα.  
Για το ευρύ κοινό τα ΣΔΓ είναι υπερεκτιμημένα. Πλήρως αγνοημένα από την 
Μαθηματική έρευνα και παραγωγή, υιοθετήθηκαν με μεγάλη ευκολία από τους 
εκπαιδευτικούς κύκλους της δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης σε όλο τον κόσμο. Έχουν 
όμως μαθηματική πιστοποίηση; Παράγουν μαθηματικά αντικείμενα; Ποια είναι τα 
όριά τους;   
 
 
 
Περιγραφή του Java Geometry Expert (GeX) (2η Ωρα) 
 
Το Java Geometry Expert είναι ένα Σύστημα Αυτόματης Απόδειξης που 
δημιουργήθηκε ουσιαστικά από μαθητές του Wu W. Τ. (ο Κινέζος δημιουργός της 
πρώτης μεθόδου αυτοματοποίησης γεωμετρικών αποδείξεων). Είναι το αποτέλεσμα 
γενικευμένων αλγορίθμων και δημιουργήθηκε, από περιέργεια (!),  στο περιθώριο 
της προσπάθειας ερευνητών του κλάδου να δοκιμάσουν την έκταση της 
ανακάλυψης των αλγορίθμων που δικαίωναν το «καταρρακωμένο» από τον Gödel 

                                                        
3
 Lin F-L., Hsieh F-J., Hanna G., de Villiers M. : Proceedings of the ICMI Study 19 conference Proof and 

Proving in Mathematics, The Department of Maths, Univ. Taipei, Taiwan 2009 και 2012 ed. Springer. 

http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_interactive_geometry_software
http://en.wikipedia.org/wiki/Symbolic_computation
http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_interactive_geometry_software
http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_interactive_geometry_software
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πρόγραμμα μηχανοποίησης των μαθηματικών του Hilbert. Το σύστημα είναι το 
ισχυρότερο από όλα όσα έχουν δημιουργηθεί μέχρι σήμερα, χρησιμοποιεί 4 
διαφορετικές μεθόδους απόδειξης, και έχει στο ενεργητικό του μια σειρά από νέα 
θεωρήματα στην Γεωμετρία. Δεν είναι το καταλληλότερο για την δευτεροβάθμια 
εκπαίδευση, αν και χρησιμοποιείται στην Κίνα στις προπονήσεις των Ολυμπιακών 
ομάδων με μία άγνωστη στη δύση εκδοχή που φέρει το όνομα ΜΜP. Για την 
περίπτωσή μας θα προτείναμε το GEOMETRIX (Γαλλικό), αλλά η τελευταία εκδοχή, 
που είναι και πλέον εύχρηστη, ήρθε στα χέρια μας μόλις την άνοιξη του 2014 και 
δεν έχουμε εφαρμογές σε διδακτικό περιβάλλον μέχρι σήμερα.  
Θα χρησιμοποιήσουμε μόνο την μέθοδο απόδειξης «GDD» του GeX, η οποία είναι η 
κλασική επαγωγική μέθοδο του Ευκλείδη.   
Το σύστημα έχει περισσότερες δυνατότητες από αυτές που θα παρουσιάσουμε 
εμείς. Θα περιοριστούμε όμως σε αυτές που θα μπορούσαν να χρησιμοποιηθούν 
σχετικά εύκολα από ένα καλά εκπαιδευμένο αριθμό μαθητών. Αν και ανοίγοντας το 
λογισμικό βρισκόμαστε σε ένα περιβάλλον σχεδιασμού πολύ κοντά στο GeoGebra, 
γρήγορα θα δούμε ότι αλλάζει λειτουργία και σκοπιμότητα με την πρώτη σχεδίαση.  
 

 
Αυτό που κάνει το σύστημα ένα πραγματικό εργαλείο  μαθηματικού πειραματισμού 
είναι η βιβλιοθήκη των ιδιοτήτων του σχήματος. Η βιβλιοθήκη αυτή περιέχει ένα 
μεγάλο σύνολο ιδιοτήτων, που πολλές φορές είναι ασύληπτο για έναν μαθηματικό. 
Στην Εικόνα 2 βλέπετε 3964 ιδιότητες για το σχήμα που φαίνεται στο παράθυρο 
σχεδίασης, μερικές από αυτές είναι προφανείς. Υπάρχουν παραδείγματα ασκήσεων 

Εικόνα 1: Θεώρημα στο GeX 

http://www.mmrc.iss.ac.cn/mmp/
http://geometrix.free.fr/site/
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του σχολικού βιβλίου στα οποία το GEOMETRIX εντόπισε 19680 ιδιότητες!  Ο 
μαθητής θα πρέπει να διαχειριστεί όλο αυτό το πλήθος ιδιοτήτων ώστε να μπορέσει 
να γενικεύσει και να πειραματισθεί δημιουργώντας νέους ισχυρισμούς και 
προτάσεις.  
 

 
 Ένα Σενάριο γενίκευσης και πειραματισμού (3η Ωρα) 
 
Προηγούμενες μελέτες σχετικά με την χρήση των ΣΔΓ έχουν εντοπίσει σημαντικά 
ζητήματα σχετικά με την χρήση των πόρων των συστημάτων στην διδασκαλία των 
μαθηματικών.  
Το γαλλικό σχέδιο αποσκοπεί στην ανάπτυξη της χρήσης της δυναμικής γεωμετρίας 
με την βοήθεια μαθημάτων-σεναρίων τα οποία τελειοποιούνται συνεχώς μέσα από 
ένα συνεχή διάλογο ανάμεσα στους εκπαιδευτικούς και τους προγραμματιστές των 
λογισμικών. Αν και ο σχέδιο αυτό έδωσε το έναυσμα για πιο φιλόδοξα σενάρια δεν 
λέει τίποτα για το μαθηματικό περιεχόμενο ενός προβλήματος  ούτε για την 
διαδραστική οργάνωσή του (όπως είδαμε στα αντιπαραδείγματα γ. τόπων) καθώς 
και τον διερευνητικό προσανατολισμό του (παρά τις προσπάθειες προσαρμογής 
ενός στοιχειώδους συστήματος συμβολικού υπολογισμού όπως στο GeoGebra). 
Εύκολα δε, εξελίσσεται σε μια στοχευμένη εκμάθηση του software και των 
αδυναμιών του παρά σε μια μαθηματική παιδεία που είναι εν πάση περιπτώσει το 
ζητούμενο. 
Από την άλλη μεριά το αγγλοσαξονικό μοντέλο υποστήριξε την χρήση των ΤΠΕ για 
να πριμοδοτήσει την καθοδηγούμενη ανακάλυψη μέσα από μια σειρά 
διαφορετικών παιδαγωγικών προσεγγίσεων.   Αυτό οδήγησε σε προσωπικές 

Εικόνα 2 Το GEΟMETRIX παραδίδει στον χρήστη 3964 ιδιότητες και χαρακτηριστικά της κατασκευής. 
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επιλογές τους καθηγητές, αφού έβλεπαν διαφορετικά τους παιδαγωγικούς 
προσανατολισμούς και την δυνατότητα ανάπτυξης της κριτικής σκέψης των 
μαθητών κυρίως μέσα από μαθηματικές αποκλίσεις. Αρνητικό αποτέλεσμα αυτής 
της δυσαρμονίας, είναι μια σειρά εκθέσεων σχετικές με την λειτουργικότητα της 
δυναμικής γεωμετρίας στο σχολικό περιβάλλον εστιάζοντας ιδιάιτερα στις  
εμφανείς ανωμαλίες του λογισμικού οι οποίες θεωρήθηκαν σαν ευκαιρίες  
ανάπτυξης της κριτικής σκέψης και ενίσχυσης της μαθηματικής κατανόησης.   
Αλλά πιο είναι το συστατικό της μαθηματικής παιδείας στην δευτεροβάθμια 
εκπαίδευση που μπορεί να εμφυτευθεί και να ολοκληρωθεί στη τριτοβάθμια 
εκπαίδευση; Είναι η ad hoc διαμόρφωση προβλημάτων  δυναμικού χαρακτήρα ή οι 
στοχευμένες καθοδηγούμενες ανακαλύψεις;  
Τίποτα δεν μπορεί να αντικαταστήσει την αισθητική και την αμεσότητα της 
μαθηματικής απόδειξης, όταν μιλάμε για την μαθηματική επιστήμη ή ακόμα και για 
επιστήμη γενικότερα. Αυτό θα προσπαθήσουμε να διαχειριστούμε την βοήθεια των 
ΣΑΑ. 
Η βασική μας ιδέα είναι να χρησιμοποιήσουμε τα ΣΑΑ σε ένα είδος μαθηματικού 
πειραματισμού, αξιοποιώντας τις παρακάτω δυνατότητες που μας παρέχουν τα 
λογισμικά αυτά:  

1. Την δυνατότητα απόκτησης διορατικότητας και διαίσθησης. 
2. Την δημιουργία τράπεζας αποτελούμενη από τις υποκρύπτουσες  μαθηματικές 

ιδιότητες των γραφικών απεικονίσεων. 
3. Την δυνατότητα δοκιμής και επαλήθευσης εικασιών. 
4. Την εξερεύνηση ενός αποτελέσματος για να δούμε αν αξίζει τον κόπο μια   

απόδειξη. 
5. Να υποδεικνύουν προσεγγίσεις για την αυθεντική μαθηματική απόδειξη. 
6. Να αντικαταστήσουμε πολύπλοκες πράξεις με αποτελέσματα που εξάγονται από 

υπολογιστή. 
7. Να επιβεβαιώνουμε αναλυτικά παραγόμενα αποτελέσματα. 
8. Να μοντελοποιούμε αλγεβρικοποιώντας γεωμετρικές καταστάσεις. 

Θα προτείνουμε δύο είδη δραστηριοτήτων: η πρώτη στοχεύει στην ανίχνευση 
κατάλληλων παραμέτρων για γενικεύσεις και η δεύτερη σε αλγεβρικοποιήσεις 
γεωμετρικών προτάσεων στην πλέον αφηρημένη τους μορφή.  
Και στις δύο περιπτώσεις οι μαθητές είναι υποχρεωμένοι να παρουσιάσουν μια 
τελική εργασία με τα ακόλουθα μέρη: 

1. Εισαγωγή στο πρόβλημα 
2. Περιγραφή του προβλήματος με ένα σύστημα δυναμικής γεωμετρίας 
3. Λύση του προβλήματος με μια κλασική μέθοδο 
4. Αυτόματη λύση με ένα ΣΑΑ 
5. Αλγεβρική λύση του προβλήματος (αν είναι δυνατόν με τις αποκτηθείσες γνώσεις)  
6. Κατανόηση της γεωμετρικής σημασίας μιας αλγεβρικής εξίσωσης 
7. Συγγραφή και εκτύπωση της εργασίας 

 
Τέλος, θα δούμε πως θα μπορούσαμε άμεσα να χησιμοποιήσουμε τα συστήματα 
αυτά στην τάξη στην διαχείρηση των ασκήσεων. 
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Βιβλιογραφία  
 
Δίνουμε σχεδόν μια πλήρη βιβλιογραφία πάνω στην Αυτοματοποίηση των 
Αποδείξεων στην Γεωμετρία.  
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