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1 Εισαγωγή

Στο άρθρο αυτό ϑα παρουσιάσουµε ένα εν εξελίξει σύστηµα δυναµικής γεωµετρίας
που αναπτύσεται στην Κίνα απο την οµάδα του καθηγητή S.C. Chou. Το σύστηµα
είναι πολυπλοκότερο απο τα µέχρι τούδε αντίστοιχα λογισµικά δυναµικής γεω-
µετρίας και ϑα το τοποθετούσαµε στην κατηγορία των συστηµάτων που εκτελούν
αυτόµατες γεωµετρικές αποδείξεις.

Μέχρι σήµερα τουλάχιστον, είναι διαθέσιµες τέσσερες διαφορετικές προσεγγί-
σεις σχετικά µε τις αυτόµατες αποδείξεις γεωµετρικών προτάσεων. Η πρώτη είναι
η λεγόµενη συνθετική προσέγγιση, δες [6], [8], [11], [14] και [15], η δεύτερη
είναι η αλγεβρική προσέγγιση που περιλαµβάνει την µέθοδο Wu και την µέθοδο
της �άσης του Gröbner, δες [4], [10] και [13]. Η τρίτη προσέγγιση χρησιµοποιεί
γεωµετρικά αµετάβλητα, όπως τη µέθοδο εµβαδού, δες [5], ή τη µέθοδο της πλή-
�ους γωνίας, δες [3], και τη µέθοδο που περιγράφεται στα [9] και [10]. ΄Αλλες
ενδιαφέρουσες προσεγίσεις υπάρχουν στα [1], [13] και [16].

Στα τέλη της δεκαετίας του ΄80 αναπτύχθηκαν συστήµατα δυναµικής γεωµε-
τρίας, όπως το Cabri, µε σκοπό την αντικατάσταση του κανόνα και διαβήτη στις
γεωµετρικές κατασκευές. Την τελευταία δεκαετία άρχισε να καλιεργείται η ιδέα
µιας νέας γενιάς συστηµάτων που ϑα είναι συνδυασµός συστηµάτων δυναµικής
γεωµετρίας και συστηµάτων συµβολικού υπολογισµού µε σκοπό όχι µόνο την ε-
κτέλεση κατασκευών αλλά και την επίτευξη αποδείξεων γεωµετρικών προτάσεων
και ισχυρισµών. Ας δούµε µια λίστα απο τέτοια συστήµατα :�������	��
���
�
��

Χρησιµοποιεί πιθανοθεωρητική µέθοδο�������
Αποδείξεις µε την µέθοδο εµβαδού������������
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Αποδείξεις µε την µέθοδο της πλήρους γωνίας
χρησιµοποιώντας PROLOG#
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Αποδείξεις µε :
Wu µέθοδο,
Gröbner bases µέθοδο,
µέθοδο πλήρους γωνίας,
µέθοδο εµβαδού,
διανυσµατική µέθοδο,
συµπερασµατική �άση δεδοµένων
(συνθετική προσέγγιση)������-�
����/.
Συνδυασµός δυναµικής γεωµετρίας και
µεθόδων αυτοµάτων αποδείξεων

Το σύστηµα που ϑα χρησιµοποιήσουµε είναι το Chinese Geometer Exp επειδή
διαθέτει την πλουσιότερη �ιβλιοθήκη αποδεικτικών µεθόδων αλλά και για έναν άλ-
λο λόγο που το καθιστά µοναδικό. Πρόκειται για τη χρήση µιας �άσης, την οποία
οι κατασκευαστές του την αποκαλούν Geometry Information Base, (συντ. G.I.B.).
Η �άση αυτή συλλέγει πολύτιµες γεωµετρικές ιδιότητες της γεωµετρικής πρότασης
που παράγοντε κατα την διάρκεια της αποδεικτικής διαδικασίας, σύµφωνα µε την
ϑεωρία της αναγωγικής �άσης που περιγράφεται στο [7]. Το όλο πακέτο Chinese
Geometer Exp είναι ακόµα σε πειραµατικό στάδιο1. Μας παραχωρήθηκε απο τον
καθηγητή Zheng Ye σε πλατφόρµα Windows XP, τον Μάιο του 2008. Το Chinese
Geometer Exp είναι εξέλιξη του επίσης πειραµατικού λογισµικού GExp των Chou
S.-C., Gao X.-S. και Zhang J.-Z., µε το οποίο έχουµε πειραµατισθεί επιτυχώς.
Εδώ ϑα κάνουµε χρήση µόνο µιας εκ των δυνατοτήτων του συστήµατος και αφορά
ϕυσικά την G.I.B.. Με την �οήθεια των ιδιοτήτων που συγγεντρώνοντε στη �ά-
ση, µπορούµε να δηµιουργήσουµε πληθώρα ερωτήσεων και ισχυρισµών σχετικά
µε γεωµετρικά προβλήµατα. ΄Οπως ϑα ϕανεί στα επόµενα, οι δυνατότητες αυτές
µπορούν να επεκταθούν και σε ανακαλύψεις νέων ϑεωρηµάτων.

Στην αρχή οφείλουµε να παρουσιάσουµε το λογισµικό και για τον λόγο αυτό
διαλέξαµε τρείς πολύ γνωστές γεωµετρικές προτάσεις και ένα γεωµετρικό τόπο,
για να τονίσουµε τις δυνατότητες του συστήµατος που µας ενδιαφέρουν και που
είναι εύκολα επαληθεύσιµες απο έναν αναγνώστη που δεν έχει οικιοποιηθεί το
περιβάλλον του Chinese Geometer Exp. Στη συνέχεια επεξεργαζόµαστε ένα πρό-
�ληµα που πρωτοδιατύπωσε η οµάδα sci.math του Harvard Univ. µε επικεφαλής
τον N.D. Elkies, το 1992. Το πρόβληµα αυτό λύθηκε απο τον G.A. Edgar του Ohio
State Univ. στο Maple µε καθαρά αλγεβρικές µεθόδους αλλά η χωρική και χρο-
νική πολυπλοκότητα του αλγορίθµου είναι µεγάλη. Το Chinese Geometer Exp
όχι µόνο δίνει µια γρήγορη απόδειξη χρησιµοποιώντας την συνθετική προσέγγι-
ση, αλλά ϕυλάσσει στη G.I.B. ιδιότητες του σχήµατος που είναι νέα γεωµετρικά
αποτελέσµατα. Το δεύτερο πρόβληµα είναι γενικά ένα δύσκολο πρόβληµα για
την µέθοδο της συµπερασµατικής �άσης δεδοµένων σε αντίθεση µε την αλγεβρι-
κή µέθοδο του Wu. Η παραγωγή όµως της G.I.B. δίνει έναν απίστευτο αριθµό
απο ιδιότητες οι οποίες µπορεί να παράγουν έναν µεγάλο αριθµό ερωτήσεων στο
πρόβληµα.

Το τελευταίο πρόβληµα ξεκινά απο γνωστές προτάσεις των �ιβλίων του Λυκεί-

1 ΄Οπως µας πληροφόρησαν οι κινέζοι συνάδελφοί µας, το σύστηµα αυτό χρησιµοποιείται πιλοτικά
σε µερικά σχολεία και σε οµάδες προετοιµασίας µαθηµατικών διαγωνισµών.
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ου και αφορά �ασικά το ψευδο-ορϑογώνιο τρίγωνο. Με το Chinese Geometer
Exp ανακαλύψαµε νέες γεωµετρικές, αλγεβρικές και αριθµητικές ιδιότητες του
ψευδο-ορϑογώνιο τριγώνου τις οποίες και παραθέτουµε. Προσπαθήσαµε να επε-
ξεργασθούµε όλες τις πτυχές του προβλήµατος που ξετυλίγονται όχι µόνο απο το
Chinese Geometer Exp αλλά και συνειρµικά απο την µαθηµατική µας εµπειρία.
Με το να τις παραθέτουµε ϑέλουµε απλά να δείξουµε την δηµιουργικότητα που
αποφέρει το σύστηµα όταν εµπλακεί στην εκπαιδευτική διαδικασία.

2 Παραδείγµατα

2.1 Τρία γνωστά ϑεωρήµατα και ένας γεωµ. τόπος

Ας δούµε πρώτα τρία απλά ϑεωρήµατα µε τις ιδιότητες που δηµιουργούντε στη
G.I.B. ταυτόχρονα µε την κατασκευή του σχήµατος. Φυσικά τα αποτελέσµατα
είναι εύκολα εξ αιτίας του στοιχειώδους των γεωµετρικών προτάσεων.

1. Η πρώτη πρόταση είναι πολύ γνωστή : ∆είξτε ότι σ’ενα ισοσκελές τρίγωνο021 �
,
0214350 �

, το ύψος άπο την κορυφή
0

είναι και διάµεσος.

΄Οπως �λέπετε στο σχήµα 1, το σύστηµα ανίχνευσε όλες τις ιδιότητες του
σχήµατος που χαράξαµε στο περιβάλλον του. Βρήκε τα 
εύγη των ίσων
γωνιών, τα 
εύγη των ίσων τριγώνων και τους λόγους των χωριζοµένων ευθ.
τµηµάτων. Νοµίζουµε ότι είναι πολύ ικανοποιητικό.

Σχήµα 1: Πρόβληµα 1.

Αν παρατηρείσετε στο αριστερό πλαίσιο όπου εµφανίζεται το περιεχόµενο της
G.I.B., υπάρχουν οι ιδιότητες ταξινοµηµένες ανα ειδικότητα. Για παράδειγ-
µα, στην �ιβλιοθήκη µε τα ίσα τρίγωνα υπάρχει ένα 
εύγος ίσων τριγώνων τα
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τρίγωνα 6 0 � και 6 021 . Το σύστηµα έχει την δυνατότητα να αποδείξει την
ισότητα των τριγώνων αν 
ητηθεί απο τον χρήστη.

2. Η δεύτερη πρόταση που επιλέξαµε λέει ότι : Σε κάθε τρίγωνο τα ύψη συντρέ-
χουν.

Σχήµα 2: Το ορθόκεντρο τριγώνου, στο πρόβληµα 2.

Στην περίπτωση αυτή ϕέραµε απλά τα τρία ύψη του τριγώνου. Το σύστηµα
αναγνώρισε 53 ιδιότητες της κατασκευής, δες σχήµα 2. Μεταξύ αυτών δια-
κρίνουµε τα εγγεγραµµένα τετράπλευρα που σχηµατίζονται όπως και µια
σειρά απο αλγεβρικές σχέσεις µεταξύ λόγων ευθ. τµηµάτων ή γινοµένου
ευθ. τµηµάτων απο τις σχηµατιζόµενες δυνάµεις ως προς κύκλο. Αν προ-
χωρήσουµε στην απόδειξη της πρότασης, αν δηλαδή υποθέσουµε ότι τα ύψη1 �

και
��7

τέµνοντε στο
�

τότε αποδεικνύουµε ότι η
0 �

είναι κάθετος
στο

1 �
, το λογισµικό συλλέγει συνολικά 134 ιδιότητες που καλύπτουν ό-

τι γενικά µπορεί να δεί ένα έµπειρο και προσεκτικό µάτι στο σχήµα. ∆εν
ϑα παραλείψουµε να σηµειώσουµε εδώ ότι µέσα στον όγκο των ιδιοτήτων
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κρύβονται και ιδιότητες οι οποίες δεν είναι καθόλου προφανείς. ΄Οπως για
παράδειγµα τα παρακάτω γινόµενα :

89898 898981:0<; � 6 3 � 0<; � 6>=?6 � ;�0 � 3 6 � ;�0 76 � ; 7�� 3 ��� ;�0 7 =@6 � ; 7�� 3 ��� ;90 �1 � ;90 6 3<1 � ;�0 � = 1 � ; � 6 3 ��� ;90 6� 1A; 7 6 3 � 0<; 7 1 = � 1A;91 6 351:0<; 7 189898 89898
3. Η τρίτη πρόταση είναι η γνωστή ιδιότητα του παραλληλογράµµου: Αν οι δύο

διαγώνιοι τετραπλεύρου διχοτοµούνται, τότε αυτό είναι παραλληλόγραµµο, δες
σχήµα 3.

Στο σχήµα 3 �λέπουµε 24 ιδιότητες.

Σχήµα 3: ∆ύο διχοτοµούµενα ευθ. τµήµατα.

4. Το τέταρτο πρόβληµα είναι ένας γεωµετρικός τόπος :∆ίνονται δύο τεµνόµενοι
κύκλοι µε κέντρα B και

-
και τα κοινά τους σηµεία

0
και

1
. ΄Ενα σηµείο 6

κινείται στον κύκλο µε κέντρο το B . Να �ρεθεί ο γ.τ. του µέσου C του ευθ.
τµήµατος

7��
στο σχήµα 4.
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Σχήµα 4: Ο γεωµετρικός τόπος του προβλήµατος 4 και η G.I.B..

Η G.I.B., που ϕαίνεται στο σχήµα 4, δηµιουργήθηκε και αυτή µόνο απο
τις ιδιότητες του σχήµατος. Ψάχνωντας στο σύνολο των ιδιοτήτων ϑα δια-
πυστώσετε ότι µπορούµε να πάρουµε όλα τα απαιτούµενα εργαλεία για την
απόδειξη του κύκλου, µε την διακεκοµµένη περιφέρεια, σαν γεωµετρικού
τόπου του σηµείου C .

2.2 Το πρόβληµα των πέντε κύκλων

΄Εδω τα πράγµατα δεν είναι τόσο προφανή ή εύκολα. Το πρόβληµα των πέντε
κύκλων δείχνει τις δυνατότητες του σχεδιασµού του συστήµατος.

Πέντε σηµεία
-ED�-GFH-JI9-JK�-EL

σχηµατίζουν πεντάγωνο. Θεωρείστε τους δείκτες
modulo 5 καιMON�P 3 - PRQ FEST- P U FH- P U I =C

P 3
κύκλος V

N�PRQ FH- PRQ FH- P�W S
κύκλος V

N�P - P U FH- P�W
δείξτε ότι τα σηµεία C D , C F , C I , C K , C L είναι οµοκυκλικά. ∆ες σχήµα 5.
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Σχήµα 5: Το πρόβληµα των πέντε κύκλων.

Το Chinese Geometer Exp αποδεικνύει το συµπέρασµα δηµιουργόντας την
G.I.B. µε 301 γεωµετρικές ιδιότητες σε 0.62 sec. Ταυτόχρονα έχουµε το εξής νέο
αποτέλεσµα: οι ακόλουθες δύο οµάδες συντρεχουσών ευθειώνXY Z\[ -

P U F C
P U F =

N�PRQ F C
PRQ F =

N�P U I C
PRQ I�] =[ -

PRQ F C
PRQ I = -

P
C
P U F =

N�PRQ F C
P U I�] =� 35^ =9_!=a`�=cb+='d 8

τέµνονται σε δέκα σηµεία που ανήκουν στον κύκλο των σηµείων C
P
. ΄Ετσι, ο

κύκλος δεν διέρχεται µόνο απο τα πέντε σηµεία, [ C
P ] P

, αλλά συνολικά απο δε-
καπέντε σηµεία. Αυτό, απο όσο γνωρίζουµε, είναι ένα νέο αποτέλεσµα.

2.3 Οµοκυκλικά σηµεία σε ορθογώνιο τρίγωνο

Σ’ενα ορθογώνιο τρίγωνο
021 �

µε e0f35g!^	h , 02ikj�1 � και l το µέσο του
02i

, δες
σχήµα 6.

7��nm 1 �
,
�po&m 021

, q�r m 0 � . Τότε τα σηµεία
7 = � =srt= � = o =�q είναι

οµοκυκλικά.
Η G.I.B. περιέχει 562 ιδιότητες, προφανείς ή όχι, δες σχήµα 7. Συνολικά, µε

την αίτηση απόδειξης του συµπεράσµατος, έχουµε 1326 γεωµετρικές ιδιότητες,
αριθµός υπερβολικά µεγάλος.
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C

B

A

H
S

F

G

L I

J

K

Σχήµα 6: Οµοκυκλικά σηµεία.

Σχήµα 7: Η G.I.B. του προβλήµατος 2.3

Στο σχήµα 8 �λέπουµε 19 γωνίες ίσες ή παραπληρωµατικές που παρήχθησαν
στην G.I.B. του Chinese Geometer Exp κατα την διάρκεια της κατασκευής.

2.4 Το ψευδο-ορϑογώνιο τρίγωνο

Αφήσαµε στο τέλος την επεξεργασία ενός προβλήµατος που στάθηκε η αφορµή
να προσέξουµε ιδιαίτερα την ψυχολογία του Chinese Geometer Exp. Φυσικά δεν
υπερασπίζουµε την πρωτοτυπία των αποτελεσµάτων. Μπορείτε ενδεχοµένως να
�ρείτε στην �ιβλιογραφία πιο ισχυρά µαθηµατικά κίνητρα που δικαιολογούν τις
επιµέρους ερωτήσεις. Αυτό όµως που ϑέλουµε να τονίσουµε είναι ότι το συγκεκρι-
µένο σύστηµα µπορεί να παίξει ένα �όλο πολύ διαφορετικό απο αυτόν που µας
έχουν συνηθίσει όλα τα προηγούµενα. Και κάτι άλλο, η χρήση του δεν αλλοίωσε
σε τίποτα το µαθηµατικό περιεχόµενο του προβλήµατος, όπως συµβαίνει µε τα
περισσότερα συστήµατα του είδους, δες [12].

Υπάρχουν δύο ασκήσεις στα �ιβλία του Λυκείου µε τις οποίες εισαχθήκαµε
στην δραστηριότητα αυτή. Η πρώτη είναι ϑεώρηµα στο �ιβλίο της γεωµετρίας στην
ύλη της Β’ Λυκείου και λέει ότι :

Αν
021:u

ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε e0f35g!^	h και - το ίχνος του ύψους
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Σχήµα 8: 19 ίσες γωνίες της G.I.B. στο πρόβληµα 2.3.

που άγεται απο την κορυφή
0
, ισχύει ότι

0 - I 3v1 - ; - u
. Ισχύει το

αντίστροφο ; ∆ηλαδή, αν στο τρίγωνο
021:u

µε
-

το ίχνος του ύψους
που άγεται απο την κορυφή

0
ισχύει

0 - I 3<1 - ; - u
, τότε το τρίγωνο

είναι ορθογώνιο ;

Η δεύτερη µπορεί να είναι µια άσκηση των Μαθηµατικών της Κατεύθυνσης
της Β’ Λυκείου.

∆ίνεται η υπερβολή
� Ixw � I 3zy I

. Να αποδειχθεί ότι το ορθόκε-
ντρο

i
του τριγώνου

021:02{
µε

0 V y = ^
W
,
02{ V w y = ^

W
,
1 V yG| `}= y

W
α-

νήκει στην υπερβολή. Αποδείξτε ότι για το τρίγωνο
021:0 {

ισχύει :~2�1:020 { w �1:0 { 0 ~ 35g!^ h
.

Το τρίγωνο του δευτέρου ερωτήµατος που ικανοποιεί εν µέρει και το πρώτο
πρόβληµα, έχει µια χαρακτηριστική ιδιότητα. Χάριν ευκολίας ας δώσουµε τον
εξής, όχι πολύ γνωστό, ορισµό.

Ορισµός 2.1 Λέµε ότι ένα τρίγωνο είναι ψευδο-ορϑογώνιο στο
0

αν ισχύει
~ e1 w eu ~ 3� ` . Λέµε επίσης ότι είναι ψευδο-ορϑογώνιο στο Α µε αµβλεία την e1 , αν e1 w e ut3 � ` .

Η κατασκευή ενός ψευδο-ορϑογώνιο τριγώνου σε ένα σύστηµα δυναµικής γε-
ωµετρίας είναι εύκολη. Ακολουθώντας πιστά τον ορισµό δεν έχετε παρά να κα-
τασκευάσετε ένα κύκλο και ένα σηµείο του � . Αν πάρετε δυο σηµεία

1
και

�
στο επίπεδο και περιστρέψετε την

1 �
µε κέντρο το

1
κατά γωνία

�CAB�� και στη

συνέχεια την
1 �

κατά γωνία
� `�� �CAB�� , σχηµατίζεται το τρίγωνο

021 �
που είναι

ψευδο-ορϑογώνιο στο Α µε αµβλεία την e� , δες σχήµα 9.
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Σχήµα 9: Κατασκευή ψευδο-ορϑογώνιο τριγώνου σε ένα σύστηµα δυναµικής γε-
ωµετρίας.

Για το επιλεγµένο λειτουργικό η κατασκευή αυτή δεν είναι συµβατή. Βασική
προυπόθεση είναι ότι όλες οι προτάσεις πρέπει να είναι κατασκευαστικές. Οι
κατασκευαστικές προτάσεις ϑα λέγαµε ότι είναι οι επεκτάσεις των ϑεωρηµάτων
καθαρής τοµής του Hilbert2 και παίζουν κεντρικό �όλο στην ϑεωρία των αυτοµάτων
αποδείξεων.

2.4.1 Κατασκευή Ψευδο-ορθογωνίου Τριγώνου

Οι δύο πρώτες κατασκευές είναι αυτές που ϑα χρησιµοποιήσουµε στο Chinese
Geometer Exp.

1. Αν
021 �

ψευδο-ορϑογώνιο στο
�

µε αµβλεία τη e0 και e1 F η συµπληρωµατική
της e1 . Τότε e0��(�'���>3 e1 F . Και αντιστρόφως: Αν e0��(�'����3 e1 F , τότε το

021 �
είναι ψευδο-ορϑογώνιο στο

�
µε αµβλεία τη e0 . Κατασκευάστε ένα ψευδο-ορ-

ϑογώνιο τρίγωνο σύµφωνα µε την παραπάνω πρόταση.

Για την κατασκευή του
021 �

ακολουθούµε τα εξής �ήµατα. Κατασκευάζω
ένα ευθ. τµήµα

021
. ΄Εστω

�
τυχαίο σηµείο του επιπέδου διαφορετικό των0

και
1

. Βρίσκω το συµµετρικό του
1 �

ως προς
1:0

και ϕέρω απο το0
κάθετο σάυτήν. Η τοµή της καθέτου µε την

1 �
είναι η κορυφή

�
του

ψευδο-ορϑογώνιο τριγώνου, δες σχήµα 10.

2. Εστώ
021:u

ψευδο-ορϑογώνιο στο
0

µε αµβλεία τη e1 . ΄Εστω 6 το σηµείο
τοµής του κύκλου V 0 = 021

W
µε την

1:u
. Προφανώς λόγω κατασκευής το σηµείο6 είναι διαφορετικό του

1
. Τότε

0 6 είναι κάθετος στην
0 �

. Αντιστρόφως:
΄Εστω τρίγωνο

021 �
. ΄Εστω 6 το σηµείο τοµής της καθέτου

0 6 στην
0 �

,
µε την

1 �
. Αν

0 6 3�021
, τότε το τρίγωνο είναι ψευδο-ορϑογώνιο στο

0
µε

αµβλεία τη e1 . Κατασκευάστε ένα ψευδο-ορϑογώνιο τρίγωνο σύµφωνα µε την
παραπάνω πρόταση.

2Πρόκειται για τα ϑεωρήµατα που περιγράφονται στο κλασσικό έργο του Grundlagen der Geometric
του Hilbert µε το όνοµα pure intersection theorems. Ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει επίσης στο
[4], �'��% � , σελίδα 15, για µια πλήρη ενηµέρωση.
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Σχήµα 10: Κατασκευή ψευδο-ορϑογώνιο τριγώνου
0 � 1

.

Η κατασκεύη αυτή �οηθά στην ανακάλυψη αλγεβρικών σχέσεων στο ψευδο-
ορϑογώνιο τρίγωνο. Το Chinese Geometer Exp διαθέτει ένα έξυπνο εργαλείο
που ϑα το εκµεταλευτούµε χωρίς ενδοιασµούς. Η ιδιότητα που δίνει την
δεύτερη κατασκεύη είναι προφανώς το ότι η ακτίνα

0 6 του κύκλου V 0 = 021
W

είναι κάθετη στην
0 �

. ΄Αρα, κατασκευάζουµε ένα τυχαίο τρίγωνο
021 �

, δες
σχήµα 11, και την κάθετο

0 6 στην
0 �

. Το εργαλείο που προαναφέραµε
είναι η απαίτηση να είναι

0 6 3v021
. Μετά το αίτηµα αυτό το τρίγωνο µας

είναι ψευδο-ορϑογώνιο.

A

B CD

Σχήµα 11: Η κατασκευή 2 για τις αριθµητικές σχέσεις.

Γεωµετρικές Ιδιότητες

Οι παρακάτω ιδιότητες παράγοντε στην G.I.B. του Chinese Geometer Exp
συγχρόνως µε την κατασκευή 1.

Η δε G.I.B. περιέχει 26 ιδιότητες µεταξύ των οποίων, δες σχήµα 12:1 � ; ��7 351 7 ; � 01 � ;90 7 3 ��7 ; � 01 7 ;90 7 3 ��7 ; ��7
΄Εχοντας αυτά υπ’οψιν, ας διατυπώσουµε τις πρώτες ερωτήσεις-ασκήσεις.

΄Εστω τρίγωνο
021:u

και
-

η ορθή προβολή του
0

στην πλευρά
1:u

.
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Σχήµα 12: Οι ιδιότητες του ψευδο-ορϑογώνιο τριγώνου
0 � 1

προκύπτουν συγ-
χρόνως µε την κατασκευή του. Η �άση G.I.B. του Chinese Geometer Exp.

1. Αν � το συµµετρικό του
u

ως προς το
-
, τότε

�1:0 � 3<g!^	h . Και αντιστρόφως :
αν

�1:0 � 3<g!^	h , το τρίγωνο
021:u

είναι ψευδο-ορϑογώνιο στο
0
.

2. ∆είξτε ότι αν το τρίγωνο είναι είτε ορθογώνιο µε κορυφή το
0

είτε ψευδο-ορ-
ϑογώνιο στο

0
τότε

0 - I 351 - ; - u
. Και αντιστρόφως : αν

0 - I 351 - ; - u
,

τότε το τρίγωνο
021:u

είναι είτε ορθογώνιο είτε ψευδο-ορϑογώνιο στο
0
.

3. ∆είξτε ότι το τρίγωνο
021:u

είναι ψευδο-ορϑογώνιο στο
0

αν και µόνο αν το
ορθόκεντρό του είναι το συµµετρικό του

0
ως προς την

1:u
.

4. ΄Εστω � η ακτίνα του περιγεγραµµένου κύκλου στο τρίγωνο
021:u

. Να δείξετε
ότι
- 1 � - u�3 `/� αν και µόνο αν το

021:u
είναι ορθογώνιο στην κορυφή

0
ή ψευδο-ορϑογώνιο στο

0
.

5. Το τρίγωνο
021:u

είναι ψευδο-ορϑογώνιο στο
0

αν και µόνο αν η
0 -

είναι
εφαπτόµενη του περιγεγραµµένου κύκλου στο σηµείο

0
.

Αριθµητικές Ιδιότητες των Πλευρών Ψευδο-ο�θογωνίου Τριγώνου

Υποθέστε την κατασκευή 2. Στην G.I.B. �ρίσκουµε την σχέση: 6 � ;�1 � 3��� ; o}�
, δες σχήµα 13. Απο τη σχέση αυτή προκύπτει εύκολα ότι :1 � ;	� 021 I � 0 � I 3 V 0 � � 0 �

W ; V 0 � w 0 �
W

Είναι δηµοφιλές σήµερα να �ωτάµε πότε οι πλευρές ενός τριγώνου είναι �ητοί
ή ακέραιοι αριθµοί. ΄Ετσι, προκύπτουν οι παρακάτω αριθµητικές σχέσεις οι οποί-
ες ϕυσικά δεν επαληθεύοντε µε το Chinese Geometer Exp. Μπορούµε όµως να
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Σχήµα 13: Η κατασκευή 2 οδηγεί σε αριθµητικές σχέσεις.

χρησιµοποιήσουµε συστήµατα συµβολικού υπολογισµού στην απόδειξη των υπο-
λοίπων αριθµητικών ιδιοτήτων όπως για παράδειγµα στην απόδειξη της ιδιότητας
για την παραγοντοποίηση παραστάσεων της ιδιότητας 3 στο σώµα �� V | `

W
.

1. ΄Εστω
y =���= και � ϑετικοί πραγµατικοί αριθµοί. Τα παρακάτω είναι ισοδύ-

ναµα:

(α’) Υπάρχει ένα τρίγωνο
021:u

ψευδο-ορϑογώνιο στο
0

µε αµβλεία την e1
έτσι ώστε

02143 � , 02u�3 � και
1:u�3<y

.

(�’) � Isw � I 35y � � I � � I .
(γ’) Υπάρχουν δύο πραγµατικοί � και � έτσι ώστε : �:� ^ , ^x� � � � d και :

V��
W�� XY Z y�3 � ; συν `��� 3 � ; συν �� 3 � ; ηµ � 8

Ποιά είναι η γεωµετρική σηµασία των � και � ;
Υπόδειξη: Το � είναι ίση µε τη διάµετρο του περιγεγραµµένου κύκλου. Η δε
γωνία � είναι ίση µε την γωνία

u
.

2. ΄Εστω τρίγωνο
021:u

ψευδο-ορϑογώνιο στο
0

µε αµβλεία τη e1 έτσι ώστε τα
µήκη των πλευρών να είναι �ητοί αριθµοί. ΄Εστω � και � όπως στην V��

W
1.(γ΄). ∆είξτε ότι � και εφ

� ` είναι �ητοί αριθµοί.

3. Το τρίγωνο
021:u

και τα � , � όπως προηγουµένως. Αν εφ
� ` 3

  
, δείξτε ότι^��  �   V | ` w _

W
και ότι υπάρχει


 � ^ τέτοιο ώστε :

V�¡
W¢� XY Z y£3 
 V  L2w¥¤  I

  I �
  L W

� 3 
 V
  L w  L W� 3 `  
  
 V  I �

  I W 8
Και αντιστρόφως : αν τα µήκη των πλευρών τριγώνου ικανοποιούν την σχέσηV�¡
W
, τότε το τρίγωνο είναι ψευδο-ορϑογώνιο στο

0
µε αµβλεία τη

1
και τα

µήκη των πλευρών είναι �ητοί αριθµοί.
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4. (α’) ΄Εστω
 

και

 
δύο ϑετικοί ακέραιοι πρώτοι µεταξύ τους. Βρείτε τον

Μ.Κ.∆. των τριών ακεραίων : L w¥¤  I   I �
  L =

  L w  L =p`  
 
V  I �

  I W
(�’) Βρείτε ακεραίους

y =���=G� τέτοιοι ώστε το τρίγωνο
021:u

που έχει µήκη
πλευρών

021¦3 � , 02uk3 � και
1:uk35y

, είναι ψευδο-ορϑογώνιο στο
0

µε αµβλεία τη
1

.

5. Να λυθεί στο � §�¨ η εξίσωση:
� I V � I �T© I

W 3 V � I�w © I
W I

.

6. Να λυθεί στο �� ¨ η εξίσωση:
� I V � I �T© I

W 3 V � Isw © I
W I

.

∆ιάφορες γεωµετρικές ιδιότητες ενός Ψευδο-ορθογωνίου Τριγώνου

Οι παρακάτω καθαρά γεωµετρικές ιδιότητες του ψευδο-ορϑογώνιο τριγώνου
είναι κρυµένες στην G.I.B. του συστήµατος. Για παράδειγµα η παρακάτω ιδιότητα
8 είναι αποτέλεσµα της Γεωµετρικής ιδιότητας 5, όπου ουσιαστικά λέει ότι η
ακτίνα

0 B , µε B το περίκεντρο, είναι παράλληλη στην
1:u

.

∆είξτε ότι αν ένα τρίγωνο,
021:u

, είναι ψευδο-ορϑογώνιο στο
0

τότε :

1.

w!ª- 0 I 3 w«w ª- 1A; w'ª- u
, όπου

-
η προβολή του

0
στην

1:u
.

2. Η
uE0

είναι η διχοτόµος της γωνίας
�1:u B , B το κέντρο του περιγέγραµµένου

κύκλου.

3.
0 B και

1:u
είναι παράλληλες µεταξύ τους.

4. Το κέντρο του κύκλου του Euler του τριγώνου
021:u

�ρίσκεται πάνω στην1:u
.

5. Οι διχοτόµοι της γωνίας
�1:02u

σχηµατίζουν µε την
1:u

γωνίες ίσες µε ¬ � d .
6.
021 I � 02u I 351:u I � d - 0 I .

7.
~ 021 Isw 02u I ~ 3 `/� ;�1:u , � η ακτίνα του περιγεγραµµένου κύκλου.

8.
021 I � 02u I 3 d	� I .

9.
_021 I � _02u I 3 _0 - I .

Αναφορές

[1] Bulmer, M. and Fearnley-Sander, D.: The kinds of truth of geometry theo-
rems, Preprint.

14



[2] Chou S.-C., Gao X.-S., Zhang J.-Z.: A Deductive Database Approach to Au-
tomated Geometry Theorem Proving and Discovering. Journal of Automated
Reasoning 25: 219-246, 2000.

[3] Chou, S.-C., X.-S. Gao and J.-Z. Zhang, Automated generation of readable
proofs with geometric invariants, II. Theorem proving with full-angles, Journal
of Automated Reasoning 17 (1996), pp. 349-370.

[4] Chou, S. C.: Mechanical Geometry Theorem Proving, D. Reidel Publishing
Company, Dordrecht, Netherlands, 1988.

[5] Chou, S. C., Gao, X. S. and Zhang, J. Z.: Machine Proofs in Geometry, World
Scientific, 1994.

[6] Coelho, H. and Pereira, L.M.: Automated reasoning in geometry theorem
proving with prolog, J. Automated Reasoning 2 (1986), 329-390.

[7] Gallaire, H., Minker, J. and Nicola, J. M.: Logic and databases: A deductive
approach, ACM Comput. Surveys 16(2) (1984), 153-185.

[8] Gerlentner, H., Hanson, J. R. and Loveland, D. W.: Empirical explorations
of the geometry theorem proving machine, in Proc. West. Joint Computer
Conf., 1960, pp. 143-147.

[9] Havel, T.: The use of distance as coordinates in computer-aided proofs of
theorems in Euclidean geometry, IMA Preprint, No. 389, University of Min-
nesota, 1988.

[10] Kapur, D.: Geometry theorem proving using Hilbert’s nullstellensatz, in
Proc. SYMSAC ’86, Waterloo, 1986, pp. 202-208.

[11] Koedinger, K. R. and Anderson, J. R.: Abstract planning and perceptual
chunks: Elements of expertise in geometry, Cognitive Science 14 (1990),
511-550.

[12] Λυγάτσικας Ζ.: Αυτόµατες αποδείξεις µε συστήµατα Συµβολικού Υπολογισµού
και ∆υναµικής Γεωµετρίας, Πρακτικά 23ου Πανελληνίου συνεδρίου Μαθηµα-
τικής Παιδείας, Πάτρα 24-26 Νοεµβρίου 2006.

[13] Hong-Bo, Li and Minteh, Cheng: Clifford algebraic reduction method for
automated theorem proving in differential geometry, J. Automated Reasoning
21(1) (1998), 1-21.

[14] Nevins, A. J.: Plane geometry theorem proving using forward chaining,
Artif. Intell. 6 (1975), 1-23.

[15] Reiter, R.: A semantically guided deductive system for automatic theorem
proving, IEEE Trans. on Computers C-25(4) (1976), 328-334.

[16] Wang, D. M.: Reasoning about geometric problems using an elimination me-
thod, in J. Pfalzgraf and D. M. Wang (eds), Automated Practical Reasoning,
Springer-Verlag, 1995, pp. 148-185.

15


