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1 Εισαγωγή

Μπορούµε εύκολα µελετώντας την ιστορία να αναγνωρίσουµε τον ϑεµελειώδη ϱόλο των
εργαλείων στην ανάπτυξη των µαθηµατικών. ΄Ενα τέτοιο εργαλείο, ουσιαστικά ένας κλάδος
των µαθηµατικών, είναι και ο υπολογιστής ο οποίος επηρέασε τον διδακτικό ϱόλο και τον
ϱόλο στην αυτοµατοποίηση και ερµηνείας των µαθηµατικών. Θα δούµε στη συνέχεια αυτήν
την επίδραση της τεχνολογίας σε τρείς ϐασικούς διδακτικούς ϱόλους που είναι :

1. ο ϱόλος των µαθηµατικών σαν γλώσσα

2. ο ϱόλος των µαθηµατικών σαν τεχνική σκέψης και

3. ο ϱόλος των µαθηµατικών στην ανάπτυξη των δύο ϑεµελειωδών εννοιολογικών διαδι-
κασιών : της αφαίρεσης (abstracting) και της συγκεκριµενοποίησης (concretising).

Με τον όρο τεχνολογία εννοούµε τη χρήση Συστηµάτων Συµβολικού Υπολογισµού (ΣΣΥ),
όπως είναι το Maple, Derive, Mathematica, TakeFive και όχι σχεδιαστικών δυναµικών
λογισµικών όπως το GeoGebra, Cabri, EucliDraw κ.αλλ.

Πρίν µπούµε σε λεπτοµέρειες είναι ϕρόνιµο να επισηµάνουµε µια διδακτική αρχή που
πρέπει να διέπει την αντίστοιχη δραστηριότητα µάθησης µε τη χρήση των ΣΣΥ.

Απο την αρχή της δηµιουργίας των µεγάλων αλγορίθµων, Απαλοιφής ποσοδεικτών και
αλγορίθµου Gröbner, διακρίναµε µια ιδιότητα των λογισµικών που διατυπωθηκε σαν µια
αρχή του ΄Ασπρου/Μαύρου, όπως διατυπώθηκε απο τον Buchberger, δες [2], [3], [5].
Αν η µαθησιακή δραστηριότητα εξελίσεται πάνω σε διαφορετικά πεδία, το λευκό πεδίο ϑα
είναι αυτό όπου οι διεργασίες είναι ορατές και προσβάσιµες ενώ αντίθετα όταν επισέρχεται
στη διαδικασία η χρήση ενός ΣΣΥ, (πχ η εύρεση των ϱιζών µιας εξίσωσης 5oυ ϐαθµού µε
το Maple), τότε οι διεργασίες δεν είναι ορατές ούτε προσβάσιµες, ϑα λέµε τη περιοχή αυτή
µαύρη περιοχή.

Στη λευκή περιοχή ο µαθητής ϑα οδηγηθεί απο ένα συγκεκριµένο πρόβληµα σε µια
µαθηµατική έννοια, έναν αλγόριθµο ή µια µαθηµατική ϑεωρία. Οι δεξιότητες που αναπτύ-
σοντε στο στάδιο αυτό ϑα πρέπει να γίνονται µε το χέρι, χωρίς την χρήση υπολογιστή. Οι
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ϐασικές δεξιότητες πρέπει να αυτοµατοποιούντε µε την εξάσκηση. Οι πιθανές δραστηριό-
τητες σε µια λευκή περιοχή της µαθησιακής δραστηριότητας ϑα είναι :

1. η τυποποίηση ενός προβλήµατος,

2. η διερεύνιση µιας εικασίας,

3. η ανάπτυξη µιας έννοιας,

4. η ανάπτυξη ενός αλγορίθµου,

5. η απόδειξη,

6. οι υπολογισµοί πολυάριθµων παραδειγµάτων χωρίς ΣΣΥ, πειραµατική µάθηση µε
υπολογιστή όπου τα ΣΣΥ υποστηρίζουν µαύρες περιοχές που έχουν διερευνηθεί σε
προηγούµενες λευκές ϕάσεις.

7. Τέλος, η παρουσίαση λύσεων, οριοθετήσεις και δυνατότητες γενίκευσης. Ανεξάρτητη
ανάπτυξη ενοτήτων που µπορούν να χρησιµοποιηθούν σε επόµενες µαύρες περιοχές.

Η µαύρη περιοχή είναι η περιοχή όπου γίνεται η εφαρµογή της γνώσης. Εδώ χρησι-
µοποιούµε τις έννοιες που αναπτύχθηκαν κατα τη διάρκεια της λευκής περιοχής, για να
επιλύσουµε προβλήµατα. Ο υπολογιστής χρησιµοποιείται στην µαύρη περιοχή για την ε-
πεξεργασία των πραγµατικών αλγορίθµων. Πρέπει να έχουµε επίγνωση του τι κάνουµε, να
εξηγούµε τις αποφάσεις, αλλά δεν χρειάζεται να διενεργούµε οι ίδιοι τους υπολογισµούς.
Νέα γλωσσικά στοιχεία παράγοντε, είτε µε την αποθήσευση είτε µε τον ορισµό συναρτήσε-
ων είτε γράφοντας νέα προγράµµατα. Ο στόχος πάντα είναι η ανάπτυξη των προσωπικών
εργαλείων µάθησης των µαθηµατικών.

2 Επίδραση στην Μαθηµατική γλώσσα

Κάπου το 1994, σ΄ ένα σεµινάριο, requiem της Μαθηµατικής λογικής, ένας σπεσιαλίστας
του κλάδου, ο Jean-Louis Krivine είπε κάτι που το ϐρίσκω αρκετά ωραίο :

οι µαθηµατικοί δηµιούργησαν, ακριβέστερα ανακάλυψαν, σιγά-σιγά, ένα πρωτό-
κολο επικοινωνίας µεταξύ τους : έτσι, εµφανίστηκε η µαθηµατική γλώσσα εφοδια-
σµένη µε µια παράξενη λιτανεία αξιωµάτων, ληµµάτων, ϑεωρηµάτων και αποδεί-
ξεων. Και ο ϱόλος αυτής της γλώσσας δεν είναι κανείς άλλος απο την µεταφορά
της πληροφορίας χωρίς κανένα λάθος. ΄Ενα πρωτόκολλο επικοινωνίας είναι
κάτι σαν ένα πρόγραµµα του οποίου ο στόχος είναι να επιτρέψει την ανταλλαγή
πληροφοριών ανάµεσα σε δύο υπολογιστές. Οι µαθηµατικοί έχουν ανακαλύψει
µέσα στον εγκέφαλο, ένα πρόγραµµα αυτού του τύπου, ή κάτι παρόµοιο, την µα-
ϑηµατική γλώσσα, η οποία κατέληξε σήµερα να ονοµάζεται αξιωµατική µέθοδος.

Η αξιωµατική µέθοδος γέννησε έναν νέο κλάδο της µαθηµατικής επιστήµης: την µα-
ϑηµατική λογική στη συνέχεια την ϑεωρία αποδείξεων καταλήγοντας στην δεκαετία του 80
στον λ-calculus. Ο στόχος της ϑεωρίας αποδείξεων ήταν να δοκιµάσει η αποκωδικοποιήση
αυτού του πρωτοκόλλου επικοινωνίας.

Η ιδιαίτερη γλωσσική ικανότητα έγινε αναπόσπαστο κοµµάτι της µαθηµατικής επιστή-
µης και συνεπώς ένας στόχος της ϐασικής µαθηµατικής εκπαίδευσης.
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2.1 Κατασκευή νέων γλωσσικών στοιχείων

Απο τις αρχές της δεκαετίας του ΄80 όπου άρχισαν να γράφοντε τα περισσότερα συστήµατα
συµβολικού υπολογισµού, Maple, Derive, Mathematica, Axiom, Paris, CoCoA κλπ, µέχρι
σήµερα, η εξέλιξη του interface, το παράθυρο όπου γίνεται η επικοινωνία µεταξύ χρήστη
και υπολογιστή, έχει υποστεί µεγάλες αλλαγές έτσι ώστε σήµερα η γραφή ενός τύπου να
είναι η ίδια όπως και στο χαρτί. Αυτό είναι και το κλειδί για µια ευρεία χρήση των συ-
στηµάτων αυτών ιδίως στην δευτεροβάθµια εκπ/ση. Η τεχνολογία επιτρέπει την µετατροπή
του τύπου-λέξη σε ένα συµβολικό αντικείµενο της µαθηµατικής γλώσσας µε καθορισµένες
µεταβλητές και λειτουργίες. Επίσης έχουµε τη δυνατότητα να δοκιµάσουµε συνθετότερα
και µη προφανεί παραδείγµατα αυξάνοντας τον ϐαθµό συνείδησης της σηµασίας και της
χρησιµότητας του µαθηµατικού αντικειµένου.

Τι εννοούµε όταν λέµε ότι µπορεί η µαθητής να κατασκευάσει νέα γλωσσικά στοιχεία ;
Φυσικά δεν εννοούµε τη γραφή ενός τύπου και την συντακτικώς ορθή χρήση του. Ούτε ότι ο
µαθητής ϑα έχει την δυνατότητα να ανακαλύψει νέα στοιχεία εκ του µη όντος. Τα συστήµατα
συµβολικού υπολογισµού ϐασίζονται σε µια καθολική γλώσσα προγραµµατισµού όπως για
παράδειγµα την LISP η οποία µε τη σειρά της έχει ως πρώτυπο το λ-calculus προιόν της
µαθηµατικής λογικής. Αυτό που µπορεί να κάνει ο µαθητής είναι να εισαχθεί µέσω του
προγραµµατισµού στις απολύτως αφηρηµένες και άριστα δοµηµένες γλωσσικές δοµές της
µαθηµατικής επιστήµης οι οποίες ενσωµατώθηκαν µέσα στη γλώσσα προγραµµατισµού.

Ας δούµε ένα πρόβληµα γνωστό απο τα πρώτα χρόνια της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης.
Η πορεία απο την διατύπωση του προβλήµατος µέχρι την αναζήτηση νέων γλωσσικών

µαθηµατικών προτάσεων πραγµατοποιείται σε τρία στάδια :

1. το πρόβληµα διατυπώνεται στη καθοµιλουµένη γλώσσα,

2. το κείµενο συµπιέζεται στα κύρια γλωσσικά τµήµατα που έχουν την δυνατότητα µε-
τάφρασης και αναζητούµε αυτό που ονοµάζουµε τύπος-λέξη (µτφ word formula),

3. τέλος, µεταφράζουµε τη συµβολική µαθηµατική γλώσσα µετατρέποντας το πρόβληµα
σε ένα µαθηµατικό τύπο.

Παράδειγµα 2.1 Κάποιος πήρε ένα δάνειο K = 100000 ευρώ και πληρώνει ετήσιες δόσεις
r = 10000 ευρώ µε επιτόκιο p = 6.34%. Σε πόσα χρόνια ϑα καταβάλλει τα χρέη του.

Το πρώτο ϐήµα είναι να ϐρεθεί ο τύπος-λέξη που ϑα περιγράψει τι πραγµατικά συµβαίνει
κάθε χρονιά. Ο τόκος p υπολογίζεται επι του κεφαλαίου K και αφαιρείται η δόση r των
10000 ευρώ. Μεταφράζοντας στη γλώσσα των µαθηµατικών:

Kνέο = Kπαλαιό ·
(

1 +
p

100

)
− r

Μέχρι το σηµείο αυτό έχουµε διανύσει τα πρώτα στάδια της λευκής ϕάσης η οποία
ϑα ολοκληρωθεί µε την εκτέλεση εφικτών υπολογισµών ϐρίσκοντας για παράδειγµα το νέο
κεφάλαιο κάθε έτος. Ο ανωτέρω τύπος ϑα µπορούσε να είναι ένα µαύρο κουτί που έχει
διερευνηθεί σε προηγούµενες ϕάσεις. Η πειραµατική µάθηση µε υπολογιστή ϑα παρέχει
δυνατότητες γενίκευσης και δηµιουργίας ενοτήτων για τις επόµενες ϕάσεις.

Περνώντας τον τύπο στο Maple και χρησιµοποιώντας έναν µετρητή για τον αριθµό των
επαναλήψεων το ΣΣΥ µπορεί να µας πληροφορήσει επαναλαµβάνοντας τον τύπο, πότε ϑα
έχουµε καταβάλει το χρέος.
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>k := 100000: n := 0: p := 6.34: r := 10000:

>n := n+1: k := evalf(k*(1+(1/100)*p)-r);

k := 96340.0

>n := n+1; k := evalf(k*(1+(1/100)*p)-r);

k := 92447.9560000000

>n := n+1; k := evalf(k*(1+(1/100)*p)-r);

k := 83907.9569300000

. . .

>n := n+1; k := evalf(k*(1+(1/100)*p)-r);

k := −6419.0603480000

>n;
17

Η λευκή ϕάση έχει ολοκληρωθεί. Στο στάδιο αυτό είδαµε ϐήµα-ϐήµα την ϑεµελειώ-
δη ιδέα της επαναληπτικής διαδικασίας. Ο υπολογιστής προσέφερε ένα µοντέλο αυτού
του αναδροµικού τύπου. ∆εν είναι δύσκολο να περάσουµε σε µια γραφή της διαδικασίας
εµπλουτίζοντας τα γλωσσικά µαθηµατικά εργαλεία µε την δηµιουργία προγραµµάτων.

Στο τελευταίο στάδιο, το µαύρο πεδίο, κανένα ενδοιάµεσο ϐήµα δεν είναι ορατό. Η
χρήση των γενικευµένων επαναληπτικών διαδικασιών αναδεικνύει την ϐασική τεχνική δοµή
της επανάληψης αφήνοντας τις παραµέτρους επιτόκιο και δόση ελεύθερες σε κάθε επιλογή.
Η προσοµοίωση ϑα γίνει στο Maple.

Ο µαθητής έχει τη δυνατότητα να επιλέξει µεταξύ ενός συγκριτικού πίνακα τιµών και
ενός διαγράµµατος, δες σχήµα 1, πιο µοντέλο ϑα χρησιµοποιήσει για να ερµηνεύσει το
αποτέλεσµα.

Ας σηµειώσουµε ότι η πρώτη πρόταση που είναι γραµµένη σαν ένα µικρό προγραµµα-
τάκι στο Maple δεν είναι τίποτα άλλο παρά η προσαρµογή της πρότασης του λ-calculus:

λ f n f x. f (n− 1 f x )

στην γλώσσα του Maple.

> f := proc (n,k,p,r) if n = 1 then k else evalf
(

f(n-1,k,p,r)*
(
1+(1/100)*p

)
-r
)

end if end
proc;

>f(18,100000,6.34,10000);

−6419.0603480000
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>F := listplot([seq([i, f(i,100000,6.34,15000)], i = 1 .. 5)], color = red)
>G := listplot([seq([j, f(j,100000,17.5,45000)], j = 1 .. 5)], color = blue)
>H := listplot([seq([n, f(n,10000,16.34,21000)], n = 1 .. 5)], color = black)
>display(F, G, H)

Σχήµα 1: ∆ιάγραµµα παραδείγµατος 2.1

∆εν ϑα αναφέρουµε άλλα παραδείγµατα. Τα παραδείγµα που ακολουθούν είναι δυνατά
απο µόνα τους να υποστηρίξουν την επίδραση των ΣΣΥ πάνω στη διεύρηνση της γλωσσικής
ικανότητας.

3 Επίδραση στην τεχνική της σκέψης

Πέρυσι το Πάσχα έλαβα ένα e-mail απο έναν µαθητή µου που είχα να τον δω γύρω στα 10
χρόνια. Είναι στο Λονδίνο και κάνει το διδακτορικό του στην ιατρική. Μου έγραφε µεταξύ
άλλων: ...΄Εχω ξεχάσει όλα όσα µου είχατε µάθει, δεν είµαι σε ϑέση να κάνω πράξεις µε
συναρτήσεις, να λύσω µια άσκηση µε διανύσµατα, να ϐρώ έναν γεωµετρικό τόπο, αλλά ο
τρόπος να σκέφτοµαι λογικά, η ανάγκη να ορίσω µια έννοια ή να την περιγράψω πριν απο τη
χρήση, είναι ικανότητες που µου στάθηκαν πολύ χρήσιµες στις σπουδές µου.

Ο νέος αυτός λέει την αλήθεια, όχι για µένα, αλλά για την ουσία της τεχνικής της
µαθηµατικής σκέψης, η οποία δεν είναι διαφορετική απο την ουσία της κοινωνίας που
ϐασίζεται πάνω στην τεχνολογία.

Είναι άραγε σωστό να λέµε : οι µαθητές µας πρέπει να µάθουν ολοκληρώµατα, χωρίς να
αναρωτηθούµε πάνω στις γνώσεις που ϑα κερδίσουν οι µαθητές της ϑετικής και τεχνολογικής
κατεύθυνσης όταν µάθουν να λύνουν ολοκληρώµατα ;
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3.1 ΣΣΥ και τεχνική της σκέψης

Αν λειτουργία της νόησης προυποθέτει απο τη µια µέρια τον άνθρωπο και απο την άλλη τα
εργαλεία τότε, νέα εργαλεία µπορεί να αλλάξουν την γνωστική ικανότητα και να δηµιουρ-
γήσουν νέες δεξιότητες. Η γνώση συνεπώς δεν είναι µια απλή ανάπτυξη των υφισταµένων
ικανοτήτων αλλά µάλλον µια συστηµατική κατασκευή γνωστικών συστηµάτων-ενοτήτων και
µια εσχατολογική επίγνωση των ιδιοτήτων και των ορίων του αντικειµένου, όπως ϑα δούµε
στο παράδειγµα της γεωµετρίας. Ο υπολογιστής και το λογισµικό πρέπει να ϑεωρηθούν
σαν επέκταση των εργαλείων της γνωστικής λειτουργίας.

Υπαρχει µια µετατόπιση δραστηριοτήτων µε ϐαρύτητα στον σχεδιασµό και την ερµηνεί-
α. Η διαδικασία της σκέψης αναπτύσσεται εποφελώς µε συγκεκριµµένες αναπαραστάσεις
ή µοντέλα του προβλήµατος. Το καλό λογισµικό προσφέρει ένα αριθµό γραφικών και
συµβολικών στοιχείων που επιτρέπουν στον χρήστη να κατασκευάσει µια µεγάλη ποικιλία
πρωτοτύπων και ακόµα περισσότερο, πρωτότυπα που είναι αδύνατο να κατασκευασθούν
χωρίς υπολογιστή.

Ο υπολογιστής και ιδιαίτερα τα ΣΣΥ ανοίγουν ένα νέο δρόµο στην σπονδυλωτή σκέψη
και εργασία, δηλαδή εργασία που αποτελείται απο αυτοτελή - αυτόνοµα σχήµατα-ενότητες
που συνδέονται µεταξύ τους.

Ενώ στα παραδοσιακά µαθηµατικά ο τύπος, ο τύπος του ΄Ηρρωνα για παράδειγµα - µια
ενότητα των παραδοσιακών µαθηµατικών, είναι το σηµείο εκκίνησης για υπολογισµούς, τα
ΣΣΥ κάνουν τα ίδια τους υπολογισµούς αυτούς αφήνωντας ένα πλούσιο πεδίο σε νέες µορφές
µαθηµατικών αντικειµένων ή σε νέα στοιχεία στη µαθηµατική γλώσσα, αλλά προπάντων ένα
νεο πεδίο αναδιοργάνωσει της µαθηµατικης δραστηριότητας.

Μπορούµε να λέµε αυτές τις ενότητες γνωστικές ενότητες µε τα εξής δύο χαρακτηριστικά:

1. στις ενότητες αυτές η γνώση έχει συµπιεσθεί και

2. η επιχειρησιακή τους δραση µπορεί να εξαπλωθεί σε όλο το γνωστικό πακέτο.

Θα ήµουν πειστικότερος αν είχαµε την δυνατότητα να παρουσιάσουµε όλες τις δυνα-
τότητες της τεχνολογίας που διαθέτουµε σήµερα χώρις περιορισµούς. Παρ΄ όλα αυτά έχω
την δυνατότητα να σας δείξω παραδείγµατα µε ένα πειραµατικό λογισµικό µε το οποίο
εργάζοµαι όχι σπάνια στην τάξη µου.

Στη συνέχεια ϑα δούµε δύο γνωστικές ενότητες σε ΣΣΥ. Τέλος µε το τρίτο παράδειγµα,
ϑα τονίσουµε µια νέα παράµετρο της επίδρασης πάνω στην µαθηµατική τεχνική η οποία δεν
είναι ορατή απο τα ΣΣΥ. Θα δούµε πως το ανακάτεµα συστηµάτων συµβολικού υπολογισµού
και ντετερµινιστικών συστηµάτων δυναµικής γεωµετρίας µπορεί να καταργίσει την ϐασική
αρχή που ϑίξαµε στην εισαγωγή του άσπρου/µαύρου, τουλάχιστον κάτω απο ορισµένες
περιπτώσεις, διόλου ευκαταφρόνητες.

Παράδειγµα 3.1 Ας πάρουµε τον κλασσικό ορισµό της παραγώγου σαν όριο του πηλίκου

f(x+ h)− f(x)

h

• 1o ϐήµα: Ορίζω την ενότητα diffq να είναι µια συνάρτηση του (x+ h) στο
f(x+ h)− f(x)

h
.
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> diffq := (x, h)→ f(x+ h)− f(x)

h

• 2o ϐήµα: Χρησιµοποιώ την ενότητα diffq στη διερεύνηση των γαφικών περαστάσεων
για διάφορες τιµές του h.

Αν f(x) =
4√

4− x2
µπορούµε να δούµε σε ένα διάγραµµα του Maple τις συναρ-

τήσεις : f(x),diffq(x,0.2), diffq(x,0.7), diffq(x,1.5) και την πρώτη
παράγωγο της f(x) την οποία ϑα ϐρούµε στο 3ο ϐήµα, δες σχήµα 2.

Σχήµα 2: ∆ιάγραµµα παραδείγµατος 3.1

• 3o ϐήµα: Συνεργασία της ενότητας µε άλλες ενότητες του Maple όπως είναι η stan-
dard ενότητα lim

h→a
.

Μπορούµε έτσι να ϐρούµε το όριο του diffq το οποίο δεν είναι άλλο απο την πρώτη
παράγωγο της f(x):
> lim

h→0

(
diffq(x, h)

)
;

4x

(4− x2)3/2

Παράδειγµα 3.2 Απόσταση σηµείων και συναρτήσεων. Η ενότητα που ϑα αναπτύξουµε
µπορεί να χρησιµοποιηθεί στην κατασκευή πιο συνθέτων ενοτήτων.

• 1o ϐήµα: Κατ΄ αρχάς ορίζουµε την απόσταση σηµείων A(a, b) και B(c, d).

> distance :=→ (a, b, c, d)
√

(a− c)2 + (b− d)2
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• 2o ϐήµα: Χρησιµοποιώ την ενότητα αυτή για να υπολογίσω την απόσταση σηµείων
και καµπυλών:

> f := (x)→ 4

4− x2
;

> g := (x)→ 2 ∗ x2;

> distance(x, f(x), x, g(x));

√( 4

4− x2
− 2x2

)2
Στο σχήµα 8 ϐλέπουµε το διάγραµµα των τριών συναρτήσεων f, g, distance.

Σχήµα 3: ∆ιάγραµµα παραδείγµατος 3.2

• 3o ϐήµα: Τέλος, η ενότητα συνεργάζεται επίσης µε τις υπάρχουσες ενότητεςmaximize
και minimize του Maple:

> minimize(distance(x, f(x), x, g(x)), x = -2 .. 2, y = -1 .. 3, location);

> maximize(distance(x, f(x), x, g(x)), x = -1.7 .. 1.7, y = 0 .. 5, location);

Στο σηµείο αυτό ϑα ήθελα να στραφώ στην γεωµετρία. Η γεωµετρία είναι για τους περισ-
σότερους σπεσιαλίστες, µαζύ µε την ϑεωρία αριθµών, η πηγή έµπνευσης των µαθηµατικών.
Η αναγκαιότητα της παρουσία της στην εκπαίδευση είναι όχι µόνο αδιαπραγµάτευτη, αλλά
πρέπει να επεκταθεί περισσότερο.
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Τα εργαλεία και η διαισθητικότητα της γεωµετρίας επηρέασαν αµφίδροµα την τεχνολο-
γία, δες [8]. Πολύ ισχυροί αλγόριθµοι έχουν background γεωµετρικής προέλευσης, πχ
επίλυση συστηµάτων, τοπολογικοί αλγόριθµοι αναπαράστασης καµπυλών, ϱοµποτική κλπ.
Για εµάς, της ϐ΄θµιας εκπαίδευσης ένα απο τα ϐασικά προτερήµατα είναι η προσφορά της
στην δοµή του συλλογισµού. Αλλά το να περιορίζουµε τον ϱόλο της συστηµατικά µόνο στην
απόδειξη είναι µόνο µια απο πτυχές της γεωµετρίας. Αν και η ϕάση της απόδειξης είναι
ουσιαστική, εξασφαλίζοντας την ασφάλεια και την ακρίβεια, δεν είναι εν πάση περιπτώση
η µόνη δραστηριότητα του µαθηµατικού ! Πίσω απο αυτή ξεδιπλώνεται µια τεχνική τελείως
εµπειρική και διαισθητική που συνοδεύεται µε την διατύπωση ισχυρισµών και την κριτική
εξέταση αντιπαραδειγµάτων, η οποία προηγείται της απόδειξης. Η ϕάση αυτή είναι µια
γνήσια µαθηµατική δραστηριότητα και προσπαθεί να πάρει τη ϑέση της στην εκπαίδευση
µε τα συστήµατα δυναµικής γεωµετρίας.

Με τα υπάρχοντα όµως συστήµατα δυναµικής γεωµετρίας µπορούµε µεν να προσεγ-
γίσουµε την διασθητική πλευρά του γεωµετρικού προβλήµατος, δεν µπορούµε όµως να
εξασφαλίσουµε την επαληθευσιµότητα ενός ισχυρισµού, όσο ϕιλότιµη και αν είναι η περί-
πτωση συστηµάτων όπως το Cinderella. Για τον λόγο αυτό έχουµε περάσει στην επόµενη
γενιά των συστηµάτων αυτών το οποία υποστηρίζουν και σχεδιάζονται πάνω σε πλατφόρµα
συνεργασίας µεταξύ ενός κοινού συστήµατος δυναµικής γεωµετρίας και ΣΣΥ. Οι αλγόριθ-
µοι που υποστηρίζουν την συνεργασία υπάρχουν. Η εξέλιξη λοιπόν είναι αναµενόµενη και
εξασφαλισµένη αφού αποβλέπει στην πλήρη αυτοµατοποίηση αποδείξεων χρήσιµη στην ϱο-
µποτική και στην παραγωγή νέων ϑεωρηµάτων και προτάσεων χρήσιµα για την εξασφάλιση
της πληρότητας της µεθόδου. Ας δούµε ένα τέτοιο σύστηµα µε το παραπεµπτικό όνοµα
TakeFive. Το TakeFive είναι σχεδιασµένο µε ένα πλεονέκτηµα. Εκεί όπου µπορεί να είναι
διαφανές στην ϱοή των αποδεικτικών συλλογισµών η αρχή του ΄Ασπρου/Μαύρου δεν εφαρ-
µόζεται. ΄Ετσι, η ανατοµία της απόδειξης µιας πρότασης και η δηµιουργία ιδιοτήτων της
πρότασης είναι το κύριο πλεονέκτηµα του λογισµικού.

Σηµειώνουµε ότι αυτό είναι απολύτως πειραµατικό και ακόµα ανοικτό, ο πυρήνας του
δηλαδή είναι υπο κατασκευή. Για τον λόγο αυτό δεν είναι εύκολο στη χρήση. Μπορεί όµως
να κάνει αποδείξεις και όχι µόνο.

Παράδειγµα 3.3 Ας πάρουµε για παράδειγµα τον κύκλο των εννέα σηµείων.

Μπορούµε να αποδείξουµε τον ισχυρισµό µε τέσσερες διαφορετικές µεθόδους : κλασ-
σική µέθοδος, µέθοδος της πλήρους γωνίας, µε τη ϐάση του Gröbner και µε τη ϐάση του
Wu.

Οι παραγόµενες ιδιότητες απο την εφαρµογή του συµπεράσµατος ϐρίσκονται στη ϐάση
FIX, δες σχήµα 4.

Η πλατφόρµα του TakeFive είναι σχεδιασµένη όµως να κάνει και υπερβάσεις. ΄Ετσι
µπορούµε να ανακαλύψουµε νέα ϑεωρήµατα ή να ϐρούµε δύσκολους γεωµετρικούς τό-
πους δυσδιάκριτους και απο την κλασσική γεωµετρική µεθοδολογία και την κλασσική
αλγεβρική πρακτική. Στο παράδειγµα που ακολουθεί η γεωµετρικός τόπος υπολογίσθηκε
στο Maple και σχεδιάστηκε στο Geogebra. Στο TakeFive ϑέλουµε αυτά να γίνουν αυτόµατα.
Συγκεκριµµένα το παράδειγµα δεν µπορεί να τυπωποιηθεί και να αυτοµατοποιηθεί απο το
λογισµικό. Οι προσπάθειες συνεχίζονται.

Επιλέξαµε ένα δύσκολο πρόβληµα που είναι µια γενίκευση της ευθείας γνωστής µε το
όνοµα του Simpon: ∆ίδεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ του
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Σχήµα 4: Ο κύκλος των εννέα σηµείων.

επιπέδου έτσι ώστε το τρίγωνο µε κορυφές τις προβολές του Μ πάνω στις πλευρές του τρι-
γώνου να έχει σταθερό εµβαδόν, δες [4]. Ο γεωµετρικός τόπος είναι κύκλος που προκύπτει

Σχήµα 5: Γεωµετρικός τόπος σηµείων, δες [4].

σαν το ψευδο-υπόλοιπο της διαίρεσης των πολυωνύµων στο χαρακτηριστικό σύνολο, δια του
πολυωνύµου που εκφράζει το σταθερό εµβαδόν του τριγώνου. ΄Ολα αυτά υπολογίστηκαν µε
τον αλγόριθµο του Wu, δες [7]. Το αποτέλεσµα ϕαίνεται στο σχήµα 5.
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4 Τεχνολογία και διαδικασίες αφαίρεσης-εφαρµογής

΄Ενα απο τα χαρακτηριστικά των µαθηµατικών είναι ότι ή οµάδα των ανθρώπων που ανα-
γνωρίζει την σηµασία ή καλύτερα την αξία της µαθηµατικής γνώσης, είναι αρκετά µικρή. Η
ανάπτυξη των µαθηµατικών είναι µια διαδικασία που συµβαίνει σε διάφορες ϕάσεις. ΄Ενα
πιθανό µοντέλο αυτής της ανάπτυξης είναι το µοντέλο που αποτελείται απο δύο ϕάσεις. Η
µιά είναι η ϕάση της αφαίρεσης και η άλλη των εφαρµογών.

4.1 Τεχνολογία και διαδικασία αφαίρεσης

Στη ϕάση της αφαίρεσης ξεκινάµε απο ένα συγκεκριµένο πρόβληµα για να ϕθάσουµε σε
µια νέα ϑεωρία, ένα νέο αλγόριθµο ή µια νέα έννοια.

Ας δούµε δύο παραδείγµατα.

Παράδειγµα 4.1 Η παράγωγος µιας συνάρτησης.

• Συγκεκριµένο πρόβληµα : Η κλίση της εφαπτοµένης.

• Η ϕάση της αφαίρεσης : Φεύγουµε απο το πρόβληµα της εφαπτοµένης και επικεντρο-
νόµαστε στην πρώτη παράγωγο σαν το όριο ενός λόγου διαφορών όταν ο τελεστής ∆x
τείνει στο 0.

Παράδειγµα 4.2 Ολοκληρωτικός λογισµός.

• Συγκεκριµένο πρόβληµα : Το εµβαδόν µεταξύ µιας καµπύλης και του άξονα x′x.

• Η ϕάση της αφαίρεσης : Είναι καλύτερα να αποσπασθούµε απο την έννοια του εµβαδού
και να επικεντρωθούµε στο όριο αθροίσµατος για να καταλήξουµε τελικά στο ϑεµελειώ-
δες ϑεώρηµα και στην έννοια του µέτρου κ.ο.κ.

Στη προγραµµατική γλώσσα του Maple µπορούµε να κατασκευάσουµε τέτοια µοντέλα
αφαίρεσης.

1. Υπολογισµός ορισµένου ολοκληρώµατος.

Με τα παραδοσιακά µαθηµατικά µπορούµε να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα
∫ β

α

x3dx

χωρίς να επισέλθουµε στη ϕάση αφαίρεσης και σε υπολογισµούς ορίων. Μια εξήγηση
είναι ότι πολύ λίγα απο αυτά τα αθροίσµατα Riemann µπορεί να υπολογισθούν απο
τους µαθητές, ή και απο τους ϕοιτητές. Χρησιµοποιώντας όµως το λογισµικό Maple
διαθέτουµε ένα µεγάλο πλεονέκτηµα τη µοντελοποίηση του αθροίσµατος. Φυσικά
ένας υπολογισµός ενός τέτοιου αθροίσµατος γίνεται µέσα σε µια µαύρη περιοχή. Για
τον λόγο αυτό η λευκή ϕάση προυποθέτει υπολογισµούς στο χαρτί απλών αθροισµά-

των, όπως το άθροισµα Riemann στη περίπτωση του ολοκληρώµατος
∫ b

a

x3dx.

Ας δούµε την µοντελοποίηση στο Maple. Αφού διαιρέσουµε το διάστηµα [a, b] σε ίσα
διαστήµατα, υπολογίζουµε το µέσο ξ(i) κάθε υποδιαστήµατος και την τιµή f(ξ(i)):
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> x := i→ a+ (b− a) ∗ i
n

;

> ξ := i→ 1

2
∗ x(i− 1) +

1

2
∗ x(i);

> f := x→ x3 ;

> simplify(f(ξ(i)));

− (−2an− 2bi+ b+ 2ai− a)3

8n3

> lim
n→∞

( n∑
i=1

(b− a)

n
(f(ξ(i)))

)
;

1

4
b4 − 1

4
a4

4.2 Τεχνολογία και εφαρµογές των µαθηµατικών

Η διαδικασία της αφαίρεσης είναι το σηµείο εκκίνησης για τη διαδικασία της εφαρµογής
στα µαθηµατικά και αντιστρόφως.

Ας δούµε δύο παραδείγµατα. ΄Οταν το 1999 η Giovanna Castelli παρουσίασε την πτυ-
χιακή της εργασία στο πανεπιστήµιο του Μιλάνου πάνω στην διδακτική των µαθηµατικών,
χρησιµοποίησε ένα ξένο για την εποχή µέσο για να κάνει µαθηµατικά. Χρησιµοποίησε το
νερό. Ο στόχος της πτυχιακής εργασίας ήταν η µελέτη της περιβάλλουσας µιας οικογένειας
καµυλών. Ας δούµε δύο παραδείγµατα.

Παράδειγµα 4.3 Γνωρίζουµε ότι η τροχιά ενός σώµατος κάτω απο την επίδραση της ϐαρύτη-
τας είναι µια παραβολή. Η τροχιά αυτή δεν είναι ορατή όταν συµβαίνει στον αέρα. Αντίθετα
όταν τρυπήσετε ένα πλαστικό µπουκάλι νερού, δες εικόνα 6, η τροχιά µιας σταγόνας νερού
που ϕεύγει απο την τρύπα είναι ορατή. Μπορείτε λοιπόν να πάρετε την ϕωτογραφία, και να
µελετήσετε τις τροχιές αυτές στο Geogebra.

Ας υποθέσουµε ότι το ύψος του νερού στο µπουκάλι είναι H = 30 cm. Κάθε τρύπα ϐρί-
σκεται σε ύψος µεταβλητό h απο 0 έως 29 cm. Οι εξισώσεις της τροχιάς της σταγόνας1, σαν
υλικό σηµείο µάζας m, δίνονται απο τις παρακάτω εξισώσεις, σαν ευθύγραµµη κίνηση στο
Ox και σαν ελεύθερη πτώση στον Oy. Η αρχή των αξόνων είναι στη ϐάση του µπουκαλιού:

x = v · t
y = h− 1

2gt
2

όπου g η επιτάχυνση της ϐαρύτητα και v η οριζόνται ταχύτητα. Η οριζόντια ταχύτητα
µπορεί να υπολογισθεί ( µε τη ϐοήθεια του ϑεωρήµατος διατήρησης της ενέργειας) και είναι
ίση µε : v =

√
2g(H − h). Απαλοίφωντας τον χρόνο απο τις εξισώσεις έχουµε:

y = h− x2

4(H − h)
(1)

1Πρόκειται για τη Φυσική της Α Λυκείου.
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Σχήµα 6: Η τροχιά του νερού στο παράδειγµα 4.3

Για να ϐρούµε την περιβάλλουσα ϐρίσκουµε την παράγωγο του y ως προς h:

0 = 1− x2

4(H − h)2
(2)

Απαλείφωντας το h απο την 1 και 2, ϑα πάρουµε την περιβάλλουσα y = H−x, δες σχήµα
7

Παράδειγµα 4.4 Υποθέστε ότι έχετε ένα ποτιστικό µηχάνηµα το οποίο πετά νερό προς µια
κατεύθυνση, προς τα πάνω, αριστερά-δεξιά σχηµατίζοντας κάθε σταγόνα που εκτοξεύεται
γωνία θ. Μελετήστε τις τροχιές αυτές.

Οι νόµοι της ϕυσικής κάτω απο ορισµένες προυποθέσεις είναι γνωστοί και δίνουν πα-
ϱαµετρικές συντεταγµένες για κάθε σηµείο της τροχιάς :
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Σχήµα 7: Μοντελοποίηση του παραδείγµατος 4.3.

x = vσυν (θ) · t
y = vηµ (θ) · t− 1

2
gt2

Η τροχιά λοιπόν είναι µια παραβολή µε εξίσωση:

y = εφ (θ) · x− 1

2
g
( x

v · συν (θ)

)2
(3)

ή αν ϑέσουµε k := εφ (θ), έχω:

y = k · x− 1

2

(1 + k2)gx2

v2
(4)

Η πρώτη παράγωγος της 4 ως προς k είναι :

0 = x− kgx2

v2

µε k =
v2

gx
. Και συνεπώς η εξίσωση τις περιβάλουσας είναι :

y =
1

2

v2

g
− 1

2

g

v2
x2 (5)

Αν προσέξουµε καλύτερα ϑα δούµε ότι η εστία της περιβάλουσας 5, είναι το σηµείο που
ϐρίσκεται το µηχάνηµα εκτόξευσης και ότι ο γεωµετρικός τόπος των εστιών των παραβολών
των τροχιών είναι κωνική µε κέντρο την εστία της περιβάλουσας, δες σχήµα 9!

Παράδειγµα 4.5 Ξεκινώντας απο την προηγούµενη εφαρµογή ϑα µπρορούσαµε να µοντελο-
ποίησουµε σχήµατα µέσα απο ϕωτογραφίες, δες [1], όπως είναι ο πύργος Eifel στο Geogebra,
δες σχήµα 10.
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Το λογισµικό διαθέτει εργαλείο εισαγωγής εικόνας στο σχεδιαστικό ϕύλλο. Κατόπιν
µπορεί να αναζητήσουµε όλες τις κωνικές του απεικονιζόµενου πύργου που προσδιορίζον-
ται απο το περίγραµµα. Ποικίλες εφαρµογές και δραστηριότητες µπορείτε να δηµιουργή-
σετε. Οι µαθητές έχουν την δυνατότητα να δηµιουργήσουν πολλά εργαλεία σχετικά µε τις
κατασκευές πάνω στις κωνικές. ΄Ισως ϐρείτε το EucliDraw πιο ϕιλικό στην περίπτωση αυτή
λόγω της πληθώρας των εργαλείων του.

Παράδειγµα 4.6 Το τρίτο παράδειγµα αναφέρεται στην εύρεση του περιγεγραµµένου n-
γώνου µε την µεγαλύτερη περίµετρο, δες [6].
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