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1 Τι είναι ένα Σύστηµα Αυτόµατης Απόδειξης (ΣΑ-
Α) στην Γεωµετρία ;

∆ιαθέτουµε δύο µεγάλες κατηγορίες λογισµικών για να υποστηρίξουµε την εκ-
παιδευτική διαδιακασία : τα Συστήµατα ∆υναµικής Γεωµετρίας (Σ∆Γ) και τα
Συστήµατα Αλγεβρικού Υπολογισµού (ΣΑΥ). Μεταξύ των συστηµάτων αυτών
µόνο ένας αρκετά µικρός αριθµός µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την αυτόµατη
απόδειξη ϑεωρηµάτων στην Ευκλείδεια Γεωµετρίας. Το Xcas κατασκευάζει α-
ποδείξεις χρησιµοποιώντας µερικές ικανότητες των ΣΑΥ, το Cinderella µπορεί
να ελέγξει την αλήθεια ή όχι µίας πρότασης χρησιµοποιώντας πιθανοθεωρητι-
κές µεθόδους και τέλος το Geometrix µπορεί να ελέγχει γεωµετρικές αποδεί-
ξεις χρησιµοποιώντας το πανίσχυρο proof assistant σύστηµα Coq. Το σύστηµα
αυτό δεν είναι συστήµατα αυτόµατης απόδειξης. Χρησιµοποιείται αποκλειστι-
κά στο να δείξει που και πως ϑεωρήµατα µπορούν να ορίσουν µια αυτόµατη
απόδειξη. Το Coq χρησιµοποιήθηκε επιτυχώς στο πρόβληµα των τεσσάρων
χρωµάτων, στην απόδειξη του ϑεµελειώδους ϑεωρήµατος της ΄Αλγεβρας µε την
χρήση της ϑεωρίας οµάδων και τελευταία στο ϑεώρηµα των Feit-Thomson.

Το JGEX µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την παράγει αυτόµατες αποδείξεις.
Πρόκειται για ένα σύστηµα που ενσωµατώνει τις δυνατότητες των συστηµάτων
∆υναµικής Γεωµετρίας αλλά έχει και έναν solver µε διπλή λειτουργία : µπο-
ϱεί να κάνει αυτόµατες αποδείξεις µε µια Επαγωγική Βάση (ΕΒ) και µε µία
Αλγεβρική Βάση χρησιµοποιώντας δύο πανίσχυρα εργαλεία της Πραγµατικής
Αλγεβρικής Γεωµετρίας, την ϑεωρία της ϐάσης Gröbner και την µέθοδο Wu, δες
στο [7] και [8]. Το λογισµικό είναι το αποτέλεσµα των αλγορίθµων στην ΄Αλγε-
ϐρα που αναπτύχθηκαν στην δεκαετία του 80 και της µερικής χρήσης κάποιων
αποτελεσµάτων της Μαθηµατικής Λογικής και της Λογικής του Προγραµµατι-
σµού, όπως η Skolemization και Horn clauses. ∆εν ϑα µας απασχολήσει εδώ
η Αλγεβρική Βάση. Θα ασχοληθούµε µε την ΕΒ του συστήµατος και συγκε-
κριµµένα το πως µπορεί να χρησιµοποιηθεί για αποδείξει ή να ανακαλύψει µη
τετριµένα γεωµετρικά ϑεωρήµατα.

Η ϐασική ιδέα του λογισµικού µπορεί να επικεντρωθεί στην κατασκευή µιας
ϐάσης που την αποκαλεί fixpoint, εµείς ϑα την λέµε ϐάση ιδιοτήτων, η οποία
µπορεί να ϐρεί όλες τις ιδιότητες του σχήµατος που µπορεί να εξαχθούν από
ένα σύνολο αξιωµάτων.

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι οποιοδήποτε ϑεώρηµα µπορεί να αποδειχθεί µε
την µέθοδο της ΕΒ, µπορεί να αποδειχθεί και µε τις δύο ενσωµατοµένες αλ-
γεβρικές µεθόδους, οι οποίες όµως δεν κατασκευάζουν απόδειξη αλλά είναι
διαδικασίες απόφασης αν το ϑεώρηµα είναι ή όχι αληθές. Οπωσδήποτε όµως
µπορούµε να αποδείξουµε περισσότερα και δυσκολότερα ϑεωρήµατα µε τις
αλγεβρικές µεθόδους του λογισµικού παρά µε την Επαγωγική Βάση.

2 ΠΠ ΓΕΛ Βαρβακείου Σχολής Ζ. Λυγάτσικας- 5 Μαρτίου 2015

http://coq.inria.fr/


1.1 Η Επιλογή των Γεωµετρικών Κανόνων

1.1 Η Επιλογή των Γεωµετρικών Κανόνων

Οι Γεωµετρικοί κανόνες είναι στον πυρήνα του συστήµατος, ο οποίος αν και
δεν είναι κλειστός δεν έχουµε την δυνατότητα παρέµβασης. Η επιλογή τους
ϐασίζεται στις παρακάτω παραδοχές.

1.1.1 Κατασκευή ϐοηθητικών σηµείων

Το επαγωγικό σύστηµα ϐασίζεται πάνω στην χρήση προτάσεων Horn και έ-
τσι δεν υπάρχει τρόπος για την κατασκευή ϐοηθητικών σηµείων. Αν και τα
ϑεωρήµατα που χρησιµοποιούν ισότητες τριγώνων δεν χρησιµοποιούν αυτήν
την ιδιότητα. Ωστόσο, πολλά ϑεωρήµατα, όπως για παράδειγµα το ϑεώρηµα
του ορθοκέντρου ή του κέντρου ϐάρους, δεν µπορεί να αποδειχθούν χωρίς
την κατασκευή ϐοηθητικών σηµείων. Το JGEX κάνει κάτι πιο οικονοµικό και
αποτελεσµατικό.

Η κατασκευή ϐοηθητικών σηµείων αντιστοιχούν στην Skolemization των υ-
παρξιακών ποσοδεικτών. ΄Εχει χρησιµοποιηθεί η παρατήρηση αυτή από τον
A. Robinson, δες [1] ότι πρίν την γεωµετρική απόδειξη, µπορεί να κατασκευά-
σουµε όλα τα ϐοηθητικά σηµεία και ευθείες που µπορεί να χρειασθούµε στην
απόδειξη, αφού είναι στοιχεία του συνόλου -universe Herbrand του προβλή-
µατος. Βασισµένος σ΄ αυτές τις αρχές ο Reiter παρουσίασε µια επαγωγική
µέθοδο που παράγει νέα στοιχεία στο [10]. Και οι δύο αυτές ιδέες δεν είναι αλ-
γοριθµικές. Επίσης, εισάγοντας νέα στοιχεία αυξάνουµε δραµατικά το µέγεθος
της ϐάσης. Αφού συζητήσουµε την τελική ϐάση, ϑα έχουµε την δυνατότητα να
δούµε πως λειτουργεί αυτήν η παραδοχή.

1.1.2 Σχέση διάταξης

Ας δούµε την απόδειξη του παρακάτω ϑεωρήµατος : Οι διαγώνιες παραλληλο-

γράµµου διχοτοµούνται.

Η κλασική απόδειξη χρησιµοποιεί την ισότητα τριγώνων ABE4 = DCE4

η οποία µε την σειρά της ϐασίζεται στην ισότητα των γωνιών ÊAB = D̂CE.
Αλλά, αυτό υποθέτει ότι τα σηµεία B και D είναι εκατέρωθεν της AC. Αυτή
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1.2 Οι Κανόνες

η παραδοχή δεν ϕαίνεται λογική σε αυτόµατες µηχανιστικές αποδείξεις. Το
JGEX στην περίπτωση αυτή δεν χρησιµοποιεί το ότι τα B και D είναι εκατέρο-
ϑεν της AC, χρησιµοποιεί µάλιστα το Θεώρηµα Θαλή στην απόδειξη, ως εξής :
Αφού AC και BD δεν είναι παράλληλα ϑα τέµνονται σε ένα σηµείο E. Αλλά

τότε τα δύο τρίγωνα ABE4 και DCE4 είναι όµοια. ΄Αρα
EA

EC
=

EB

ED
=

AB

DC
.

Αλλά, AB = DC, συνεπώς EB = ED και EA = EC.

΄Αρα, ένα στοιχειώδες ϑεώρηµα στην Γεωµετρία που χρειάζεται µόνο ισότητες
είναι ανεξάρτητο από την σχετική ϑέση σηµείων. Αυτό είναι µια παρατήρηση
γνωστή στους προγραµµατιστές του JGEX από την δεκαετία του 80. Παρά
το ότι η απόδειξη στην στοιχειώδη γεωµετρία, ενός τέτοιου ϑεωρήµατος, δεν
παρουσιάζει πρόβληµα, στο λογισµικό µας µπορεί να είναι περίπλοκη και κα-
ϑόλου αυστηρή.
Το ίδιο ισχύει για το ϑεώρηµα που εκφράζει την ιδιότητα της διχοτόµου σε
ισοσκελές τρίγωνο.

1.2 Οι Κανόνες

Η δοµή ενός κανόνα ακολουθεί την δοµή µιας πρότασης Horn (Horn clause),
του τύπου:

∀x
[(

P1(x) ∧ · · · ∧ Pk(x)

)
⇒ Q(x)

]
όπου όλα τα x είναι σηµεία που ϐρίσκονται στα γεωµετρικά κατηγορήµατα
P1, . . . , Pk, Q. Οι προτάσεις Horn είναι πολύ καλές στην αυτοµατοποίηση απο-
δείξεων. Ας δούµε µερικούς τέτοιους κανόνες :

14.
(
circle(O,A,B,C) ∧ perp(O,A,A,X)

)
⇒ ∠[AB,AX] = ∠[CA,CB]

35.
(
midp(E,A,B) ∧midp(F,A,C)

)
⇒ EF‖BC

. . .

Κεντρική έννοια στην κατασκευή των κανόνων παίζει η ισότητα γωνιών. Εδώ
οι γωνία δεν είναι η σύνηθης γωνία αλλά είναι η λεγόµενη πλήρης γωνία full-
angle. ΄Ετσι, µια γωνία που συµβολίζεται µε ∠[l, u] είναι η γωνία των ευθειών l
και u, δεν είναι οι συνήθεις πλευρές µιας γωνίας. ∆ύο γωνίες ∠[l, u] και ∠[v, k]
είναι ίσες αν µετά από µία στροφή K έχουµε K(l) ≡ K(v) και K(u) ≡ K(k).
Ποιά είναι η πραγµατική αιτία για αυτήν την απλούστευση. Θεωρείστε δύο
παράλληλες ευθείες που τέµνονται από µια τρίτη. Για να περιγράψουµε τα
Ϲεύγη των ίσων γωνιών πρέπει να δώσουµε µια σχέση διάταξης. Αν ϕορτώσουµε
το γεωµετρικό κατηγόρηµα µε όρους διάταξης γίνεται δίσχρηστο µε κίνδυνο
να διασπασθεί κατα την διάρκεια των υπολογισµών. Αυτός είναι ο λόγος που
ϑα δείτε να σηµειώνουνται σαν ίσες γωνίες που έχουν άθροισµα 180o. Παρ’ολα
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1.3 Η ϐάση Ιδιοτήτων, fixpoint

αυτά, το λογισµικό, µε ad hock επεµβάσεις µπορεί να διακρίνει κατα την διάρ-
κεια της απόδειξης γωνίες ίσες και παραπληρωµατικές µε την σύνηθη σηµασία.

Το σύνολο των κανόνων που είναι στην ϐιβλιοθήκη του λογισµικού ανέρ-
χεται σε 43. Οπωσδήποτε δεν είναι πλήρης ο κατάλογος. Για τον λόγο αυτό
µπορεί µερικά ϑεωρήµατα να µην είναι αποδείξιµα µε το JGEX. Η κλειδωµένη
ϐάση των κανόνων είναι ένα από τα ελλατώµατα του λογισµικού.

1.3 Η ϐάση Ιδιοτήτων, fixpoint

΄Εστω D0 είναι ένα σύνολο γεωµετρικών ιδιοτήτων ενός γεωµετρικού σχήµατος,
οι υποθέσεις σε µια άσκηση ή σε ένα ϑεώρηµα και R ένα σύνολο κανόνων.
Θα χρησιµοποιήσουµε µια αύξουσα αλυσίδα ιδιοτήτων για να ϐρούµε νέες
ιδιότητες στο αρχικό σχήµα.

D0

R
⊂ D1

R
⊂ . . .

R
⊂ Dk

Το σύστηµα αρχίζει µε το σύνολο των ιδιοτήτων D0 και συνεχίζει δηµιουρ-
γώντας ένα νέο σύνολο από το D0 όταν το σύνολο κανόνων R εφαρµοσθεί σε
αυτό. ΄Οταν R(Dk) = Dk το σύστηµα σταµατά και µας δίνει την ϐάση ιδιοτήτων
(ή fixpoint).

Ας δούµε την ϐάση ιδιοτήτων του ϑεωρήµατος που αφορά το ορθόκεντρο
τριγώνου. ∆έδεται τρίγωνο ABC και AD, BE τα ύψη που άγονται από τις
κορυφές A και B αντίστοιχα. F το σηµείο τοµής των AD και BE. Τότε το
σύνολο D0 είναι :

D0 =


collinear(A,E,C), perpendicular(B,E,A,C)
collinear(D,B,C), perpendicular(A,D,B,C)

collinear(F,A,D), collinear(F,B,E)
collinear(G,A,B), collinear(G,C, F )


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1.3 Η ϐάση Ιδιοτήτων, fixpoint

Η κατασκευή της ϐάση ιδιοτήτων κοστίζει 0.3 sec. Η ϐάση έχει µε 134
ιδιότητες.

lines 6
peprpendicular lines 3
circles 6
congruent angles 7
similar triangles 7
ratio segments 105

Η ϐάση λοιπόν σχηµατίζεται ϐάσει του διαγράµµατος :
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1.4 Ο ϱόλος του αριθµητικού µοντέλου

1.4 Ο ϱόλος του αριθµητικού µοντέλου

Παρα το ότι έχουµε την εντύπωση ότι τα συστήµατα αυτόµατης απόδειξης λει-
τουργούν αποκλειστικά µε επαγωγικά µοντέλα, η ύπαρξη αριθµητικών µοντέ-
λων ϐοηθαέι ad hock την κατασκευή της ϐιβλιοθήκης Ιδιοτήτων, στα δύο κύρια
συστήµατα Geometrix και JGEX. ΄Ετσι, πρέπει να έχουµε υπόψη ότι η κατα-
σκευή ενός αριθµητικού µοντέλου είναι καθοριστική για την µέθοδο επιλογής
της απόδειξης. Πρώτα, είναι χρήσιµο στην αντίστροφή διαδικασία της απόδει-
ξης όπως παρουσιάζεται από το λογισµικό JGEX. Επίσης, είναι χρήσιµο για
την παραγωγή αποδείξεων ανεξαρτήτων από το γράφηµα. ΄Ενα σχήµα παράγει
ένα καλό αριθµητικό µοντέλο αν είναι το σχήµα είναι γραµµικά κατασκευά-
σιµο. Λέµε ότι ένα σχήµα είναι γραµµικά κατασκευάσιµο αν κατασκευάζεται
σύµφωνα µε τις παρακάτω κατασκευές :

• Από ένα ελεύθερο σηµείο

• Από ένα αυθαίρετο σηµείο πάνω σε ευθεία

• Από τοµές ευθειών

• Από την τοµή µιας ευθείας και ενός κύκλου όταν το άλλο σηµείο τοµής
έχει προηγουµένως κατασκευασθεί.

Αν µια γεωµετρική κατασκευή δεν είναι γραµµική, το σχήµα προσδιορίζει
τα σηµεία από αλγεβρικές συντεταγµένες. Τότε το λογισµικό δεν µπορεί να
κατασκευάσει ένα αριθµητικό µοντέλο και δεν µπορεί να υποστηρίξει µια α-
πόδειξη. Στην περίπτωση αυτή ϑα χρησιµοποιήσουµε µια από τις αλγεβρικές
µεθόδους που ήδη υπάρχουν στο λογισµικό.

1.5 ∆ιαχείριση των ϐοηθητικών σηµείων

΄Οπως είπαµε το JGEX δεν ξεκινά την κατασκευή ϐοηθητικών σηµείων αν δεν
υπάρχει λόγος. Η αιτία είναι να µην αυξηθεί το µέγεθος της ϐάσης ιδιοτήτων
fixpoint. ΄Ετσι, αν η απόδειξη δεν ϐρίσκεται στην ϐάση fixpoint, τότε το σύ-
στηµα ϑα προσπσθήσει να κατασκευάσει νέα σηµεία έτσι ώστε οι νέες ιδιότητες
να ϐρεθούν στην ϐάση. Αν το συµπέρασµα δεν ϐρεθεί στην ϐάση συνεχίζει
µε τον τρόπο αυτό. ∆εν είναι µια δόκιµη επιλογή, αλλά οι προγραµµατιστές
προτίµησαν την στρατηγική αυτή για καθαρά αποτελεσµατικές αλγοριθµηκές
αιτιές. ∆ηλαδή, η αύξηση των δεδοµένων δεν επιτρέπει την αποτελεσµατική
λειτουργία του hardware. Γενικά για την ακτασευή νέων σηµείων ισχύουν οι
παρακάτω τέσσερες κανόνες :

Οι κανόνες A1 και A2 εισάγουν νέα σηµεία σαν τοµές δύο µη παραλλήλων
ευθειών. Ο κανόνας A3 εισάγει σηµεία σαν µέσα ευθυγράµµων τµηµάτων και
τέλος ο κανόνας A4 εισάγει σηµεία που είναι οι τοµές ευθείας και κύκλου.
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1.5 ∆ιαχείριση των ϐοηθητικών σηµείων

Παράδειγµα 1 Αριθµητικό Μοντέλο

Στην άσκηση Αποδεικτική 2 σελ. 139, το ένα σηµείο της τοµής ευθείας και
κύκλου, B και Γ, έχει προηγουµένως κατασκευασθεί. ΄Ετσι η κατασκευή είναι
γραµµική και εποµένως το αριθµητικό µοντέλο κατασκευάζεται. Η άσκηση λέει :

΄Ενας κύκλος K διέρχεται από τις κορυφές B και C, (άρα τα δύο
αυτά σηµεία έχουν κατασκευάσθεί), ενός τριγώνου ABC και τέµνει
τις πλευρές AB και AC στα σηµεία G και F . Να αποδείξετε ότι η GF
είναι παράλληλη στην εφαπτοµένη του περιγεγραµµένου κύκλου στο
σηµείο A.

Σχήµα 1: ΄Ασκηση Αποδεικτική 2 σελ. 139.

Παράδειγµα 2 Αριθµητικό Μοντέλο - Κατασκευή Νέου Σηµείου
Στο παρακάτω παράδειγµα ϑα δούµε δύο διαφορετικές κατασκευές στην ίδια
άσκηση που δείχνουν το πως εργάζεται το λογισµικό στην κατασκευή αριθµητικού
µεντέλου ή όχι.

΄Ασκηση Αποδεικτική 1 σελ. 120:

Σε τραπέζιο ABCD η διχοτόµος της B τέµνει τη διάµεσο σε σηµείο
G. Τότε η BG ⊥ GC.
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1.5 ∆ιαχείριση των ϐοηθητικών σηµείων

Αν αφήσετε το σύστηµα να κατασκευάσει την διχοτόµο της γωνίας B, η κα-
τασκευή που είναι ενσωµατωµένη στο λογισµικό είναι αριθµητική της έτσι δεν
είναι γραµµικά κατασκευάσιµη. Τότε αν και το σύστηµα δίνει µια καταφατική
απάντηση - ναι/οχι, δεν είναι δυνατόν να υποστηρίξει το αριθµητικό µοντέλο και
απορρίπτει την απόδειξη µε ΕΒ. Ενώ µε αλγεβρικές µεθόδους αυτό είναι εφικτό,
όπως µπορείτε να διαπυστώσετε. Υπενθυµίζουµε ότι η κατασκευή της διχοτό-
µου γωνίας γίνεται µε την τοµή κύκλων των οποίων τα σηµεία τοµής δεν είναι
αλγεβρικώς διακριτά.

Σχήµα 2: ΄Ασκηση Αποδεικτική 1 σελ. 120, χωρίς κατασκευή αριθµητικού
µοντέλου.

Αν όµως κατασκευάσετε την διχοτόµο, µε κανόνα και διαβήτη όπως στην σύ-
νηθη κλασική κατασκευή, επειδή ϑα ορίσεται εσείς τα σηµεία τοµής των κύκλων,
το λογισµικό κατασκευάζει το αριθµητικό µοντέλο και συνεχίζει εκ τούτου την
απόδειξη. Επίσης, ϑα δείτε ότι ϑα χρειασθεί και την κατασκευή ενός επιπλέον
σηµείου J στο Σχήµα 3.

Σχήµα 3: ΄Ασκηση Αποδεικτική 1 σελ. 120, µε κατασκευή αριθµητικού µοντέ-
λου.

Παράδειγµα 3 Αριθµητικό Μοντέλο - Κατασκευή Νέου Σηµείου
Το Θεώρηµα της Πεταλούδας
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1.5 ∆ιαχείριση των ϐοηθητικών σηµείων

Το ϑεώρηµα αυτό είναι χαρακτηριστική περίπτωση της αλγεβρικής αµφιβο-
λίας προσδιορισµού σηµείων τοµής ευθείας και κύκλου.

Σε κύκλο κέντρου O έχουµε τέσσερα σηµεία C, D, E και F , όπως
στο Σχήµα 4. Αν A το σηµείο τοµής των CE και DF και η κάθετος
στην OA από το σηµείο A τέµνει τις CF και DE στα σηµεία H και I,
τότε το A είναι το µέσο του HI.

Το πρόβληµα δηµιουργείται επειδή το σηµείο E ορίζεται στο αριθµητικό µο-
ντέλο σαν το σηµείο τοµής της CA και του κύκλου. Αλλά, τα σηµεία τοµής της
CA µε τον κύκλο είναι τα C και E. Το σύστηµα δεν έχει κάποιον λόγο να ϑεω-
ϱεί το σηµείο E και µάλιστα το σηµείο C έχει εκ των προτέρων κατασκευασθεί !
΄Ετσι, απορρίπτει το αριθµητικό µοντέλο αφού πλέον τα σηµεία είναι αλγεβρικά.
Η αλήθεια του συµπεράσµατος αποδεικνύεται µε την µέθοδο Wu.

Σχήµα 4: ϑεώρηµα Πεταλούδας χωρίς ϐοηθητικό σηµείο.

Σχήµα 5: ϑεώρηµα Πεταλούδας µε ϐοηθητικό σηµείο.
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2 Η Απόδειξη

Αφού σχηµατισθεί µια ϐάση ιδιοτήτων µπορούµε να περάσουµε στην απόδειξη.
Η διαδικασία δεν είναι απλή γιατί χρησιµοποιεί την ϐάση κάπως περίπλοκα.
Γενικά το σχήµα µιας απόδειξης είναι το εξής :

(R) C : − P1, . . . , Pk

όπου C είναι το συµπέρασµα που ϑέλουµε να καταλήξουµε και P1, . . . , Pk

µαι σειρά από απλές προτάσεις, έχουν συγκεκριµµένη µορφή στο λογισµικό.
Η διαδικασία επιλογής είναι η εξής :
Αν Pi είναι µια απλή πρόταση τότε ψάχνουνε στην ϐάση και ϐρίσκουµε την
πρώτη πρόταση που συνεπάγεται την Pi, αν δεν είναι απλή ψάχνουµε στην
ϐάση για να ϐρούµε µια απλή που συνεπάγεται από την Pi και είναι σχετική
µε την (R). Το σύστηµα έχει τρείς κανόνες για να ελέγχει αν οι διαδιακασίες
Pi έχει επαναληθφεί ή µπορεί να συντοµευθεί κλπ.

Παράδειγµα 4 Στο παρακάτω παράδειγµα ϑα ϕανεί το σχήµα R που κατα-
σκευάζει στην έξοδο το JGEX.

Αν ABCD τραπέζιο µε AB ‖ CD, και E µέσο της AC, F µέσο της
BD, τότε η EF διέρχεται από το µέσο της BC.

Σχήµα 6: EF διέρχεται από το µέσο της BC.

Η απόδειξη από το JGEX είναι η εξής :

11 ΠΠ ΓΕΛ Βαρβακείου Σχολής Ζ. Λυγάτσικας- 5 Μαρτίου 2015



ΑΝΑΦΟΡΕΣ

Αναφορές

[1] Robinson, A.: Proving a theorem (as done by Man, Logician, or Machi-
ne), in J. Siekmann and G. Wrightson (eds), Automation of Reasoning,
Springer-Verlag, (1983), pp. 74− 78.

[2] Chou S.-C.: Proving Elementary Geometry Theorems Using Wu’s Algori-
thm, in Automated theorem proving after 25 years-Contemporary mathe-
matics Vol. 29-Bledsoe and Loveland editors -Denver (1984).

[3] Chou S.-C., Gao X., Zhang J.:A Deductive Database Approach to Auto-
mated Geometry Theorem Proving and Discovering, Journal of Automated
Reasoning 25: 219-246, (2000).

[4] Chou S.-C.: Mechanical Geometry Theorem Proving, D. Reidel publishing
company-Dordecht (1988).

[5] Chou S.-C., Schelter W.F.: Proving geometry theorems with rewrite rules.
Journal of automated Reasoning ] 2 (1986).

[6] Cox D., Little J., O’Shea D.: Ideals, Varieties and Algorithms, Undergra-
duate Texts in Mathematics, Springer-Verlag, (1991).
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