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1 Εισαγωγή

Τι είναι η γεωµετρία ; Η γεωµετρία ξεκίνησε ϕυσικά σαν επιστήµη της τοπογρα-
ϕίας και κατ’ επέκταση η επιστήµη των σχηµάτων στον/του χώρου. Ο ορισµός
αυτός έµεινε σε ισχύ µέχρι την εποχή της 11ης έκδοσης των Στοιχείων του Le-
gendre. Μετά τον Klein και το Erlangen program, η γεωµετρία συνδέεται µε
το ϱήµα διατηρώ. Η γεωµετρία χαρακτηρίστηκε έκτοτε σαν η επιστήµη των
αναλλοιώτων στον χώρο. Στο τέλος του 20ου αιώνα η γεωµετρία αποκτά ένα
ακόµα χαρακτηριστικό : είναι ίσως ο µοναδικός µαθηµατικός τοµέας µε την
µεγαλύτερη διαχυτικότητα σε όλους τους επιστηµονικούς τοµείς, επιτρέποντας
µας να κάνουµε ενδιαφέρουσες ανακαλύψεις. Ας δούµε πως περιέγραψε το
έργο της γεωµετρίας ο µεγαλύτερος εν Ϲωή γεωµέτρης, ο Mikhail Gromov, στο
συνέδριο GAFA το 2000, δες [1].

Η Γεωµετρία έχει µια δοµή πολύ διαφορετική από την ϑεωρία αριθ-
µών. ∆εν σκέφτεται µε έναν καθορισµένο τρόπο, αλλά εξαπλώνεται
(σε όλους τους τοµείς) − it is spread. Υπάρχουν ιδιαίτερα δύσκολες
ερωτήσεις, κάποιες µάλιστα είναι και αφύσικες. Το ότι δεν µπορούµε
να απαντήσουµε σε κάποιες από αυτές είναι ϐέβαιο. Αλλά δεν υπάρ-
χει σηµείο που η γεωµετρία µπλοκάρει τη σκέψη . . . Και αυτό γιατί σε
αντίθεση µε άλλους µαθηµατικούς τοµείς, εξαρτάται από διαφορετι-
κές διαδικασίες του εγκεφάλου. ∆εν πρόκειται για µία επιστήµη που
ϐασίζεται σε µια άσκηση ορθής κρίσης µεγάλων προτάσεων, αλλά
διαχέεται όπως και η οπτική αντίληψη . . .

Η διάχυση δίνει σήµερα απρόβλεπτες διαστάσεις στην διδασκαλία της γε-
ωµετρίας καθώς και την δυνατότητα να προσφέρει κάτι που κανένας άλλος
κλάδος στο επίπεδο της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης µπορεί : την ϐάση στον
διεπιστηµονικό τρόπο σκέψης. Αφού:
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1. Είναι η παλαιότερη και ταυτόχρονα η νεότερη ϑεωρία της Μαθηµατικής
επιστήµης. Είναι η µόνη που ϑέτει ερωτήµατα στην παγκοσµιότητα των
µαθηµατικών ιδεών, και είναι µέσα από αυτή που προβάλλεται καθαρό-
τερα η ιδέα της απόδειξης.

2. Η γεωµετρία για µεγάλο διάστηµα ήταν το µοντέλο της µαθηµατικής
αυστηρότητας, κατα την διάρκεια της κλασικής περιόδου (17ος και 18ος
αιώνας).

3. Η γεωµετρία είναι ένας τοµέας των µαθηµατικών του οποίου η ιστορί-
α παρουσιάζει την µεγαλύτερη κινητικότητα. Στην σύγχρονη εποχή,
19ος−20ος αιώνας, µεταµορφώθηκε πλήρως και γέννησε µία πλειάδα
διαφορετικών υπο-ϑεωριών : ευκλείδεια γεωµετρία και µη-ευκλείδειες
γεωµετρίες, υπερβολική, ελλειπτική και την γεωµετρία του Riemann, συ-
σχετισµένη και προβολική γεωµετρία, τοπολογία, διαφορική γεωµετρία,
αλγεβρική γεωµετρία, υπολογιστική γεωµετρία κλπ.

4. Τέλος, η γεωµετρία επειδή µελετά το χώρο στέκεται ανάµεσα στην ϕυ-
σική πραγµατικότητα και στην µαθηµατική αφαίρεση. Αυτό δίνει µια
ξεχωριστή ϑέση στην γνώση και στην διδασκαλία, την µοντελοποίηση,
την περιγραφή και την γνώση του ίδιου του χώρου. Χαρακτηριστικό πα-
ϱάδειγµα η εικασία (το ϑεώρηµα) του Poincaré; καθώς και η εικασία
γεωµετρικοποίησης του W. Thurston.

Το curriculum της γεωµετρίας γενικότερα είναι σύνθετο και αποτελείται
από πολλά στοιχεία µε εξ ίσου σύνθετη δοµή. Σήµερα, η παρουσία της στην
εκπαίδευση είναι κατά κοινή οµολογία καθοριστική. Παράλληλα, η Ευκλείδεια
Γεωµετρία πρέπει να συγκατοικίσει µε τις µη ευκλείδειες γεωµετρίες, µε την
αναλυτική την αλγεβρική και την προβολική γεωµετρία, µε την συνδιαστική
και την υπολογιστική γεωµετρία. Επίσης, πρέπει να δώσει χώρο και σε άλλους
τοµείς των µαθηµατικών, την ϑεωρία πιθανοτήτων και την στατιστική.

Είναι καινοτοµία στην περίπτωση µας η διαχείριση του γεωµετρικού υλικού
το οποίο µέρα µε την µέρα γίνεται πλουσιότερο. Θα παρουσιάσουµε λοιπόν
µια διαχειριστική άποψη του υλικού της γεωµετρίας.

Από την εµπειρία µας ϐλέπουµε ότι οι µαθητές στο σύνολό τους ανταποκρί-
νοντε µε µεγαλύτερη ευκολία στην Ευκλείδεια Γεωµετρία παρά στην ΄Αλγεβρα.
Ενώ αυτό το διαπιστώνουµε στην πρώτη τάξη του Λυκείου, στην Β και Γ Λυκεί-
ου η γνώση αυτή ξαφανίζεται για τις γνωστές αιτίες. ΄Ετσι, δεν µπορούµε ούτε
να εκµεταλευτούµε ούτε να εκτιµήσουµε την επίδραση της στην πνευµατική
τους ολοκλήρωση.

Με τις παρούσες συνθήκες η ύλη της Γεωµετρίας ϑα µπορούσε να κατεβεί
µια τάξη. Στην τελευταία τάξη του Γυµνασίου για παράδειγµα ϑα µπορούσε
να διδαδαχθεί όλο το corpus της Γεωµετρίας της Α Λυκείου. Στην πρώτη και
δεύτερη τάξη του Γυµνασίου, είναι δυνατόν να κρατήσουµε τον πειραµατικό
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χαρακτήρα, αλλά µε διαφορετικό στόχο και διδακτική προσέγγιση την οποία
δεν ϑα αναπτύξουµε εδώ. Στο Λύκειο µε κατάλληλη διαχείριση της ύλης η Γεω-
µετρία ϑα µπορούσε να αποσπασθεί από τον τοπογραφικό της χαρακτήρα που
σήµερα δεν έχει κανένα επιστηµονικό ενδιαφέρον. Οπωσδήποτε το πρόβληµα
της ύλης του Λυκείου είναι συνθετότερο, ϑα προσπαθήσουµε για το λόγο αυτό
να δείξουµε κάποιες ποιοτικές αλλαγές στο υπάρχον διδακτικό υλικό. Περισ-
σότερες και ποιο ολοκληρωµένες απόψεις ο αναγνώστης ϑα ϐρεί στο ϐιβλίο [4]
και [5].

2 Μερικοί κανόνες

Αν στο Γυµνάσιο η Γεωµετρία µπορεί να διδάσκεται σαν µια επιστήµη χρήσι-
µη στην καθηµερινή Ϲωή και όχι µόνο, στο Λύκειο ο µαθητής ϑα οδηγηθεί σε
µια διανοητική αφηρηµένη διαδικασία. Μοιραία ο καθηµερινός κόσµος δεν
έχει ενδιαφέρον. Ο µαθητής µπορεί να αντλήσει αµέτρητα οφέλη από αυτή την
προσέγγιση η οποία είναι εξαιρετικά αποτελεσµατική στην πνευµατική ολοκλή-
ϱωση. Η παγίδα ϐρίσκεται στο να µην επαναλάβουµε τις διδακτικές υπερβολές
της δεκαετίας του ‘70 που έφεραν σε αµηχανία πολλούς µαθηµατικούς. ∆εν
είναι προφανές το πώς κάποιος µπορεί να να αρχίσει την επίλυση ενός γεω-
µετρικού προβλήµατος. Παρ’ όλα αυτά ϑα δώσουµε κάποιες αρχές επίλυσης
ενός γεωµετρικού προβλήµατος που νοµίζουµε ότι µπορεί να χρησιµοποιηθούν
συστηµατικά. Μερικές είναι έγκυρες για τον καθηγητή και τον µαθητή, µερι-
κές είναι µόνο για το καθηγητή. Προφανώς, ανάλογα µε την κουλτούρα του
καθενός, την εµπειρία του, την διαίσθησή του ϑα µπορούσε να προτείνει κάτι
άλλο.

1. Κάνουµε πάντα ένα σχήµα

Ανάλογα µε την δυνατότητα του διδάσκοντα µπορούµε να χρησιµοποιού-
µε ένα σύστηµα δυναµικής γεωµετρίας, από το απλούστερο GeoGebra
έως συνθετότερα και πλουσιότερα JGeX, Geometrix.

2. Το πλαίσιο

Είναι ενδιαφέρον να γνωρίζουµε σε ποιο µαθηµατικό πλαίσιο, µε την έν-
νοια του προγράµµατος Erlangen, ϐρισκόµαστε. Οι ευκλείδειες έννοιες
είναι το µήκος, η γωνία και η καθετότητα. Οι έννοιες της συσχετισµένης
γεωµετρίας είναι η συγγραµµικότητα, η παραλληλία, το µέσο, οι λόγοι
αλγεβρικών µεγεθών, το ϐαρύκεντρο και τα εµβαδά. Αυτό σηµαίνει ότι
ϑα πρέπει να να χρησιµοποιήσουµε στην απόδειξη τις δυνατότητες που
µας δίνουν για παράδειγµα τα ευκλείδεια αναλλοίωτα (µήκος, γωνία,
εµβαδόν) και οι ευκλείδειοι µετασχηµατισµοί. Αυτήν η οπτική επιτρέ-
πει στον καθηγητή, να καθορίσει ποια γεωµετρία επισηµαίνεται από το
πρόβληµα (παρά το ότι έχουµε τυπικά µια γεωµετρία την ευκλείδεια, υ-
πάρχουν ασκήσεις που αγγίζουν την καθαρά συσχετισµένη γεωµετρία και
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τις παριφές της προβολικής γεωµετρίας ή ακόµα και της συνδυαστικής).
Επιτρέπει συνήθως να προσαρµόσουµε λύσεις στο επίπεδο της τάξης.

3. Υπολογισµοί

Είναι ενδιαφέρον να γνωρίζουµε ότι οι κατασκευές µε κανόνα και διαβή-
τη οδηγούν στην κατασκευή αριθµών είτε µε την ϐοήθεια των αναλογιών
είτε µε την ϐοήθεια των τεραγωνικών ϱιζών. Αυτό είναι άλλωστε µέσα στο
πνεύµα της ερµηνείας του Ευκλείδη από τον Descartes. Είναι ένα ερ-
γαλείο που τείνει να εγκαταλειφθεί. Αντίθετα οι αλγεβρικοί υπολογισµοί
έχουν επικρατήσει διότι είναι πιο κοντα στην µοντελοποίηση και στις προ-
σοµοιώσεις. Υπάρχει κάτι που πρέπει να προσέξουµε, όπως πολύ σωστά
το έχει επισηµάνει ήδη ο Henri Fehr το 1920. Η δυνατότητα εξάπλωσης
της γεωµετρίας µέσα σε όλες σχεδόν τους µαθηµατικούς τοµείς, αγγί-
Ϲει σήµερα την κυριαρχία της άλγεβρας/υπολογιστών. Αυτό συµβαίνει
και στην δευτεροβάθµια εκπαίδευση. Η πιο ελκυστική ϕαουστιανή προ-
σφορά, σύµφωνα µε τον Atiyah. Ο δαίµονας των καιρών προσφέρει µια
ισχυρή µηχανή µε αντάλλαγµα την γεωµετρία. Ο κίνδυνος είναι ακριβώς
το ότι όταν εκτελείτε έναν αλγεβρικό υπολογισµό σταµατάτε ουσιαστικά
να σκεφτόσαστε γεωµετρικά. Αλλά, το να µην σκέφτεσαι γεωµετρικά,
είναι συνώνυµο του να παύεις να σκέφτεσαι πάνω στο νόηµα και στις
έννοιες της µαθηµατικής επιστήµης.

Θα ήταν προτιµότερο να αναθεωρήσουµε το Αναλυτικό Πρόγραµµα της Γε-
ωµετρίας στο Λύκειο. ∆εν είναι όµως στις προθέσεις µας να προτείνουµε κάτι αν
αυτό δεν εκπορεύεται µέσα από την κατεύθυνση της µαθηµατικής δηµιουργί-
ας, η οποία δεν είναι ο τοµέας µας. Για τον λόγο αυτό προτείνουµε να δείξουµε
πως η διαχείριση ενός συνόλου ασκήσεων µπορεί να οδηγήσει σε πλουσιότερα
και αποδοτικότερα διδακτικά αποτελέσµατα.

Στην συνέχεια ϑα δώσουµε δείγµατα ασκήσεων που αντιπροσωπεύουν την
ιδέα του σχεδιασµού της διδασκαλίας των προβληµάτων της γεωµετρίας µε τα
χαρακτηριστικά που αναφέραµε και κυρίως µε γνώµονα την διάχυση µέσα σε
όλο σχεδόν το corpus των µαθηµατικών του Λυκείου. Οι ασκήσεις ικανοποιούν
τα τέσσερα κριτήρια που ϑέτουµε εκ των προτέρων:

1. Να είναι στοιχειώδεις, όχι προφανείς, έτσι ώστε (ακόµα και οι ειδικοί) να
σκεφτούν για να απαντήσουν.

2. Κάθε άσκηση πρέπει να δέχεται περισσότερες από µια λύσεις µέσα από
διαφορετικές προσεγγίσεις και επίπεδα γνώσεις. Να αφήνουν µεγάλη
αυτονοµία στον µαθητή και ως προς το να διατυπώνει εικασίες και ως
προς την επιλογή στρατηγικής για να ϕτάσει στο αποτέλεσµα. Είναι προ-
ϕανές ότι όλες οι λύσεις ενός προβλήµατος δεν είναι του ίδιου µαθηµατού
ενδιαφέροντος, ακόµα και αν δίνουν µεγάλη πρωτοβουλία στον µαθητή.
Ο καθηγητής οφείλει να σηµειώσει τις λύσεις που είναι πιο απλές και πιο
αποτελεσµατικές.
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3. Κάθε άσκηση µπορεί να προταθεί σε διαφορετικά επίπεδα.

4. Η γεωµετρία πρέπει να διαχυθεί µέσα στους άλλους κλάδους των επιστη-
µών.
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3 Παραδείγµατα

3.1 Τετράγωνο και ισόπλευρο τρίγωνο

Θεώρηµα 3.1 ΄Εστω ABΓ∆ ένα τετράγωνο. Κατασκευάζουµε ένα ισόπλευρο
τρίγωνο ABE στο εσωτερικό του και ένα ισόπλευρο BΓZ στο εξωτερικό του.
∆είξτε ότι τα σηµεία ∆, Eκαι Z είναι συνευθειακά.

Απόδειξη 1
Μπορούµε να αποδείξουµε ότι οι γωνίες γύρω από το σηµείο E έχουν άθροισµα
180o.

Απόδειξη 2
Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα του συνηµιτόνου µπορούµε να δείξουµε ότι :
∆Z = ∆E + EZ µε EZ = AB

√
2, ∆E = AB

√
2−
√

3, ∆Z = AB
√

2 +
√

3.
Αποδεικνύοντας την πολύ ωραία αλγεβρική ισότητα√

2 +
√

3−
√

2−
√

3 =
√

2

αποδεικνύουµε το Ϲητούµενο.

Απόδειξη 3
Με αναλυτική γεωµετρίας µπορούµε να ϑεωρήσουµε ορθοκανονικό σύστηµα

µε κέντρο το B. Τότε, A = (−1, 0), ∆ = (−1, 1), E =

(
− 1

2
,

√
3

2

)
και

∆ =

(√
3

2
,
1

2

)
µε ένα απλό υπολογισµό µπορούµε να απαντήσουµε στο πρό-

ϐληµα.
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Απόδειξη 4
(Συσχετισµένη γεωµετρία, συνευθειακά σηµεία) Με στροφή του πολυγώνου
B∆EZ µε κέντρο το B και γωνία α, να το µεταφέρουµε στην ϑέση ∆′A∆B
όπου το A και το ∆′ ανήκουν στην µεσοκάθετο του B∆.

3.2 Κατασκευάζοντας ένα τετράγωνο και δύο ϱόµβους

Θεώρηµα 3.2 ∆ίδεται ευθ. τµήµαAB. Σκοπός µας είναι να κατασκευάσουµε τα
σηµεία Γ, ∆, E, Z καιH, το Γ πάνω στο AB έτσι ώστε AEΓ∆ να είναι τετράγωνο
και τα Γ∆HB και ΓEZB να είναι ϱόµβοι.

Πρόκειται για µια κατασκευή που πρέπει να αντιµετωπισθεί συστηµατικά.
Αν προσδιορισθούν δύο σηµεία πχ το Γ και το ∆ το υπόλοιπο της κατασκευής
είναι εύκολο. Τα σηµεία H και Z δεν παίζουν κανένα ϱόλο στην κατασκευή.
Θέλουµε να κατασκευάσουµε τα σηµεία Γ και ∆ έτσι ώστε το τρίγωνο AΓ∆ να
είναι ισοσκελές ορθογώνιο και Γ∆ = ΓB.

Η άσκηση στην ευκλείδεια γεωµετρία και σε στοιχειώδες επίπεδο µπορεί να
λυθεί αφού κατασκευάσουµε το σηµείο ∆. ΄Εχουµε: ∆̂AΓ = 45o, ∆̂ΓB = 135o

και ∆̂BΓ = 22, 5o. Επίσης, υπολογίζοντας µε το Θ. Πυθαγόρα, µπορούµε να
κατασκευάσουµε το σηµείο Γ από την σχέση

ΓB =
AB

1 +
√

2

Μια άλλη λύση µπορεί να προκύψει από την οµοθεσία (συσχετισµένη γεωµετρί-
α). ΄Εστω Γ′ τυχαίο σηµείο της AB. Κατασκευάζουµε το τυχαίο ορθογώνιο ισο-
σκελές AΓ′∆4 και πέρνουµε πάνω στην AB σηµείο B′ έτσι ώστε Γ′∆′ = Γ′B′.
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3.3 Ο γεωµετρικό τόπος του ορθοκέντρου ΠΠ ΓΕΛ ΒΣ

Τότε το σχήµα A∆′B′ είναι οµόθετο του A∆B µε κέντρο το A και λόγο
AB′

AB
.

Μπορούµε να κατασκευάσουµε λοιπόν εύκολα τα σηµεία Γ και B.
Παρατήρηση: Αναγνωρίζετε ίσως την γνωστή µέθοδο κατασκευής µε την

κινητική γεωµετρία. Μπορούµε να ϐρούµε και άλλες ασκήσεις, όπως οι κατα-
σκευές τετραγώνων εγγεγραµµένων σε τρίγωνο και τετράπλευρο, στο πρόβληµα
του Toeplitz, δες [3].

3.3 Ο γεωµετρικό τόπος του ορθοκέντρου

Θεώρηµα 3.3 ΄Εστω κύκλος (O, r) και δύο σηµεία του B και Γ. Να ϐρεθεί
ο γεωµετρικός τόπος του ορθοκέντρου του τριγώνου 4ABΓ, όπου A σηµείο του
κύκλου (O, r).

Χρησιµοποιώντας την γεωµετρία της Α Λυκείου, ϐλέπουµε ότι η σταθερή
πλευρά BΓ ϕαίνεται από το H µε σταθερή γωνία αφού η γωνία της κορυφής
A παραµένει σταθερή και B̂HΓ = 180o − Â. ΄Αρα, ο γτ των σηµείων H είναι
κύκλος που ϐλέπει την πλευρά BΓ µε σταθερή γωνία. Αλλά, το µειονέκτηµα
είναι ότι ο κύκλος δεν προσδιορίζεται περαιτέρω. Με την ϐοήθεια ενός λογισµι-
κού δυναµικής γεωµετρίας µπορούµε να εικάσουµε ότι ο κύκλος αυτός είναι
ο συµµετρικός (O′r′) του κύκλου (O, r). Οι δύο κύκλοι έχουν την ίδια ακτίνα
και τέµνονται στα B και Γ. Υπάρχει µια απειρία ισοµετριών. Μπορούµε να
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ϑεωρήσουµε µια µεταφορά µε διάνυσµα το
−−→
OO′ ή µια κεντρική συµµετρία µε

κέντρο το µέσο I του BΓ.
Ξεκινώντας από αυτές τις παρατηρήσεις µπορούµε να αναλύσουµε την εύ-

ϱεση του γτ στις εξής προτάσεις.

Πρόταση 3.1 Το συµµετρικό του H ως προς BΓ ϐρίσκεται πάνω στον περιγε-
γραµµένο κύκλο.

Επειδή ϐρισκόµαστε στο πλαίσιο της ευκλείδεια γεωµετρίας, µπο-
ϱούµε να σκεφτούµε τα αναλλοίωτα µεγέθη µήκος και γωνία. Η
µορφή του συµπεράσµατος απαιτεί οµοκυκλικότητα πράγµα που
µας οδηγεί σε εγγεγραµµένες γωνίες.

Πρόταση 3.2 Το διάνυσµα
−−→
AH είναι σταθερό.

Είναι ίσο µε 2
−→
OI. Τα σηµεία B, Γ και O είναι υπεύθυνα για την

αυτονοµία του διαµύσµατος
−−→
AH. ΄Αρα, πρέπει να εκφρασθεί µέσα

από αυτά τα αντικείµενα. Μοιραία ϑα οδηγηθούµε στο να ϕέρουµε
το συµµετρικό του A ως προς κέντρο O. Επίσης, µπορούµε να
οδηγηθούµε στο ϑεώρηµα Sylvester.

Πρόταση 3.3 Το HBA′Γ είναι παραλληλόγραµµο.

Η παρατήρηση αυτή µπορεί να δώσει και την τελική απάντηση στο
πρόβληµα αφού προσδιορίζει και το κέντρο συµµετρίας. Το εν-
διαφέρον της εισαγωγής των δύο επιπλέον σηµείων A′ και I, µας
οδηγεί στην ευθεία και τον κύκλο του Euler.

Πρόταση 3.4 Να δείξετε ότι το ϐαρύκεντροK, το ορθόκεντροH και το περίκεν-
τρο O, τυχαίου τριγώνου, είναι σηµεία συνευθειακά και HK = 2 · OK. Επίσης,
τα ίχνη των υψών, τα µέσα των πλευρών και τα µέσα των AH, BH και ΓH είναι
οµοκυκλικά. (Α και Β Λυκ.)

Τα τρίγωνα 4ABΓ και 4AHA′ έχουν το ίδιο ϐαρύκεντρο K, την
τοµή των AM και HO.

Πρόταση 3.5 (Γενίκευση µε τυχαίο σηµείο H στο εσωτερικό τριγώνου) ΄Εστω
H σηµείο του επιπέδου του τριγώνου. Αν, οι AH, BH και ΓH, τέµνουν τις
πλευρές BΓ, AΓ και AΓ αντίστοιχα στα σηµεία ∆, E και Z, δείξτε ότι τα µέσα
των πλευρών, τα µέσα των αποστάσεων AH, BH και ΓH και τα ∆, E και Z
ανήκουν σε κωνική την οποία και να προσδιορίσετε. Επίσης, τα σηµεία H, K (το
ϐαρύκεντρο του τριγώνου) και O το κέντρο της κωνικής, είναι συνευθειακά και
HO = 3 ·OK.
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∆ες [4] σελ. 205 ασκ. 109. Οι αλγεβρικοί υπολογισµοί γίνονται µε
το Maple.

Πρόταση 3.6 Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος της κορυφής A τριγώνου ABΓ
όταν γνωρίζουµε ότι η ευθεία του Euler είναι παράλληλη στην πλευρά BΓ. (Β
Κατ.)

∆ες [4] σελ. 198 ασκ. 103. Για την απόδειξη χρησιµοποιούµε
αναλυτική γεωµετρία και οι υπολογισµοί είναι στο Maple.
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3.4 Αναγνωρίζοντας καµπύλες

Βασικός σκοπός της άσκησης είναι να δώσουµε µια σειρά κριτηρίων που α-
ϕορούν τον χαρακτηρισµό µιας πραγµατικής παραγωγίσιµης συνάρτησης ως
παραβολή. Το γράφηµα της παραβολής και ενός αλυσοειδούς, όπως ϐλέπετε
στο σχήµα 1, είναι περίπου τα ίδια. Ωστόσο οι δύο συναρτήσεις διαφέρουν
σηµαντικά.

Σχήµα 1: Η αλυσοειδής καµπύλη f και η παραβολή g έχουν περίπου το ίδιο
γράφηµα.

Το είδος των ασκήσεων ϐρίσκεται σχεδόν σε όλα τα αναλυτικά προγράµµατα
των ευρωπαϊκών χωρών. Αν προσέξουµε λίγο, µπορούµε να ϐρούµε χρήσιµο
υλικό µέσα στα σχολικά µας ϐιβλία. Ξεκινάµε µε τον γνωστό γεωµετρικό τόπο
των µέσων των παραλήλων χορδών µιας παραβολής :

Θεώρηµα 3.4 Ο γεωµετρικός τόπος των µέσων µιας δέσµης παράλληλων χορ-
δών µιας παραβολής είναι η διάµετρος που διέρχεται από το σηµείο εφαρµογής
της εφαπτοµένης της παραβολής που είναι παράλληλη προς τις χορδές.

Το ϑεώρηµα αυτό είναι αναγκαίο και ικανό να χαρακτηρίσει µια καµπύ-
λη σαν παραβολή ή όχι. Μερικά κριτήρια, δες [4] σελ. 146 ασκ. 22, δεν
είναι τίποτα περισσότερο από µια αλγεβροποίηση της γεωµετρικής ιδιότητας
του µέσου µιας δέσµης παράλληλων χορδών σε παραβολή. Στην συνέχεια τα
παρακάτω λήµµατα αφορούν την ανάλυση, όπως διδάσκεται µέχρι τώρα στα
Λύκεια.

1. Υποθέστε ότι έχετε µια πραγµατική συνάρτηση f(x) παραγωγίσιµη σε
όλο το R. ΄Εστω h > 0 και d ∈ R. ΄Εστω ε : y = kx + m η ευθεία που
ενώνει τα σηµεία (d, f(d)) και (d+h, f(d+h)) του γραφήµατος της f(x).
Τότε η f(x) είναι παραβολή αν και µόνο αν η συνάρτηση A(d, h)

A(d, h) =

∫ d+h

d

(kx+m) dx−
∫ d+h

d

f(x) dx (1)

είναι µη µηδενική, και ανεξάρτητη του d.
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Σχήµα 2: ΄Ασκηση 1.

2. Μια πραγµατική µη-γραµµική και παραγωγίσιµη συνάρτηση f(x) είναι
παραβολή αν και µόνο αν

f ′(d+ h) + f ′(d)

2
=
f(d+ h)− f(d)

h
, ∀h > 0, και d ∈ R (2)

∆ηλαδή, η συνάρτηση είναι παραβολή αν και µόνο αν η κλίση µιας χορ-
δής είναι ο αριθµητικός µέσος των κλίσεων των εφαπτοµένων στην καµ-
πύλη στα άκρα της χορδής.

3. Μια πραγµατική µη-γραµµική, παραγωγίσιµη µε συνεχή παράγωγο, συ-
νάρτηση f(x) είναι παραβολή αν και µόνο αν

f ′(d− h) + f ′(d+ h)

2
= f ′(d), ∀h > 0, και d ∈ R (3)

4. (Λήµµα) Μια συνεχής πραγµατική f(x) είναι ευθεία αν και µόνο αν∫ d+h

d−h f(x) dx

2h
= f(d), ∀h > 0, και d ∈ R (4)

5. Μια πραγµατική, µη-γραµµική, παραγωγίσιµη συνάρτηση f(x) είναι πα-
ϱαβολή αν και µόνο αν

f(d+ h)− f(d− h)

2h
= f ′(d), ∀h > 0, και d ∈ R (5)

6. Μια πραγµατική και παραγωγίσιµη συνάρτηση f(x) είναι παραβολή αν
και µόνο αν οι παράλληλες χορδές έχουν τα µέσα τους σε ευθεία. Με
άλλα λόγια, η παραγωγίσιµη f(x) είναι παραβολή, αν για οποιουσδήποτε
πραγµατικούς αριθµούς a1 και a2, και για οποιουσδήποτε ϑετικούς h και
k έχουµε:

f(a1 + h)− f(a1 − h)

2h
=
f(a2 + k)− f(a2 − k)

2k
⇔ a1 = a2 (6)
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Σχήµα 3: Θεώρηµα 6.

7. Ας περάσουµε σε ένα παράδειγµα. ∆ώστε στο Geogebra τα γραφήµατα,

δύο συναρτήσεων g(x) = 0.4x2 + 3 και f(x) =
3

2

(
e
x
3 + e−

x
3

)
(σχ. 1). Η

συνάρτηση f(x) είναι γνωστή ως αλυσοειδής καµπύλη, (µετ. catenary
function), και έχει γενικό τύπο

f(x) = α · cosh

(
x

α

)
=
α

2

(
e
x
α + e−

x
α

)
όπου cosh το υπερβολικό συνηµίτονο και α ∈ R. Το γράφηµα της συ-
νάρτησης, όπως ϐλέπετε, µοιάζει πολύ µε αυτό της παραβολής. Είναι,
για παράδειγµα, το σχήµα που παίρνει µια αλυσίδα κρεµασµένη, δείτε
εικόνα 4.

Σχήµα 4: Αλυσοειδείς
καµπύλες από Wikipe-
dia.

Ο σκοπός είναι να εφαρµόσουµε το τελευταίο ϑεώρηµα για να ξεχωρίσου-
µε τα δύο γραφήµατα στο σχήµα 1.

3.5 ∆ιάχυση σε άλλους επιστηµονικούς τοµείς

Η παρακάτω δραστηριότητα είναι υπό εξέλιξη. Η ολοκλήρωσή της απαιτεί
συνεργασία µε άλλους τοµείς, και επιδέχεται τροποποιήσεις.

Προσέξτε τρείς γνωστές ασκήσεις του ϐιβλίου των µαθηµατικών της Β Λυ-
κείου της κατ/νσης :
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Θεώρηµα 3.5 ΄Ασκηση 3 σελ. 28: Να αποδείξετε ότι αν ισχύουν δύο από τις
σχέσεις 

x ·
−−→
KA+ y ·

−−→
KB + z ·

−→
KΓ =

−→
0

x ·
−→
ΛA+ y ·

−→
ΛB + z ·

−→
ΛΓ =

−→
0

x+ y + z = 0

τότε ϑα ισχύει και η τρίτη (K 6= Λ).

΄Ασκηση 8 σελ. 29: ∆ίνονται τα σηµεία A, B και Γ. Να αποδείξετε ότι για

οποιοδήποτε σηµείο M το διάνυσµα 3 ·
−−→
MA− 5 ·

−−→
MB + 2 ·

−−→
MΓ είναι σταθερό.

΄Ασκηση 1 (Γενικές) σελ. 50: Αν υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί κ, λ, µ µε

|κ|+ |λ|+ |µ| 6= 0, τέτοιοι ώστε κ+ λ+µ = 0 και κ ·
−→
OA+ λ ·

−−→
OB+µ ·

−→
OΓ =

−→
0

να αποδείξετε ότι τα σηµεία A,B και Γ είναι συνευθειακά και αντιστρόφως.

Αναγνωρίζουµε εδώ πολύ εύκολα µια έµµεση µεταποίηση ασκήσεων που
αφορούν τις ϐαρυκεντρικές συντεταγµένες. Οι ϐαρυκεντρικές συντεταγµένες
όµως αν ήταν πολυτέλεια για την ελληνική πραγµατικότητα την εποχή που
γράφτηκε το ϐιβλίο, και ίσως αφαιρέθηκαν από το αναλυτικό πρόγραµµα γιατί
δεν ξέραµε τι να τις κάνουµε, σήµερα µπορεί να προσφέρουν πολλά σε καινοτό-
µες διδακτικές πρακτικές όπως στα projects και στις διαθεµετικές διδασκαλίες.

Ας το δούµε αυτό σε σχέση µε την ϐιολογία και την ϑεωρία αναπαράστασης
παιγνίων χάους (CGR - Chaos Game Representation), δες [2]. Η νόσος του
Huntington είναι µια κληρονοµική ασθένεια µε αποτέλεσµα την νευρολογική
εκφύλιση, χωρίς αποτελεσµατική ϑεραπεία µέχρι σήµερα. Προκαλεί σοβαρές
διαταραχές κινητικές και γνωστικές. Σε πιο σοβαρές περιπτώσεις προκαλεί
απώλεια της αυτονοµίας και τον ϑάνατο. Η ασθένεια αναπτύσσεται σε άτοµα
ηλικίας κατά µέσο όρο 40 µε 50 χρόνων. Σπανιότερα, αυτό εκδηλώνεται ως µια
πρώιµη µορφή µε την εµφάνιση των πρώτων συµπτωµάτων µεταξύ 15 και 25
χρόνων.

Το γενετικό ελάττωµα που προκαλεί τη νόσο του Huntington είναι µια αύ-
ξηση της επανάληψης πάνω από το κανονικό, των τριών νουκλεοτιδίων (C, A
και G - γνωστό ως κωδικόνιο ή τριάδα CAG) µέσα στο γονίδιο HD που ανα-
γνωρίστηκε το 1993, σαν το γονίδιο που ϑα προκαλέσει την ασθένεια. ΄Ετσι,

για r επαναλήψεις µεταξύ: 27 ≤ r ≤ 36, το άτοµο δεν αναπτύσσει την
ασθένεια, αλλά µπορεί να την µεταβιβάσει στα παιδιά του,

για r επαναλήψεις µεταξύ: 36 ≤ r ≤ 40, το άτοµο είναι πιθανό να αναπτύ-
ξει τη νόσο,

τέλος, αν r ≥ 41, η ασθένεια σίγουρα ϑα συµβεί.
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Υπάρχει ένας συσχετισµός µεταξύ του αριθµού των επαναλήψεων του νου-
κλεοτιδίου και την χρονολογία έναρξης της νόσου. Επίσης, υπάρχει µια νεανι-
κή µορφή της ασθένειας όταν r ≥ 60. Οι περιβαλλοντικοί παράγοντες επηρεά-
Ϲουν επίσης την εµφάνιση της νόσου, αλλά δεν είναι ακόµη γνωστές.

Η χρήση του CGR δίνει συχνά αναπαραστάσεις τύπου fractals. Κάποιος ϑα
µπορούσε να ϱωτήσει αν η αλυσίδα του DNA µπορεί να είναι από µόνη της µια
δοµή fractal. Στην πραγµατικότητα, η αναπαράσταση δοµής fractal µε CGR,
της δοµής του ανθρώπινου χρωµατοσώµατος 14 για παράδειγµα, είναι εντελώς
τεχνητή και παρουσιάζεται µόνο εξαιτίας του αλγόριθµου που χρησιµοποιείται
για την τοποθέτηση των σηµείων σε ένα σύστηµα αξόνων, που είναι ήδη γνω-
στή ειδικά για τη δηµιουργία πολυγώνων Sierpinski. Αυτή η ϕράκταλ πτυχή
εκπροσώπησης του DNA, µπορεί να επηρεάσει την οπτική ερµηνεία. Για πα-
ϱάδειγµα, στην αναπαράσταση του ανθρώπινου χρωµοσώµατος 14 η παρουσία
του ϕωτεινών Ϲωνών οφείλονται στην εµφάνιση της λέξης CG και οι µαύρες
περιοχές πλησίον των διαγωνίων δείχνουν την ύπαρξη οµάδων AG από την µια
µεριά και οµάδων CT από την άλλη. Ο τρόπος αυτός αναπαράστασης µπορεί
να είναι καλός για άλλα σηµαντικά µοτίβα λιγότερο άµεσα ανιχνεύσιµα.

Στις ϐραχείες αλυσίδες όπως αυτή του µεταλλαγµένου γονίδιου που προ-
καλεί τη νόσο του Huntington, η επανάληξη της λέξης CAG δεν µπορεί να
χρησιµεύσει ως υπογραφή για αυτή την γενετική ανωµαλία, διότι δεν δίνει τον
αριθµό των επαναλήψεων ϱ. Η µόνη µακροσκοπική εξέταση της αναπαράστα-
σης δεν λέει αν το r είναι µεγαλύτερο ή ίσο µε 41! Η παράσταση µέσα από την
CGR δίνει µια επισκόπηση της αλληλουχίας DNA, αλλά δεν λαµβάνει υπόψη
τοπικά χαρακτηριστικά της. ΄Οταν εµφανίζεται ένα πρότυπο που αντανακλά
επαναλήψεις γράµµατα ή λέξεις, κανείς δεν ξέρει που ακριβώς να εντοπίσει την
ϑέση τους στην ακολουθία διότι δεν είναι σαφές εάν αυτές οι επαναλήψεις εµ-
ϕανίζονται σε διαδοχικές ϑέσεις ή εάν διασπείρονται (οµοιόµορφα ή όχι) σε όλη
την αλυσίδα του DNA. Μπορεί ίσως να αντιµετωπιστεί εν µέρει µε την εξέτα-
ση κοµµάτι-κοµµάτι της αναπαράστασης. Τέλος, πέρα από τις προηγούµενες
παρατηρήσεις και παρά το ότι κάποια ερωτήµατα παραµένουν αναπάντητα για
εµάς, η χρήση της CGR µας επιτρέπει να επιβεβαιώσουµε ότι µια αλυσίδα DNA
έµβιων όντων δεν έχει τυχαίες ακολουθίες των A, C, T και G ανεξάρτητες η µία
από την άλλη. Για την αναπαράσταση χρειαζόµαστε τα παρακάτω εργαλεία :
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1. Βαρυκεντρικές συντεταγµένες

2. οµοθεσία ή αρίθµηση µε ϐάση το 2

Στο Excel µπορούµε σχετικά εύκολα να πετύχουµε µια τέτοια αναπαράσταση.
Εδώ χρησιµοποιήσαµε ϐαρυκεντρικές συντεταγµένες και αρίθµηση µε ϐάση το
2. Για παράδειγµα η αλυσίδα

ATGGCGACCCTGGAAAAGCTGATGAAGGCCTTCGAGTCCCTCC . . .

. . . TTCCAGCAGCAGAGCAGCAGCAGCAGCAGAGCAGCAGCAGC

(230 νουκλεοτίδια), ϑα δώσει την αναπαράσταση:
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