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ΠΡΟΛΟΓΗΚΟ ΢ΖΜΔΗΧΜΑ 

 
΋ηαλ ζηηο αξρέο ηεο ζρνιηθήο ρξνληάο 2004-2005 νξίκαδε ε ηδέα ηεο δηνξγάλσζεο κηαο 

δηεκεξίδαο γηα ηα Μαζεκαηηθά ζην Λχθεην, δε θαληαδφκαζηε πνηέ ηελ απήρεζε πνπ ζα είρε 
ζηνπο ζπλαδέιθνπο Μαζεκαηηθνχο. 

 

Ζ πξνζέιεπζε ηφζσλ πνιιψλ ζπλέδξσλ θαη ε πιεζψξα ησλ εηζεγήζεσλ καο εμέπιεμε φινπο 

επράξηζηα, θαηαδεηθλχνληαο: 
 

1. ηε κεγάιε πξνζπκία ησλ ζπλαδέιθσλ ηεο Γεπηεξνβάζκηαο Δθπ/ζεο γηα επηκφξθσζε, 

2. ηε δπλαηφηεηα ησλ ζρνιείσλ λα δηνξγαλψλνπλ επηκνξθσηηθά ζεκηλάξηα, αξθεί λα 
ππάξρεη ε ζέιεζε αιιά θαη ε βνήζεηα απφ δηαθφξνπο θνξείο, 

3. ηελ  πςειή πνηφηεηα θαη πξνβιεκαηηζκφ ηνπ ππάξρνληνο δπλακηθνχ ησλ θαζεγεηψλ 

ησλ ΢ρνιείσλ ηνπ Σφπνπ καο. 
 

Θέινπκε ινηπφλ ζην ζεκείν απηφ λα εθθξάζνπκε ηηο επραξηζηίεο καο ζε φινπο εθείλνπο πνπ 

βνήζεζαλ ζηελ επηηπρία ηεο δηεκεξίδαο: 

 
 ην Τπνπξγείν Παηδείαο θαη ηδηαίηεξα ηνλ Γ.Γ. θ

ν 
 Ράκκα γηα ηελ αγάπε κε ηελ νπνία 

πεξηάβαιε ηελ πξνζπάζεηά καο απηή,  

 ην Βαξβάθεην Ίδξπκα θαη ηδηαίηεξα ηνλ Πξφεδξφ ηνπ Ησάλλε Πηζηκίζε, γηα ηελ ακέξηζηε 
ζπκπαξάζηαζε θαη ηελ νηθνλνκηθή ελίζρπζε πνπ πξνζέθεξε, 

 ηε Γ/ληξηα ησλ Γεληθψλ Αξρείσλ ηνπ Κξάηνπο πνπ επγεληθά καο παξαρψξεζε ηελ 

αίζνπζα εθδειψζεσλ,  
 ηνλ Γ/ληή ηεο Β‟ Γηεχζπλζεο Αζήλαο θ. Μαπξίθην Γελέζιην, γηα ηελ ακέξηζηε ζηήξημε 

ηεο πξνζπάζεηαο, 

 ηνπο εθπξνζψπνπο ηνπ Παηδαγσγηθνχ Ηλζηηηνχηνπ θν Παπαδφπνπιν Γεψξγην (ζχκβνπιν 

Π.Η.) θαη θν Πνιχδν Γεψξγην (πάξεδξν Π.Η.) γηα ηε ζπκκεηνρή θαη ηηο εηζεγήζεηο ηνπο, 
 ηε Γ/ληξηα ηνπ Βαξβαθείνπ Λπθείνπ θα Άλλα Καξαβέιε γηα ηε ζπκκεηνρή, ηε 

ζπκπαξάζηαζε θαη ην ζπλερέο ελδηαθέξνλ  θαηά ηελ δηάξθεηα ηεο δηεκεξίδαο,  

 ηνπο  κάρηκνπο θαζεγεηέο πνπ δέρηεθαλ κε πξνζπκία λα ζπκκεηάζρνπλ σο εηζεγεηέο,  
 ηνπο θαζεγεηέο ηεο ΢ρνιήο καο, θ

ν
 Ησάλλε Κνχηζηα γηα ηελ ζπκπαξάζηαζε ζηελ 

πξνεηνηκαζία θαη ηελ βνήζεηα θαζ‟ φιε ηε δηάξθεηα ηεο δηεκεξίδαο, ηελ θ
α
 Καηεξίλα 

Μπαιή γηα ηελ γξακκαηεηαθή ππνζηήξημε, ηελ ππνκνλή θαη ηελ αγάπε ηεο,  

 ηνλ Γ/ληε ηνπ Βαξβαθείνπ Γπκλαζίνπ θ
ν
 Γαζθαιάθε, ηνλ πξφεδξν ηεο ΔΛΜΔ Πξνηχπσλ  

θ
ν
 Θεφδσξν Οηδάθνγινπ θαη φινπο ηνπο θαζεγεηέο ηνπ Βαξβαθείνπ Πεηξακαηηθνχ 

Λπθείνπ πνπ καο ζπκπαξαζηάζεθαλ 

 θαη ηε γξακκαηέα ηνπ Βαξβαθείνπ Πεηξακαηηθνχ Λπθείνπ θα Φηινζέε  Αλησλάθε, 
αθαλή εξσίδα, ζηελ νπνία νθείινπκε πνιιά. 

 

Πάλσ απ‟φια ζέινπκε λα επραξηζηήζνπκε ηνπο δεθάδεο ζπλαδέιθνπο πνπ γέκηζαλ ηελ 
θηιφμελε αίζνπζα εθδειψζεσλ ησλ Γεληθψλ Αξρείσλ ηνπ Κξάηνπο θαη ηηο δχν κέξεο, 

αθήλνληάο καο αηζηφδνμνπο γηα ην κέιινλ ηεο Παηδείαο, δίλνληαο κηα απάληεζε ζε φζνπο 

θαηά θαηξνχο παξακεξίδνπλ ην έξγν,  ηνλ ξφιν θαη ηελ πνηφηεηα ηνπ δαζθάινπ  ζηε ρψξα 

καο. 
 

Ζ Δπηηξνπή 
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Αηζζάλνκαη βαζχηαηα ηελ αλάγθε λα ζπγραξψ ηνπο δηνξγαλσηέο ηεο δηεκεξίδαο κε 

ζέκα «Ζ Γηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ ζην Λχθεην», πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε γηα 

ηνπο Μαζεκαηηθνχο ηνπ Ννκνχ Αηηηθήο ζηηο 3 θαη 4 Μαξηίνπ 2005, ζηνπο 

θηιφμελνπο ρψξνπο ηνπ Δληαίνπ Λπθείνπ Βαξβαθείνπ ΢ρνιήο. Ηδηαίηεξα, ζέισ λα 

ζπγραξψ θαη λα επραξηζηήζσ ζεξκά ηελ θα ΢νθία Πηηέξε, ΢χκβνπιν Μαζεκαηηθψλ 

θαη ηελ θα Άλλα Καξαβέιε, Γηεπζχληξηα ηνπ Λπθείνπ, γηα ηε ζηήξημε πνπ παξείραλ 

ζηε δηνξγάλσζε, αιιά θαη ηνλ θ. Βαζίιεην Καηζαξγχξε, ν νπνίνο εξγάζηεθε κε 

αθνζίσζε, αθηεξψλνληαο κεγάιν κέξνο απφ ηνλ ειεχζεξν ρξφλν ηνπ ζην εγρείξεκα 

απηφ. Σέινο, ζπγραίξσ ηα ππφινηπα κέιε ηεο νξγαλσηηθήο επηηξνπήο ηεο δηεκεξίδαο 

- Παλαγηψηνπ Δπάγγειν, Γέκε Απφζηνιν, Μειηψλε Υξήζην, Εάρν Ησάλλε, 

Λπγάηζηθα Εήλσλα, Καξαγθνχλε Διηζζάβεη θαη Καββαδά Δπαγγειία - γηα ηνλ 

εκπλεπζκέλν ηξφπν κε ηνλ νπνίν δηακφξθσζαλ ην πξφγξακκα θαη έθεξαλ εηο πέξαο 

ηε δηαδηθαζία ζην ζχλνιν ηεο, θαζψο θαη ηνπο εηζεγεηέο, γηα ηελ πξνζθνξά ησλ 

γλψζεσλ θαη ηεο πνιχηηκεο καθξφρξνλεο εκπεηξίαο ηνπο. 

Σε κεγάιε επηηπρία ηνπο εγρεηξήκαηνο απηνχ απνδεηθλχεη φρη κφλν ε κεγάιε 

ζπκκεηνρή ησλ ζπλαδέιθσλ Μαζεκαηηθψλ απφ ΢ρνιεία φιεο ηεο Αηηηθήο, αιιά θαη 

ε γεληθφηεξε απνδνρή ησλ εηζεγήζεσλ, νη ζπδεηήζεηο πνπ πξνθιήζεθαλ, νη 

πξνβιεκαηηζκνί πνπ εκθαλίζηεθαλ θαη ηα εξσηήκαηα πνπ εγέξζεθαλ θαζ' φιε ηε 

δηάξθεηα ησλ εξγαζηψλ ηεο δηεκεξίδαο. Μηα επηηπρία πνπ θαηαδεηθλχεη ζαθψο φηη 

ζηελ επνρή καο, επνρή ξαγδαίσλ αιιαγψλ ζε φια ηα επίπεδα, είλαη νινέλα θαη πην 

έθδειε ε αλάγθε ησλ εθπαηδεπηηθψλ γηα κηα ζπλερή θαη επαλαιακβαλφκελε 

επηκφξθσζε, πνπ λα αληαπνθξίλεηαη ζηηο αλάγθεο ησλ θαηξψλ θαη ζηηο λέεο ζπλζήθεο 

πνπ δεκηνπξγνχλ ην λέν πνιππνιηηηζκηθφ πεξηβάιινλ, ε εηζαγσγή ησλ λέσλ 

ηερλνινγηψλ ζηε ζρνιηθή πξαγκαηηθφηεηα θαη νη απμαλφκελεο απαηηήζεηο ησλ 

καζεηψλ. 

Οη επθαηξίεο πνπ δίλνληαη ζηνπο ζπλαδέιθνπο γηα επαθή κε ηηο λέεο ηάζεηο θαη 

αλαδεηήζεηο ζηελ επηζηήκε ηνπο, θαζψο θαη γηα γφληκε αληαιιαγή απφςεσλ κε 

ζπλαδέιθνπο, κε απνηέιεζκα ηελ αλαλέσζε ησλ επηζηεκνληθψλ ηνπο γλψζεσλ θαη 

παξάιιεια ηελ πιεξέζηεξε παηδαγσγηθή ηνπο θαηάξηηζε, είλαη πξάγκαηη ειάρηζηεο. 

Χο εθ ηνχηνπ, πξσηνβνπιίεο ζαλ ηε ζπγθεθξηκέλε δηεκεξίδα, πνπ έρνπλ σο ζηφρν λα 

θαιχςνπλ -φζν απηφ είλαη δπλαηφ - ην ηεξάζηην θελφ ζηελ επηκφξθσζε ησλ 

εθπαηδεπηηθψλ, ραίξνπλ ηεο εθηίκεζεο φισλ καο θαη καο βξίζθνπλ αξσγνχο θαη 

ζπκπαξαζηάηεο. 

Δχρνκαη ε κεγάιε επηηπρία ηεο δηεκεξίδαο λα δψζεη ην θνπξάγην θαη ηε δχλακε 

ζηνπο εκπλεπζηέο ηεο γηα επαλάιεςε ηεο ή ην παξάδεηγκα ζε άιινπο θνξείο γηα 

παξφκνηεο εθδειψζεηο. 

 

Ο Γ/ΣΝΉ΢ Γ.Δ. Β' ΑΘΖΝΑ΢  

Γενέθλιορ Μαςπίκιορ 
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ΔΝΙΑΙΟ ΛΤΚΔΙΟ ΒΑΡΒΑΚΔΙΟΤ ΢ΥΟΛΗ΢ 

ΓΙΗΜΔΡΙΓΑ  

“H ΓΙΓΑ΢ΚΑΛΙΑ ΣΩΝ ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΩΝ ΢ΣΟ ΛΤΚΔΙΟ” 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 

Πέκπηε 3 Μαξηίνπ 2005 
 

9.00 – 9.30   Έλαξμε Γηεκεξίδαο - Υαηξεηηζκνί 

Η
os

 Κύθινο       ΢πληνλίζηξηα : ΢νθία Πηηέξε  

9.45 – 10.15 

Γεψξγηνο Παπαδφπνπινο ΢χκβνπινο Π.Η. Σα καζεκαηηθά ζην 

Λύθεην: ηη, πσο θαη γηαηί. Ζ εθπαηδεπηηθή αμία ησλ εθπαηδεπηηθώλ 

ινγηζκηθώλ Μαζεκαηηθώλ. 

10.15 – 10.45 
Γεψξγηνο Πνιχδνο Πάξεδξνο Π.Η. Αλάιπζε κε ηε βνήζεηα 

ησλ λέσλ ηεxλνινγηώλ. 

10.45 – 11.15 
Βαζίιεο Καηζαξγχξεο Καζ. Βαξβ. Λπθείνπ : ΢ρήκαηα πνπ «κηινύλ» 

- πξνβιήκαηα πνπ «πξνθαινύλ». 

11.15 – 11.40 
Απφζηνινο Γέκεο Καζ. Βαξβ. Λπθείνπ: Λύλνληαο έλα πξόβιεκα 

αλάιπζεο κε ηε βνήζεηα ζρήκαηνο. 

11.40 – 12.20  ΢πδήηεζε 

12.20 – 12.40 Γηάιεηκκα 

2oο Κύθινο         ΢πληνληζηήο : Βαζίιεηνο Καηζαξγύξεο  

12.40 – 13.10 
Δπάγγεινο Παλαγηψηνπ Καζ. Βαξβ. Λπθείνπ: Γηαηί θαη πσο πξέπεη 

λα δηδάζθεηαη ε ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε πξίλ ηελ εθζεηηθή. 

13.10 – 13.30 Μαξία Μπνχξηθα Καζ. Μαζ. : Ηζηνξηθή εμέιημε παξαγώγνπ. 

13.30 – 13.50 
Υξίζηνο Μειηψλεο Καζ. Βαξβ. Λπθείνπ: Γξαζηεξηόηεηεο γηα ηε 

πξνζέγγηζε ησλ Μαζεκαηηθώλ. 

13.50 – 14.10 
Γηψξγνο Γηαηίιεο Καζ. Μαζ. 1ν Λ. Παπάγνπ: Γξαζηεξηόηεηεο ζηε  

παξαβνιή κε ην The Geometer Scetchpad. 

14.10 – 14.40 
Δκκαλνπήι Κηνπιάθαο Καζ. Δ.Π.Λ. Αλαβξχησλ: Ζ έλλνηα ηνπ 

απείξνπ θαη απεηξνζηνύ ζηα Μαζεκαηηθά ηνπ Λπθείνπ. 

14.40 – 15.00 ΢πδήηεζε 

 

Παξαζθεύε 4 Μαξηίνπ 2005 

 

3νο Κύθινο      ΢πληνληζηήο : Εήλσλ Λπγάηζηθαο 

08.00 –  08.45 
Διηζζάβεη Καξαγθνχλε Καζ. Μαζ. Βαξβ. Λπθείνπ:  

Γεηγκαηηθή δηδαζθαιία ζηελ Καλνληθή Καηαλνκή.   

9.00 – 9.20  

΢νθία Πηηέξε ΢ρνι. ΢χκβνπινο Β‟ Αζήλαο : Από ην Γπκλάζην ζην 

Λύθεην: Γπζθνιίεο ησλ καζεηώλ ζηε θαηαλόεζε ηεο Άιγεβξαο θαη 

Γεσκεηξίαο. 

9.20 – 9.40  
Αλδξέαο ΢βέξθνο Καζ. 1ν Δ. Λ. Αγ. Παξαζθεπήο: ΢ηαηηζηηθή: 

Δπηζπκάλζεηο- Πξνεθηάζεηο. 

9.40 – 10.00 
Νίθνο Καληεξάθεο 1ν Δ.Λ. Αξζαθείνπ Φπρηθνχ: Έπξεζε ηνπ π κε ηε 

βνήζεηα κε Ζ/Τ. 

10.00 – 10.20  
Υξίζηνο Μνπξαηίδεο Καζ. Μαζ. Μ. Δθπ/ζεο: Γηδαζθαιία ηεο 

΢ηαηηζηηθήο κε θύιια εξγαζίαο. 

10.20 – 10.40  
Ζ. Αλδξηαλφο, Π. Κνηαξίλνπ, Α. Μπαζηάθνπ, Κ. Κνληψζεο, Φ. 

Καιαθάηνο : Hobbits θαη Orcs. Έλα πξόβιεκα κε ηνπο ήξσεο ηνπ 
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Tolkien. 

10.40 – 11.00 
Διεπζέξηνο Καπεηαλάο Καζ. 2° Δλ Λ. Παπάγνπ : Θεώξεκα 

Δλδηάκεζεο Σηκήο: Μηα Γηδαθηηθή πξόηαζε. 

11.45 – 12.00  ΢πδήηεζε 

12.00 – 12.30 Γηάιεηκκα 

4oο Κύθινο     ΢πληνληζηήο : Απόζηνινο Γέκεο 

12.30 – 12.50 

Ησάλλεο Εάρνο Καζ. Μαζ. Βαξβ. ΢ρνιήο : ΢ρεδηάδνληαο κηα 

δηδαθηηθή κέζνδν κε βάζε ηηο αξρέο ηεο γλσζηηθήο Φπρνινγίαο ή ε 

Γλώζε είλαη πνπ ζε θάλεη θαιύηεξν. 

12.50 – 13.20 

΢πχξνο Γνπθάθεο Δξ. Μαζ. Pierce College : H ΢πλεηζθνξά ησλ 

Portfolios θαη ησλ Δ-Portfolios ζηε Γηδαζθαιία Μαζεκαηηθώλ 

Δλλνηώλ ζην Λύθεην. 

13.20 – 13.40  
Νίθνο Παπαεπζηξαηίνπ Καζ. Μαζ. Δ.Π.Λ. Αλαβξχησλ : Από ηε 

Μεζνδνινγηθή ζθέςε ζηελ θξηηηθή ηεο κεζόδνπ. 

13.40 – 13.55 
Εήλσλ Λπγάηζηθαο Καζ. Μαζ. Βαξβαθείνπ Λπθείνπ : Μαζεκαηηθό 

Trivium. 

13.55 – 14.20  
Ζ. Αλδξηαλφο, Π. Κνηαξίλνπ, Α. Μπαζηάθνπ, Κ. Κνληψζεο, Φ. 

Καιαθάηνο : Πξνβιήκαηα κεγίζηνπ θαη ειαρίζηνπ ζηε Γεσκεηξία. 

14.20 – 14.40 Δπαγγειία Καββαδά Καζ. Μαζ. Βαξβ. Λπθείνπ : Ο αξηζκόο θ. 

14.05 – 15.00 ΢πδήηεζε 

14.05 – 15.00  
΢πκπεξάζκαηα – Αλνηθηή ΢πδήηεζε – Κιείζηκν  

Βαζίιεο Καηζαξγχξεο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 5 

ΑΠΟ ΣΟ ΓΤΜΝΑ΢ΙΟ ΢ΣΟ ΛΤΚΔΙΟ: ΓΤ΢ΚΟΛΙΔ΢ ΣΩΝ ΜΑΘΗΣΩΝ 
΢ΣΗΝ ΚΑΣΑΝΟΗ΢Η ΣΗ΢ ΑΛΓΔΒΡΑ΢ ΚΑΙ ΣΗ΢ ΓΔΩΜΔΣΡΙΑ΢ 

 

                                             ΢νθία Πηηέξε, M.Sc., Ph.D. 

                                       ΢ρνιηθή ΢χκβνπινο Μαζεκαηηθψλ 

 

Ζ εηζήγεζε κνπ αλαθέξεηαη ζην ζχλνιν ησλ καζεηψλ ηεο Α΄ Λπθείνπ, δειαδή θαη 

ζηνπο καζεηέο πνπ έρνπλ έθεζε θαη αγάπε γηα ηα Μαζεκαηηθά, δελ έρνπλ γλσζηηθά 

θελά απφ ην Γπκλάζην, θαη ε επίδνζε ηνπο αληηθαηνπηξηδφηαλ ζε πςειή βαζκνινγία 

ζην Γπκλάζην. ΋ηαλ ππάξρνπλ γλσζηηθά θελά, καζεζηαθέο δπζθνιίεο, ή έρεη 

γελλεζεί δένο θαη ”θνβία” γηα ηα Μαζεκαηηθά απφ ην Γπκλάζην, νη δπζθνιίεο είλαη 

πνιχ κεγαιχηεξεο θαη ην αίζζεκα απνηπρίαο πνπ βηψλνπλ νη καζεηέο είλαη έληνλν 

απφ ηα πξψηα θηφιαο καζήκαηα ηεο Άιγεβξαο θαη ηεο Γεσκεηξίαο. 

 Ζ Άιγεβξα θαη ε Γεσκεηξία καδί κε ηε Φπζηθή ζεσξνχληαη απφ ηνπο καζεηέο ηα 

δπζθνιφηεξα καζήκαηα ζηελ Α΄ Λπθείνπ. Σαπηφρξνλα, ηα ηξία απηά καζήκαηα 

εκθαλίδνπλ φιν θαη κεγαιχηεξε ζεκαζία ζηελ επνρή καο, απνηεινχλ ππνδνκή γηα ηηο 

απαηηήζεηο ηεο ζχγρξνλεο δσήο θαη ζπλδένληαη άκεζα κε ηε ξαγδαία αλάπηπμε ηεο 

ηερλνινγίαο. Ζ αλάπηπμε θαη νη εθαξκνγέο ηεο ηερλνινγίαο πνπ αλακέλνληαη αθφκα 

ηαρχηεξεο ζηελ ηξέρνπζα θαη ζηηο επφκελεο δεθαεηίεο θαη  ε θαηνρχξσζε ηεο 

επαγγεικαηηθήο ζηαδηνδξνκίαο αζθνχλ πίεζε ζηνπο καζεηέο θαη θαη‟ επέθηαζε 

ζηνπο γνλείο ηνπο ψζηε λα θαηαθηήζνπλ νη καζεηέο καο απηά ηα εθφδηα πνπ 

ζεσξνχληαη αλαγθαία α) γηα ηελ εηζαγσγή ηνπο ζηελ Σξηηνβάζκηα εθπαίδεπζε θαη β) 

γηα ηελ επαγγεικαηηθή ηνπο ζηαδηνδξνκία. 

Παξφκνηα είλαη θαη ε επίζεκε ζέζε ηεο Πνιηηείαο, ε νπνία α) άιιαμε ην ζχζηεκα 

εηζαγσγήο κε ηηο Γέζκεο, θαη εηζήγαγε ηα Μαζεκαηηθά Γεληθήο Παηδείαο σο 

εμεηαδφκελν κάζεκα ζε φιεο ηηο θαηεπζχλζεηο θαη β) κέρξη ζήκεξα ζηαζεξά απμάλεη 

ηελ χιε ησλ αλαιπηηθψλ πξνγξακκάησλ ζηα Μαζεκαηηθά Γπκλαζίνπ θαη Λπθείνπ 

ζπλνιηθά, ρσξίο φκσο λα απμάλεη ηηο ψξεο δηδαζθαιίαο ησλ Μαζεκαηηθψλ. 

 

Τπάξρνπλ θνηλέο δπζθνιίεο γηα ηελ θαηαλφεζε ηεο Άιγεβξαο θαη ηεο Γεσκεηξίαο 

απφ κέξνπο ησλ καζεηψλ, αιιά θαη εηδηθέο δπζθνιίεο πνπ αθνξνχλ είηε κφλν ηελ 

θαηαλφεζε ηεο Άιγεβξαο, είηε κφλν ηεο Γεσκεηξίαο. 

Οη θνηλέο δπζθνιίεο πνπ αληηκεησπίδνπλ νη καζεηέο ηεο Α΄ Λπθείνπ ζηα 

Μαζεκαηηθά είλαη νη εμήο: 

1) Μηθξή ε κεδεληθή εμνηθείσζε κε ηε γιψζζα δνθηκίνπ, πνπ θαηά θαλφλα 

ρξεζηκνπνηείηαη ζηα βηβιία ησλ Μαζεκαηηθψλ ζην Λχθεην, αιιά θαη ζηελ απζηεξή 

έθθξαζε ησλ καζεκαηηθψλ πξνηάζεσλ. Ζ κηθξή απηή εμνηθείσζε κεηψλεη ηηο 

δπλαηφηεηεο θαηαλφεζεο ησλ Μαζεκαηηθψλ θαη θαζηζηά αδχλαηε ηε ρξήζε απηήο 

ηεο γιψζζαο φηαλ ηνπο δεηείηαη λα εθθξάζνπλ ηηο καζεκαηηθέο ηνπο γλψζεηο, εηδηθά 

φηαλ πξφθεηηαη λα αμηνινγεζνχλ. 

Ο θαζεγεηήο ησλ Μαζεκαηηθψλ πξέπεη: 

 λα αλακέλεη ηελ έιιεηςε απηή 

 λα είλαη ππνκνλεηηθφο ζηελ επαλάιεςε ηεο νξνινγίαο θαη ησλ καζεκαηηθψλ 

εθθξάζεσλ ψζπνπ λα γίλνπλ θηήκα φισλ ησλ καζεηψλ ηνπ 

 λα κελ απνζαξξχλεη ηνπο καζεηέο φηαλ δελ εθθξάδνπλ απηφ πνπ έρνπλ θαηαιάβεη 

κε ηελ απζηεξή γιψζζα πνπ απαηηείηαη ζηα Μαζεκαηηθά 

 λα αμηνινγεί ζην 1
ν
 ηεηξάκελν ηεο Α΄ Λπθείνπ ηνπο καζεηέο ηνπ γηα ηηο γλψζεηο 

ηνπο θαη ηελ πξνζπάζεηα ηνπο θαη φρη κε γλψκνλα ην αλ θαη πφζν πξνζεγγίδνπλ 
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ην πξφηππν ηνπ θαινχ καζεηή πνπ έρεη εθείλνο ζην κπαιφ ηνπ, πνπ θαηαλνεί θαη  

εμίζνπ αςνγα εθθξάδεη ηηο καζεκαηηθέο έλλνηεο θαη πξνηάζεηο. 

2) Άγλνηα ηεο καζεκαηηθήο ινγηθήο θαη ησλ απνδεηθηηθψλ κεζφδσλ. 

Ζ έλλνηα ηεο ζπλεπαγσγήο θαη ηεο ηζνδπλακίαο είλαη ζπγθερπκέλεο ζην κπαιφ ησλ 

καζεηψλ. Παξφιν πνπ ε έλλνηα ηεο ηζνδπλακίαο εηζάγεηαη πνιχ λσξίο ζην Γπκλάζην, 

φηαλ αξρίδεη ε επίιπζε εμηζψζεσλ α΄ βαζκνχ, νη καζεηέο ιχλνπλ κεραληθά ηελ 

εμίζσζε ρσξίο λα αληηιακβάλνληαη φηη θάλνπλ ρξήζε ηζνδχλακσλ πξνηάζεσλ. ΋ηαλ 

ε ρξήζε ηεο ηζνδπλακίαο γίλεηαη απζηεξφηεξε ζην Λχθεην, πάιη κεραληθά νη καζεηέο 

ηελ ρξεζηκνπνηνχλ (παξάδεηγκα: νη αζθήζεηο ηεο παξαγξάθνπ 1.5 ζηελ Άιγεβξα ζηε 

δηάηαμε ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ). 

Ζ επζεία απφδεημε ηελ νπνία πεξηνξηζκέλα έρνπλ δεη ζην Γπκλάζην, είλαη αληηθείκελν 

απνκλεκφλεπζεο θαη φρη δεκηνπξγηθήο ζθέςεο. Ζ δηαπίζησζε απηή νδήγεζε λα κελ 

γίλεηαη αμησκαηηθή ζεκειίσζε ζην βηβιίν ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο θαη λα 

αθαηξεζνχλ πνιιέο απφ ηηο απνδείμεηο ησλ ζεσξεκάησλ. 

Ζ απαγσγή ζε άηνπν, σο απνδεηθηηθή δηαδηθαζία, είλαη άγλσζηε ζηνπο καζεηέο απφ 

ην Γπκλάζην θαη δχζθνιε ζηελ εθαξκνγή ηεο. Σν ίδην θαη ε ρξήζε αληηζεην-

αληίζηξνθσλ πξνηάζεσλ, θαη ε ηέιεηα επαγσγή. 

Πξνηείλσ ζηνπο θαζεγεηέο πνπ δηδάζθνπλ Μαζεκαηηθά ζηελ Α΄ Λπθείνπ λα 

αθηεξψλνπλ 2 δηδαθηηθέο ψξεο γηα έλλνηεο ηεο καζεκαηηθήο ινγηθήο, φπσο ε 

ηζνδπλακία, θαη γηα ηηο πην ζπρλά ρξεζηκνπνηνχκελεο απνδεηθηηθέο κεζφδνπο, φπσο ε 

επζεία απφδεημε θαη ε απαγσγή ζε άηνπν. Να ρξεζηκνπνηνχλ απιά παξαδείγκαηα γηα 

θάζε κέζνδν. Καη θαηά ηε δηάξθεηα ησλ καζεκάησλ, φπνηε ρξεζηκνπνηείηαη 

απνδεηθηηθή δηαδηθαζία λα γίλεηαη κλεία ζην είδνο ηεο θαη ζηα βήκαηα πνπ 

αθνινπζνχληαη. 

Σέινο, ε δηεξεπλεηηθή δηαδηθαζία πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ Άιγεβξα απφ ηηο πξψηεο 

παξαγξάθνπο ηνπ Κεθαιαίνπ 1 (εμίζσζε αx + β = 0, αληζψζεηο αx + β <> 0, εμίζσζε    

x 
λ
 = α ) πξέπεη λα αλαιχεηαη σο βαζηθή κέζνδνο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη φηαλ κηα 

κεηαβιεηή ή παξάκεηξνο παίξλεη ηηκέο απφ έλα απεηξνζχλνιν. 

3) Καιιηέξγεηα δένπο θαη θνβίαο γηα ηα Μαζεκαηηθά. Πξάγκαηη, νη απαηηήζεηο ηεο 

Άιγεβξαο θαη ηεο Γεσκεηξίαο είλαη κεγάιεο, θαη ν ρξφλνο πνπ απαηηείηαη γηα εξγαζία 

ζην ζπίηη είλαη κεγαιχηεξνο. Γελ έρεη φκσο λφεκα λα επηηχρνπκε ηε κεγαιχηεξε 

ελαζρφιεζε ησλ καζεηψλ καο, θαιιηεξγψληαο ην θφβν ηεο απνηπρίαο ζηα 

Μαζεκαηηθά. Ζ επηινγή ησλ πξψησλ ηεζη ζα πξέπεη λα είλαη ηέηνηα ψζηε νη καζεηέο 

λα κε ζπλαληήζνπλ κεγάιε δπζθνιία θαη λα πάξνπλ θαιφ βαζκφ, αθνχ θαισο ε 

θαθψο έρνπλ ζπλδέζεη ηε βαζκνινγία ηνπο κε ηελ επίδνζε ηνπο.  

Οη απαμησηηθέο εθθξάζεηο φηαλ νη καζεηέο δελ είλαη ζε ζέζε λα ρξεζηκνπνήζνπλ ηελ 

απζηεξή καζεκαηηθή γιψζζα, νδεγνχλ κφλν ζηελ απνζάξξπλζε ηνπο. ΢ηγά ζηγά ε 

πξνζπάζεηα πνπ πξέπεη λα θαηαβάιινπλ νη καζεηέο ράλεη θάζε επραξίζηεζε θαη 

κεηαηξέπεηαη ζε αγγαξεία.  

Ζ πξνζπάζεηα ηνπ θαζεγεηή πξέπεη ζηα θεθάιαηα ηεο Άιγεβξαο 1 θαη 4(σο ην 

άζξνηζκα θαη ην γηλφκελν ησλ ξηδψλ κηα δεπηεξνβάζκηαο εμίζσζε) θαη  ζηα θεθάιαηα 

2, 3, 4 ηεο Γεσκεηξίαο λα επηθεληξψλεηαη φρη ζε δχζθνιε αζθεζηνινγία, αιιά ζηε 

βαζχηεξε θαηαλφεζε ησλ ελλνηψλ πνπ έρνπλ νη καζεηέο δηδαρζεί ζην Γπκλάζην θαη 

ζηελ θαηάθηεζε ησλ δηαδηθαζηψλ (αλαιπηηθή ζθέςε, δεκηνπξγία εηθαζηψλ θαη 

ππνζέζεσλ κέζσ ηεο δηαίζζεζεο, ζπλζεηηθή ζθέςε, απνδεηθηηθέο κεζφδνπο, 

δηεξεπλεηηθή εξγαζία).  

Οη ηερληθέο πξέπεη βεβαίσο λα γίλνπλ θη απηέο θηήκα ησλ παηδηψλ κέζσ ησλ 

αζθήζεσλ, αιιά απηφ αο κε γίλεηαη ην άπαλ ζηε δηδαζθαιία ησλ Μαζεκαηηθψλ. 
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Δηδηθέο δπζθνιίεο ζηελ ¨Αιγεβξα 
Έρσ ήδε αλαθεξζεί ζην πξψην θεθάιαην. Σν πξψην δηαγψληζκα ζηελ Άιγεβξα πνπ 

ζα επεξεάζεη θαη ην βαζκφ ηνπ 1
νπ

 ηεηξακήλνπ κπαίλεη ζπλήζσο ζηηο απφιπηεο ηηκέο. 

Δθεί εκθαλίδνληαη νη αζθήζεηο κε ηα δηπιά απφιπηα, κε ηηο πεξίεξγεο εμηζψζεηο πνπ 

δελ ιχλνληαη κε βνεζεηηθφ άγλσζην, αιιά πνπ γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ ρ, πξέπεη ν 

καζεηήο λα ιχζεη 3 ε 4 εμηζψζεηο θαη λα απνθιείζεη θάπνηεο ιχζεηο. Πνιχ ζπρλά 

αθνχγεηαη ε θξάζε αθφκα θαη απφ πνιχ θαινχο  καζεηέο «Γελ ηα έγξαςα φια, γηαηί 

δελ πξφιαβα». 

΢ην 4
ν
 θεθάιαην πνπ αθνινπζεί νη καζεηέο δπζθνιεχνληαη κελ λα παξαθνινπζήζνπλ 

ηελ απφδεημε πνπ θαηαιήγεη ζηελ επίιπζε ηεο δεπηεξνβάζκηαο εμίζσζεο. Δίλαη 

πξνηηκφηεξν λα δείμνπκε κε παξαδείγκαηα ηελ ζπκπιήξσζε ηνπ ηεηξαγψλνπ θαη ηε 

δεκηνπξγία ηεο δηαθξίλνπζαο. θαη λα κείλνπκε πεξηζζφηεξν ζηε ζεκαζία ηεο 

δηαθξίλνπζαο γηα ηνλ αξηζκφ θαη ην είδνο ησλ ξηδψλ. 

΢ην 2
ν
 θεθάιαην ηα ζηνηρεία ζεσξίαο ζπλφισλ είλαη ζρεηηθά θηιηθφ κάζεκα ζηνπο 

καζεηέο. Ηδηαίηεξε ζεκαζία έρεη λα θαηαλνήζνπλ νη καζεηέο ηε ρξεζηκφηεηα ηεο 

ζπλάξηεζεο ζηελ θαζεκεξηλή δσή. ΢ε εξψηεζε κνπ πξνο ηνπο καζεηέο πσο ηνπο 

θαίλεηαη ην θεθάιαην ησλ ζπλαξηήζεσλ, πνιινί καζεηέο απάληεζαλ «είλαη θάπσο 

βαξεηφ, δηφηη είλαη πνιχ ζεσξεηηθφ». Κη απηφ γηαηί ζην θεθάιαην απηφ δελ έρνπλ λα 

εθαξκφζνπλ ηερληθέο , φπσο λα ιχζνπλ κηα εμίζσζε, αιιά έρνπλ λα θαηαλνήζνπλ 

έλλνηεο φπσο ε ζπλάξηεζε, ε κνλνηνλία ηεο, θιπ. Οη έλλνηεο ηεο ζπκκεηξίαο θαη ηεο 

κνλνηνλίαο γίλνληαη θαηαλνεηέο απφ πνιιέο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ζπλαξηήζεσλ. Αλ 

πξνζεγγίζνπκε ηε κνλνηνλία κφλν κε εθαξκνγή ησλ νξηζκψλ, νη καζεηέο 

αληηκεησπίδνπλ ηδηαίηεξε δπζθνιία ζηε ρξήζε ησλ αληζνηηθψλ ζρέζεσλ πνπ πξέπεη 

λα δεκηνπξγεζνχλ. Κη εδψ ν φγθνο θαη ν βαζκφο δπζθνιίαο ησλ αζθήζεσλ δελ πξέπεη 

λα είλαη απνθαξδησηηθφο. 

΢ηα ζπζηήκαηα νη καζεηέο βξίζθνληαη πάιη ζηα γλψξηκα λεξά ησλ ηερληθψλ θαη φρη 

ηεο ζεσξίαο. Σα πξάγκαηα δπζθνιεχνπλ φηαλ πξφθεηηαη λα ιχζνπλ πξφβιεκα. 

Ζ κειέηε ηνπ ηξησλχκνπ γίλεηαη κάιινλ βηαζηηθά δηφηη πιεζηάδεη πηα ην ηέινο ηεο 

ρξνληάο θαη ν θαζεγεηήο έρεη νδεγίεο απφ ην ζρνιηθφ ζχκβνχιν λα νινθιεξψζεη ην 

4
ν
 θεθάιαην κέρξη ην ηέινο ησλ καζεκάησλ. Οη καζεηέο ζπλαληνχλ δπζθνιίεο λα 

θαηαιάβνπλ ηηο κεηαηνπίζεηο ζεσξεηηθά. Δίλαη πνιχ ρξεζηκφηεξν λα δνπλ ηηο 

γξαθηθέο παξαζηάζεηο πνιιψλ ζπλαξηήζεσλ κε ην ίδην α θαη λα βγάινπλ κφλνη ηνπο 

ηα ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ νξηδφληηα θαη ηελ θαηαθφξπθε κεηαηφπηζε. Πνιχ ρξήζηκν 

επνπηηθφ κέζν είλαη εθαξκνγέο ζηνλ H/Y πνπ καο δίλνπλ πνιιέο ηέηνηεο γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο πξνο ζχγθξηζε, κε ζρεδηαζηηθή αθξίβεηα θαη ζε ειάρηζην ρξφλν. 

Γπζηπρψο, πνιινί ιίγνη ζπλάδειθνη έρνπλ ηελ εμνηθείσζε πνπ απαηηείηαη κε ηνλ H/Y 

γηα λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηηο δπλαηφηεηεο πνπ έρεη.  

Σν ίδην ζα πξέπεη λα γίλεηαη θαη κε ην πξφζεκν ηνπ ηξησλχκνπ. Ο καζεηήο πξέπεη λα 

θαηαιάβεη κέζσ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο πνπ ζα βξίζθνληαη νη ηηκέο ηεο 

ζπλάξηεζεο φηαλ ην x δηαηξέρεη ην R  θαη κέζα απφ θεη λα θαηαιάβεη γηαηί πξέπεη λα 

βξεη ηε δηαθξίλνπζα θαη λα ππνινγίζεη ηηο ξίδεο θαη ηέινο λα θάλεη ην πηλαθάθη κε ην 

πξφζεκν ηνπ ηξησλχκνπ γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ x. 

Αλ νη καζεηέο έρνπλ θαηαιάβεη ην πξφζεκν ηνπ ηξησλχκνπ, νη αληζψζεηο δεπηέξνπ 

βαζκνχ, δελ παξνπζηάδνπλ δπζθνιία, αλ θαη δηδάζθνληαη κε κεραληθφ ηξφπν, θαη φρη 

κέζα απφ γξαθηθέο παξαζηάζεηο. 

 

Δηδηθέο δπζθνιίεο ζηε Γεσκεηξία  
Παξφιν πνπ δελ γίλεηαη αμησκαηηθή ζεκειίσζε ηεο Γεσκεηξίαο, ε Γεσκεηξία 

εμαθνινπζεί λα έρεη ηελ απζηεξή δνκή ηεο. Ο καζεηήο δελ ην θαηαιαβαίλεη απηφ θαη 

πνιχ ζπρλά ζα ζειήζεη λα ρξεζηκνπνηήζεη ζεσξήκαηα πνπ έρεη κάζεη 
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απνζπαζκαηηθά ζην Γπκλάζην, πνπ έπνληαη ζηε δνκή ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο 

θαη πνπ δηδάζθνληαη πνιχ αξγφηεξα, π.ρ. βξίζθεηαη ζηελ ηζφηεηα ησλ ηξηγψλσλ θαη 

ζέιεη λα ιχζεη κηα άζθεζε κε Ππζαγφξεην ζεψξεκα. ΋ηαλ ν θαζεγεηήο ιέεη πσο δελ 

κπνξεί, ν καζεηήο αληηηάζζεη πσο ην έρεη κάζεη ζην Γπκλάζην. Ο θαζεγεηήο δελ 

πξέπεη λα δψζεη ζην καζεηή ηελ εληχπσζε πσο φηη έκαζε ζην Γπκλάζην είλαη 

άρξεζην θαη πσο ηψξα ζα ην μαλακάζεη ζσζηά. ΋ηαλ θινλίδνπκε ηελ εκπηζηνζχλε 

ηνπ καζεηή ζηηο γλψζεηο ηνπ, ηνλ πείζνπκε πσο ε αλαδήηεζε ηεο γλψζεο θαη ε 

κάζεζε είλαη δηαδηθαζία ρσξίο λφεκα.  

Απφ ηα πξψηα θεθάιαηα ηεο Γεσκεηξίαο, νη καζεηέο πξέπεη λα θάλνπλ κφλνη ηνπο 

ζρήκαηα. Καη λα καζαίλνπλ ηελ θαηλνχξγηα νξνινγία κέζα απφ ηα ζρήκαηα πνπ 

θαηαζθεπάδνπλ νη ίδηνη. Ίζσο είλαη πην ρξνλνβφξα δηαδηθαζία, αιιά πνιχ πην 

απνδνηηθή, αθνχ κφλν έηζη ν καζεηήο θαηαλνεί ηηο γεσκεηξηθέο έλλνηεο. 

΢ρεδηάδνληαο πξνζεγγίδεη δηαηζζεηηθά ηελ πξφηαζε πνπ ηνπ δεηείηαη λα θαηαλνήζεη ή 

λα απνδείμεη. Έλα κάζεκα γεσκεηξίαο πνπ ν θαζεγεηήο θάλεη φια ηα ζρήκαηα ζηνλ 

πίλαθα θαη ν καζεηήο απιψο θνηηάδεη θαη θαιείηαη λα απαληήζεη ζε εξσηήζεηο, είλαη 

έλα θαθφ κάζεκα γεσκεηξίαο. ΢ηε γεσκεηξία, ν καζεηήο πξέπεη λα παιέςεη κε ην 

ζρήκα, γηα λα ηνπ θαλεξψζεη απηφ, ηηο εηθαζίεο πνπ πξέπεη λα θάλεη θαη ηα 

ζεσξήκαηα πνπ πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζεη. 

Οη απνδείμεηο ησλ ζεσξεκάησλ ηεο Γεσκεηξίαο –φζεο έρνπλ κείλεη- δελ καζαίλνληαη 

απφ ην καζεηή, αλ δελ ηηο απνζηεζίζεη (παξάδεηγκα: ε απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο 5.7 

γηα ην βαξχθεληξν ηξηγψλνπ). ΋κσο δελ κπνξνχκε λα θάλνπκε Δπθιείδεηα Γεσκεηξία 

ρσξίο απφδεημε. Οη καζεηέο καο έξρνληαη απφ ην γπκλάζην κε θάπνηα ζηεξεφηππα 

γλψζεσλ, πνπ δελ πεξηιακβάλνπλ απνδεηθηηθέο δηαδηθαζίεο. Ζ απφδεημε πξέπεη λα 

δηδάζθεηαη ζηνπο καζεηέο ζαλ έλα απαξαίηεην ζηνηρείν, φρη κφλν γηα ηελ θαηαλφεζε 

ηεο Γεσκεηξίαο, αιιά ηεο αλζξψπηλεο ινγηθήο. Καη ν θαζεγεηήο πξέπεη λα αθηεξψζεη 

ρξφλν γηα λα δείμεη αλαιπηηθά ηελ απφδεημε, ψζηε θαη νη καζεηέο λα κπνξέζνπλ ζηγά 

ζηγά λα θάλνπλ απνδείμεηο κφλνη ηνπο θαη φρη λα ηηο απνκλεκνλεχνπλ. 

Ζ ΄Αιγεβξα θαη ε Γεσκεηξία εμεηάδνληαλ κέρξη πέξπζη ζηε Β΄Λπθείνπ. Έηζη νη 

καζεηέο απφ ηελ Α‟ Λπθείνπ έδηλαλ θάπνηα πξνζνρή ζηε Γεσκεηξία, αθνχ φιε ε χιε 

εμεηαδφηαλ νπζηαζηηθά ζηε Β΄ Λπθείνπ. Σψξα πνπ ε Γεσκεηξία δελ εμεηάδεηαη ζηε 

Β΄ Λπθείνπ , λνκίδσ φηη νη καζεηέο δελ ζα έρνπλ πηα έλα ζνβαξφ θίλεηξν γηα ηε 

κειέηε ηεο. 

Σν κήλπκα πνπ ιακβάλσ απφ ηα ζρνιεία πνπ επηζθέπηνκαη, είλαη φηη ην ελδηαθέξνλ 

ησλ καζεηψλ ηεο Β΄ Λπθείνπ έρεη κεησζεί εθέηνο γηα φια ηα καζήκαηα. Κη 

αλαξσηηέκαη, αλ απηφ είλαη πνπ πεηχρακε γηα ηα παηδηά καο: Ζ κάζεζε λα κελ είλαη 

πηα δηθαίσκα γηα ην νπνίν πξέπεη λα αγσληζηνχλ, αιιά κηα ππνρξέσζε πνπ 

επηβάιινπλ νη εμεηάζεηο. 

  

΢αο επραξηζηψ. 
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Λύλνληαο έλα πξόβιεκα αλάιπζεο κε ηελ βνήζεηα ζρήκαηνο. 
 

Απφζηνινο Κ. Γέκεο 
Λχθεην Βαξβαθείνπ ΢ρνιήο 

 

Ο φξνο ζρήκα ζηελ αλάιπζε έρεη επξχηεξν πεξηερφκελν απφ απηφ πνπ ηνπ απνδίδεηαη 

ζπλήζσο:  ζρήκα ζηελ αλάιπζε κπνξεί λα είλαη 

 κηα γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο,  
 έλα δελδξνδηάγξακκα,  
 κηα δηάηαμε ζην επίπεδν ή ζηνλ ρψξν, αθφκε θαη  
 έλαο ηχπνο.    

 

Έλα ζρήκα είλαη δπλαηφλ 

 λα καο νδεγήζεη  ζηελ νξζή επηινγή ζηξαηεγηθήο επίιπζεο ελφο πξνβιήκαηνο 
ή  

 λα ζπλεηζθέξεη θαζνξηζηηθά ζηελ ζπγθξφηεζε κηαο απφδεημεο.  
 

Ζ ζπλεηζθνξά ηνπ ζρήκαηνο ζηελ απφδεημε πξνηάζεσλ ηεο αλάιπζεο λνκίδσ φηη 

θαίλεηαη θαζαξά ζηελ αθφινπζε πεηξακαηηθή πξνζπάζεηα πνπ έγηλε ζε ηκήκα ηεο 

Θεηηθήο Καηεχζπλζεο ηνπ ζρνιείνπ καο.  Οη καζεηέο θιήζεθαλ λα ιχζνπλ ηελ 

αθφινπζε άζθεζε: 

  

Η ζπλάξηεζε  f : ℝ → ℝ ( έρεη ζπλερή ηξίηε παξάγσγν. 

Να απνδείμεηε φηη ππάξρεη a ℝ ηέηνην, ψζηε 

f(a)·f' (a)· f'' (a)·f''' (a)  ≥  0.
1
 

  

Ζ επίιπζή ηεο έγηλε κε ηα αθφινπζα βήκαηα. 

 

1
ν
 βήκα 

 

Μεηά απφ αξθεηή ζπδήηεζε θαηαιήμακε φηη γηα λα απνδείμνπκε ηελ πξφηαζε απηή 

αξθεί λα απνδείμνπκε ηελ αθφινπζε ηζνδχλακε πξφηαζε: 

 

Αλ είλαη   f(x)·f' (x)· f'' (x)·f''' (x) ≠ 0  γηα θάζε  x∊ℝ, 

ηόηε ππάξρεη a∊ℝ  ηέηνην, ώζηε   f(a)·f' (a)· f'' (a)·f''' (a) > 0. 

 

Δδψ πξέπεη λα επηζεκάλσ φηη ζε απηφ ην βήκα νη καζεηέο ζπλάληεζαλ ηηο 

πεξηζζφηεξεο δπζθνιίεο, θαζψο ε ηζνδπλακία ησλ δχν πξνηάζεσλ δελ έγηλε εχθνια 

θαηαλνεηή.  

 

2
ν
 βήκα 

 

Ξεθηλήζακε ηελ απφδεημε ππνζέηνληαο φηη είλαη   f(x)·f' (x)· f'' (x)·f''' (x) ≠ 0 γηα θάζε 

x∊ℝ. ΢ην εξψηεκα «ηη ζπκπεξαίλνπκε απφ απηήλ ηελ ππφζεζε;» νη καζεηέο 

απάληεζαλ φηη: 

                                                
1 The Fifty-Eighth William Lowell Putnam Mathematical Competition Saturday, December 5, 1998 
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Πξφζεκν ησλ ηηκψλ 

 ησλ ζπλαξηήζεσλ 

f      + - 

f '      

f ''              

- + + - 

+ - + - + - + - 

εθφζνλ νη ζπλαξηήζεηο   f,  f ',   f '',  f ''' 

 είλαη ζπλερείο θαη  

 δελ κεδελίδνληαη ζην ℝ, 

πξέπεη λα δηαηεξνχλ ζηαζεξφ πξφζεκν ζ΄ απηφ. 

Σφηε θαηαζθεπάζακε ζηνλ πίλαθα ην αθφινπζν δελδξνδηάγξακκα κε ην πξφζεκν ησλ 

ηξηψλ πξψησλ ζπλαξηήζεσλ. 

 

3
ν
 βήκα 

 

Βάζεη ηνπ αλσηέξσ δελδξνδηαγξάκκαηνο μεθηλήζακε ηελ δηεξεχλεζε ηεο κνξθήο ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f  ζε ζρέζε κε ηα πξφζεκα ησλ f , f ', f '' . 

Τπνζέζακε φηη ε ζπλάξηεζε  f  έρεη ζεηηθέο ηηκέο.  

΢ην εξψηεκα «πνηα είλαη κηα πηζαλή κνξθή ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο fC  ηεο f  

έλαο καζεηήο έθηηαμε ην αθφινπζν ζρήκα. 

 

 
 

 

4
ν
 βήκα 

Τπνζέζακε φηη νη ζπλαξηήζεηο   f  θαη   f ΄  έρνπλ ζεηηθέο ηηκέο. 

Σφηε νη καζεηέο παξαηήξεζαλ φηη ε f  είλαη γλεζίσο αχμνπζα θαη έλαο απφ απηνχο 

Πξφζεκν ησλ ηηκψλ 

 ησλ ζπλαξηήζεσλ 

 f    + - 

  f ΄   

    f ΄΄    

- + + - 

+ - + - + - + - 
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έθηηαμε ην αθφινπζν ζρήκα. 

 

 
 

 

5
ν
 βήκα 

Σψξα ππνζέζακε φηη ε ζπλάξηεζε  f   έρεη ζεηηθέο ηηκέο θαη ε  f'   έρεη αξλεηηθέο 

ηηκέο. 

Οη καζεηέο παξαηήξεζαλ φηη ε f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα θαη έλαο απφ απηνχο 

έθηηαμε ην αθφινπζν ζρήκα. 

 

 

 
 

 

6
ν
 βήκα 

 

Τπνζέζακε φηη νη ζπλαξηήζεηο   f,  f'  θαη  f ''   έρνπλ ζεηηθέο ηηκέο.  

Οη καζεηέο παξαηήξεζαλ φηη ε f  είλαη γλεζίσο αχμνπζα θαη θπξηή θαη θηηάμακε ην 

αθφινπζν ζρήκα. 

 

 

 

 

 

Πξφζεκν ησλ ηηκψλ 
 ησλ ζπλαξηήζεσλ 

 f    + - 

  f ΄   

    f ΄΄    

- + + - 

+ - + - + - + - 

Πξφζεκν ησλ ηηκψλ 
 ησλ ζπλαξηήζεσλ 

 f    + - 

  f ΄   

    f ΄΄    

- + + - 

+ - + - + - + - 
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7
ν
 βήκα 

 

Τπνζέζακε φηη νη ζπλαξηήζεηο   f  θαη   f''  έρνπλ ζεηηθέο ηηκέο θαη ε ζπλάξηεζε  f'  

έρεη αξλεηηθέο ηηκέο. 

Οη καζεηέο παξαηήξεζαλ φηη ε f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα θαη θπξηή θαη έλαο απφ 

απηνχο έθηηαμε ην αθφινπζν ζρήκα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8
ν
 βήκα 

 

Σψξα ππνζέζακε φηη νη ζπλαξηήζεηο   f   θαη   f '  έρνπλ ζεηηθέο ηηκέο θαη ε ζπλάξηεζε   

f''   έρεη αξλεηηθέο ηηκέο.  

Οη καζεηέο είπαλ φηη ε f  είλαη γλεζίσο αχμνπζα θαη θνίιε θαη έλαο απφ απηνχο 

πξνζπάζεζε λα θηηάμεη ην ζρήκα. 

Πξφζεκν ησλ ηηκψλ 

 ησλ ζπλαξηήζεσλ 

 f    + - 

  f ΄   

    f ΄΄    

- + + - 

+ - + - + - + - 

Πξφζεκν ησλ ηηκψλ 

 ησλ ζπλαξηήζεσλ 

 f    + - 

  f ΄   

    f ΄΄    

- + + - 

+ - + - + - + - 
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΋ινη δηαπηζηψζακε φηη ππάξρεη πξφβιεκα.  Γελ κπνξνχζακε λα θηηάμνπκε ηελ 

γξαθηθή παξάζηαζε κηαο θνίιεο θαη γλεζίσο αχμνπζαο ζπλάξηεζεο κε ζεηηθέο ηηκέο.  

΢ην εξψηεκα «γηαηί ζπκβαίλεη απηφ;» κηα καζήηξηα απάληεζε ιέγνληαο φηη απηφ 

νθείιεηαη ζην γεγνλφο πσο ε γξαθηθή 

παξάζηαζε κηαο θνίιεο ζπλάξηεζεο 

βξίζθεηαη θάησ απφ θάζε εθαπηνκέλε ηεο, 

εθηφο ηνπ θνηλνχ ηνπο ζεκείνπ.   

Σφηε έθηηαμε ην αθφινπζν ζρήκα. 

 

 

 

 

 

 

Δκπινπηίζακε απηφ ην ζρήκα σο εμήο: 

 

 

 

 

9
ν
 βήκα 

 

Βιέπνληαο ην ζρήκα απηφ έλαο καζεηήο είπε: «θαζψο ε fC  βξίζθεηαη θάησ απφ ηελ 

εθαπηνκέλε, φηαλ θηλνχκαζηε πξνο ηα αξηζηεξά ε εθαπηνκέλε ζπξψρλεη ηελ fC  λα 

πεξάζεη θάησ απφ ηνλ άμνλα x' x». 

Απηφ ην γξάςακε ζηνλ πίλαθα ζε θαηαθφξπθε δηάηαμε. Οη καζεηέο θιήζεθαλ λα 

κεηαθξάζνπλ ηελ θπζηθή γιψζζα ζε καζεκαηηθή. Έηζη ζηνλ πίλαθα είρακε ην 

αθφινπζν ζρήκα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Πξφζεκν ησλ ηηκψλ 

 ησλ ζπλαξηήζεσλ 

 f    + - 

  f ΄   

    f ΄΄    

- + + - 

+ - + - + - + - 
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(Γελ πξέπεη λα μερλάκε φηη είλαη  f ' a 0 ) 

Έηζη θαηαιήμακε ζην φηη εάλ 

 νη ζπλαξηήζεηο   f   θαη   f '  έρνπλ ζεηηθέο ηηκέο θαη  
 ε   f ''   έρεη αξλεηηθέο ηηκέο,  

ηφηε ε  f  θνληά ζην  -∞  είλαη αξλεηηθή!  

Απηφ φκσο είλαη άηνπν. 

 

10
ν
 βήκα 

 

΢ηελ ζπλέρεηα βγάιακε ην ζπκπέξαζκα φηη: 

εάλ νη ζπλαξηήζεηο   f  θαη  f'  έρνπλ ζεηηθέο 

ηηκέο, ηφηε  

 ε  f   δελ κπνξεί λα είλαη θνίιε θαη 

επνκέλσο  

 ε  f''   είλαη ζεηηθή.  

 

 

 

11
ν
 βήκα 

 

Οη καζεηέο παξαηήξεζαλ φηη κε ηνλ ίδην 

ηξφπν ζπκπεξαίλνπκε φηη εάλ  

 ε ζπλάξηεζε   f   έρεη ζεηηθέο 
ηηκέο θαη  

 ε   f'   έρεη αξλεηηθέο ηηκέο,  

ηφηε:  

 

 ε   f   δελ κπνξεί λα είλαη θνίιε θαη επνκέλσο  

 ε   f''   είλαη ζεηηθή. 

 

 

 

 

Πξφζεκν ησλ ηηκψλ 

 ησλ ζπλαξηήζεσλ 

 f    + - 

  f ΄   

    f ΄΄    

- + + - 

+ + - + -  1  

 2  

2A  

- 

Πξφζεκν ησλ ηηκψλ 

 ησλ ζπλαξηήζεσλ 

 f    + - 

  f ΄   

    f ΄΄    

- + + - 

+ 

+ + - + - 

Μαζεκαηηθή γιψζζα 

        ' ,f x f a x a f a a     

     lim '
x

f a x a f a


     

 lim
x

f x


    

Φπζηθή γιψζζα 

Ζ 
fC  βξίζθεηαη «θάησ» απφ ηελ εθαπηνκέλε. 

Καζψο «θηλνχκαζηε» πξνο ηα αξηζηεξά ε  

εθαπηνκέλε ζπξψρλεη ηελ 
fC  

ψζηε λα «πεξάζεη θάησ»  

απφ ηνλ άμνλα 'x x . 
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Πξφζεκν ησλ ηηκψλ 

 ησλ ζπλαξηήζεσλ 

 f    + - 

  f ΄   

    f ΄΄    

- + + - 

+ + + - + - 
Πξφζεκν ησλ ηηκψλ 

 ησλ ζπλαξηήζεσλ 

 f    + - 

  f ΄   

    f ΄΄    

- + + - 

+ + - - 

12
ν
 βήκα 

 

Έηζη θαηαιήμακε ζην φηη ηζρχεη πσο εάλ ε ζπλάξηεζε   f   έρεη ζεηηθέο ηηκέο, ηφηε θαη 

ε   f''   έρεη ζεηηθέο ηηκέο αλεμαξηήησο ηνπ πξφζεκνπ ησλ 

 ηηκψλ ηεο    f' .  

 

 

13
ν
 βήκα 

  

Οη καζεηέο παξαηήξεζαλ φηη 

νκνίσο ζπκπεξαίλνπκε φηη  

εάλ ε ζπλάξηεζε  f  έρεη 

αξλεηηθέο ηηκέο, ηφηε θαη ε   f''   

έρεη αξλεηηθέο ηηκέο, 

αλεμαξηήησο ηνπ  πξφζεκνπ ησλ 

ηηκψλ ηεο    f' .  

 

 

 

14
ν
 βήκα 

 

Έηζη φινη δηαπηζηψζακε φηη εάλ νη ζπλαξηήζεηο   f   θαη   f''   δελ κεδελίδνληαη, ηφηε 

είλαη «νκφζεκεο» θαη επνκέλσο θαη νη ζπλαξηήζεηο   f'   θαη f'''   αλ δελ κεδελίδνληαη, 

είλαη επίζεο «νκφζεκεο».  

Άξα απνδείμακε (ηελ ηζρπξφηεξε απφ ηελ δεηνχκελε) πξφηαζε:  

Δάλ ε έθθξαζε  f(x)·f' (x)· f'' (x)·f''' (x)  δελ κεδελίδεηαη γηα θάπνηα ηηκή ηνπ x,  

ηόηε γηα θάζε  x∊  είλαη  f(x)·f' (x)· f'' (x)·f''' (x) > 0. 
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΢ρήκαηα πνπ «κηινύλ», πξνβιήκαηα πνπ «πξνθαινύλ» 

Δηζεγεηήο :   Βαζίιεο Καηζαξγύξεο  
Καζεγεηήο ζην Βαξβάθεην Πεηξακαηηθό Λύθεην  

 
 
 ΢ηε εηζήγεζή κνπ ζα αλαπηχμσ θάπνηνπο απφ ηνπο παξάγνληεο νη νπνίνη θαηά 

ηε γλψκε κνπ πξέπεη λα ιακβάλνληαη ζνβαξά ππφςε ζηε δηακφξθσζε ηεο 

δηδαζθαιίαο ησλ Μαζεκαηηθψλ γηαηί θάλνπλ ηε δηδαζθαιία ηνπο ειθπζηηθή.   

  Μεηαμχ απηψλ ησλ παξαγφλησλ είλαη:  

 Ζ Ηζηνξηθή αλαδξνκή θαη πξνζέγγηζε ηνπ ζέκαηνο 

 Σν ΢ρήκα ( ΢θίηζν-Γελδξνδηάγξακκα ) 

 Ζ αλάδεημε ηεο ρξεζηκόηεηαο απηώλ πνπ δηδάζθνπκε κέζα από θαηάιιεια 

πξνβιήκαηα. 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 
 
      ΢ηελ ζπλέρεηα ζα πξνζπαζήζσ κε επηιεγκέλα παξαδείγκαηα λα αλαδείμσ ην ξφιν 

θαη ηε ζπκβνιή θαζελφο απφ ηνπο ηξεηο απηνχο παξάγνληεο ζηελ θαιχηεξε νξγάλσζε 

ηεο δηδαζθαιίαο ησλ Μαζεκαηηθψλ. 

 

 

 Ζ Ηζηνξηθή αλαδξνκή θαη πξνζέγγηζε ηνπ ζέκαηνο  

                                                                                                                       
        ΋ηαλ μεθηλάκε λα δηδάμνπκε κηα λέα ελφηεηα , έλα κεγάιν «Ηζηνξηθφ ζεψξεκα»,  

ή λα εηζάγνπκε κηα λέα έλλνηα, ηφηε κηα κηθξή Ηζηνξηθή αλαθνξά κπνξεί λα 

δηακνξθψζεη έλα θιίκα πεξηέξγηαο ή λα πξνθαιέζεη ην ελδηαθέξνλ ησλ καζεηψλ. 

Απηφ ην κέξνο ηεο δηδαζθαιίαο φκσο απαηηεί ηδηαίηεξε πξνζνρή. Σν ηζηνξηθφ 

ζεκείσκα, δελ πξέπεη λα πεξηέρεη δχζθνιεο Μαζεκαηηθέο πξνζεγγίζεηο θαη αλαθνξέο 

γηαηί ηφηε ζα πεηχρνπκε ην αληίζεην αθξηβψο απνηέιεζκα απφ απηφ πνπ 

πξνζδνθνχκε. Θα θνβίζνπκε ηνπο καζεηέο. 

Η διδαζκαλία ηυν μαθημαηικών

Ιζηοπία
Σσήμα

Ππόβλημα

Πεπιέπγεια

Ενδιαθέπον

Υποτία

Οδηγεί ζηην 

απόδειξη

Οδηγεί ζε 

λάθη;

Ενδιαθέπον

Κίνηηπο

Ππόκληζη
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       Έλα  ζχληνκν Ηζηνξηθφ ζεκείσκα πξνθαιεί πεξηέξγεηα θαη αλεβάδεη ην 

ελδηαθέξνλ ηνπ καζεηή γηα βαζχηεξε κειέηε ηνπ ζέκαηνο. 

       Έρσ πεηξακαηηζηεί θαηά θαηξνχο γηα ην απνηέιεζκα πνπ κπνξεί λα επηθέξεη  ε 

δηήγεζε κηαο « Η ζ η ν ξ ί α ο »  ζρεηηθήο κε ην αληηθείκελν πνπ ζέινπκε λα δηδάμνπκε. 

Έηζη γηα παξάδεηγκα δηδάζθνληαο ην Οξηζκέλν  Οινθιήξσκα ζε δχν παξάιιεια 

ηκήκαηα ηεο ίδηαο πεξίπνπ δπλακηθφηεηαο έθαλα ηελ εμήο δνθηκή.  

΢ην πξώην ηκήκα μεθίλεζα ηελ δηδαζθαιία θαηεπζείαλ , ελώ ζην δεύηεξν έθαλα κηα 

ζύληνκε Ηζηνξηθή Αλαδξνκή. 

     «Ξεθηλψληαο απφ ηνλ Δύδνμν (408-355π.ρ.) θαη ηε κέζνδν ηεο εμάληιεζεο 

πέξαζα ζηνλ Αξρηκήδε (287-212 π.ρ.) γηα λα θαηαιήμσ κηιψληαο γεληθά γηα ην 

δηαθνξηθό θαη νινθιεξσηηθό  ινγηζκό ζηνλ Isaac Newton (1642-1723 κ.ρ.) θαη ηνλ 

Gottfried Leibniz (1648-1716 κ.ρ.)» 

     Σν απνηέιεζκα ήηαλ ην εμήο:  

     ΢ην πξψην ηκήκα νη καζεηέο πξνζπαζνχζαλ κε θφπν λα παξαθνινπζήζνπλ ηελ 

πνξεία ηνπ καζήκαηνο κε φια εθείλα ηα αζξνίζκαηα.  

     ΢ην δεχηεξν ηκήκα νη καζεηέο παξαθνινπζνχζαλ κε ζαθψο  κεγαιχηεξν 

ελδηαθέξνλ. Γηαηχπσλαλ κάιηζηα θαη εξσηήζεηο φπσο: 

       -  « Μέρξη πνην ζεκείν έθζαζαλ νη κειέηεο ηνπ Αξρηκήδε ; »  ,   

       - «Σί έγηλε ζηνπο ελδηάκεζνπο αηψλεο κέρξη λα θηάζνπκε ζηνπο Newton θαη 

Leibniz ; » 

   

 

 Σν ΢ρήκα (΢θίηζν-Γελδξνδηάγξακκα) 

 
      Απφ ηελ αξραία Διιάδα κέρξη ζήκεξα ην ζρήκα έπαημε ζεκαληηθφ ξφιν ζηελ 

αλάπηπμε θαη ηε  δηδαζθαιία ησλ Μαζεκαηηθψλ. 

 

  Αξραίνη Έιιελεο Μαζεκαηηθνί:  «Πάηεζαλ» γεξά πάλσ ζην ζρήκα γηα λα 

κπνξέζνπλ λα δηαηππψζνπλ Μαζεκαηηθέο έλλνηεο θαη λα απνδείμνπλ Μαζεκαηηθέο 

πξνηάζεηο. 

 

  Αξρηκήδεο: «Οξηζκέλα πξάγκαηα αξρηθά γίλνληαη θαλεξά ζε κέλα κέζα απφ 

ην ζρήκα ή κε ηε βνήζεηα κηαο κεραληθήο κεζφδνπ, αλ θαη απηά πξέπεη ζηε 

ζπλέρεηα λα απνδεηρζνχλ κε γεσκεηξηθφ ηξφπν, δηφηη ε έξεπλα κε ηελ παξαπάλσ 

κέζνδν δελ δίλεη ηελ πξαγκαηηθή απφδεημε»  

 

 

  Isaac Barrow:  Γάζθαινο ηνπ Η. Newton ζην Cambridge, δηαηχπσζε πξψηνο 

θαη απέδεημε έλα Γεσκεηξηθφ Ηζνδχλακν (αλάινγν) ηνπ Θεκειηώδνπο 

Θεσξήκαηνο. Σελ απφδεημε κπνξνχκε λα ηελ βξνχκε ζην έξγν ηνπ: «Lectiones 

Opticae et Geometricae». 
  

  Robert Ellis θαη Denny Gulick:  ΢ηα παηδαγσγηθά ραξαθηεξηζηηθά 

(Pedagogical   Features) ηνπ βηβιίνπ ηνπο κε ηίηιν «Calculus and Analytic 

Geometry» γξάθνπλ: 

«΋πνπ είλαη δπλαηφλ ρξεζηκνπνηνχκε ην ζρήκα γηα λα εηζάγνπκε έλλνηεο ή λα 

νδεγεζνχκε ζε απνδείμεηο έηζη ψζηε ν αλαγλψζηεο λα κπνξεί εχθνια λα 

απνξξνθήζεη ηνπο νξηζκνχο θαη ηα ζεσξήκαηα».  

 

       Michael Spivak:   «Γηαθνξηθόο θαη Οινθιεξσηηθόο Λνγηζκόο»    
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«Απφ ηφηε πνπ ν ινγηζκφο πξφζθεξε ην πεδίν ζην νπνίν αλαπηχρζεθαλ νη 

ζχγρξνλνη ηξφπνη ηεο Μαζεκαηηθήο ΢θέςεο, θάλεθε ε αλάγθε λα εληζρπζεί ε 

ζρέζε ηεο δηαίζζεζεο κε ηε ινγηθή, θαηά ηελ εμέηαζε ησλ φκνξθσλ ελλνηψλ 

ηεο Αλάιπζεο.» 

 

 G. Polya:  “ How To Solve It ”  Δπηζεκαίλεη ηελ αμία ηνπ ζρήκαηνο ζηελ 

επίιπζε πξνβιεκάησλ. «Σα καζεκαηηθά ζεσξνχληαη σο ε επηζηήκε ηεο απφδεημεο. 

Απηφ φκσο είλαη ε κία  πιεπξά ηνπο. Πξέπεη λα καληέςεηο, λα εηθάζεηο έλα 

Μαζεκαηηθφ ζεψξεκα. Πξέπεη λα καληέςεηο ηελ ηδέα ηεο απφδεημήο ηνπ πξηλ ην 

απνδείμεηο. Πξέπεη λα ζπλδπάζεηο παξαηεξήζεηο θαη λα αθνινπζήζεηο αλαινγίεο . 

Έλα ζ ρήκα  ή έλα δ ηάγξακ κ α  βνεζάεη ζην λα δηαηππψζνπκε κηα εηθαζία,λα 

ν π η η θ ν π ν η ή ζ ν π κ ε  ( v i s u a l i z e ) ,  λα νξγαλψζνπκε θαη λα αλαιχζνπκε ηηο 

ζπλζήθεο ελφο πξνβιήκαηνο ή  ελφο ζεσξήκαηνο».  

 

   Gauss: « Γλψξηδα ηηο ιχζεηο εδψ θαη πνιχ θαηξφ, αιιά δελ ήμεξα αθφκε πσο 

λα θηάζσ ζε απηέο ».  

 

       Newton: « Δίλαη θαλεξφ ζε κέλα θαη δελ ζα αλαιάβσ λα ην απνδείμσ ζηνπο 

άιινπο »  

 

 Galileo Galilei (IL SAGGIATORE)  « Ζ θηινζνθία είλαη θαηαγεγξακκέλε ζε 

απηφ ην ηεξάζηην βηβιίν-ελλνψ ην ΢χκπαλ- πνπ βξίζθεηαη ζπλέρεηα αλνηθηφ 

κπξνζηά καο , δελ κπνξνχκε φκσο λα ην θαηαλνήζνπκε, εθηφο αλ θαηαιάβνπκε 

ηε γιψζζα ηνπ θαη εξκελεχζνπκε ηα ζηνηρεία κε ηα νπνία έρεη γξαθεί. Δίλαη 

γξακκέλν ζηε γιψζζα ησλ Μαζεκαηηθψλ, θαη ηα ζηνηρεία ηνπ είλαη ηα ηξίγσλα, 

νη θύθινη θαη ηα άιια Γεσκεηξηθά ΢ρήκαηα, ρσξίο ηα νπνία είλαη αλζξσπίλσο 

αδχλαην λα γίλεη θαηαλνεηή έζησ θαη κηα ηνπ ιέμε ».. 

 

        ΋ξνη φπσο “Visual Calculus” (By David Schnider-University of Maryland), 

“Visual Thinking” θαη “Proofs Without Words” 

 (By  Roger B. Nelsen) έρνπλ πιένλ ηε ζέζε ηνπο ζηε δηεζλή  βηβιηνγξαθία. 

 

Μεηά ηελ παξάζεζε ησλ παξαπάλσ απφςεσλ αλαξσηηφκαζηε : 

Πόζν θαζνξηζηηθόο κπνξεί λα είλαη ν ξόινο ηνπ ζρήκαηνο ζηε δηδαζθαιία ησλ 

Μαζεκαηηθώλ; 

  ΢ηε ζπλέρεηα ζα αλαδεηήζνπκε ηελ απάληεζε ζην εξψηεκα απηφ κέζα απφ 

θαηάιιεια επηιεγκέλα ζέκαηα ησλ Μαζεκαηηθψλ. 

 

 

Θέκαηα από ην Λύθεην 
       

 

1) Σα ζρήκαηα (1),(2)θαη (3) απνδίδνπλ γξαθηθά, γηα ηνπο ζεηηθνύο 

αξηζκνύο x ,y, z ηελ «απόδεημε»  ηεο αληζόηεηαο                 

   
222xy zyxzxyz  ,     (1) 

 
Σν πξψην κέινο ηεο αληζφηεηαο (1) αληηπξνζσπεχηαη απφ ην άζξνηζκα ησλ 

εκβαδψλ ησλ νξζνγσλίσλ ηνπ ζρήκαηνο (1) ελψ ην δεχηεξν κέινο ηεο απφ ην 
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άζξνηζκα ησλ εκβαδψλ ησλ ηεηξαγψλσλ ηνπ ζρήκαηνο (2). Αλ ζρεδηάζνπκε ηα 

ζρήκαηα (1) θαη (2) ζε δχν δηαθνξεηηθέο δηαθάλεηεο θαη ζχξνπκε ηε κία πάλσ ζηελ 

άιιε, ιφγσ ηεο ηζφηεηαο  yxzzyx  , ζα πξνθχςεη ην ζρήκα (3), απφ 

ην νπνίν θαίλεηαη θαζαξά φηη ην άζξνηζκα ησλ εκβαδψλ ησλ νξζνγσλίσλ είλαη 

κηθξφηεξν ή  ίζν απφ ην  άζξνηζκα ησλ εκβαδψλ ησλ ηεηξαγψλσλ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα (1) 

 

 

 

           

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα (2) 

 

                                                                                                                    

            

 

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα (3) 

 

΢ΥΟΛΙΟ : Κάζε θνξά πνπ ρξεζηκνπνηνύκε  ζρήκα γηα λα «δηθαηνινγήζνπκε» 

κηα Μαζεκαηηθή Αιήζεηα πξέπεη λα επηζεκαίλνπκε ζηνπο καζεηέο  όηη ε 

«δηθαηνιόγεζε» απηή δελ απνηειεί απζηεξή καζεκαηηθή απόδεημε θαη όηη ζπλήζσο 

αλαθέξεηαη ζε εηδηθέο κόλν πεξηπηώζεηο. ΢ηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε 

«δηθαηινγήζακε» ηελ αληζόηεηα κόλν γηα  x, y, z ζεηηθνύο αξηζκνύο, ελώ όπσο είλαη 

γλσζηό ε αληζόηεηα απηή ηζρύεη  γηα όινπο ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο.   

 

2) Δδώ κπνξνύκε λα δεηήζνπκε από ηνπο καζεηέο λα δνθηκάζνπλ κε ηε 

βνήζεηα ηνπ ζρήκαηνο (4) λα  «δηθαηνινγήζνπλ» ηελ ηζόηεηα  
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3

1
...

4

1

4

1

4

1
32

  ,     (1) 

 

 
 

΢ρήκα (4) 

 Ηζρχνπλ         

 
4

1
)( 111BA

 

   
211222

4

1

4

1
)( BA

 
……………………………………. 

 νπφηε ην άζξνηζκα ησλ εκβαδψλ ησλ γξακκνζθηαζκέλσλ  ηξηγψλσλ είλαη    

 







 AB.....

4

1

4

1

4

1
32

  

,     (2) 

Υσξίδνπκε ην ζρήκα ζε νξδφληηεο ισξίδεο, φπνπ θάζε γξακκνζθηαζκέλν ηξίγσλν 

έρεη εκβαδφλ ην 
3

1  ηνπ εκβαδνχ ηεο αληίζηνηρεο ισξίδαο. Γειαδή ηζρχνπλ 

 11111
3

1
)( BA

 

 2211222
3

1
)( BA

 
………………………… 

νπφηε ην άζξνηζκα ησλ εκβαδψλ ησλ γξακκνζθηαζκέλσλ  ηξηγψλσλ είλαη    

 11
3

1


 
+

 
 2211

3

1


 
+ … =

 
 AB

3

1

 
,  (3) 

Απφ ηηο  (2) θαη (3) « πξνθχπηεη» ε  (1).  

 

΢ΥΟΛΗΟ: Σα παξαπάλσ δελ απνηεινύλ απζηεξή καζεκαηηθή απόδεημε γηαηί δελ 

κπνξνύκε λα πξνζζέηνπκε θαηά κέιε άπεηξν πιήζνο ηζνηήησλ. Δδώ βξίζθεηαη 

θξπκκέλε ε έλλνηα ηνπ νξίνπ, σζηόζν κε ην ζρήκα επηηπγράλνπκε κηα νπηηθνπνίεζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο ε νπνία «πείζεη» γηα ηελ αιήζεηα ηεο ηζόηεηαο θαη απαληάεη ζην εξώηεκα 

γ η α η ί  ε ί λ α η  έ η ζ η ;  Μέλεη όκσο αλαπάληεην ην εξώηεκα  π ώ ο ;  ΢ην 

εξώηεκα απηό απαληάκε κε ηελ απόδεημε, όηαλ ε δηδαθηηθή πξάμε ην απαηηεί.     

       

1B  
 1  

 2  

2A  

     2B  

 1  

 2  

2A  

1A  

 1  

 2  

2A  

4

1
 

24

1
 

1 
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  4) ΢ηε Γ΄Λπθείνπ πνιύ ζπρλά εκθαλίδνληαη ζέκαηα πνπ πεξηέρνπλ ηνλ 

αξηζκό e. ΢ηελ εξώηεζε ησλ καζεηώλ πνηνο είλαη απηόο ν καγηθόο 

αξηζκόο απαληάκε όηη είλαη ην όξην       












 λ

1
1lim

λ
e     (1) 

        ΢ην εξψηεκα  « πσο απνδεηθλύεηαη; » δελ κπνξνχκε λα ηνπο απαληήζνπκε  

γηαηί ε απάληεζε βξίζθεηαη έμσ απφ ηνπο ζθνπνχο απηήο ηεο ηάμεο. 

        ΢ην εξψηεκα φκσο « γηαηί είλαη έηζη;» κπνξνχκε εχθνια λα απαληήζνπκε κε ηε 

βνήζεηα ηνπ ζρήκαηνο (5), ην νπνίν «πείζεη»  γηα ηελ αιήζεηα ηεο ηζφηεηαο θαη 

ηθαλνπνηεί ηελ πεξηέξγεηα ηνπ καζεηή                              

                                                                                       

Απφ ην ζρήκα. (5)  θαίλεηαη λα 

«ηζρχεη»:                             

2

1
1

1

1

1
Edx

x
E  




 

Οπφηε δηαδνρηθά έρνπκε: 

ζρήκα (5) 

 

1.
ν

11
1ln

1
.

ν

1











 


 

   1
1

ln
1











 





 

1
1

1ln
1

ν











 


 

ee 

















1
11 . 

Δμάιινπ ηζρχεη ee 










1lim , νπφηε απφ ηελ ηειεπηαία αληζφηεηα θαη  ην 

θξηηήξην ηεο παξεκβνιήο πξνθχπηεη ε ηζφηεηα (1). 

 

 

 

΢ΥΟΛΙΟ: 

Ζ επηινγή ηεο ζπλάξηεζεο  
x

y
1

  εηθάδεηαη από ηελ ηζόηεηα  
x

x
1

ln 


.   

 

5) Γηα νπνηαδήπνηε γλεζίσο απμνπζα θαη ζπλερή  ζπλάξηεζε f , κε 

  0xf , ηζρύεη ε ηζόηεηα: 

     221 





a

dxxfxf  

 



 22 

Απφ ην ζρήκα (6) κε ζηξνθή 90
0
 θαηά ηε θνξά ησλ δεηθηψλ ηνπ ξνινγηνχ 

παίξλνπκε ην ζρήκα (7) θαη κε αλάθιαζε (ζπκκεηξία)  σο πξνο ηνλ άμνλα y΄y 

παίξλνπκε ην ζρήκα (8). 

 

     ΢ρήκα 6. 
    

      
                ΢ρήκα 7.   

                                                                                       ΢ρήκα 8.          

      

Δίλαη θαλεξφ φηη   


a

dxxfE  (απφ ζρήκα 6)  θαη     dxxfdyyf
aa


 



 11   

(απφ ζρήκα 8). Απφ ην ζρήκα (6) εμάιινπ έρνπκε 
 

Δ+ε = (Σεηξάγσλν πιεπξάο β ) – (Σεηξάγσλν πιεπξάο α) 

 

Οπφηε είλαη  

          2211 
 

  


a aa

dxxfdxxfdxxfxf  . 

Απφ ηα ζρήκαηα 6, 7, θαη 8 πξνθχπηεη φηη ε γξαθηθή παξάζηαζε fC  ηεο 

ζπλάξηεζεο f  θαη ε γξαθηθή παξάζηαζε 1f
C  ηεο ζπλάξηεζεο 1f  
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αληηπξνζσπεχνληαη απφ ηελ ίδηα γξακκή αξθεί λα παξαηεξήζνπκε φηη ε  yfx 1  

έρεη σο πεδίν νξηζκνχ ηεο ππνζχλνιν ηνπ άμνλα  y΄y ζε αληίζεζε κε ηελ  xfy   

ηεο νπνίαο ην πεδίν νξηζκνχ είλαη ππνζχλνιν ηνπ άμνλα  x΄ x . 

 Έηζη ζηε ζπλέρεηα γηα  θαιχηεξε «νπηηθνπνίεζε» ζεκάησλ ζηα νπνία 

εκθαλίδνληαη νη fC  θαη 1f
C , ζα  κπνξνχκε λα ζεσξνχκε κία κφλν γξαθηθή 

παξάζηαζε, ε νπνία ζα αληηπξνζσπεχεη θαη ηηο δχν ζπλαξηήζεηο φπσο θαίλεηαη ζην 

ζρήκα (6).  

΋ζα πεξηγξάςακε παξαπάλσ (ζηξνθή θαη αλάθιαζε) κπνξνχλ λα 

δηθαηνινγήζνπλ ηελ δηαδηθαζία πνπ αθνινπζνχκε γηα λα πξνζδηνξίζνπκε ηελ 

αληίζηξνθε κηαο ζπλάξηεζεο   xfy   θαη ζπγθεθξηκέλα γηα λα δηθαηνινγήζνπκε 

γηαηί φηαλ βξίζθνπκε ηελ  yfx 1  ζέηνπκε φπνπ x ην y θαη αληίζηξνθα. 

                                              

 

  6) Η ζπκβνιή ηνπ ζρήκαηνο ζηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία.                                                                                                                                             

                                                        
α)Πξνζέγγηζε  εκβαδνύ κε ηηο εθαπηόκελεο ηεο θακπύιεο 

 
΢ην ζρήκα (9) θαίλεηαη ε 

γξαθηθή παξάζηζαζε fC  κηαο θπξηήο 

ζπλάξηεζεο f . Ζ ΓΕ είλαη κηα ηπραία 

εθαπηνκέλε θαη ε ΗΓ είλαη ε 

εθαπηνκέλε ζην κέζνλ   
2

 
c  ηνπ  

δηαζηήκαηνο  ,a . Απφ ην ζρήκα 

θαίλεηαη λα ηζρχεη  

                    

                              ζρήκα (9) 

   

 πνπ ζεκαίλεη φηη             

                               

 

Με άιια ιφγηα  ην εκβαδφλ πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηε  fC ,  ηηο επζείεο  ax    , 

x  θαη  ηελ εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην ηπρφλ ζεκείν Μ   cfc,  θαίλεηαη   λα 

παίξλεη ηελ ειάρηζηε ηηκή ηνπ, φηαλ  
2

 
c .  Δπεηδή φκσο φηη θαίλεηαη  δελ 

είλαη πάληνηε αιεζέο, θαιφ είλαη λα κάζνπκε ηνπο καζεηέο καο λα επηβεβαηψλνπλ ηηο  

εηθαζίεο , πνπ πξνθχπηνπλ απφ ην ζρήκα, κε κηα απφδεημε. Γηαηππψλνπκε ινηπφλ κε 

ηε βνήζεηα ηνπ ζρήκαηνο εηθαζίεο ζε κνξθή πξνηάζεσλ, ηηο νπνίεο ζηε ζπλέρεηα 

πξνζπαζνχκε λα απνδείμνπκε . Έηζη γηα παξάδεηγκα ην ζρήκα (9) καο νδεγεί ζην λα 

δηαηππψζνπκε ηελ παξαθάησ πξφηαζε θαη ζηε ζπλέρεηα λα ηελ απνδείμνπκε. 

 

  Πξόηαζε: Έζησ κηα ζπλάξηεζε f γηα ηελ νπνία ηζρύεη 

   ,,0  xxf . Να βξεζεί  ζεκείν c ηνπ   ,  ηέηνην ώζηε ην εκβαδόλ πνπ 
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πεξηθιείεηαη από ηελ Cf , ηελ εθαπηνκέλε ηεο ζην ζεκείν Μ ( c , f(c))  θαη ηηο 

επζείεο  ρ=α θαη ρ=β λα είλαη  ειάρηζην. 
Απόδεημε: Ζ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Μ ( c , f(c)) είλαη   

(ε) :     cxcfcfy  . 

Σφηε, αλ ιάβνπκε ππφςε καο φηη ζηελ θπξηή ζπλάξηεζε ηα ζεκεία ηεο εθαπηνκέλεο,  

εθηφο απφ ην ζεκείν επαθήο, βξίζθνληαη θάησ απφ ηα ζεκεία ηεο fC , ηφηε γηα ην 

παξαπάλσ εκβαδφλ έρνπκε 

         

             








cfcfc
a

cfcfcfccfdxxf

dxcxcfcfdxxfcE
aa









22

22
 

νπφηε είλαη               






 


2
.




a
ccfcE ,       0 cf . 

Απφ ην πξφζεκν ηνπ   cE  πξνθχπηεη φηη ην  Δ(c ) γίλεηαη ειάρηζην ζηε ζέζε  

c = 
2

 
. 

        β) Γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ε ζπκβνιή ηνπ ζρήκαηνο ζηελ απνδεηθηηθή 

δηαδηθαζία δελ έγηλε αθφκε θαλεξή ζα πξνζπαζήζνπκε ζηε ζπλέρεηα κε 

ζπγθεθξηκέλα παξαδείγκαηα λα εληζρχζνπκε ηελ άπνςε απηή. Γηα παξάδεηγκα κε ηε 

βνήζεηα θαηάιιεινπ ζρήκαηνο κπνξνχκε εχθνια λα νδεγεζνχκε ζηελ απφδεημε ηνπ 

ζεσξήκαηνο Μέζεο Σηκήο  

 

       Θεώξεκα Μέζεο Σηκήο (Θ.Μ.Σ.) 

   Έζησ ζπλάξηεζε f ε νπνία είλαη ζπλερήο ζην   ,  θαη παξαγσγίζηκε 

ζην   , .Σόηε ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα   , , ηέηνην ώζηε λα ηζρύεη 

   
 




f

ff





 

Απόδεημε: 

 
΢ρήκα (10) 

 

 xg  

ABy  

β μ α 
  x 

x 

  Α 

      y 

Β 

 Cy  

X 

 Y 

  ζ 

ζ 
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     Οη άμνλεο ΟΥ θαη ΟΤ πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ ζηξνθή ησλ αμφλσλ Ox θαη  Oy 

θαηά γσλία ζ παξαπέκπνπλ ζην Θεώξεκα Rolle . Αλ επηθεληξψζνπκε ηελ πξνζνρή 

καο  ζηελ 3
ε
 ππφζεζε ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Rolle,     ff  , ε νπνία απνπζηάδεη 

απφ ηηο ππνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Σ.  εηθάδνπκε φηη πξέπεη λα αλαδεηήζνπκε κηα βνεζεηηθή 

ζπλάξηεζε g  πνπ λα ηθαλνπνηεί ηελ ππφζεζε απηή. Γειαδή κηα ζπλάξηεζε γηα ηελ 

νπνία λα ηζρχεη    gag  . Μηα ηέηνηα ζπλάξηεζε, φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα, 

κπνξεί λα είλαη  ε δηαθνξά  

  ABC yyxg   

πνπ ζην  ζην ζρήκα 10 αληηπξνζσπεχεηαη απφ ηα δηπιά βειάθηα θαη  γηα ηελ νπνία 

ηζρχνπλ: 
        0  gg   

 

 xfyC        θαη     
   

 








 x

ff
afyAB

 

Δίλαη δειαδή 

     
   

 








 x

ff
afxfxg   . 

       Δθαξκφδνληαο ην Θεψξεκα  Rolle  ζηε ζπλάξηεζε απηή έρνπκε ηελ απφδεημε 

ηνπ Θ.Μ.Σ.  Μπνξεί θαλείο λα θαληαζηεί φηη ζα κπνξνχζε λα θηάζεη ζηε ζπλάξηεζε 

g  ρσξίο ηε ζπκβνιή ηνπ ζρήκαηνο; 

 

    γ)   Έλα αθφκε ραξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα, ηελ απφδεημε ηνπ νπνίνπ κπνξνχκε 

εχθνια λα δηαπξαγκαηεπηνχκε κε ηε βνήζεηα ηνπ ζρήκαηνο, είλαη ε γλσζηή καο 

αληζφηεηα  Jensen. 

 Έζησ ε θπξηή ζπλάξηεζε f  ζην δηάζηεκα   , . Να δεηρζεί όηη ηζρύεη   

   
22

 faf
f










 
    ( αληζόηεηα Jensen) 

 
΢ρήκα (11). 

 

Αλ παξαηεξήζνπκε ην ζρήκα 11 ε αληζφηεηα θαίλεηαη λα είλαη πξνθαλήο. Δπεηδή 

φκσο, φπσο θαη ζε πξνεγνχκελα παξαδείγκαηα επηζεκάλακε,  φηη «βιέπνπκε» δελ 

είλαη πάληνηε  αιεζέο, ε επηβεβαίσζε ηεο αιήζεηαο ελφο ηζρπξηζκνχ ζα γίλεηαη 

2

 
 

α 

Cy  

β 

Α 

Β 

   
2

 ff   

 xg  

 af  

ABy

  f  








 

2


f  
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πάληνηε κε ηελ απφδεημή ηνπ. Αο ζεκεηψζνπκε αθφκε κηα θνξά εδψ φηη ε αδπλακία 

ηνπ ζρήκαηνο λα δψζεη κηα θαζαξή Μαζεκαηηθή Απφδεημε δελ κεηψλεη θαζφινπ ην 

ξφιν ηνπ ζηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία. Θα απνδείμνπκε ηελ αληζόηεηα Jensen κε ηo 

ζρήκα 11 λα καο νδεγεί. ΋πσο θαίλεηαη ζην ζρήκα  αξθεί λα απνδείμνπκε φηη θάζε 

ζεκείν ηεο ρνξδήο ΑΒ βξίζθεηαη «πάλσ» απφ θάζε ζεκείν ηεο   fC  κε ηελ ίδηα 

ηεηκεκέλε. Γειαδή φηη γηα ηε ζπλάξηεζε  xg = CAB yy   ηζρχεη       

 xg = 0 CAB yy , γηα θάζε   ,x . 

      Με ζπιινγηζκνχο αλάιινγνπο  κε απηνχο πνπ θάλακε ζην πξνεγνχκελν ζέκα, 

απφ ην ζρήκα πξνθχπηεη φηη : 

   
   

   xfx
ff

afxg 



 




 

νπφηε 

 
   

 xf
aff

xg 








 

Ζ f  είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην  ,a  δηφηη ε f  είλαη θπξηή ζην  ,a  . Άξα  ε g   

είλαη γλεζίσο θζίλνπζα  ,a . Γελληέηαη ην εξψηεκα 

(θαη ηώξα ηί;) 
Αλ παξαθνινπζήζνπκε ηηο ηηκέο ηεο  xg , (ε νπνία αληηπξνζσπεχηαη ζην ζρήκα απφ 

ηα δηπιά βειάθηα), θαζψο ην x θηλείηαη ζην δηάζηεκα  ,a   βιέπνπκε φηη ηζρχεη 

    0 gag    

Άξα ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα ηνπ Rolle ππάξρεη   ,   :   0 g  . 

Δμάιινπ ε    g   είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  ,a . Δπνκέλσο έρνπκε ηνλ πίλαθα: 

 

 

 

x   α                                                   μ                                               β                                          

 xg                      +                                   0                              _ 

 xg  

 
  

Απφ ηε κνλνηνλία ηεο  g  θαη ηε ζπλζήθε     0 gag  πξνθχπηεη φηη ην 0  είλαη  

ειάρηζηε ηηκή ηεο g  ζην  ,a , νπφηε  ηζρχεη    0xg , γηα θάζε  ,ax . 

 

΢ΥΟΛΙΟ 1: Γηα ηελ θπξηή ζπλάξηεζε ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ νξηζκό πνπ δίλεηαη ζην 

ζρνιηθό βηβιίν «ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΘΔΣΗΚΖ΢ ΚΑΣΔΤΘΤΝ΢Ζ΢» Γ΄Λπθείνπ Ο.Δ.Γ.Β.  

 
΢ΥΟΛΙΟ 2 : Παξαηεξνύκε όηη ε βνεζεηηθή ζπλάξηεζε ηελ νπνία ρξεζηκνπνηήζακε  

ζηα δύν ηειεπηαία παξαδείγκαηα β) θαη γ) πξνθύπηεη από ην ζρήκα κε ηνλ ίδην ηξόπν. 

Απηό ζεκαίλεη όηη ζηελ αληζόηεηα Jensen βξίζθεηαη θξπκκέλν ην Θεώξεκα Μέζεο 

Σηκήο. Πξάγκαηη ππάξρεη ελαιιαθηηθή απόδεημε ηεο αληζόηεηαο ε νπνία βαζίδεηαη ζην 

Θ.Μ.Σ  θαη  ηελ νπνία κπνξνύκε λα βξνύκε ζην ΢ρνιηθό βηβιίν ηεο Αλάιπζεο ηεο 

Α΄Γέζκεο έθδνζε Ο.Δ.Γ.Β 1998 ζειίδα224 (Β.Καηζαξγύξεο, Κ.Μεληήο, Γ.Παληειίδεο, 

Κ. ΢νπξιάο). 
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7) Γεληξνδηαγξάκκαηα. 

 
      Πνιιέο θνξέο έλα δεληξνδηάγξακκα δηεπθνιχλεη ζηελ νξγάλσζε , ζηελ 

επαλάιεςε ή αθφκε θαη ζηελ θαηαλφεζε ηνπ καζήκαηνο. Σν δεληξνδηάγξακκα πνπ 

αθνινπζεί αλαθέξεηαη ζηελ επαλάιεςε θαη νξγάλσζε ηεο ελφηεηαο ησλ ζεκείσλ 

θακπήο. 
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΢ην xo ε  xf ''  αιιάδεη πξόζεκν 

΢ΖΜΔΗΑ ΚΑΜΠΖ΢ 

  0'' oxf  

΢.Κακπήο 
Γελ ππάξρεη ''f ζην xo 

Τπάξρεη ε  oxf '  

΢.Κακπήο 
 

Γελ ππάξρεη ε  oxf '  

   







o

o

xx xx

xfxf

o

lim  ή   Γελ ππάξρεη ην
   

o

o

xx xx

xfxf

o 




lim  

f  ζπλερήο ζην xo 

΢.Κακπήο 
f αζπλερήο ζην xo 
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  8) Σν ζρήκα απνηειεί απόδεημε ηειηθά; 
        ΢ηηο πξνεγνχκελεο ζειίδεο πξνζπαζήζακε λα αλδείμνπκε ηελ ζεηηθή ζπκβνιή 

ηνπ ζρήκαηνο ζηε δηαηχπσζε εηθαζηψλ αιιά θαη ζηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία ησλ 

εηθαζηψλ απηψλ. Δίλαη πιένλ ψξηκν ην εξψηεκα  « Μ π ν ξ ν ύ κ ε  π ά λ η ν η ε  

λ α  ε κ π η ζ η ε π ό κ α ζ η ε  η ν  ζ ρ ή κ α ; » .  Δδψ είλαη απφιπηε αλάγθε λα 

επηζεκάλνπκε ζηνπο καζεηέο καο φηη ε εληύπσζε-δηαίζζεζε πνπ δηακνξθψλεηαη, 

κέζα απφ έλα ζρήκα,  δελ νδεγεί πάληνηε ζηελ αιήζεηα. Γηα παξάδεηγκα:    
Α) Αλ  δεηήζνπκε από ηνπο καζεηέο λα καο ζρεδηάζνπλ κηα ζπλάξηεζε πνπ 

παξνπζηάδεη ζην  xo ηνπηθό ειάρηζην . 
 Θα δηαπηζηψζνπκε φηη ζρεδφλ φινη ζα ραξάμνπλ 

θάηη ζαλ απηφ πνπ θαίλεηαη ζην ζρήκα 12. Αλ ηνπο 
ξσηήζνπκε γηα ηε κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο 

εθαηέξσζελ ηνπ 0x  ζα καο απαληήζνπλ φηη είλαη 

γλεζίσο θζίλνπζα αξηζηεξά ηνπ xo π.ρ. ζε δηάζηεκα 

 0, x   θαη γλεζίσο αχμνπζα δεμηά ηνπ  xo   π.ρ. ζε 

δηάζηεκα  ,0x . Απηφ φκσο δελ είλαη αιεζέο, 

φπσο κπνξνχκε λα δηαπηζηψζνπκε κε ηε βνήζεηα 

ηεο ζπλάξηεζεο f  (ζρ.13), κε ηχπν :       

                    ΢ρήκα 12.                                

        














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΢ρήκα 13 

 

γηα ηελ νπνία απνδεηθλχεηαη φηη ηζρχεη : 

   0fxf  , γηα ]1,1[x , 

δειαδή ην  0f  είλαη ηνπηθό  ειάρηζην, 

Χζηφζν δελ ππάξρνπλ δηαζηήκαηα ηεο κνξθήο  0,a  ή  b,0  φπνπ ε ζπλάξηεζε λα 

είλαη γλεζίσο κνλφηνλε (Βιέπε. θαη ζρήκα 13). Δδψ παξαηεξνχκε φηη ελψ ην απιφ 

2y x x 
2y x x 

2y x x  
2y x x  

 y f x
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ζρήκα 12 καο νδεγεί ζε ιαλζαζκέλα  ζπκπεξάζκαηα ην ζρήκα 13 καο επαλαθέξεη 

ζηελ πξαγκαηηθφηεηα θαη απνθαζηζηά θαηά θάπνην ηξφπν ηελ αιήζεηα. 

 

Β) Αλ ξσηήζνπκε ηνπο καζεηέο καο αλ ηα άθξα θιεηζηνύ δηαζηήκαηνο ηνπ πεδίνπ 

νξηζκνύ είλαη πάληνηε ζέζεηο ηνπηθώλ αθξόηαησλ; 

 
Θα καο απαληήζνπλ «λαη», έρνληαο ζην λνπ ηνπο θάπνην απφ ηα πξνθαλή ζρήκαηα 14 

 
΢ρήκα 14.     

 

 ΋κσο, απηφ δελ είλαη αιεζέο, φπσο κπνξνχκε λα δηαπηζηψζνπκε κε ηε βνήζεηα ηεο 

ζπλάξηεζεο            












00

0
12

x,

x,
x

εκx
xf  

(θαίλεηαη θαη ζην ζρήκα 15), γηα ηελ νπνία απνδεηθλχεηαη φηη είλαη ζπλερήο ζην 

),0[ A  ελψ ην  0f  δελ απνηειεί ηνπηθό αθξόηαην ηεο f  ζην ),0[ A . 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
΢ρήκα 15.   

 

 

ΔΠΙΛΤ΢Η    ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΟ΢ 

 

Σν πξφβιεκα κπνξεί λα απνηειέζεη έλα απφ ηα ηζρπξφηεξα θίλεηξα  γηα ηε 

δηδαζθαιία ησλ Μαζεκαηηθψλ, γηαηί κεηαμχ ησλ άιισλ απαληάεη πεηζηηθά ζην 

εξψηεκα πνπ ζπρλά δηαηππψλεηαη απφ ηνπο καζεηέο « Γ η α η ί  κ α ζ α ί λ σ  η α  

Μ α ζ ε κ α η η θ ά ; » .  Αλαδεηθλχεη ηε ρξεζηκόηεηα ησλ Μαζεκαηηθψλ ζηε δσή  

θαη ηε ζπκβνιή ηνπο ζηελ  αλάπηπμε  άιισλ επηζηεκψλ. Ζ αλάδεημε ηεο 

ρξεζηκφηεηαο απηψλ πνπ δηδάζθνπκε κπνξεί θαη πξέπεη λα γίλεηαη κέζα απφ 
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θαηάιιεια πξνβιήκαηα. Ζ δηαηχπσζε ελφο  πξνβιήκαηνο θαηά ηε δηδαζθαιία 

«αλεβάδεη» ην ελδηαθέξνλ ηεο ηάμεο θαη δεκηνπξγεί θιίκα θαηάιιειν γηα ηε 

δηδαζθαιία ησλ Μαζεκαηηθψλ. Σν πξφβιεκα, φηαλ είλαη θαιά επηιεγκέλν, κπνξεί :  

 

 Να απνηειέζεη αλνηθηή πξόθιεζε γηα ην καζεηή 

 Να θάλεη ηε δηδαζθαιία ησλ Μαζεκαηηθψλ πην ειθπζηηθή θαη  

 Να βνεζήζεη ην καζεηή ζηελ πξνζπάζεηά ηνπ λα κάζεη Μαζεκαηηθά.   

 

            “We learn by doing. We learn mathematics by doing problems. And we learn 

more mathematics by doing more problems.” ( W. J. Kaczor  and M .Σ. Νowak)  

πνπ ζε ειεχζεξε κεηάθξαζε ζεκαίλεη: 

«Μαζαίλνπκε Μαζεκαηηθά ιύλνληαο πξνβιήκαηα . Μαζαίλνπκε πεξηζζόηεξα 

Μαζεκαηηθά ιύλνληαο πεξηζζόηεξα πξνβιήκαηα». 

  

Γηα λα δηαπηζηψζνπκε ηελ αιήζεηα ησλ παξαπάλσ δελ έρνπκε παξά λα 

δψζνπκε ζηελ ηάμε καο έλα πξφβιεκα θαη λα παξαθνινπζήζνπκε ηηο αληηδξάζεηο θαη 

ηηο πξνζπάζεηεο ησλ καζεηψλ. Γηα παξάδεηγκα, αλ  δψζνπκε  ην  πξφβιεκα  

 

Πξόβιεκα:  Έλαο πεδνπόξνο μεθηλάεη ζηηο 8π.κ.θαη θζάλεη ζηελ θνξπθή 

ελόο βνπλνύ ζηηο 2κ.κ. Γηαλπθηεξεύεη ζην θαηαθύγην θαη ηελ άιιε κέξα ζηηο 8π.κ. 

μεθηλάεη λα θάλεη ηελ αληίζηξνθε  πνξεία θαη θηάλεη εθεί από όπνπ μεθίλεζε ζηηο 

2κ.κ. Να απνδείμεηε ηη  θάπνηα ρξνληθή ζηηγκή ζην δηάζηεκα 
 14,8

 ν πεδνπόξνο 

ζα βξίζθεηαη ζην ίδην ζεκείν ηεο δηαδξνκήο θαη ηηο δύν κέξεο.  

  

  ζα δηαπηζηψζνπκε ακέζσο φηη ε ηάμε δσληαλεχεη. ΋ινη ζρεδφλ νη καζεηέο 

αλαζθνπκπψλνληαη θαη αξρίδνπλ λα ςάρλνπλ , λα ζθέπηνληαη θαη λα ζπζθέπηνληαη , 

λα αλαδεηνχλ ιχζε.  Απηφ θαη κφλν είλαη ηθαλφ λα καο πείζεη γηα ην ζεηηθφ ξφιν πνπ 

κπνξεί λα παίμεη ην πξφβιεκα ζηε δηδαζθαιία ησλ Μαζεκαηηθψλ. Σν ζπγθεθξηκέλν 

πξφβιεκα  δφζεθε ζε ηκήκα ηεο Β΄ ηάμεο ηνπ Λπθείνπ. Οη απαληήζεηο πνπ δφζεθαλ 

απφ ηνπο καζεηέο  κε ηε κνξθή εξσηήζεσλ είλαη νη παξαθάησ. 

 

     1ε   Απάληεζε-Δξώηεζε: 

 Αλ ζεσξήζνπκε φηη ηε δεχηεξε κέξα έλαο δεχηεξνο πεδνπφξνο μεθηλάεη  ηελ 

ίδηα ψξα λα αλεβαίλεη ην βνπλφ θηλνχκελνο κε ηνλ ίδην αθξηβψο ηξφπν πνπ θηλήζεθε 

ν πξψηνο πεδνπφξνο ηελ πξνεγνχκελε κέξα δελ ζα ζπλαληεζνχλ νη δχν πεδνπφξνη 

θάπνηα ζηηγκή θαηά ηε δηάξθεηα ηεο δηαδξνκήο; Απηφο ν ζπιινγηζκφο δελ ιχλεη ην 

πξφβιεκα;  

 

 

 

2ε  Απάληεζε-Δξώηεζε: 

  Αλ ραξάμνπκε ζην ίδην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ δχν πξφρεηξεο γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο (ζρήκα 1) θάζε κηα απφ ηηο νπνίεο λα αληηπξνζσπεχεη ηελ πνξεία ηνπ 

πεδνπφξνπ (χςνο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξφλνπ) ζηηο δπν εκέξεο , ηφηε απηέο δελ ζα 

ηέκλνληαη; Μήπσο απηή ε παξαηήξεζε « δείρλεη » ηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο ;» 
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  ΢ρήκα 1. 

 

3ε Απάληεζε: 

 

Σν ίδην πξφβιεκα δφζεθε θαη ζε ηκήκα ηεο Γ΄ Λπθείνπ.  

Οη αληηδξάζεηο θαη ην ελδηαθέξνλ ησλ καζεηψλ ήηαλ θαη εδψ παξφκνηεο κφλν πνπ ε 

απάληεζε πνπ δφζεθε απηή ηε θνξά  ήηαλ  κε ηε βνήζεηα ηνπ  ζεσξήκαηνο  ηνπ 

Bolzano θαη ηεο ζπλάξηεζεο   

     tststs 21  . 

΋πνπ  ,1 ts  αληηπξνζσπεχεη ηελ απφζηαζε ηνπ πεδνπφξνπ απφ ην αξρηθφ ζεκείν 

εθθίλεζεο ηε ρξνληθή ζηηγκή t  ηεο πξψηεο κέξαο θαη  ts2  αληηπξνζσπεχεη ηελ 

απφζηαζε ηνπ πεδνπφξνπ απφ ην αξρηθφ ζεκείν εθθίλεζεο ηε ρξνληθή ζηηγκή t  ηεο 

δεχηεξεο κέξαο. 
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ΗΛΔΚΣΡΟΝΙΚΩΝ ΤΠΟΛΟΓΙ΢ΣΩΝ». 

 
Γεώξγηνο Υαξ. Πνιύδνο 

Πάξεδξνο ε.ζ. ηνπ Π.Η. 

 

 

Δηζαγσγή 
Ζ ζπλάξηεζε είλαη έλλνηα ζεκειηψδνπο ζεκαζίαο γηα ηε κειέηε ησλ 

Μαζεκαηηθψλ θαη εηδηθφηεξα γηα ηε κειέηε ηεο Αλάιπζεο. Δπνκέλσο, ν ηξφπνο κε 

ηνλ νπνίν έλαο καζεηήο ηνπ Λπθείνπ ζα θαηαλνήζεη ηε ζπγθεθξηκέλε έλλνηα 

επεξεάδεη ζεκαληηθά ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν ζα θαηαλνήζεη θαη ηηο ππφινηπεο 

έλλνηεο ηεο Αλάιπζεο (φξην, ζπλέρεηα, παξάγσγνο θαη νινθιήξσκα ζπλάξηεζεο). Ο 

Eisenberg [10] ππνζηεξίδεη φηη: 

«Ζ ηδέα ηεο αλάπηπμεο ζηνπο καζεηέο κηαο ζε βάζνο θαηαλόεζεο ηεο 

έλλνηαο ηεο ζπλάξηεζεο ζα πξέπεη λα είλαη από ηνπο πιένλ βαζηθνύο 

ζθνπνύο ηνπ πξνγξάκκαηνο ζπνπδώλ ηεο Γεπηεξνβάζκηαο θαη ηεο 

Κνιεγηαθήο εθπαίδεπζεο» (ζ. 174). 

΋κσο, ε επίηεπμε ηνπ ζθνπνχ απηνχ δε θαίλεηαη λα είλαη θαη ηφζν εχθνιε, ιφγσ 

ηεο πνηθηιίαο ησλ αλαπαξαζηάζεσλ ηεο ζπλάξηεζεο  θαη ησλ δπζθνιηψλ πνπ 

παξνπζηάδνληαη θαηά ηε δηαδηθαζία ηεο ζχλδεζεο απηψλ θαη ηεο κεηάβαζεο απφ ηε 

κηα κνξθή αλαπαξάζηαζεο ζηελ άιιε (βι. [14]).  

Έρεη απνδεηρηεί, απφ έξεπλεο ησλ ηειεπηαίσλ εηψλ, φηη νη πεξηζζφηεξνη απφ 

ηνπο ηειεηφθνηηνπο καζεηέο ηεο Γεπηεξνβάζκηαο Δθπαίδεπζεο θαη αξθεηνί θνηηεηέο 

Κνιεγίσλ θαη Παλεπηζηεκίσλ έρνπλ κηα πεξηνξηζκέλε γλώζε, δειαδή κηα αδύλακε 

«εηθόλα» (concept image) (βι. [27]) ηεο έλλνηαο ηεο ζπλάξηεζεο. Δπηπιένλ, έρεη 

παξαηεξεζεί φηη νη καζεηέο, ζηελ πιεηνλφηεηά ηνπο δείρλνπλ ηδηαίηεξε πξνηίκεζε 

ζηηο ζπλαξηήζεηο πνπ εθθξάδνληαη κε ηχπνπο θαη είλαη ηδηαίηεξα δηζηαθηηθνί θαη 

αξθεηέο θνξέο αδπλαηνχλ λα αζρνιεζνχλ κε άιινπ είδνπο αλαπαξαζηάζεηο ησλ 

ζπλαξηήζεσλ, φπσο είλαη, γηα παξάδεηγκα, ηα γξαθήκαηα, νη πίλαθεο ηηκψλ, νη 

αληηζηνηρίζεηο θηι. (βι. [5], [7], [15], [16], [19], [20],[21], [23], [27] θαη [28] ). 

Οη Tall & Vinner [27], κάιηζηα, ζεσξνχλ φηη νη δπζθνιίεο πνπ αληηκεησπίδνπλ 

νη καζεηέο θαη νη ζπνπδαζηέο κε ηε κειέηε θαη ηελ εξκελεία ησλ γξαθεκάησλ ησλ 

ζπλαξηήζεσλ νθείινληαη βαζηθά ζηηο παξαδνζηαθέο κεζόδνπο δηδαζθαιίαο. Οη 

ζπγθεθξηκέλνη εξεπλεηέο πηζηεχνπλ φηη ε δηδαζθαιία ηεο έλλνηαο ηεο ζπλάξηεζεο κε 

ηνλ παξαδνζηαθφ ηξφπν  ν νπνίνο δίλεη έκθαζε θπξίσο ζηηο ζπλαξηήζεηο πνπ 

νξίδνληαη απφ αιγεβξηθνχο ηχπνπο θαη αζρνιείηαη ειάρηζηα κε ηηο ζπλαξηήζεηο πνπ 

νξίδνληαη απφ γξαθήκαηα  νδεγεί ζηελ αλάπηπμε κηαο πεξηνξηζκέλεο γλψζεο, 

δειαδή κηαο πεξηνξηζκέλεο «εηθόλαο» (concept image), ηεο έλλνηαο ηεο ζπλάξηεζεο.  

Παξφκνηα πξνβιήκαηα κε απηά πνπ αλαθέξακε παξαπάλσ αληηκεησπίδνπλ νη 

καζεηέο θαη κε ηελ θαηαλφεζε ηδηαίηεξα κάιηζηα κε ηε γεσκεηξηθή εξκελεία ησλ 

ελλνηψλ ηεο παξαγψγνπ ζπλάξηεζεο ζε ζεκείν, ηεο παξαγψγνπ (σο ζπλάξηεζεο), 

ηνπ νξηζκέλνπ νινθιεξψκαηνο θαη ηεο ζπλάξηεζεο 
x

α
F(x) f (t)dt  , θαζψο επίζεο 

θαη κε ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ πνπ ζρεηίδνληαη κε ηηο ζπγθεθξηκέλεο έλλνηεο (βι. 

[2], [3], [9], [12], [16], [17], [20], θαη [22]). 

Οη Breidenbach et al. [5], ε Sfard [24] θαη άιινη εξεπλεηέο πηζηεχνπλ (θαη 

επηρεηξεκαηνινγνχλ γηα απηφ) φηη νη καζεηέο, πξνηνχ θαηαλνήζνπλ σο «αληηθείκελν» 
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ηεο έλλνηαο ηεο ζπλάξηεζεο, ζα πξέπεη λα έρνπλ θαηαλνήζεη ζε βάζνο ηελ έλλνηα 

απηή θαη σο «δηαδηθαζία». Οη ζπγθεθξηκέλνη εξεπλεηέο απνδίδνπλ ηηο δπζθνιίεο πνπ 

ζπλαληνχλ νη καζεηέο θαηά ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ ηεο Αλάιπζεο θπξίσο ζηελ 

παληειή έιιεηςε ή ζηελ έιιεηςε κηαο ζε βάζνο θαηαλφεζεο ηεο έλλνηαο ηεο 

ζπλάξηεζεο σο δηαδηθαζίαο. Γηα παξάδεηγκα, νη δπζθνιίεο πνπ ζπλαληνχλ νη καζεηέο 

γηα ηνλ ππνινγηζκφ κε ηε βνήζεηα ηνπ νξηζκνχ ηεο παξαγψγνπ ζπλάξηεζεο ζε 

ζεκείν νθείινληαη θπξίσο ζηελ έιιεηςε θαηαλφεζεο ηεο έλλνηαο ηεο ζπλάξηεζεο σο 

δηαδηθαζίαο. Οη ίδηνη, φκσο, ζπγγξαθείο δίλνπλ κεγάιε βαξχηεηα θαη ζηελ 

θαηαλφεζε ηεο έλλνηαο ηεο ζπλάξηεζεο σο αληηθεηκέλνπ, δειαδή κηαο νιφηεηαο πνπ 

είλαη πξντφλ «ελζπιάθσζεο» (encapsulation) (βι. [5]) ή «αληηθεηκελνπνίεζεο» 

(reification) (βι. [24]) θάπνησλ δηαδηθαζηψλ. Απηφ βεβαίσο είλαη δχζθνιν λα 

επηηεπρζεί, αιιά είλαη αλαγθαίν γηα ηελ εθηέιεζε δηαδηθαζηψλ αλψηεξνπ επηπέδνπ 

(βι. [24]), φπσο είλαη, γηα παξάδεηγκα, ε επίιπζε ησλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ ή ησλ 

παξακεηξηθψλ εμηζψζεσλ ζπλαξηήζεσλ.  

Γηα λα πεηχρνπκε φκσο νη καζεηέο καο λα θαηαλνήζνπλ πξψηα σο δηαδηθαζία 

θαη έπεηηα σο αληηθείκελν ηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο, αιιά θαη φιεο ηηο έλλνηεο ηεο 

Αλάιπζεο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο, ρξεηάδεηαη λα δψζνπκε 

ηδηαίηεξε βαξχηεηα ζηε κειέηε φζν ην δπλαηφλ πεξηζζφηεξσλ κνξθψλ 

αλαπαξαζηάζεσλ ησλ ελλνηψλ απηψλ αιιά θαη ζηε κεηάβαζε απφ ηε κηα κνξθή 

αλαπαξάζηαζεο ζηελ άιιε (βι. [11]). 

΢ηελ επίηεπμε ηνπ παξαπάλσ ζθνπνχ κπνξνχλ λα ζπκβάιινπλ θαη νη λέεο 

ηερλνινγίεο. (βι. [1], [4], [8], [18], [26] θαη [29]). 

Ζ Artigue [1], αλαθεξφκελε ζηε ρξεζηκφηεηα ησλ λέσλ ηερλνινγηψλ δηαηππψλεη 

ηελ αθφινπζε άπνςε: 
«Ο Ζιεθηξνληθόο Τπνινγηζηήο (Ζ/Τ) πξνζθέξεη ηέηνηεο δπλαηόηεηεο πνπ ε 

δπλακηθή νπηηθνπνίεζε κπνξεί λα θάλεη ηα γεσκεηξηθά θαη ηα γξαθηθά πιαίζηα 
πνιύ πεξηζζόηεξν πξνζηηά θαη αλ, επηπιένλ, εθκεηαιιεπηνύκε ηηο δπλαηόηεηέο ηνπ, 

κπνξεί λα βνεζεζνύκε λα αλαθαιύςνπκε ηηο αλαγθαίεο ζρέζεηο αλάκεζα ζηηο 

αιγεβξηθέο θαη γεσκεηξηθέο  αλαπαξαζηάζεηο........................................................... 
Χζηόζν ν ειεθηξνληθόο ππνινγηζηήο δελ είλαη εξγαιείν ην νπνίν ιύλεη κε ζαπκαζηό 

ηξόπν ηα πξνβιήκαηα ηεο δηδαζθαιίαο ηεο Αλάιπζεο. Ο ειεθηξνληθόο ππνινγηζηήο 

κπνξεί, ρσξίο θακία ακθηβνιία, λα βνεζήζεη λα μεπεξάζνπκε ηηο ζπγθεθξηκέλεο 

δπζθνιίεο, αιιά δηάθνξεο έξεπλεο έδεημαλ θαζαξά όηη απηό είλαη απνηειεζκαηηθό 

κόλν κέζα ζε έλα ζπλεθηηθό πιαίζην δηδαζθαιίαο θαη κάζεζεο.» (ζ. 197).  

Αλάινγεο απφςεηο δηαηππψλνληαη θαη ζην πξφγξακκα ζπνπδψλ ηνπ NCTN [18]. 

΢πγθεθξηκέλα ζηελ παξάγξαθν κε ηίηιν ―The Technology Principle‖ (ζ. 24-25) νη 

ζπληάθηεο ηνπ πξνγξάκκαηνο δηαηππψλνπλ ηελ αθφινπζε άπνςε: 
«Οη καζεηέο κπνξνύλ λα κάζνπλ πεξηζζόηεξα καζεκαηηθά θαη ζε κεγαιύηεξν βάζνο 

κε θαηάιιειε ρξήζε ησλ λέσλ ηερλνινγηώλ»........................................................ 
΋κσο, νη λέεο ηερλνινγίεο δελ πξέπεη λα ππνθαηαζηήζνπλ ηηο βαζηθέο θαηαλνήζεηο 

θαη δηαηζζήζεηο, αιιά λα ρξεζηκνπνηνύληαη θπξίσο γηα λα ηηο εληζρύζνπλ». 

Λακβάλνληαο ππφςε φια ηα παξαπάλσ θαηαζθεπάζακε, κε ηε βνήζεηα ηνπ 

εθπαηδεπηηθνχ ινγηζκηθνχ ―The Geometer’s Sketchpad 4.03‖, δξαζηεξηφηεηεο πνπ ζα 

βνεζήζνπλ θαηά ηε γλψκε καο ηνπο καζεηέο λα μεπεξάζνπλ ηα εκπφδηα ηα νπνία 

ζρεηίδνληαη κε ηελ ελλνηνινγηθή θαηαλφεζε
(2)

 (βι. [13] θαη [25]) ησλ ελλνηψλ ηεο 

                                                
(2) Καηά ηνλ R. Skemp [25] έρνπκε δχν είδε θαηαλφεζεο: ηελ ελλνηνινγηθή θαηαλόεζε (Relational 

understanding) θαη ηελ εξγαιεηαθή θαηαλόεζε (Instrumental understanding). Ζ πξψηε βαζίδεηαη 

ζηελ θαηαλφεζε ησλ ελλνηψλ θαη ζηε δηαζχλδεζή ηνπο, έηζη πνπ νη καζεηέο λα γλσξίδνπλ ηη θάλνπλ 
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Αλάιπζεο. ΢ηελ εηζήγεζή καο απηή ζα παξνπζηάζνπκε κεξηθέο απφ ηηο 

δξαζηεξηφηεηεο απηέο θαη ζπγθεθξηκέλα ηηο δξαζηεξηφηεηεο πνπ αλαθέξνληαη ζηηο 

έλλνηεο: “Παξάγσγνο ΢πλάξηεζεο ζε ΢εκείν”, “Παξάγσγνο ΢πλάξηεζεο”, 

“Παξάγσγνο ηεο Δθζεηηθήο ΢πλάξηεζεο” θαη “Οξηζκέλν Οινθιήξσκα ΢πλάξηεζεο”.  

Παξάγσγνο ΢πλάξηεζεο ζε ΢εκείν 

Γηα λα βνεζήζνπκε ηνπο καζεηέο λα μεπεξάζνπλ ηα εκπφδηα πνπ ζρεηίδνληαη κε 

ηελ ελλνηνινγηθή θαηαλφεζε ηεο έλλνηαο ηεο παξαγψγνπ ζπλάξηεζεο ζε ζεκείν 

πξνηείλνπκε θαηά ηε δηδαζθαιία ηεο έλλνηαο ηεο παξαγψγνπ ζπλάξηεζεο ζε ζεκείν 

λα γίλεη, αλ είλαη δπλαηφλ, ρξήζε δπλακηθώλ ινγηζκηθώλ, φπσο είλαη π.ρ. ην Sketchpad 

4.03, ην MathCAD, ην Maple, ην Derive 6.0 θα. Απφ ηα ζπγθεθξηκέλα ινγηζκηθά 

πεξηζζφηεξν πξνζθέξνληαη ην Sketchpad 4.03 θαη ην Derive 6.0, δηφηη παξέρνπλ ηε 

δπλαηφηεηα δεκηνπξγίαο ππνζηεξηθηηθνχ πιηθνχ πνπ ζα βνεζήζεη ηνπο καζεηέο λα 

θαηαλνήζνπλ σο δηαδηθαζία ηελ έλλνηα ηεο παξαγψγνπ ζπλάξηεζεο ζε ζεκείν.  

Σν ζρήκα 1 πνπ αθνινπζεί είλαη ε εηθφλα ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο κηαο 

δξαζηεξηφηεηαο πνπ δεκηνπξγήζακε κε ηε βνήζεηα ηνπ ινγηζκηθνχ Sketchpad 4.03 

γηα ηε δηδαζθαιία ηεο έλλνηαο ηεο παξαγψγνπ κηαο ζπλάξηεζεο f  ζε έλα ζεκείν α  

ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο. Γηα ηε δεκηνπξγία ηεο ζπγθεθξηκέλεο δξαζηεξηφηεηαο 

αθνινπζήζακε κε ηε ζεηξά ηα παξαθάησ βήκαηα:  

1ν Δπηιέμακε ηε ζπλάξηεζε κε ηχπν 2
f (x) x 4x    θαη ραξάμακε ην γξάθεκα 

απηήο. Μπνξνχκε φκσο λα αιιάμνπκε αλά πάζα ζηηγκή ηνλ ηχπν ηεο f. 

2ν Δπηιέμακε ην ζεκείν α=1 ηνπ άμνλα x΄x θαη νξίζακε ην ζεκείν A(α,f (α))  ηνπ 

γξαθήκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο f . Μπνξνχκε φκσο λα κεηαθηλήζνπκε ην α θαη λα 

ην ηνπνζεηήζνπκε ζε νπνηαδήπνηε άιιε ζέζε πάλσ ζηνλ άμνλα x΄x . 

3ν Καηαζθεπάζακε κηα νιηζζαίλνπζα κπάξα ηεο νπνίαο ην κήθνο h κπνξνχκε λα ην 

απμνκεηψζνπκε, κε θαηάιιειε νιίζζεζε ηνπ δεμηνχ άθξνπ ηεο.  

4ν Οξίζακε ηα ζεκεία Μ(x h,f (x h))   θαη Ν(x h,f (x h))   ηνπ γξαθήκαηνο ηεο f 

θαη ππνινγίζακε ηηο θιίζεηο ησλ εκηεπζεηψλ ΑΜ  θαη  , δειαδή ηνπο κέζνπο 

ξπζκνχο κεηαβνιήο 
f (α h) f (α)

h

 
 θαη 

f (α) f (α h)

h

 
 ηεο ζπλάξηεζεο f ζηα 

δηαζηήκαηα [α,α h]  θαη [α h,α]  αληηζηνίρσο. 

 
΢ρήκα 1 

                                                                                                                                       
θαη γηαηί ην θάλνπλ (―θαλόλεο καδί κε αηηηνινγήζεηο‖), ελψ ε δεχηεξε βαζίδεηαη ζηε κεραληζηηθή 

εθαξκνγή θαλφλσλ θαη αιγνξηζκηθψλ δηαδηθαζηψλ (“θαλόλεο ρσξίο αηηηνιόγεζε”). 
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Αλ ηψξα, κε ηε βνήζεηα ηεο νιηζζαίλνπζαο κπάξαο, αξρίζνπκε λα κεηψλνπκε 

ζπλερψο ηελ ηηκή ηνπ h , ζα παξαηεξήζνπκε φηη, φηαλ ην h  ηείλεη λα γίλεη ίζν κε ην 

κεδέλ, ηφηε: 

α) Οη εκηεπζείεο AM  θαη AN  ηείλνπλ λα ζρεκαηίζνπλ κηα επζεία γξακκή θαη  

β) Οη ιφγνη 
f (α h) f (α)

h

 
 θαη 

f (α) f (α h)

h

 
, δειαδή νη θιίζεηο ησλ εκηεπζεηψλ 

AM  θαη AN , ηείλνπλ λα πάξνπλ ηελ ηηκή 2 (ζρ. 2). 

Ζ επζεία ε  πνπ ζρεκαηίδνπλ ε νξηαθή ζέζε 1ε  ηεο εκηεπζείαο AM  κε ηελ νξηαθή 

ζέζε 2ε  ηεο εκηεπζείαο AN  είλαη ε εθαπηνκέλε ε  ηνπ γξαθήκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο 

f  ζην ζεκείν A(α,f (α)) , ελψ ν αξηζκφο 2 , πνπ είλαη ε θνηλή νξηαθή ηηκή ησλ 

παξαπάλσ ιφγσλ, δειαδή ε θνηλή νξηαθή ηηκή ησλ θιίζεσλ ησλ εκηεπζεηψλ AM  θαη 

AN  αληηζηνίρσο, είλαη ε παξάγσγνο ηεο f  ζην ζεκείν α , δειαδή ε θιίζε ηεο 

εθαπηνκέλεο ε . 

 
΢ρήκα 2. 

 

Αλ ηψξα, αληί ηεο παξαπάλσ ζπλάξηεζεο f, πάξνπκε ηε ζπλάξηεζε κε ηχπν 
2f (x) g(x) x α 1, φπνπ g(x) x      

θαη α ηπραίν ζεκείν ηνπ άμνλα ησλ x θαη ζειήζνπκε λα εμεηάζνπκε αλ ε f  είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην ζεκείν 0x α , κε α 0 , ζα παξαηεξήζνπκε φηη: 

α) Ζ νξηαθή ζέζε 1ε  ηεο εκηεπζείαο AM  θαη ε νξηαθή ζέζε 2ε  ηεο εκηεπζείαο AN  

ζρεκαηίδνπλ γσλία (ζρ.3) θαη  

β) Ζ νξηαθή ηηκή ηνπ ιφγνπ 
f (α h) f (α)

h

 
 (δειαδή ε νξηαθή ηηκή ηεο θιίζεο ηεο 

εκηεπζείαο AM ) είλαη δηαθνξεηηθή απφ ηελ νξηαθή ηηκή ηνπ ιφγνπ 
f (α) f (α h)

h

 
 

(δειαδή απφ ηελ νξηαθή ηηκή ηεο θιίζεο ηεο εκηεπζείαο AN ).  

Καηαιήγνπκε έηζη ζην ζπκπέξαζκα φηη, γηα α 0  ε ζπλάξηεζε f δελ είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην ζεκείν 0x α  (΢ην ζρ.3 πήξακε α 1 ).  
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΢ρήκα 3 

 

Αλ φκσο πάξνπκε α 0 , πνπ είλαη ξίδα ηεο ζπλάξηεζεο g, ζα δηαπηζηψζνπκε 

φηη ε ζπλάξηεζε f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην ζεκείν 0x α  (ζρ. 4).  

 
΢ρήκα 4 

 

Παξαηεξνχκε, δειαδή, φηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην ζεκείν 0x α , κφλν 

φηαλ ην α είλαη ξίδα ηεο ζπλάξηεζεο g. ΢ην ίδην ζπκπέξαζκα ζα θαηαιήμνπκε, αλ ζηε 

ζέζε ηεο g πάξνπκε νπνηαδήπνηε άιιε ζπλάξηεζε, γηα παξάδεηγκα αλ πάξνπκε 

g(x)=εκx . 

Σν παξαπάλσ ζπκπέξαζκα ζα πξέπεη, θαηά ηε γλψκε καο, λα επηβεβαησζεί θαη 

αλαιπηηθά κε ηε βνήζεηα ηνπ νξηζκνχ ηεο παξαγψγνπ ζπλάξηεζεο ζε ζεκείν. Γη απηφ 

πξνηείλνπκε λα δεηεζεί απφ ηνπο καζεηέο λα απνδείμνπλ φηη ε ζπλάξηεζε f κε ηχπν: 

f (x) g(x) x α 1    ,        φπνπ g ζπλερήο ζπλάξηεζε,  

είλαη παξαγσγίζηκε ζην ζεκείν 0x α , κφλν φηαλ ην α είλαη ξίδα ηεο ζπλάξηεζεο g. 

Με ηέηνηνπ είδνπο αζθήζεηο ζα βνεζήζνπκε ηνπο καζεηέο λα θηάζνπλ ζηγά-

ζηγά ζην ζηάδην ηεο ζύιιεςεο σο δηαδηθαζίαο ηεο έλλνηαο ηεο παξάγσγνπ 

ζπλάξηεζεο ζε ζεκείν, αθνχ ζα ρξεηαζηεί λα εθαξκφζνπλ ηνλ νξηζκφ ηεο 
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ζπγθεθξηκέλεο έλλνηαο, πξνθεηκέλνπ λα ππνινγίζνπλ ηελ παξάγσγν ηεο ζπλάξηεζεο 

f ζην ζεκείν 0x α , εθαηέξσζελ ηνπ νπνίνπ ε f  αιιάδεη ηχπν. 

 

Παξάγσγνο ΢πλάξηεζεο 

Γηα λα βνεζήζνπκε ηνπο καζεηέο λα θηάζνπλ ζην ζηάδην ηεο ζύιιεςεο σο 

δηαδηθαζίαο ηεο έλλνηαο ηεο παξαγψγνπ ζπλάξηεζεο θαη λα θαηαλνήζνπλ δηαηζζεηηθά 

ηα θξηηήξηα κνλνηνλίαο, αθξνηάησλ, θπξηφηεηαο θαη ζεκείσλ θακπήο πξνηείλνπκε 

θαηά ηε δηδαζθαιία ηεο έλλνηαο ηεο παξαγψγνπ ζπλάξηεζεο, αιιά θαη ησλ 

αληίζηνηρσλ ζεσξεκάησλ, λα γίλεη, αλ είλαη δπλαηφλ, ρξήζε δπλακηθψλ ινγηζκηθψλ 

(ν.π.). Σν παξαθάησ ζρήκα 5 είλαη ε εηθφλα ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο κηαο 

δξαζηεξηφηεηαο πνπ δεκηνπξγήζακε κε ηε βνήζεηα ηνπ ινγηζκηθνχ Sketchpad 4.03 κε 

ζθνπφ λα κπνξνχκε, φηαλ καο δίλεηαη ην γξάθεκα κηαο ζπλάξηεζεο, λα ραξάζζνπκε 

ην γξάθεκα ηεο παξαγψγνπ ηεο. Γηα ηε δεκηνπξγία ηεο ζπγθεθξηκέλεο 

δξαζηεξηφηεηαο αθνινπζήζακε κε ηε ζεηξά ηα παξαθάησ βήκαηα:  

1ν Δπηιέμακε ηε ζπλάξηεζε 3
f (x) 0,1x 1,6x   θαη ραξάμακε ην γξάθεκα απηήο. 

Μπνξνχκε φκσο λα αιιάμνπκε αλά πάζα ζηηγκή ηνλ ηχπν ηεο f.  

2ν Δπηιέμακε ηπραίν ζεκείν x ηνπ άμνλα x΄x θαη νξίζακε ην ζεκείν M(x,f (x))  ηνπ 

γξαθήκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο f .  

3ν Καηαζθεπάζακε κηα νιηζζαίλνπζα κπάξα ηεο νπνίαο ην κήθνο h κπνξνχκε λα ην 

απμνκεηψλνπκε, κε θαηάιιειε νιίζζεζε ηνπ δεμηνχ άθξνπ ηεο.  

4ν Οξίζακε ην ζεκείν N(x h,f (x h))  θαη, αθνχ ραξάμακε ηελ ηέκλνπζα MN , 

ππνινγίζακε ηελ θιίζε ηεο θαη ηέινο 

5ν Οξίζακε ην ζεκείν MNP(x,ι )  (ζρ. 5). 

 
΢ρήκα 5 

Μεηψλνπκε ηψξα, κε ηε βνήζεηα ηεο νιηζζαίλνπζαο κπάξαο, ηελ ηηκή ηνπ h , 

ψζηε λα θέξνπκε ην ζεκείν N  φζν γίλεηαη πην θνληά ζην M , ρσξίο φκσο λα 

ζπκπέζεη κε απηφ, δηφηη ηφηε ζα εμαθαληζηεί ε ηέκλνπζα MN . ΢ηελ πξνθεηκέλε 

πεξίπησζε πήξακε h=0,0001 (ζρ. 6.).  
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΢ρήκα 6 

 

Έηζη, ε ηέκλνπζα MN  ζα πάξεη κηα ζέζε πνπ ζα είλαη θαηά πξνζέγγηζε ε ζέζε ηεο 

εθαπηνκέλεο ε  ηνπ γξαθήκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο f . Δπνκέλσο, ε θιίζε ηεο 

ηέκλνπζαο MN  ζα γίλεη θαηά πξνζέγγηζε ίζε κε ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ε , 

δειαδή ίζε κε ηελ παξάγσγν ηεο ζπλάξηεζεο f  ζην ζεκείν x  θαη, ζπλεπψο, ην 

ζεκείν P  ζα βξίζθεηαη θαηά πξνζέγγηζε πάλσ ζην γξάθεκα ηεο παξαγψγνπ f   ηεο 

ζπλάξηεζεο f . 

Αλ ηψξα κεηαθηλήζνπκε ην ζεκείν x  απφ ηα αξηζηεξά πξνο ηα δεμηά, ψζηε λα 

δηαγξάςεη ηνλ άμνλα x'x , ηφηε ην ζεκείν P  ζα ραξάμεη κηα θακπχιε πνπ ζα είλαη 

θαηά πξνζέγγηζε ην γξάθεκα ηεο παξαγψγνπ f   ηεο ζπλάξηεζεο f  (ζρ. 7). 

 
΢ρήκα 7 

 

Με ηε ζπγθεθξηκέλε δξαζηεξηφηεηα κπνξνχκε:  

α) Να ραξάμνπκε ην γξάθεκα ηεο παξαγψγνπ νπνηαζδήπνηε ζπλάξηεζεο, αξθεί λα 

αιιάδνπκε θάζε θνξά ηνλ ηχπν ηεο f  θαη λα αθνινπζνχκε ην ηειεπηαίν απφ ηα 

βήκαηα πνπ πεξηγξάςακε πξνεγνπκέλσο.  

Αλ κε απηφλ ηνλ ηξφπν ραξάμνπκε ηα γξαθήκαηα ησλ παξαγψγσλ ησλ ζπλαξηήζεσλ  

y c ,   y x ,   2y x ,   y εκx ,   y ζπλx ,   xy e  θαη   y ln x , 

ζα δηαπηζηψζνπκε φηη απηά είλαη ηα γξαθήκαηα ησλ ζπλαξηήζεσλ  



 40 

y 0 ,   y 1 ,   y 2x ,   y ζπλx ,   y εκx  ,   xy e  θαη   
1

y
x

 , 

αληηζηνίρσο, θαη ζα ζπκπεξάλνπκε έηζη φηη  

c 0  ,    (x) 1  ,    
2(x ) 2x  , 

(εκx) ζπλx  ,    (ζπλx) εκx   ,    x x(e ) e   θαη    
1

(ln x)
x

  . 

Βξίζθνπκε δειαδή κε ηε βνήζεηα ησλ γξαθεκάησλ ηνπο ηχπνπο ησλ παξαγψγσλ ησλ 

βαζηθψλ ζπλαξηήζεσλ, ηνπο νπνίνπο φκσο ζα πξέπεη λα απνδείμνπκε ζηε ζπλέρεηα. 

β) Να αλαθαιχςνπκε δηαηζζεηηθά θαη λα δηαηππψζνπκε ηα θξηηήξηα κνλνηνλίαο, 

αθξνηάησλ, θπξηφηεηαο θαη ζεκείσλ θακπήο. Πξάγκαηη, αλ παξαηεξήζνπκε ηε ζέζε 

ηεο εθαπηνκέλεο ε  θαη ηελ θίλεζε ηνπ ζεκείνπ P , θαζψο ην M  θηλνχκελν απφ ηα 

αξηζηεξά πξνο ηα δεμηά δηαγξάθεη ηελ θακπχιε ηεο f , ζα δηαπηζηψζνπκε φηη: 

β1) ΋ηαλ ην ζεκείν M  αλέξρεηαη, δειαδή φηαλ ε f  είλαη γλεζίσο αχμνπζα, ηφηε ε 

θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ε  είλαη πάληα ζεηηθή θαη κεξηθέο θνξέο κεδέλ. Γη απηφ ην 

ζεκείν P  βξίζθεηαη ζπλερψο πάλσ απφ ηνλ άμνλα ησλ x, νπφηε ε f   είλαη ζεηηθή θαη 

κεξηθέο θνξέο κεδέλ. 

β2) ΋ηαλ ην ζεκείν M  θαηέξρεηαη, δειαδή φηαλ ε f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα, ηφηε ε 

θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ε  είλαη πάληα αξλεηηθή θαη κεξηθέο θνξέο κεδέλ. Γη απηφ ην 

ζεκείν P  βξίζθεηαη ζπλερψο θάησ απφ ηνλ άμνλα ησλ x, νπφηε ε f   είλαη αξλεηηθή 

θαη κεξηθέο θνξέο κεδέλ. 

β3) ΋ηαλ ην M  δηέξρεηαη απφ κηα ηνπηθά πςειή ή κηα ηνπηθά ρακειή ζέζε ηνπ 

γξαθήκαηνο ηεο f , δειαδή φηαλ ε f  παξνπζηάδεη ηνπηθφ αθξφηαην, ηφηε ε θιίζε ηεο 

εθαπηνκέλεο ε  είλαη κεδέλ. Γη απηφ, ηε ζηηγκή εθείλε, ην ζεκείν P  ζπλαληά ηνλ 

άμνλα ησλ x θαη ζπλεπψο ε f   παίξλεη ηελ ηηκή κεδέλ. 

β4) ΋ηαλ ην ζεκείν M  δηαγξάθεη ηα θπξηά ηκήκαηα ηνπ γξαθήκαηνο ηεο f , ηφηε ην 

ζεκείν P  αλέξρεηαη, νπφηε ε θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ε  απμάλεηαη θαη ζπλεπψο ε f   

είλαη γλεζίσο αχμνπζα. 

β5) ΋ηαλ ην ζεκείν M  δηαγξάθεη ηα θνίια ηκήκαηα ηνπ γξαθήκαηνο ηεο f , ηφηε ην 

ζεκείν P  θαηέξρεηαη, νπφηε ε θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ε  ζπλερψο κεηψλεηαη θαη 

ζπλεπψο ε f   είλαη γλεζίσο θζίλνπζα. 

β6) ΋ηαλ ην ζεκείν M  δηέξρεηαη απφ ηα ζεκεία θακπήο ηνπ γξαθήκαηνο ηεο f , ηφηε 

ε εθαπηνκέλε ε  δηαπεξλά ην γξάθεκα ηεο f  θαη ην ζεκείν P  δηέξρεηαη απφ κηα 

ηνπηθά πςειή ή ηνπηθά ρακειή ζέζε ηνπ γξαθήκαηνο ηεο f   θαη ζπλεπψο ε f   

παξνπζηάδεη ηνπηθφ αθξφηαην. 

 

Παξάγσγνο ηεο Δθζεηηθήο ζπλάξηεζεο 

Σν ζρήκα 8 πνπ αθνινπζεί είλαη ε εηθφλα ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο κηαο 

δξαζηεξηφηεηαο πνπ δεκηνπξγήζακε κε ηε βνήζεηα ηνπ ινγηζκηθνχ Sketchpad 4.03 

γηα ηε κειέηε ηεο ζπλάξηεζεο x
f (x) α . Γηα ηε δεκηνπξγία ηεο ζπγθεθξηκέλεο 

δξαζηεξηφηεηαο αθνινπζήζακε κε ηε ζεηξά ηα παξαθάησ βήκαηα:  

1ν Καηαζθεπάζακε ηξεηο νιηζζαίλνπζεο κπάξεο κε αιγεβξηθέο ηηκέο α, h θαη k, 

αληηζηνίρσο. 

2ν Υαξάμακε ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ f, g θαη θ κε ηχπνπο 

x
f (x) α , 

f (x h) f (x)
g(x)

h

 
   θαη  θ(x) k f (x)  . 
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΢ρήκα 8 

 

Αλ ηψξα απνθξχςνπκε ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ g θαη θ θαη 

απμνκεηψζνπκε ηηο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ α, νιηζζαίλνληαο ην δεμηφ άθξν ηεο 

αληίζηνηρεο κπάξαο, ζα δηαπηζηψζνπκε φηη  

α)  Ζ f είλαη θπξηή ζην  R θαη ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε πεξλάεη απφ ην ζεκείν 

Α(0,1) γηα φιεο ηηο ηηκέο ηνπ α (΢ρ. 9 &10) θαη  

β)  Αλ α>1 (΢ρ. 9), ηφηε ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα θαη ηζρχνπλ: 
x x

x x
lim α 0 θαη lim α  
 

   , 

ελψ, αλ 0<α<1 (΢ρ. 10), ηφηε ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα θαη ηζρχνπλ: 
x x

x x
lim α  θαη lim α 0
 

   , 

 

΢ρήκα 9 
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΢ρήκα 10 

Δπαλεκθαλίδνπκε ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ g θαη θ θαη 

κεηαθηλνχκε πξνο ηα αξηζηεξά ην κεηαβιεηφ άθξν ηεο κπάξαο h έηζη, ψζηε ην h λα 

πάξεη κηα ηηκή πνιχ θνληά ζην 0 (Δδψ πήξακε h=0,0001). Σφηε, φπσο είλαη γλσζηφ, 

ζα ηζρχεη 

g(x)   f ` (x )  

θαη, επνκέλσο, ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο g ζα είλαη θαηά πξνζέγγηζε ε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαγψγνπ ηεο ζπλάξηεζεο f. 

Αλ, ηψξα, κεηαθηλήζνπκε ην κεηαβιεηφ άθξν ηεο κπάξαο k, ζα δηαπηζηψζνπκε 

φηη ππάξρεη ηηκή ηνπ k γηα ηελ νπνία νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ θ 

θαη g ζπκπίπηνπλ (΢ρ. 11). Καηαιήγνπκε έηζη ζην ζπκπέξαζκα φηη: 
f '(x) k f (x)   

δειαδή φηη: 

 x xα k α

   

Ζ ηηκή ηεο κεηαβιεηήο k γηα ηελ νπνία νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ θ 

θαη g   f `  ζπκπίπηνπλ, είλαη, φπσο γλσξίδνπκε απφ ηελ Αλάιπζε ν αξηζκφο 
h

h 0

α 1
lim lnα

h


  (΢ηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε είλαη ln α  0.4995). 

  
΢ρήκα 11 
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Αλ, ηψξα, απμνκεηψζνπκε ηηο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ α, νιηζζαίλνληαο ην δεμηφ 

άθξν ηεο αληίζηνηρεο κπάξαο, ζα δηαπηζηψζνπκε φηη ππάξρεη ηηκή ηνπ α γηα ηελ νπνία 

νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ f, g θαη θ ζπκπίπηνπλ. Απηφ ζα ζπκβεί, 

φηαλ α 2,71 θαη k 1  (΢ρ. 12), δειαδή φηαλ lnα 1  ή, ηζνδχλακα, φηαλ α e .  

 

΢ρήκα 12 

 

Μηα κε ηππηθή απφδεημε ηνπ παξαπάλσ ζπκπεξάζκαηνο είλαη ε εμήο: 

ΑΠΟΓΔΗΞΖ 

Δίλαη: 

h

f(x)h)f(x

0h
lim(x)' f




 

h

f(x)h)f(x 


h

xαhxα 


h

1hαxα


,γηα πνιχ κηθξά h. 

Άξα: 

h

1hα
f(x)(x)f'


 1⇔ α

h
  1+h ⇔ α  (1+h) h

1

  , γηα πνιχ κηθξά h 

t)
t

1
(1α  , γηα πνιχ κεγάια t                                                              

                                                            
t

t1
α lim(1 ) e

t
    . 

  

Οινθιήξσκα  ΢πλάξηεζεο 

Γηα λα βνεζήζνπκε ηνπο καζεηέο λα θηάζνπλ ζην ζηάδην ηεο ζύιιεςεο σο 

δηαδηθαζίαο ηεο έλλνηαο ηνπ νξηζκέλνπ νινθιεξψκαηνο πξνηείλνπκε θαηά ηε 

δηδαζθαιία ηεο ζπγθεθξηκέλεο έλλνηαο λα γίλεη (αλ είλαη δπλαηφλ) ρξήζε δπλακηθψλ 

ινγηζκηθψλ (ν.π.). Σν παξαθάησ ζρήκα 13 είλαη ε εηθφλα ηεο επηθάλεηαο εξγαζίαο 

κηαο δξαζηεξηφηεηαο πνπ δεκηνπξγήζακε κε ηε βνήζεηα ηνπ ινγηζκηθνχ Sketchpad 

4.03 αθνινπζψληαο κε ηε ζεηξά ηα αθφινπζα βήκαηα: 

1ν Δπηιέμακε ηε ζπλάξηεζε 2
f (x) 0,3x  θαη ραξάμακε ην γξάθεκα απηήο. 

Μπνξνχκε φκσο λα αιιάμνπκε αλά πάζα ζηηγκή ηνλ ηχπν ηεο f.  

2ν Δπηιέμακε ηα ζεκεία α 1  θαη β 2  ηνπ άμνλα x 'x . Μπνξνχκε φκσο λα 

αιιάμνπκε ηηο ηηκέο ησλ α θαη β, κεηαθηλψληαο ηα ζεκεία Α(α,0)  θαη Β(β,0)  

πάλσ ζηνλ άμνλα x 'x . 

3ν Υσξίζακε ην δηάζηεκα [α,β]  ζε ίζα λ ππνδηαζηήκαηα, ησλ νπνίσλ ην πιήζνο λ 

θαζνξίδνπκε θάζε θνξά κε ηε βνήζεηα κηαο νιηζζαίλνπζαο κπάξαο. 
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4ν Καηαζθεπάζακε ηα αξηζηεξά (
λε ) θαη ηα δεμηά (

λΔ ) αζξνίζκαηα Riemann ηεο 

ζπλάξηεζεο f ζην δηάζηεκα [α,β]  θαη ππνινγίζακε ηε δηαθνξά ηνπο 

λ λ λΓ Δ ε  , ε νπνία παξηζηάλεη ην εκβαδφλ ηνπ απνθνκκέλνπ νξζνγσλίνπ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 13 

 

Αλ, ηψξα, απμήζνπκε απεξηφξηζηα ην λ, ηφηε ζα παξαηεξήζνπκε φηη ε δηαθνξά 

λ λ λΓ Δ ε  , πνπ παξηζηάλεη ην εκβαδφλ ηνπ απνθνκκέλνπ νξζνγσλίνπ (ζρ. 14), 

ηείλεη λα κεδεληζηεί θαη ζπλεπψο ην ρσξίν πνπ νξίδνπλ ηα   ηνπ δεμηνχ αζξνίζκαηνο 

Riemann ηείλεη λα ζπκπέζεη κε ην ρσξίν πνπ νξίδνπλ ηα νξζνγψληα ηνπ αξηζηεξνχ 

αζξνίζκαηνο Riemann ηεο ζπλάξηεζεο f . Δπνκέλσο, ηα παξαπάλσ ρσξία ηείλνπλ λα 

ζπκπέζνπλ κε ην ρσξίν πνπ νξίδεηαη απφ ην γξάθεκα ηεο f ηνλ άμνλα ησλ x θαη ηηο 

επζείεο x=1 θαη x=2. Χο εθ ηνχηνπ, ην εκβαδφλ ηνπο ηείλεη λα γίλεη ίζν κε ην εκβαδφλ 

ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ρσξίνπ, ην νπνίν θαηά πξνζέγγηζε είλαη ίζν κε 0,70  

 

 
΢ρήκα 14 

Με ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία ππνινγίζακε θαηά πξνζέγγηζε ην 
2

2

1
0,3x dx . 

Μπνξνχκε φκσο λα ππνινγίζνπκε θαηά πξνζέγγηζε θαη ην νινθιήξσκα 

νπνηαζδήπνηε άιιεο ζπλάξηεζεο f ζε νπνηνδήπνηε δηάζηεκα [α,β]  ηνπ πεδίνπ 

νξηζκνχ ηεο, αιιάδνληαο κφλν ηνλ ηχπν ηεο f θαη ηηο ηηκέο ησλ α θαη β. 
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Σξνπνπνηψληαο θαηάιιεια ηελ παξαπάλσ δξαζηεξηφηεηα, κπνξνχκε λα 

βνεζήζνπκε ηνπο καζεηέο λα δηαπηζηψζνπλ επνπηηθά ηηο ηδηφηεηεο ηνπ νξηζκέλνπ 

νινθιεξψκαηνο θαη λα ζπκβάινπκε, έηζη, ζηελ απνθπγή ιαζψλ πνπ ζρεηίδνληαη κε 

ηε ζπγθεθξηκέλε έλλνηα. 

 

Δπίινγνο 

Με ηηο δξαζηεξηφηεηεο πνπ παξνπζηάζακε παξαπάλσ ζειήζακε λα αλαδείμνπκε 

ηε ζπκβνιή ησλ λέσλ ηερλνινγηψλ ζηελ δηδαζθαιία θαη θαηαλφεζε ελλνηψλ ηεο 

Αλάιπζεο. Θα πξέπεη, φκσο, θιείλνληαο ηελ εηζήγεζή καο απηή, λα ηνλίζνπκε γηα 

άιιε κηα θνξά φηη: 
«Οη λέεο ηερλνινγίεο δελ πξέπεη λα ππνθαηαζηήζνπλ ηηο βαζηθέο θαηαλνήζεηο θαη 

δηαηζζήζεηο, αιιά λα ρξεζηκνπνηνύληαη θπξίσο γηα λα ηηο εληζρύζνπλ».(NCTN 

[18], ζ.24-25) 

θαη επηπιένλ φηη: 
«Ο ειεθηξνληθόο ππνινγηζηήο δελ είλαη εξγαιείν πνπ ιύλεη κε ζαπκαζηό ηξόπν ηα 

πξνβιήκαηα ηεο δηδαζθαιίαο ηεο Αλάιπζεο. Ο ειεθηξνληθόο ππνινγηζηήο κπνξεί, 

ρσξίο θακία ακθηβνιία, λα βνεζήζεη λα μεπεξάζνπκε ηηο ζπγθεθξηκέλεο δπζθνιίεο, 
αιιά δηάθνξεο έξεπλεο έδεημαλ θαζαξά όηη απηό είλαη απνηειεζκαηηθό κόλν κέζα ζε 

έλα ζπλεθηηθό πιαίζην δηδαζθαιίαο θαη κάζεζεο.» (βι. [1], ζ. 197).  
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Δλαιιαθηηθέο πξνζεγγίζεηο ησλ καζεκαηηθώλ 

κέζα από δξαζηεξηόηεηεο 
 

Υξίζηνο Μειηψλεο 

Δληαίν Πεηξακαηηθφ Λχθεην Βαξβαθείνπ ΢ρνιήο 

 

 

 

1. Δηζαγσγή 
Σν πιαίζην ηεο εηζήγεζεο θαζνξίδεηαη θπξίσο απφ ηηο απαληήζεηο πνπ 

ελδερνκέλσο ζα δίλακε ζε εξσηήκαηα, φπσο:  

 Μπνξνχκε λα δηδάμνπκε ηα καζεκαηηθά κε ηξφπν δηαθνξεηηθφ απφ ηνλ 

θαζηεξσκέλν;  

 Τπάξρνπλ ηξφπνη πξνζέγγηζεο ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο, απαιιαγκέλνη απφ 

ηελ απνιπηφηεηα ηνπ θαζαξνχ «δηδαθηηθνχ» καζεκαηηθνχ ιφγνπ; 

 Δίλαη δπλαηφλ λα θαιιηεξγεζνχλ ζηνπο καζεηέο ζεηηθά ζπλαηζζήκαηα γηα ηα 

καζεκαηηθά θαη ηε καζεκαηηθή γλψζε; 

Δξσηήκαηα ζαλ ηα παξαπάλσ, ηα νπνία ζπρλά ηίζεληαη, ηφζν απφ δηδάζθνληεο, 

φζν θαη απφ δηδαζθφκελνπο, έρνπλ νδεγήζεη ηε καζεκαηηθή εθπαίδεπζε ζηελ 

αλαδήηεζε ελαιιαθηηθψλ κνξθψλ θαη κέζσλ πξνζέγγηζεο θαη δηδαζθαιίαο3, ψζηε λα 

γίλνπλ ηα καζεκαηηθά πξνζπειάζηκα θαη θαηαλνεηά απφ ηνπο καζεηέο, παξά ηε 

δεδνκέλε –θαη ζε αξθεηέο πεξηπηψζεηο κεγάιε- δπζθνιία θαηαλφεζεο ησλ 

καζεκαηηθψλ ελλνηψλ.  

Θεσξψληαο ηα πξνεγνχκελα εξσηήκαηα ζεκαληηθά, ζα παξνπζηάζνπκε 

νξηζκέλεο πξνηάζεηο πνπ ζα κπνξνχζαλ λα δνζνχλ σο απαληήζεηο.  

 

2. Αιιειεπηδξάζεηο κεηαμύ γλσζηηθώλ θαη ζπγθηλεζηαθώλ 

ιεηηνπξγηώλ 

 
Απφ ηελ ςπρνινγία γλσξίδνπκε φηη ε κάζεζε δε ιακβάλεη ρψξα αλεμάξηεηα απφ 

ηα ζπλαηζζήκαηα ησλ κεηερφλησλ ζηε καζεζηαθή δηεξγαζία, αιιά επεξεάδεηαη απφ 

ςπρνινγηθνχο θαη ζπλαηζζεκαηηθνχο παξάγνληεο, νη νπνίνη επηδξνχλ δπλακηθά ζηε 

ινγηθή ζθέςε θαη επεξεάδνπλ ηε ιεηηνπξγία ηεο. Ζ ζπλάθεηα κεηαμχ ησλ γλσζηηθψλ 

θαη ζπλαηζζεκαηηθψλ δηεξγαζηψλ παξέρεη ελδείμεηο φηη νη κεηαβνιέο ζηε δηάζεζε ηνπ 

αηφκνπ επεξεάδνπλ ηελ ηθαλφηεηα επίιπζεο πξνβιεκάησλ
4

 θαη νδεγεί ζηε 

δηαπίζησζε φηη «κηα ζεηξά απφ δηαδηθαζίεο, νη νπνίεο ζρεηίδνληαη άκεζα κε ηε ιχζε 

πξνβιήκαηνο, έρνπλ ηαπηφρξνλα κηα ζπλδεδεκέλε ζπλαηζζεκαηηθή ζπληζηψζα»
5
. 

Δμάιινπ, είλαη πιένλ γεληθά παξαδεθηφ, φηη ε θαηαλφεζε ησλ καζεκαηηθψλ 

ελλνηψλ είλαη κηα πνιχπιεπξε δηεξγαζία ηεο αλζξψπηλεο λφεζεο, ε νπνία 

πξνυπνζέηεη ηελ ηθαλφηεηα αθαίξεζεο, θξηηηθήο ζθέςεο θαη ζηνραζκνχ θαη 

παξνπζηάδεη αξθεηέο αληηθεηκεληθέο δπζθνιίεο.  

Οη δπζθνιίεο απηέο απμάλνληαη θαη απφ θνβίεο, άγρνο, παξαλνήζεηο, 

πξνθαηαιήςεηο, πεπνηζήζεηο, «πηζηεύσ» θαη εζθαικέλεο αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ 

                                                
3 Δλδεηθηηθά αλαθέξνπκε ηηο δηαζεκαηηθέο πξνζεγγίζεηο, ηε ζεσξία ησλ δηδαθηηθψλ θαηαζηάζεσλ, ηελ 

επίιπζε πξνβιήκαηνο, ηε ρξήζε ησλ ΣΠΔ θιπ. 
4 Νηάβνπ Μ. (2000) Οη δηεξγαζίεο ηεο ζθέςεο ζηελ επνρή ηεο πιεξνθνξίαο. 
5 Φηιίπνπ Γ. –Υξίζηνπ Κ. (2001) ΢πλαηζζεκαηηθνί παξάγνληεο θαη κάζεζε ησλ Μαζεκαηηθώλ. 
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γηα ηα καζεκαηηθά θαη ηε θύζε ηεο καζεκαηηθήο γλώζεο, πνπ επεξεάδνπλ ηελ ζρέζε 

ησλ καζεηώλ κε απηά θαη δπζρεξαίλνπλ ηελ θαηαλόεζή ηνπο. 

΋κσο, απηέο νη αληηιήςεηο θαη πξνθαηαιήςεηο γηα ηα καζεκαηηθά 

δηακνξθψλνληαη θπξίσο απφ ηηο εκπεηξίεο, ηηο κεζφδνπο θαη ηα βηψκαηα πνπ 

απνθηνχλ νη καζεηέο κέζα ζηε ζρνιηθή ηάμε, αιιά θαη απφ ηηο αληηιήςεηο γηα ηα 

καζεκαηηθά πνπ επηθξαηνχλ ζην θνηλσληθφ πεξηβάιινλ θαη ηηο νπνίεο κεηαθέξνπλ 

θαη κεηαδίδνπλ νη ελήιηθεο (γνλείο εθπαηδεπηηθνί θ. α.) θαη νη νπνίεο είλαη 

απνηέιεζκα ησλ δηθψλ ηνπο εκπεηξηψλ θιπ. 

Δίλαη παξαδεθηφ επίζεο, φηη ε ζεηηθή ζηάζε απέλαληη ζηα καζεκαηηθά απνηειεί 

θαζνξηζηηθφ θαη επλντθφ παξάγνληα γηα ηελ πξνζέγγηζή ηνπο θαη αζθεί δπλακηθή 

επίδξαζε ζηε δηδαζθαιία ηνπο.  

 

3. Μεξηθά ζεκαληηθά εξσηήκαηα … 
΢πρλά ηίζεληαη θαη δεηνχλ απάληεζε ηα εξσηήκαηα:  

 Ση είλαη ηα καζεκαηηθά;  

 Πνύ ππάξρνπλ, πνύ εθαξκόδνληαη θαη ζε ηη ρξεζηκεύνπλ ηα καζεκαηηθά;  

 Γηαηί πξέπεη λα καζαίλνπκε καζεκαηηθά; 

 Γηαηί είλαη δύζθνια ηα καζεκαηηθά; 

 Πώο πξέπεη λα πξνζεγγίδνπκε ηα καζεκαηηθά; 

Σα εξσηήκαηα απηά είλαη πνιχ ζεκαληηθά γηα ηε καζεκαηηθή εθπαίδεπζε, 

θαζφζνλ απφ ηελ απάληεζή ηνπο εμαξηάηαη ζε κεγάιν βαζκφ ην ελδηαθέξνλ ησλ 

καζεηψλ γηα ηα καζεκαηηθά θαη έρνπλ ηεζεί αθφκε θαη απφ θνξπθαίνπο 

καζεκαηηθνχο. Θα αλαθέξνπκε δχν ραξαθηεξηζηηθέο πεξηπηψζεηο. 

΢ην αμηφινγν έξγν ηνπο Ζ Μαζεκαηηθή Δκπεηξία, νη ζπγγξαθείο P.J. Davis θαη R. 

Hersh, βξίζθνπλ φηη «ηα καζεκαηηθά είλαη έλαο άπεηξα πνιχπινθνο θαη κπζηήξηνο 

θφζκνο» θαη δηεξσηψληαη ζέηνληαο νξηζκέλα βαζηθά εξσηήκαηα: «Ση είλαη αξηζκφο; 

Ση είλαη ζχλνιν; Ση είλαη απφδεημε; Ση γλσξίδνπκε ζηα καζεκαηηθά θαη πψο ην 

γλσξίδνπκε;…». Γηαηππψλνληαο απηέο ηηο εξσηήζεηο αληηιακβάλνληαη πσο δε 

γλψξηδαλ ηηο απαληήζεηο θαη ζπλερίδνπλ: «Πνχ είλαη ε ζέζε ησλ καζεκαηηθψλ; Πνχ 

ππάξρνπλ; Ση είλαη ε γλψζε ε καζεκαηηθή ή νπνηαδήπνηε άιιε;»
6
.  

Ο Οχγγξνο καζεκαηηθφο A. Renyi, ζπγγξαθέαο ησλ «Γηαιφγσλ γηα ηα 

Μαζεκαηηθά», ζεκείσλε: «Δλώ κηινύζα γηα ηα καζεκαηηθά ζε κε καζεκαηηθνύο, 

αληηκεηώπηζα έλα κεγάιν αξηζκό πξνθαηαιήςεσλ, παξεμεγήζεσλ θαη εζθαικέλσλ 

αληηιήςεσλ, όρη κόλν κεηαμύ αλζξώπσλ ησλ νπνίσλ ηα θύξηα ελδηαθέξνληα θαη 

δξαζηεξηόηεηεο είλαη καθξηά από ηα καζεκαηηθά αιιά θαη κεηαμύ εθείλσλ πνπ κέζσ 

ηνπ επαγγέικαηόο ηνπο έρνπλ κηα θάπνηα γλώζε ζε θάπνηνλ ηνκέα ηνπ καζεκαηηθνύ 

πεδίνπ… …Απηέο νη πεξηζηάζεηο κε έπεηζαλ όηη ππάξρεη πξαγκαηηθή αλάγθε γηα κηα 

ζπδήηεζε ησλ βαζηθώλ δεηεκάησλ ησλ καζεκαηηθώλ θαη ησλ εθαξκνγώλ ηνπο κε έλα 

ηξόπν, πνπ ελώ ζα ηα θάλεη πξνζηηά ζηνπο κε εηδηθνύο, ζα παξνπζηάδεη απηά ηα 

πξνβιήκαηα ζηελ πιήξε ηνπο πνιππινθόηεηα. Αλαγλώξηζα όηη δε ζα ήηαλ έξγν εύθνιν 

λα θάλεηο ηέηνηα ζέκαηα θαηαλνεηά ζην πιαηύ θνηλό, γη’ απηό ην ιόγν έςαμα γηα κηα 

εηδηθή κέζνδν, γηα λα θέξσ αθεξεκέλα πξνβιήκαηα πην θνληά ζηνλ θνηλό άλζξσπν», 

γηα λα θαηαιήμεη: «Τπάξρεη πξαγκαηηθή αλάγθε γηα κηα ζπδήηεζε ησλ βαζηθώλ 

δεηεκάησλ ησλ καζεκαηηθώλ θαη ησλ εθαξκνγώλ ηνπο … Ση πξάγκαηη είλαη ηα 

καζεκαηηθά; Θεσξώ ηε ζπδήηεζε απηνύ ηνπ ζέκαηνο ηδηαίηεξα ζεκαληηθή γηαηί ε 

                                                
6 Davis P.J. - Hersh R. (1981) Ζ Μαζεκαηηθή Δκπεηξία. 
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δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθώλ ζηε ζηνηρεηώδε θαη ηε κέζε εθπαίδεπζε βξίζθεηαη αθόκα 

καθξηά από ην λα δίλεη κηα μεθάζαξε ζσζηή θαη εκπεξηζηαησκέλε απάληεζε.»
7
. 

 

4. … νξηζκέλεο απαληήζεηο 
Αο ζηαρπνινγήζνπκε νξηζκέλεο απαληήζεηο ζηα εξσηήκαηα ηεο πξνεγνχκελεο 

ελφηεηαο, ελδεηθηηθέο ηνπ ηξφπνπ κε ηνλ νπνίν θνξπθαίνη καζεκαηηθνί ηνπ θαηξνχ 

καο αληηκεησπίδνπλ ην πξφβιεκα θαη ησλ ιχζεσλ πνπ πξνηείλνπλ: 

Ο γλσζηφο Γάιινο καζεκαηηθφο θαη ζπγγξαθέαο Serge Lang, ζην έξγν ηνπ «Ζ 

γνεηεία ησλ καζεκαηηθώλ» ζεκεηψλεη: «Ίζσο λνηώζαηε έθπιεμε αλ θάπνηνο 

ηζρπξηδόηαλ όηη ηα καζεκαηηθά είλαη θάηη εμαηξεηηθά όκνξθν… Πνιινί άλζξσπνη 

αληηκεησπίδνπλ ηα καζεκαηηθά κε πξνθαηάιεςε ε νπνία αλαπηύζζεηαη ήδε από ηηο 

πξώηεο ηάμεηο ηεο ζηνηρεηώδνπο εθπαίδεπζεο…» θαη ζπλερίδεη ζηηο «Μαζεκαηηθέο 

΢πλαληήζεηο»: «Πήγα ζε ζρνιεία πξνθεηκέλνπ λα ζπδεηήζσ γηα ηα καζεκαηηθά κε 

καζεηέο… Ήζεια λα ηνπο δείμσ όκνξθα καζεκαηηθά, ηδσκέλα όκσο κε ηνλ ηξόπν ελόο 

καζεκαηηθνύ. Ζ γλώκε κνπ είλαη όηη ζηα πεξηζζόηεξα ζρνιηθά βηβιία ηα καζεκαηηθά 

ζέκαηα αληηκεησπίδνληαη κε ηξόπν πνπ δελ έρεη ζπλνρή. Ζ κηα ιεπηνκέξεηα ζηνηβάδεηαη 

πάλσ ζηελ άιιε, ζπρλά ρσξίο ξπζκό ή ινγηθή… Μεγάιν ηκήκα ηνπ αλαιπηηθνύ 

πξνγξάκκαηνο ζηε ζηνηρεηώδε θαη ηε κέζε εθπαίδεπζε είλαη εμαηξεηηθά ζηεγλό… θάηη 

εληειώο δηαθνξεηηθό ειπίδσ λα ζαο εκπλεύζεη θαη ίζσο θάλνληαο καζεκαηηθά 

θαηαιήμεηε λα ηα αγαπήζεηε όπσο αγαπάηε ηε κνπζηθή. … Σα καζεκαηηθά ππάξρνπλ, 

είλαη δσληαλά, όρη θάηη ζηεξεόηππν, παιηό θαη κνπριηαζκέλν. … Κάζε δάζθαινο πξέπεη 

λα πνξεπηεί ζύκθσλα κε ην δηθό ηνπ ηξόπν, ηε δηθή ηνπ όζθξεζε. Καζέλαο πξέπεη λα 

ρξεζηκνπνηήζεη ηα δηθά ηνπ κέζα γηα λα ζπγθηλήζεη ηνπο καζεηέο. Υξεηαδόκαζηε ηα 

πάληα, ρσξίο απνθιεηζκνύο.»
8
 

Ο M. Kline παξαηεξεί φηη «ζηα ζρνιεία ηα καζήκαηα θαη ηα βηβιία παξνπζηάδνπλ 

ηα καζεκαηηθά ζαλ κηα ζεηξά ηερληθώλ δηαδηθαζηώλ ρσξίο θαλέλα λόεκα» θαη 

ζεκεηψλεη ηελ άπνςε ηνπ B. Russel φηη «ηα καζεκαηηθά, αλ θνηηαρηνύλ ζσζηά, 

ραξαθηεξίδνληαη… από ηελ ύςηζηε νκνξθηά»
9
.  

Γηα ηε ζεκαζία ηεο θαληαζίαο θαη ηνπ ηξφπνπ κε ηνλ νπνίν πξνζεγγίδνπκε ηε 

γλψζε, ν A. Einstein ηζρπξηδφηαλ φηη: ―ε θαληαζία είλαη πην ζεκαληηθή από ηε 

γλώζε‖. Ο Lewis Carroll, καζεκαηηθφο θαη ζπγγξαθέαο ηνπ 19
νπ

 αηψλα, ζην γλσζηφ 

παηδηθφ βηβιίν «Ση βξήθε ε Αιίθε κέζα ζηνλ θαζξέπηε», κέζα απφ ηα ιφγηα ηεο 

Αιίθεο ζεκείσλε: «Θα έβιεπα ηνλ θήπν πνιύ θαιύηεξα» κνλνιόγεζε ε Αιίθε, «αλ 

κπνξνύζα λα θηάζσ ζηελ θνξπθή απηνύ ηνπ ιόθνπ: θαη λα έλα κνλνπάηη πνπ νδεγεί 

θαη’ επζείαλ εθεί…»
10
. Υξεηαδφκαζηε ινηπφλ θαληαζία, αιιά θαη θαιχηεξε θαη πην 

ζθαηξηθή ζέαζε ηνπ θφζκνπ πξνθεηκέλνπ λα ηνλ θαηαλνήζνπκε θαιχηεξα.  

Οη P.J. Davis θαη R. Hersh, ζπγγξαθείο ηνπ έξγνπ «Ζ Μαζεκαηηθή Δκπεηξία», 

ζεσξνχλ φηη «Σα καζεκαηηθά είλαη έλαο άπεηξα πνιύπινθνο θαη κπζηήξηνο θόζκνο. Ζ 

εμεξεύλεζή ηνπ είλαη κηα έμε από ηελ νπνία ειπίδσ λα κε ζεξαπεπηώ πνηέ…» θαη 

ζεκεηψλνπλ: «γηα λα θαηαλνήζνπκε ηα καζεκαηηθά κηαο πξνεγνύκελεο πεξηόδνπ 

ρξεηάδεηαη λα δηεηζδύζνπκε ζηελ αηνκηθή θαη ζπιινγηθή ζπλείδεζε ηεο επνρήο ηνπο»
11

. 

                                                
7 Renyi A. (1979) Γηάινγνη γηα ηα Μαζεκαηηθά. 
8 Lang S., (1997) Ζ γνεηεία ησλ καζεκαηηθώλ θαη (1998) Μαζεκαηηθέο ΢πλαληήζεηο. 
9 Kline M., Σα Μαζεκαηηθά ζην Γπηηθό Πνιηηηζκό. 
10 Carroll L. (1991) Ση βξήθε ε Αιίθε κέζα ζηνλ θαζξέπηε, εθδ. εξκείαο, ζει.29. 
11 Davis P.J. - Hersh R., (1981) Ζ Μαζεκαηηθή Δκπεηξία. 
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Υξεηαδφκαζηε επηπιένλ, ηελ πεξηέξγεηα θαη ην πάζνο ηνπ εμεξεπλεηή, αιιά θαη ηελ 

γλψζε ηεο Ηζηνξίαο πξνθεηκέλνπ λα θαηαλνήζνπκε θαιχηεξα ηα καζεκαηηθά. 

Αλαθεξφκελνο ζηε ζεκαζία ηνπ ηξφπνπ κε ηνλ νπνίν πξνζεγγίδνπκε θαη 

δηδάζθνπκε ηα καζεκαηηθά ν D. Guedj, ζην «Θεώξεκα ηνπ παπαγάινπ» πνιχ 

ραξαθηεξηζηηθά ζεκεηψλεη: «Οη επηζηεκνληθέο αιήζεηεο ρξεηάδνληαη σξαίεο ηζηνξίεο 

γηα λα ηξαβήμνπλ ηνπο αλζξώπνπο. Δδώ ν κύζνο δελ αληαγσλίδεηαη ηελ 

πξαγκαηηθόηεηα, αιιά ηε ζπλδέεη κ’ απηά πνπ νη άλζξσπνη αγαπνύλ θαη πνπ ηνπο 

θάλνπλ λα νλεηξεύνληαη.»
12

. Πξέπεη ινηπφλ λα αλαδεηνχκε πάληα ηνλ θαιχηεξν ηξφπν 

κε ηνλ νπνίν ζα πξνζεγγίζνπκε ηε καζεκαηηθή γλψζε.   

Γηα ην ίδην ζέκα, αλαθεξφκελνο ζηνλ ηξφπν δηδαζθαιίαο ησλ καζεκαηηθψλ, ν J. 

Garofalo ζεκεηψλεη: «ε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθώλ ζάπξεπε λα δίλεη έκθαζε ζε 

δξαζηεξηόηεηεο πνπ ελζαξξύλνπλ ηνπο καζεηέο λα εμεξεπλνύλ ηα καζεκαηηθά ζέκαηα, 

λα αλαπηύζζνπλ θαη λα εμειίζζνπλ ηηο δηθέο ηνπο ηδέεο, ζηξαηεγηθέο θαη κεζόδνπο θαη 

λα αληαλαθιά θαη λα εμεηάδεη από δηαθνξεηηθέο νπηηθέο γσλίεο ηηο καζεκαηηθέο έλλνηεο 

θαη ηηο δηαδηθαζίεο. …Ζ ηάμε ησλ καζεκαηηθώλ πξέπεη λα έρεη δσληάληα, ζπλεξγαζία 

θαη κηα αηκόζθαηξα έξεπλαο, εμεξεύλεζεο θαη αλαθάιπςεο. Πξνσζώληαο κηα ηέηνηα 

πξνζέγγηζε ζηα ζρνιηθά καζεκαηηθά ζα εηζάγνπκε ηνπο καζεηέο ζε πεξηζζόηεξν 

ελδηαθέξνπζεο θαη αληηπξνζσπεπηηθέο πιεπξέο ησλ καζεκαηηθώλ θαη ηεο καζεκαηηθήο 

ζθέςεο»
13

. 

5. … θαη νξηζκέλεο επηπιένλ ζπληζηώζεο  
Γηα λα δηεπξχλνπκε ην πιαίζην κέζα απφ ην νπνίν θαηαλννχκε ηελ πξνζέγγηζε 

ησλ καζεκαηηθψλ, ζηηο παξαπάλσ δηαηππσκέλεο ζέζεηο θαη πξνηάζεηο κπνξνχκε λα 

πξνζζέζνπκε φηη ηα καζεκαηηθά σο θαη‟ εμνρήλ πξντφλ ηεο αλζξψπηλεο 

δξαζηεξηφηεηαο , βξίζθνληαη ζε αιιειεπίδξαζε κε φινπο ηνπο ηνκείο ηεο θνηλσληθήο 

δσήο θαη «σο ζρνιηθφ κάζεκα ππφθεηληαη ζε κηα ζεηξά θνηλσληθψλ θαη πνιηηηζκηθψλ 

θαζνξηζκψλ, νη νπνίνη δηακνξθψλνπλ αληίζηνηρα ηνπο ζηφρνπο, ην πεξηερφκελν, ηηο 

δηδαθηηθέο πξαθηηθέο, ηα κέζα δηδαζθαιίαο, ηηο ηερληθέο αμηνιφγεζεο θαη γεληθφηεξα 

ην ζχλνιν ησλ δξαζηεξηνηήησλ ηεο κάζεζεο θαη ηεο δηδαζθαιίαο ηνπο»
14
. Δμ‟ άιινπ, 

ε αηζζεηηθή θαη ηζηνξηθή ζπληζηψζα ησλ καζεκαηηθψλ θαη ε ηδηαίηεξε ζρέζε ηνπο κε 

ηελ ηέρλε θαη ηνλ πνιηηηζκφ αθελφο
15
, ην πιήζνο ησλ εθαξκνγψλ ηνπο θαη ην ζχλνιν 

ησλ επηζηεκψλ πνπ ρξεζηκνπνηνχλ ηα καζεκαηηθά αθεηέξνπ, πξνζθέξνπλ ζηε 

δηδαζθαιία ηνπο αξθεηέο δπλαηόηεηεο πξνζεγγίζεσλ κε πξαθηηθή θαη θνηλσληθή 

αλαθνξηθόηεηα. 

Απφ ηελ θνηλσληθή θαη παηδαγσγηθή ζθνπηά επίζεο, είλαη ηδηαίηεξα ζεκαληηθφ θαη 

έλα πξφζζεην δεδνκέλν. ΋ηη ην ζρνιείν πξέπεη λα πξνζθέξεη ζηα παηδηά ηε 

δπλαηφηεηα: 

 λα καζαίλνπλ λα δνπιεύνπλ νκαδηθά –φηαλ ζήκεξα θπξηαξρεί ν αληαγσληζκφο 

ζε φια ηα επίπεδα ηεο θνηλήο ηνπο δσήο- θαη  

 λα ζθέθηνληαη- ελψ ζήκεξα θαινχληαη λα θαιχπηνπλ ηελ χιε γηα λα απνθηνχλ 

ζπγθξηηηθά πιενλεθηήκαηα ζηελ αγνξά εξγαζίαο. 

Μηα επίζεο ζεκαληηθή ζέζε είλαη φηη ηα παηδηά καζαίλνπλ θαιχηεξα φηαλ ε 

έκθαζε δελ δίλεηαη ζην απνηέιεζκα, αιιά ζηελ ίδηα ηε δηαδηθαζία. Γη‟ απηφ, φπσο 

ζεκεηψλεη ε Α. Γηαλληθνπνχινπ, ε επαθή κε ηε γλψζε είλαη απνηειεζκαηηθφηεξε 

                                                
12 Guedj D. (1999)  Σν ζεώξεκα ηνπ παπαγάινπ, κεηαθξ. Σ. Μηραειίδεο, Αζήλα: Πφιηο, ζει. 604. 
13 Garofalo J. (1994) Οη πεπνηζήζεηο θαη πσο απηέο επεξεάδνπλ ηελ επίδνζε ζηα Μαζεκαηηθά. 
14 Υαζάπεο Γ. (2005) Κνηλσληθέο θαη πνιηηηζηηθέο δηαζηάζεηο ηεο καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο. 
15 Φίιε Υ. (1987) Ακθίδξνκα Παξάιιειεο Αλαδεηήζεηο Δπηζηήκεο θαη Σέρλεο. 
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φηαλ ηα δηάθνξα δηδαθηηθά αληηθείκελα αλακεηγλχνληαη.
16

 ΢ην πιαίζην απηφ, ε ρξήζε 

ηεο ινγνηερλίαο κπνξεί λα ιεηηνπξγήζεη σο έλαο θπζηθφο θαηαιχηεο ζηελ ελνπνίεζε 

ησλ δηδαθηηθψλ αληηθεηκέλσλ, πνπ ζην ρψξν ηνπ ζρνιείνπ φρη κφλν εμεηάδνληαη 

ρσξηζηά, αιιά κεξηθέο θνξέο δείρλνπλ λα αληηκάρνληαη ην έλα ην άιιν.  

Μηα επηπιένλ ζπληζηψζα ηεο εθπαίδεπζεο αλαθέξεη ν F. Savator, ν νπνίνο 

ζεσξεί φηη ην πην αμηνζεκείσην απνηέιεζκα ηεο θαιήο εθπαίδεπζεο είλαη «λα αλνίγεη 

ηελ όξεμε γηα πεξηζζόηεξε εθπαίδεπζε, γηα λέα καζήκαηα, λέεο παξαδόζεηο»
17
. Μέζα 

απφ κηα ηέηνηα αληίιεςε γηα ηελ εθπαίδεπζε, νη καζεηέο θαινχληαη λα θαηαλνήζνπλ 

ζεκαζίεο θαη όρη απιώο λα επεμεξγαζηνύλ πιεξνθνξίεο. 

 

6. Δλδεηθηηθέο δξαζηεξηόηεηεο 
Ζ αλαδήηεζε ηεο αιήζεηαο πξέπεη λα είλαη ν ζθνπόο ηεο δξαζηεξηόηεηάο καο 

H. Poincaré, Ζ αμία ηεο επηζηήκεο  

Θα πξνζπαζήζνπκε λα παξνπζηάζνπκε νξηζκέλεο δξαζηεξηφηεηεο, νη νπνίεο 

κπνξνχλ λα πινπνηεζνχλ ζην πιαίζην ηεο δηδαζθαιίαο ησλ καζεκαηηθψλ θαη νη 

νπνίεο πξνζθέξνπλ δπλαηφηεηεο ελαιιαθηηθψλ πξνζεγγίζεσλ ησλ καζεκαηηθψλ. 

Μέζα απφ ηηο δξαζηεξηφηεηεο απηέο, νη καζεηέο έρνπλ ηε δπλαηφηεηα λα μεπεξάζνπλ 

ηηο πξνθαηαιήςεηο θαη εζθαικέλεο αληηιήςεηο πνπ ζπρλά επηθξαηνχλ γηα ηα 

καζεκαηηθά θαη ην πεξηερφκελφ ηνπο θαη λα απνθηήζνπλ ζεηηθή ζηάζε απέλαληί ηνπο. 

Δπηδίσμή καο είλαη, νη καζεηέο λα δηεπθνιχλνληαη ζηελ θαηαλφεζε ησλ καζεκαηηθψλ 

ελλνηψλ θαη ηα καζεκαηηθά λα γίλνπλ πξνζπειάζηκα θαη ιηγφηεξν δχζθνια γηα ηνπο 

καζεηέο.  

Δλδεηθηηθά ζα αλαθεξζνχκε ζηηο εμήο δξαζηεξηφηεηεο ηηο νπνίεο θαη πξνηείλνπκε:   

 Μαζεκαηηθά θαη Λνγνηερλία 
 Θεαηξηθέο παξαζηάζεηο 

 Θέκαηα από ηελ ηζηνξία ησλ Μαζεκαηηθώλ 
 Δθζέζεηο (νξγάλσζε ή επίζθεςε) 

 Δθδειώζεηο δηάθνξεο, καζεκαηηθνύ πεξηερνκέλνπ 

 Δθδνηηθέο δξαζηεξηόηεηεο 

 Φηινηειηζκόο 

΋ιεο νη δξαζηεξηφηεηεο πξνζθέξνπλ ζηνλ εθπαηδεπηηθφ ηε δπλαηφηεηα γηα 

δηαθνξνπνηεκέλεο θαη εμαηνκηθεπκέλεο δηδαθηηθέο παξεκβάζεηο θαη νθείινπλ λα 

πξνζαξκφδνληαη ζηηο ηδηαίηεξεο ζπλζήθεο θαη δεδνκέλα πνπ επηθξαηνχλ ζε θάζε 

ζρνιείν ή ηάμε, ψζηε λα επηηπγράλεηαη ην θαιχηεξν δπλαηφ απνηέιεζκα. ΢ε θακία 

πεξίπησζε δελ απνηεινχλ παλάθεηα γηα ηε ιχζε ησλ πξνβιεκάησλ ηεο καζεκαηηθήο 

εθπαίδεπζεο, ελψ ππάξρεη θίλδπλνο λα εκθαληζηνχλ δηάθνξα πξνβιήκαηα θαηά ηελ 

εθαξκνγή ηνπο. Γηα ην ιφγν απηφ απαηηείηαη ηδηαίηεξε πξνζνρή θαηά ηελ πινπνίεζή 

ηνπο θαη πξέπεη λα απνθεχγεηαη ε θαηάρξεζή ηνπο. Δίλαη πξνθαλέο φηη νη 

δξαζηεξηφηεηεο απηέο δελ ππνθαζηζηνύλ ηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθώλ, απιά ηελ 

ππνζηεξίδνπλ θαη πσο φηαλ κηιάκε γηα ηα καζεκαηηθά δε ζεκαίλεη φηη θάλνπκε 

καζεκαηηθά. 

 

Μαζεκαηηθά θαη Λνγνηερλία 

Με ηο μηδέν και ηο άπειπο να ζςμθιλιυθούμε,  

Κ. Καπςυηάκηρ 

                                                
16 Γηαλληθνπνχινπ, Α. (2002) Λνγνηερλία θαη Μαζεκαηηθά. 
17 Savator F. (2004) Ζ αμία ηνπ εθπαηδεύεηλ. 
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΋ηαλ ε ινγνηερλία δηαπξαγκαηεχεηαη ζέκαηα ηζηνξίαο, θηινζνθίαο, 

επηζηεκνινγίαο, έξεπλαο, εθαξκνγψλ θαη δηδαθηηθήο ησλ καζεκαηηθψλ, 

ραξαθηεξίδεηαη σο καζεκαηηθή ινγνηερλία. Ζ αμηνπνίεζε ηεο καζεκαηηθήο 

ινγνηερλίαο ζην πιαίζην ηεο δηδαζθαιίαο ησλ καζεκαηηθψλ κπνξεί λα επηηεπρζεί κε 

πνηθίινπο ηξφπνπο,
18

 φπσο: 

 ε αλάγλσζε θαη παξνπζίαζε ζηελ ηάμε ελφο καζεκαηηθνχ ινγνηερληθνχ 

έξγνπ, (ή απνζπαζκάησλ ηνπ) κε καζεκαηηθφ πεξηερφκελν,  

 ε δηεμαγσγή ζπδήηεζεο πάλσ ζην πεξηερφκελν ελφο καζεκαηηθνχ 

ινγνηερληθνχ έξγνπ,  

 ε ζπγγξαθή κηαο απιήο ή ζπλζεηηθήο εξγαζίαο γηα ην πεξηερφκελν ελφο 

καζεκαηηθνχ ινγνηερληθνχ έξγνπ θ. α.  

Οη δξαζηεξηφηεηεο απηέο κπνξνχλ λα δηεμαρζνχλ, είηε ζε ζπλεξγαζία κε ηνλ 

θαζεγεηή ησλ καζεκαηηθψλ ή ζε ζπλεξγαζία κε ην θηιφινγν ή άιιν θαζεγεηή ηεο 

ηάμεο (δηαζεκαηηθή- δηεπηζηεκνληθή πξνζέγγηζε) θαη νη καζεηέο έρνπλ ηε δπλαηφηεηα 

λα εξγαζηνχλ αηνκηθά ή νκαδηθά. 

Σημειώνοςμε όηι η μαθημαηική λογοηεσνία: 

 Πξνζθέξεηαη σο κέζν γηα ηελ πξνζέγγηζε ησλ καζεκαηηθώλ, ηελ 

εμνηθείσζε ησλ καζεηώλ κε ηηο καζεκαηηθέο έλλνηεο, ηελ αληηκεηώπηζε 

αξλεηηθώλ ζηάζεσλ, πεπνηζήζεσλ, πξνθαηαιήςεσλ θαη άγρνπο γηα ηα 

καζεκαηηθά θαη γηα ηε δηακόξθσζε ζεηηθήο ζηάζεο απέλαληη ηνπο.  
 Απαιιαγκέλε απφ ηελ απνιπηφηεηα ηνπ θαζαξνχ καζεκαηηθνχ ιφγνπ, 

αλακεηγλχεη κπζνπιαζία θαη καζεκαηηθά θαη επηδηψθεη ηελ πξνζέιθπζε ηνπ 

ελδηαθέξνληνο θαη ηεο θαληαζίαο ησλ αλαγλσζηψλ, ψζηε ην ηαμίδη ζηνλ 

θφζκν ησλ καζεκαηηθψλ λα εμειηρζεί ζε ζπλαξπαζηηθή πεξηπέηεηα θαη λα 

πξνζθέξεη κηα κνλαδηθή εκπεηξία.  

 Ο κχζνο δε ρξεζηκνπνηείηαη αληαγσληζηηθά πξνο ηηο καζεκαηηθέο αιήζεηεο, 

αιιά έρεη ζθνπφ λα ηηο θάλεη πεξηζζφηεξν ζειθηηθέο θαη λα πξνθαιέζεη ην 

ελδηαθέξνλ γηα ηελ αλαδήηεζή ηνπο. 

 Σα κέζα πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ πξνζέγγηζε ησλ καζεκαηηθψλ ελλνηψλ 

είλαη ε ινγηθή αιιά θαη ην ζπλαίζζεκα, ε θαληαζία αιιά θαη ε παξαηήξεζε 

ηνπ πξαγκαηηθνχ θφζκνπ, ν ζηνραζκφο θαη ε θξηηηθή ζθέςε. 

Σφζν ε ελζσκάησζε καζεκαηηθψλ ελλνηψλ ζε ινγνηερληθά θείκελα, φζν θαη ε 

δξακαηνπνίεζε καζεκαηηθψλ θεηκέλσλ παξνπζηάδνπλ ηδηαίηεξεο δπζθνιίεο. Παξφια 

απηά, ηα ηειεπηαία ρξφληα θπθινθνξνχλ αξθεηά έξγα καζεκαηηθήο ινγνηερλίαο θαη 

δξακαηηθνί δηάινγνη πνπ θαιχπηνπλ φιεο ηηο ειηθίεο ησλ καζεηψλ (απφ ην  

Νεπηαγσγείν θαη ην Γεκνηηθφ ζρνιείν κέρξη ην Γπκλάζην θαη ην Λχθεην), 

αληαπνθξίλνληαη ζε φια ηα επίπεδα θαηαλφεζεο ησλ καζεκαηηθψλ θαη πξνζθέξνληαη 

γηα δηδαθηηθή αμηνπνίεζε. Δλδεηθηηθά αλαθέξνπκε νξηζκέλα απφ ηα πεδά θαη ηα 

ζεαηξηθά θείκελα, ηα νπνία είλαη αληηπξνζσπεπηηθά ησλ ηάζεσλ πνπ ππάξρνπλ ζην 

ρψξν ηεο ινγνηερλίαο θαη ηεο δξακαηνπξγίαο. 

Γηα παηδηά ηεο πξνζρνιηθήο θαη ηεο πξσηνζρνιηθήο ειηθίαο έρνπλ γξαθεί παηδηθά 

έξγα απφ ηνλ Δ. Σξηβηδά (Ζ πξηγθίπηζζα Γπζθνινύια, Σα 88 ληνικαδάθηα θ.α.), κε ηα 

νπνία εηζάγνληαη βαζηθέο καζεκαηηθέο έλλνηεο (αξηζκνί, ζχγθξηζε κεγεζψλ, θιπ.). 

Αλαθέξνπκε επίζεο ηηο Ηζηνξίεο από ην ηειέθσλν ηνπ G. Rodari, ηηο Πεξηπέηεηεο ηεο 

                                                
18 Μειηψλεο Υ. (2001) Μαζεκαηηθή ινγνηερλία: Έλα εξγαιείν γηα ηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθώλ, 

Μηραειίδεο Σ. (2002) Μαζεκαηηθή Λνγνηερλία: κηα πξόθιεζε θαη  Μπαιήο, ΢. (2002) Γηαζεκαηηθέο 

δξαζηεξηόηεηεο. Από ηα καζεκαηηθά ζηελ πνίεζε-πεδνγξαθία -αξραία ειιεληθή γξακκαηεία.  
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Αιίθεο ζηε ρώξα ησλ ζαπκάησλ θαη ην Μέζα από ηνλ θαζξέπηε θαη ηη βξήθε ε Αιίθε 

εθεί ηνπ L. Carroll.  

Γηα ηηο κεγαιχηεξεο ειηθίεο (παηδηά Γπκλαζίνπ ή Λπθείνπ) αλαθέξνπκε ηα έξγα: 

Ο Άλζξσπνο πνπ κεηξνύζε ηνπ M. Tahan, Flatland ε επηπεδνρώξα ηνπ E. Abbott, Σν 

πεηξαρηήξη ησλ Αξηζκώλ ηνπ H. M. Enzensberger, Ο ζείνο Πέηξνο θαη ε εηθαζία ηνπ 

Γθόιληκπαρ ηνπ Α. Γνμηάδε, Σν ζεώξεκα ηνπ παπαγάινπ, θαη Σν κέηξν ηνπ θόζκνπ 

ηνπ D. Guedj, Φιάηεξιαλη ε πεξηπέηεηα ησλ πνιιώλ δηαζηάζεσλ ηνπ I. Stewart, Ο 

Μπζηηθόο Γείπλνο ηνπ J. Casti, Σν ρακόγειν ηνπ Σνύξηλγθ ηνπ Υ. Παπαδεκεηξίνπ, Ζ 

Ράβδνο ηνπ Δπθιείδε ηνπ J.-P. Luminet, Ζ ζησπή ηεο θακεινπάξδαιεο θαη Ο 

αιγόξηζκνο ηεο κειαγρνιίαο ηνπ Κ. Φξακπέηη, Ζ αξραηνινγία ηνπ κεδελφο ηνπ Α. 

Ναληψ, Ο Γάιινο καζεκαηηθόο ηνπ T. Petsinis θ.α., φπσο θαη ην έξγν ηνπ ΢. Μπαιή 

Μαζεκαηηθά θαη Πνίεζε από ηνλ Αξρηκήδε ζηνλ Διύηε, ζην νπνίν ν ζπγγξαθέαο 

αλζνινγεί πνηήκαηα ειιήλσλ πνηεηψλ, ζηα νπνία ε νκνξθηά ησλ καζεκαηηθψλ 

ζπλαληηέηαη ηελ νκνξθηά ηεο πνίεζεο. 

 

Θεαηξηθέο παξαζηάζεηο  

Ζ αμηνπνίεζε ηνπ εθπαηδεπηηθνχ δξάκαηνο ζηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ 

ζηεξίδεηαη ζηελ παηδεπηηθή δηάζηαζε ηνπ ζεάηξνπ, ε νπνία, δηαπηζησκέλε απφ ηελ 

πξψηε ζηηγκή ηεο εκθάληζήο ηνπ ζηελ αξραία Διιάδα, απνηέιεζε βαζηθφ δεηνχκελν 

ζηε δηαρξνληθή παξνπζία θαη εμέιημή ηνπ κέρξη ζήκεξα
19
. Ζ εηζαγσγή ηεο ζεαηξηθήο 

ηέρλεο ζηελ εθπαίδεπζε θαη ε αμηνπνίεζή ηεο γηα δηδαθηηθνχο-εθπαηδεπηηθνχο 

ζθνπνχο γίλεηαη θπξίσο κε ηε κνξθή ηνπ εθπαηδεπηηθνχ δξάκαηνο
20

.  

Ζ παξνπζία ησλ καζεκαηηθψλ ζε ζεαηξηθά θείκελα θαη δξακαηνπνηεκέλνπο 

δηαιφγνπο είλαη αμηνζεκείσηε. Απφ ηελ αξραηφηεηα κέρξη ζήκεξα γξάθνληαη έξγα, ηα 

νπνία έρνπλ ζεαηξηθή κνξθή θαη καζεκαηηθφ πεξηερφκελν. Δίηε πξφθεηηαη γηα έξγα 

ηνπ θιαζηθνχ ή ζχγρξνλνπ δξακαηνινγίνπ, είηε γηα εηδηθά γξακκέλα ή 

δηαζθεπαζκέλα γηα ζρνιηθή ρξήζε ζεαηξηθά έξγα ή δξακαηνπνηεκέλνπο δηαιφγνπο, ε 

δηδαθηηθή αμηνπνίεζή ηνπο ζπκβάιιεη ζηελ αλάπηπμε δπλακηθήο αιιειεπίδξαζεο 

αλάκεζα ζηνπο καζεηέο, ηνλ εθπαηδεπηηθφ θαη ηελ δηδαζθφκελε καζεκαηηθή γλψζε 

θαη κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί σο κέζν πξνζέγγηζεο θαη εμνηθείσζεο ησλ καζεηψλ κε 

ηα καζεκαηηθά. 

Ζ ζεαηξηθή εκπεηξία επηδξά ζεηηθά θαη ζηελ θνηλσληθνπνίεζε θαη ηε δηακόξθσζε 

ηαπηόηεηαο ησλ παηδηψλ. Χο θαιιηηερληθή δξαζηεξηφηεηα πξνζθέξεη ζηνπο καζεηέο 

έλα ηξφπν νινθιεξσκέλεο εκπεηξίαο θαη εληζρχεη ηε θαληαζία ηνπο, ε νπνία 

ζπκβάιιεη ζηελ αλάπηπμε ηεο ινγηθήο ζθέςεο θαη ηνπο πξνζθέξεη ηε δπλαηφηεηα λα 

νξακαηίδνληαη πξαγκαηηθφηεηεο θαη δπλαηφηεηεο, νη νπνίεο δελ εκθαλίδνληαη θάησ 

απφ θπζηνινγηθέο ζπλζήθεο αληίιεςεο κέζσ ησλ αηζζήζεσλ
21

. 

Με ηε δηακφξθσζε ηεο δπλακηθήο επηθνηλσληαθήο αηκόζθαηξαο πνπ πξνζθέξεη ε 

δξακαηνπνηεκέλε εκπεηξία, αλαδεηθλχεηαη θαη αμηνπνηείηαη ν θαζνξηζηηθήο ζεκαζίαο 

ξφινο ηεο επηθνηλσλίαο θαη ηεο θνηλσληθήο αιιειεπίδξαζεο ζηε δηαδηθαζία ηεο 

κάζεζεο, δηεπθνιχλεηαη ε ελεξγεηηθή ζπκκεηνρή ησλ καζεηψλ ζε απηή, εληζρχεηαη ε 

πξνζιεπηηθή ηθαλφηεηά ηνπο θαη αλαπηχζζεηαη ε ζπιινγηθφηεηα ζηε γλψζε. 

                                                
19 Γξακκαηάο Θ. (1987) Σν Θέαηξν ζην ζρνιείν, από ηε θηινινγία ζηε ζθελή, (1996) Fantasyland 

Θέαηξν γηα Παηδηθό θαη Νεαληθό Κνηλό,  (1998) Θέαηξν θαη Παηδεία., θαη Μειηψλεο Υ. (2002) Σα 

Μαζεκαηηθά ζην Θέαηξν: Γπλαηόηεηεο δηδαθηηθήο αμηνπνίεζεο. 
20 Jackson Σ. (1993) Learning through theatre, new perspectives on theatre in education. Γθφβαο Ν. 

(2002) Σν ζέαηξν ζηελ εθπαίδεπζε: κνξθή ηέρλεο θαη εξγαιείν κάζεζεο. 
21 Rodari G. (1985) Γξακκαηηθή ηεο Φαληαζίαο. 
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Χο ελδεηθηηθά παξαδείγκαηα δξακαηηθψλ δηαιφγσλ αλαθέξνπκε ηα έξγα: 

Γηάινγνη γηα ηα Μαζεκαηηθά ηνπ A. Rényi,
22

 Σα παηδηά ηνπ Δπθιείδε ηνπ Ζ. 

Κσλζηαληφπνπινπ, Έλαο ζσθξαηηθόο δηάινγνο ηνπ J.-P. Kahane θαη Ζ δσή ηνπ 

Γαιηιαίνπ ηνπ B. Brecht.  

Δπίζεο, γηα κηθξφηεξα παηδηά (πξσηνβάζκηαο εθπαίδεπζεο), νξηζκέλα ζέκαηα 

δξακαηνπνηήζεσλ καζεκαηηθνχ πεξηερνκέλνπ ηεο Άιθεζηεο (Σν ηξίγσλν θαη ν 

εμσηξίγσλνο, Ο πξόεδξνο ησλ ζρεκάησλ, ηα ζρήκαηα ζην κνπζείν ζύγρξνλεο ηέρλεο 

θ.α.) ιεηηνπξγνχλ σο αθνξκέο έκπλεπζεο θαη δηαβάδνληαη ζηα παηδηά ζαλ εξέζηζκα, 

ψζηε λα ηνπο δνζνχλ επθαηξίεο γηα δηθέο ηνπο δξακαηνπνηήζεηο. 

Οη καζεηέο, σο αθξναηέο ή ζεαηέο θαη αθφκε πεξηζζφηεξν ζπκκεηέρνληαο ελεξγά 

ζηελ πξνεηνηκαζία θαη ην αλέβαζκα ηεο ζεαηξηθήο παξάζηαζεο ή ηνπ ζεαηξηθνχ 

αλαινγίνπ, έρνπλ ηε δπλαηφηεηα λα παξαθνινπζήζνπλ ηελ αληηπαξάζεζε θαη ηελ 

εμέιημε ησλ καζεκαηηθψλ ελλνηψλ θαη λα ζηνραζηνχλ πάλσ ζε απηέο, ρσξίο ηνπο 

πεξηνξηζκνχο θαη ηηο ζπκβαηηθέο ζρέζεηο ηνπ ηππνπνηεκέλνπ ζρνιηθνχ καζήκαηνο. 

 

Θέκαηα από ηελ ηζηνξία ησλ Μαζεκαηηθώλ 

Ζ ζπλεηζθνξά ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ ζηηο δηεξγαζίεο κάζεζεο θαη 

δηδαζθαιίαο ησλ καζεκαηηθψλ ελλνηψλ είλαη ζεκαληηθή.  Ζ ηζηνξία ησλ 

καζεκαηηθψλ καο δίλεη ηε δπλαηφηεηα λα κειεηήζνπκε ηελ επηζηεκνληθή, 

θηινζνθηθή, πνιηηηζηηθή θαη θνηλσληθή ζπγθπξία, κέζα ζηελ νπνία έγηλε ε 

επεμεξγαζία ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο θαη απνηειεί κηα κνξθή «ζεξαπείαο» ηνπ 

δνγκαηηζκνχ, ζηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ ελλνηψλ θαη ζεσξηψλ
23
. Με ηε 

κειέηε ηζηνξηθψλ θαη βηνγξαθηθψλ αθεγήζεσλ, δίλεηαη ε δπλαηφηεηα γηα κηα 

δπλακηθή θαηαλφεζε ησλ ηζηνξηθψλ γεγνλφησλ θαη επνρψλ θαη ηεο επίδξαζήο ηνπο 

ζηελ εμέιημε ησλ καζεκαηηθψλ, ζηνηρείν πνπ πξνζθέξεηαη θαη γηα δηαζεκαηηθέο θαη 

δηεπηζηεκνληθέο πξνζεγγίζεηο ζην πιαίζην ηνπ ζρνιείνπ. 

Οη καζεηέο κηαο ηάμεο ή ελφο ηκήκαηνο ζπιιέγνπλ ηζηνξηθά ζηνηρεία γηα 

καζεκαηηθνχο ή γηα ηα καζεκαηηθά θαη ηηο παξνπζηάδνπλ ζηελ ηάμε ή ζε εθδήισζε 

ηνπ ζρνιείνπ ή ηηο δεκνζηεχνπλ ζε θάπνην καζεηηθφ έληππν. 

 

Δθζέζεηο (νξγάλσζε ή επίζθεςε) 

                       

Έξγα ηνπ Οιιαλδνύ ραξάθηε M.C.Escher (1898-1972) 

Ζ νξγάλσζε κηαο έθζεζεο πξνζθέξεηαη σο κέζν ελαιιαθηηθήο πξνζέγγηζεο ηνπ 

ζέκαηφο ηεο. Σν ίδην ηζρχεη θαη γηα ηελ πξνεηνηκαζία θαη πξαγκαηνπνίεζε κηαο 

επίζθεςεο ζε έθζεζε πνπ έρεη νξγαλσζεί. Ζ ακεζφηεηα ζηελ πξνζέγγηζε θαη ηελ 

επηθνηλσλία ησλ καζεηψλ κε ην ζέκα ηεο έθζεζεο, πξνζδίδεη  δπλακηθφ ραξαθηήξα 

ζηελ επίζθεςε θαη κπνξεί λα εμαζθαιίζεη ζε κεγάιν βαζκφ ηελ ελεξγεηηθή 

ζπκκεηνρή ησλ καζεηψλ.  

                                                
22 Γαδίια, Β. (1993) Πώο κηα ζεαηξηθή παξάζηαζε γηα ηα καζεκαηηθά θαιύπηεη θελά ζηε δηδαζθαιία 

ηνπο ζηε κέζε εθπαίδεπζε. 
23 Barbin E. (1989) Μηα πεξίπησζε δηδαζθαιίαο ησλ καζεκαηηθώλ κε ηζηνξηθή πξννπηηθή. 
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Οη καζεηέο κηαο ηάμεο ή ελφο ηκήκαηνο ηνπ ζρνιείνπ, κπνξνχλ λα νξγαλψζνπλ ή 

λα επηζθεθηνχλ κηα έθζεζε κε ζέκα ζρεηηθφ κε ηα καζεκαηηθά.  

Δλδεηθηηθά αλαθέξνπκε ηελ νξγάλσζε εθζέζεσλ κε ζέκα:  

 Έθζεζε βηβιίνπ κε ζέκα ηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ, ινγνηερλίαο ησλ 

καζεκαηηθψλ, βηνγξαθίεο καζεκαηηθψλ, θιπ. 

 Έθζεζε επνπηηθψλ θαη δηδαθηηθψλ εξγαιείσλ ησλ καζεκαηηθψλ (δηαβήηεο, 

γλψκνλεο, γεσκεηξηθά ζηεξεά θιπ.) 

 Έθζεζε έξγσλ ηέρλεο εκπλεπζκέλσλ απφ ηα καζεκαηηθά. 

 Έθζεζε γξακκαηνζήκσλ κε ζέκα ηα καζεκαηηθά  

Αξθεηέο είλαη νη εθζέζεηο πνπ έρνπλ νξγαλσζεί ή νξγαλψλνληαη απφ δηάθνξνπο 

κνξθσηηθνχο, πνιηηηζηηθνχο, εθπαηδεπηηθνχο ή άιινπο θνξείο θαη νη νπνίεο 

πξνθέξνληαη γηα επίζθεςε θαη αμηνπνίεζε απφ ηνπο καζεηέο. ΢ηηο πεξηζζφηεξεο 

πεξηπηψζεηο νη νξγαλσηέο ησλ εθζέζεσλ πξνζθέξνπλ θαη θαηάιιειν εθπαηδεπηηθφ 

πξφγξακκα, ην νπνίν κπνξνχλ λα αμηνπνηήζνπλ νη επηζθέπηεο.  

Δλδεηθηηθά αλαθέξνπκε παξαδείγκαηα εθζέζεσλ πνπ έρνπλ ήδε νξγαλσζεί: 

 Σελ έθζεζε ηνπ Ηδξχκαηνο Μείδνλνο Διιεληζκνχ κε ζέκα: «Τπάξρεη ζε φια 

ιχζε; Σαμίδη ζηνλ θφζκν ησλ Αξραίσλ Διιεληθψλ Μαζεκαηηθψλ» 

θαηάιιειε γηα φιεο ηεο ειηθίεο. 

 Σελ έθζεζε ηεο Δζληθήο Δζηίαο Δπηζηεκψλ, ε νπνία πξνζθέξεη εθπαηδεπηηθά 

πξνγξάκκαηα γηα ηα ζρνιεία. 

 Σελ έθζεζε ηεο Γηεζλνχο Έλσζεο Μαζεκαηηθψλ θαη ηεο Unesco, ζην Μέγαξν 

Μνπζηθήο Αζελψλ, κε ζέκα: «΢ε ηη ρξεηάδνληαη ηα καζεκαηηθά;» (3-31 

Μαξηίνπ 2005) θαηάιιειε θπξίσο γηα καζεηέο Λπθείνπ. 

 Σελ έθζεζε δσγξαθηθήο ηνπ M. C. Echser (θαη ζηε ζπλέρεηα ησλ M. C. 

Echser θαη V. Vasarely) απφ ην «κνπζείν ηεο νδνχ Ζξαθιεηδψλ» κε 

εθπαηδεπηηθά πξνγξάκκαηα γηα φιεο ηηο βαζκίδεο ηεο εθπαίδεπζεο.  

 

Δθδειώζεηο δηάθνξεο, καζεκαηηθνύ πεξηερνκέλνπ 

Οη καζεηέο κηαο ηάμεο (ή ελφο ηκήκαηνο ή νκάδα καζεηψλ ή φκηινο ή φιν ην 

ζρνιείν) νξγαλψλνπλ εθδειψζεηο αθηεξσκέλεο ζηα καζεκαηηθά ή ζε καζεκαηηθνχο, 

φπσο: 

 ΢πλαληήζεηο θαη ζπδεηήζεηο κε γλσζηνχο θαη δηαθεθξηκέλνπο καζεκαηηθνχο. 

 Οξγάλσζε ή παξαθνινχζεζε δηαθφξσλ δηαιέμεσλ κε ζέκα καζεκαηηθνχ 

πεξηερνκέλνπ (Π.ρ. ε δηάιεμε ηνπ βξαβεπκέλνπ κε ην βξαβείν Fields Γάιινπ 

καζεκαηηθνχ L. Lafforgue ζην Μέγαξν Μνπζηθήο ). 

Οη εθδειψζεηο κπνξνχλ λα αλαθέξνληαη ζε δηάθνξα ζέκαηα, φπσο: 

 Μαζεκαηηθά θαη Σέρλε (κνπζηθή, δσγξαθηθή θιπ). 

 Μαζεκαηηθά θαη Δπηζηήκεο (θπζηθή, ηαηξηθή, νηθνλνκία, αζηξνλνκία θιπ.). 

 Αξραία ειιεληθά καζεκαηηθά θαη αξραίνη έιιελεο καζεκαηηθνί, καζεκαηηθά 

άιισλ πνιηηηζκψλ θιπ. 

 Μαζεκαηηθά θαη θνηλσλία. 

 Μαζεκαηηθά θαη εθπαίδεπζε. 

 Μαζεκαηηθά θαη γπλαίθεο. 

 Σα καζεκαηηθά ηεο θαζεκεξηλήο δσήο. 

 

Δθδνηηθέο δξαζηεξηόηεηεο 

Οη καζεηέο πξνβαίλνπλ ζηελ έθδνζε πεξηνδηθνχ ή εθεκεξίδαο καζεκαηηθνχ 

πεξηερνκέλνπ ή ζηήιεο ζε πεξηνδηθφ ή εθεκεξίδα γεληθνχ πεξηερνκέλνπ. Ζ 

δξαζηεξηφηεηα απηή παξνπζηάδεη πνιιά πιενλεθηήκαηα θαη κπνξεί λα νξγαλσζεί 
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απφ ηνπο καζεηέο κηαο ηάμεο ή απφ νκάδα καζεηψλ. Μηα άιιε δπλαηφηεηα 

πξνζθέξνπλ ηα πεξηνδηθά πνπ θπθινθνξνχλ θαη ζηα νπνία νη καζεηέο κπνξνχλ λα 

ζηέιλνπλ ηηο εξγαζίεο ηνπο (π.ρ. ην πεξηνδηθφ Δπθιείδεο ηεο Διιεληθήο Μαζεκαηηθήο 

Δηαηξείαο ) 

Σα ζέκαηα ηνπ πεξηνδηθνχ κπνξνχλ λα είλαη πνηθίια θαη λα επηιέγνληαη απφ ηνπο 

καζεηέο ή ζε ζπλεξγαζία κε ηνλ θαζεγεηή ηνπο. Οη καζεηέο κπνξνχλ λα γξάθνπλ ηηο 

ζθέςεηο ηνπο θαη ηα ζπλαηζζήκαηά ηνπο γηα ηα καζεκαηηθά, ηηο δπζθνιίεο πνπ 

ζπλαληνχλ ζε νξηζκέλεο ελφηεηεο, λα θάλνπλ πξνηάζεηο θιπ. Σν καζεκαηηθφ 

πεξηνδηθφ ή ε εθεκεξίδα ζα κπνξνχζε λα ιεηηνπξγήζεη σο κέζν αλεπίζεκεο 

επηθνηλσλίαο ησλ καζεηψλ κεηαμχ ηνπο θαη κε ηνχο θαζεγεηέο, αλάπηπμεο ηεο 

ζπλεξγαζίαο θιπ.
24

 

 

Φηινηειηζκόο 

 

         
 

Σα καζεκαηηθά σο παγθφζκην θαη παλαλζξψπηλν πλεπκαηηθφ θαη πνιηηηζηηθφ 

δεκηνχξγεκα, δελ έρνπλ ζχλνξα νχηε παηξίδα θαη ηφπν κφληκεο θαηνηθίαο. Σα 

καζεκαηηθά απνηεινχλ παγθφζκην κέζν επηθνηλσλίαο ησλ ιαψλ θαη ησλ πνιηηηζκψλ. 

Ζ παγθνζκηφηεηα ησλ καζεκαηηθψλ θαίλεηαη θαη απφ ην γεγνλφο φηη καζεκαηηθά 

ζέκαηα έρνπλ απνηππσζεί ζηα γξακκαηφζεκα φισλ ζρεδφλ ησλ ρσξψλ ηεο Γεο. Ζ 

ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ θαη νη ζεκαληηθφηεξεο ζηηγκέο ηεο, νη θνξπθαίνη 

καζεκαηηθνί ηεο αλζξσπφηεηαο, νη εθαξκνγέο ησλ καζεκαηηθψλ θαη ηα 

ζεκαληηθφηεξα γεγνλφηα πνπ ζρεηίδνληαη κε ηα καζεκαηηθά, επέηεηνη, δηαγσληζκνί 

θαη άιιεο καζεκαηηθέο εθδειψζεηο, είλαη ηα θπξηφηεξα απφ ηα ζέκαηα πνπ 

απεηθνλίδνληαη ζε γξακκαηφζεκα ησλ πεξηζζνηέξσλ ρσξψλ. 

Οη καζεηέο κπνξνχλ λα αμηνπνηήζνπλ ζεηξέο γξακκαηνζήκσλ απφ φιν ηνλ θφζκν 

πνπ έρνπλ ζα ζέκα ηνπο δηάζεκνπο καζεκαηηθνχο ή καζεκαηηθά δεηήκαηα γηα λα 

έρνπλ κηα επράξηζηε πξνζέγγηζε ησλ καζεκαηηθψλ. Ζ νκάδα θηινηειηζηψλ ηνπ 

ζρνιείνπ κπνξεί λα νξγαλψζεη έθζεζε γξακκαηνζήκσλ κε καζεκαηηθφ ζέκα, λα 

αλαδεηήζεη (ζην δηαδίθηπν, ζε εηδηθέο εθδφζεηο θ.α.) ζεηξέο γξακκαηνζήκσλ θαη λα 

ηηο παξνπζηάζεη κε πνιινχο θαη δηάθνξνπο ηξφπνπο. Γξακκαηφζεκα κπνξνχλ επίζεο 

λα αμηνπνηεζνχλ γηα ηε δηαθφζκεζε ηεο ηάμεο ή άιισλ ρψξσλ ηνπ ζρνιείνπ. 

 

7. Ηζηνξηθέο παξαηεξήζεηο αληί ζπκπεξαζκάησλ ή νξηζκέλα 

ζπκπεξάζκαηα κέζσ ηζηνξηθώλ παξαηεξήζεσλ 
Αληί λα ζπλνςίζνπκε, ζα θιείζνπκε κε νξηζκέλεο ηζηνξηθνχ πεξηερνκέλνπ, 

επίθαηξεο φκσο σο ηηο κέξεο καο, παξαηεξήζεηο, νη νπνίεο αλαδεηθλχνπλ ηε ζεκαζία, 

ηε ζνβαξφηεηα, αιιά θαη ηε δηαρξνληθφηεηα ησλ πξνβιεκάησλ ηεο καζεκαηηθήο 

εθπαίδεπζεο, ηα νπνία πξνζπαζήζακε λα ζίμνπκε κε ηελ εηζήγεζε θαη λα 

αλαδείμνπκε ηελ αλαγθαηφηεηα αλαδήηεζεο ηεο επίιπζήο ηνπο.  

                                                
24 Σνπκάζεο, Μ. (1994) ΢ύγρξνλε Γηδαθηηθή ησλ Μαζεκαηηθώλ. 
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Ο ζεκαληηθφηαηνο έιιελαο καζεκαηηθφο ησλ αξρψλ ηνπ 20
νπ

 αηψλα Ν. Η. 

Υαηδεδάθεο (1872-1942), θαζεγεηήο ηνπ Παλεπηζηεκίνπ Αζελψλ, έρνληαο 

αληηιεθζεί ηελ νπζία ησλ πξνβιεκάησλ ηεο καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο θαη ηεο 

αλάπηπμεο ησλ καζεκαηηθψλ, έθαλε δηαπηζηψζεηο θαη πξνηάζεηο γηα ηελ 

αληηκεηψπηζή ηνπο.
 25

  

΢ε δηάιεμή ηνπ ζην Μαζεκαηηθφ Φνηηεηηθφ ΢χλδεζκν, ην 1910 ζεκείσλε φηη: «ηα 

Μαζεκαηηθά δελ έρνπλ εμσηεξηθόλ ειθπζηηθόλ, θαζώο ηόζεο άιιεο επηζηήκεο… όπνηνο 

όκσο δεηεί λα εύξε γηα ηνλ εαπηόλ ηνπ ηηο πςειόηεξεο απνιαύζεηο ηνπ πλεύκαηνο, απηόο 

αο ζπνπδάζεη πξν πάλησλ καζεκαηηθά». 

Ο Ν. Η. Υαηδεδάθεο κε ηελ νξγάλσζε ζεκηλαξίσλ επηδηψθεη «ηνλ δήινλ ησλ 

θνηηεηώλ πξνο πεξαηηέξσ έξεπλα» θαη απφ ην 1905-1906 είρε θαζηεξψζεη ην κάζεκα 

ηεο Ηζηνξίαο ησλ Μαζεκαηηθώλ, ελψ, σο θνζκήηνξαο ηεο Φπζηθνκαζεκαηηθήο ΢ρνιήο 

(ζηε ζπλεδξίαζε ηεο 29
εο

 Οθησβξίνπ 1913) είρε πξνηείλεη ηελ έθδνζε επηζηεκνληθνύ 

πεξηνδηθνύ θαη ηελ εηζαγσγή θπξηαθάηηθσλ δηαιέμεσλ από ηνπο θαζεγεηέο ηνπ 

ηδξύκαηνο.  

Δλδηαθεξφκελνο γηα ηελ αλακφξθσζε ηεο Μέζεο Δθπαίδεπζεο (ζηε ζπλεδξίαζε 

ηεο 29
εο

 Μαξηίνπ 1914) ηφληδε πσο ε Μέζε Δθπαίδεπζε πξέπεη λα πάςεη λα έρεη σο 

θύξην ζηόρν ηελ πξνπαξαζθεπή γηα ην Παλεπηζηήκην θαη όρη ηελ απηνηειή κόξθσζε. 

Με ηηο παξαηεξήζεηο απηέο ηνπ Ν. Η. Υαηδεδάθε θαη κε ηηο δξαζηεξηφηεηεο πνπ 

αλέπηπμε, πεξηγξάθνληαη, ηφζν ηα ηδηαίηεξα ραξαθηεξηζηηθά θαη νη δπζθνιίεο πνπ 

εκθαλίδνληαη θαηά ηελ πξνζέγγηζε ησλ καζεκαηηθψλ, φζν θαη ν ηξφπνο γηα ηελ 

αληηκεηψπηζε ησλ δπζθνιηψλ απηψλ, ελψ κε ηελ ηειεπηαία παξαηήξεζε, 

ππνδεηθλχεηαη κε ηνλ πην ραξαθηεξηζηηθφ ηξφπν κηα απφ ηηο βαζηθφηεξεο αηηίεο γηα 

ηελ δεκηνπξγία θαη θπξίσο γηα ηε κε επίιπζε ησλ πξνβιεκάησλ ηεο καζεκαηηθήο 

εθπαίδεπζεο ζηε ρψξα καο. Ζ ζρέζε ησλ παξαηεξήζεσλ απηψλ κε ηε ζεκεξηλή 

πξαγκαηηθφηεηα είλαη ζρεδφλ πξνθαλήο. 
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ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΔ΢ ΢ΣΖ ΠΑΡΑΒΟΛΖ   ΜE ΣΟ  

THE GEOMETER’ SKETCHPAD 
 Ζ εξγαζία απηή έρεη σο αληηθείκελν δξαζηεξηόηεηεο ζηελ κειέηε θαη γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο f(x)=αρ
2
+βρ+γ κε ηελ βνήζεηα ελόο πξνγξάκκαηνο  δπλακηθήο  Γεσκεηξίαο ηνπ «The 

Geometer’ Sketchpad». 

 

ΓΗΑΣΗΛΖ΢   ΓΗΧΡΓΟ΢ ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΟ΢ (1
Ο

 ΛΤΚΔΗΟ ΠΑΠΑΓΟΤ)    

 

 ΓΤΝΑΜΗΚΖ ΓΔΧΜΔΣΡΗΑ ΚΑΗ ΝΔΔ΢ ΣΔΥΝΟΛΟΓΗΔ΢  
Γεληθά 

 

Μπνξεί ν απηαξρηζκφο, σο εθπαηδεπηηθή πξαθηηθή, λα έρεη ζηηο κέξεο καο 

ππνρσξήζεη, φκσο , ε νξγάλσζε ηεο δηδαζθαιίαο εμαθνινπζεί λα έρεη κεησπηθφ 

ραξαθηήξα, κε θχξην ζηφρν ηελ αμηνιφγεζε , δειαδή ηνλ θνηλσληθφ «έιεγρν» θαη ηε 

«δηάθξηζε» ησλ καζεηψλ. ΢ε απηφ ην πιαίζην , ε γλψζε ζπληειείηαη επηθαλεηαθά, ηα 

απνηειέζκαηα ηεο δηδαθηηθήο δηαδηθαζίαο είλαη ζπλήζσο πεληρξά θαη ε δπζθνιία λα 

θάλνπκε έλα δηαθνξεηηθφ βήκα πέξα γηα πέξα θαλεξή. Σα ηειεπηαία ρξφληα, κε ηελ 

παξνπζία ειθπζηηθψλ εξγαιείσλ θαη ηε δηαηχπσζε πιήζνο εξεπλεηηθψλ θαη 

επηζηεκνληθψλ ζπκπεξαζκάησλ πνπ αθνξνχλ ζηε δηδαζθαιία θαη ηε κάζεζε, ε 

ειπίδα καο αλαπηεξψζεθε. Οη ππνινγηζηέο θαη νη λέεο ηερλνινγίεο κάο έδσζαλ 

βάζηκεο ειπίδεο όηη κπνξνύλ λα βνεζήζνπλ ηνπιάρηζηνλ λα αιιάμεη ε ρσξίο 

λόεκα, «ζπκπαηγλία» κεηαμύ θαζεγεηώλ θαη καζεηώλ. Πξνζδνθνχκε ζηελ 

απνθαηάζηαζε κηαο πγηνχο αιιειεπίδξαζεο κεηαμχ ησλ καζεηψλ θαη ηεο γλψζεο κε 

ελδηάκεζν ηνλ εθπαηδεπηηθφ. Πξνζδνθνχκε ζηνλ επαλαπξνζδηνξηζκφ ησλ ξφισλ 

φζσλ εκπιέθνληαη ζηε κάζεζε θαη ηε δηδαζθαιία.  

Γπλακηθή Γεσκεηξία 

Πξηλ πνχκε νηηδήπνηε γηα ηε δπλακηθή Γεσκεηξία λα μεθαζαξίζνπκε πξψηα «ηη 

ζεκαίλεη δπλακηθή Γεσκεηξία;». Ζ δπλακηθή Γεσκεηξία ζεκαίλεη: 

 Γπλακηθά : Dragging, ππνζέζεηο, πεηξάκαηα, εηθαζίεο, έιεγρνο. 

 Μεηαβαιιόκελε (κεηαζρεκαηηζκνί) : Ση αιιάδεη, ηη δελ κεηαβάιιεηαη, 

γεληθέο ηδηφηεηεο. 

 Γεσκεηξία :΢ρέδην, ζρήκα, γεσκεηξηθφο ηφπνο. 

Δίλαη γεγνλφο φηη απφ φζα έρνπκε ζπδεηήζεη θαη απφ φζα έρνπκε απνθνκίζεη απφ ηε 

κειέηε θαη ηε ζπδήηεζε ησλ άξζξσλ πνπ αθνξνχλ ηε δπλακηθή Γεσκεηξία κπνξνχκε 

λα παξαζέζνπκε ηα πιενλεθηήκαηα θαη ηα κεηνλεθηήκαηα ηεο. 

 

Πιενλεθηήκαηα: 

 

 Σα πξνγξάκκαηα δπλακηθήο γεσκεηξίαο (ΠΓΓ) δεκηνπξγνχλ έλα πεξηβάιινλ 
κέζα ζην νπνίν νη καζεηέο αηζζάλνληαη ειεχζεξνη λα παίμνπλ, λα 

δεκηνπξγήζνπλ ηα δηθά ηνπο αληηθείκελα, λα ζπδεηήζνπλ γηα ηα αληηθείκελα 

απηά κε ηνπο άιινπο(αιιειεπίδξαζε ρξήζηε θαη αληηθεηκέλσλ). 

 Σα ΠΓΓ κπνξνχλ λα βνεζήζνπλ ζηελ αλάπηπμε καζεκαηηθψλ ζπλεζεηψλ γηα 
ην λνπ. Βνεζνχλ ζηελ απεηθφληζε θαη πξνσζνχλ έηζη ηε βαζχηεξε 

θαηαλφεζε. 

 Σα ΠΓΓ κπνξνχλ λα θάλνπλ ηηο θαηαζθεπέο ηεο Γεσκεηξίαο απφ ζηαηηθέο θαη 
εηδηθέο(δελ πεξηέρνπλ ηελ έλλνηα ηεο γελίθεπζεο) ζε δπλακηθέο θαη γεληθέο. 

 Σα ΠΓΓ ελζαξξχλνπλ ηελ άηππε ρξήζε ζεσξεκάησλ, δεκηνπξγία 
πξνβιεκάησλ, επίιπζε πξνβιεκάησλ κε πεηξακαηηζκφ. 
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 Σα ΠΓΓ έρνπλ ζπκβάιιεη ψζηε εθείλνη πνπ ηα ρξεζηκνπνηνχλ λα αιιάμνπλ  
αληίιεςε θαη ε ζηάζε γηα ηα καζεκαηηθά απφ ηελ ζηαηηθή παξαγσγηθή 

δηαδηθαζία πνπ δίλεη έκθαζε ζηηο απνδείμεηο πνπ αλαθαιχθζεθαλ απφ άιινπο 

ζε εξεπλεηηθή θαη επξεηηθή. 

 Σα ΠΓΓ είλαη έλα ζεκαληηθφ εξγαιείν γηα λα μεπεξαζηνχλ ηα γλσζηηθά 
εκπφδηα πνπ παξνπζηάδνληαη ζηηο κεηαβάζεηο απφ ην έλα επίπεδν ζην άιιν 

ησλ επηπέδσλ ηνπ Van Hiele. 

 Σα ΠΓΓ κπνξνχλ λα επεθηείλνπλ ηνλ ξφιν ηνπ δαζθάινπ από εθείλνλ πνπ 

δηαλέκεη ηελ πιεξνθνξία θαη αμηνινγεί ηηο απαληήζεηο ζε εθείλνλ πνπ 

κεηαηξέπεηαη ζε έλα καζεηή.  Δπηπιένλ, αιιάδνπλ ηελ αληίιεςε γηα ην ηη 

ζεκαίλεη λα καζαίλεηο θαη λα δηδάζθεηο καζεκαηηθά. Απηφ ην καζεζηαθφ 

πεξηβάιινλ εκπιέθεη ηνπο δαζθάινπο ζε ζπδεηήζεηο φρη κφλν κε ηνπο 

καζεηέο ηνπο ζπλαδέιθνπο ή ηνπο γνλείο αιιά θαη κε ηνλ ίδην ηνπο ηνλ εαπηφ 

γηα ηνλ ηξφπν πνπ αιιάδνπλ ηα πξάγκαηα.. 

 Σα ΠΓΓ έρνπλ ηε δπλαηφηεηα λα ελζαξξχλνπλ θαη ηελ εμεξεχλεζε θαη ηελ 
απφδεημε επεηδή είλαη εχθνιν λα θάλνπλ ππνζέζεηο θαη λα ηηο ειέγρνπλ. 

Φπζηθά δελ ζα αληηθαηαζηήζνπκε ηηο απνδείμεηο κε πεηξακαηηθέο 

πξνζεγγίζεηο ζηε καζεκαηηθή αηηηνιφγεζε.  

Μεηνλεθηήκαηα 

 

Βέβαηα δελ ακθηβάιιεη θαλείο φηη ππάξρνπλ θαη αξθεηέο δπζθνιίεο ζηελ εθαξκνγή 

απηψλ ησλ πξνγξακκάησλ. 

 ΢ην πεξηβάιινλ φκσο ησλ ΠΓΓ, νη ζηξαηεγηθέο απηέο πνπ βαζίδνληαη ζηε 
δεκηνπξγία ακθηβνιηψλ πξνθεηκέλνπ λα πξνθιεζεί ε αλάγθε γηα κηα 

απφδεημε, δελ θαίλεηαη λα έρνπλ επηηπρία θαη απνηειεζκαηηθφηεηα, αθνχ νη  

εηθαζίεο έρνπλ ειεγρζεί εμαληιεηηθά, κέζσ ηεο δπλαηφηεηαο γηα 

απεξηόξηζηεο αιιαγέο ηνπ γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο ε ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο κηαο ζπλάξηεζεο, πνπ ην δπλακηθφ ινγηζκηθφ πξνζθέξεη. Δίλαη 

πνιχ απιφ. ΋ηαλ νη καζεηέο είλαη ζε ζέζε λα παξάγνπλ αλαξίζκεηνπο 

ζρεκαηηζκνχο γξήγνξα θαη εχθνια, κέζα απφ ηνπο νπνίνπο απνθαιχπηνληαη 

νη ηδηφηεηεο, ηφηε δελ ηνπο δεκηνπξγείηαη ε αλάγθε γηα παξαπέξα 

επηβεβαίσζε. Έρνπλ πεηζηεί ήδε γηα ηελ αιήζεηα κηαο πξφηαζεο ή γηα ηελ 

νξζφηεηα ελφο ηζρπξηζκνχ. Δπνκέλσο, εάλ πεξηνξηζηνχκε ζηελ παξαδνζηαθή 

αληίιεςε γηα ηνλ επηβεβαησηηθφ – δηαπηζησηηθφ ξφιν ηεο απφδεημεο, κνηξαία 

νδεγνχκαζηε ζην ζπκπέξαζκα φηη ζηα πιαίζηα ελφο δπλακηθνχ γεσκεηξηθνχ 

πεξηβάιινληνο ε αμία ηεο απφδεημεο κεηψλεηαη, κέρξη ην ζεκείν λα ζεσξεζεί 

κε αλαγθαία, πξνο φθεινο κηαο εληειψο εκπεηξηθήο – πεηξακαηηθήο 

πξνζέγγηζεο γηα ηελ εμαζθάιηζε ηεο αιήζεηαο κηαο καζεκαηηθήο πξφηαζεο. 

Γηαθαίλεηαη έηζη ν θίλδπλνο λα θαηαιήμεη θαλείο ζην ζπκπέξαζκα φηη ζηα 

πιαίζηα ελφο ππνινγηζηηθνχ πεξηβάιινληνο εμεξεχλεζεο ηεο καζεκαηηθήο 

γλψζεο, είλαη δπλαηφλ λα ειεγρζεί έλαο κεγάινο αξηζκφο πεξηπηψζεσλ, ν 

νπνίνο ιφγσ ηεο ζπλερνχο θίλεζεο κπνξεί λα ζεσξεζεί άπεηξνο, έηζη ψζηε ε 

αιήζεηα λα εδξαησζεί πάλσ ζηηο παξαηεξήζεηο πνπ πξνθχπηνπλ απφ άπεηξεο 

πεξηπηψζεηο, νη νπνίεο εμεξεπλνχληαη ηαρέσο κε ηε βνήζεηα ελφο computer. 

 ΢ηα κεηνλεθηήκαηα είλαη θαη νη αληηξξήζεηο πνπ εθθξάδνπλ θάπνηνη (βιέπε 
Βαζηιείνπ Φ.Μ-Hersh R- Tall D) γηα ηηο λέεο ηερλνινγίεο γεληθά αιιά θαη γηα 

ηα ΠΓΓ εηδηθά ηα βαζηθά ζεκεία ησλ νπνίσλ  είλαη : 
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i. Η έλλνηα ηνπ Μαζεκαηηθνύ αληηθεηκέλνπ[Σα αληηθείκελα ,ηα νπνία 

εκθαλίδνληαη ζηελ νζφλε ηνπ Ζ/Τ δελ είλαη καζεκαηηθά αληηθείκελα, αιιά 

πιηθά αληηθείκελα θαη θαηψηεξα αληίζηνηρα ησλ καζεκαηηθψλ]. 

ii. Σν δήηεκα ηεο ελεξγεηηθήο θαληαζίαο θαη ηνπ θαληαζηαθνύ δπλακηθνύ[Με 

ηελ ζπλερή νπηηθνπνίεζε ράλεηαη ε θπζηθή δχλακε ηεο θαληαζίαο]. 

iii. Σν πέξαζκα από ηνλ αξηζηεξό-εκηζθαηξηθό ζην δεμηό-εκηζθαηξηθό 

κνλνπιεπξηηηζκό.[Καζεισλφκαζηε ζηελ εηθνληθή ζθέςε θαη παξακεινχκε, 

αληίζηξνθα απφ φηη ζην παξειζφλ ηα ππφινηπα ζηνηρεία ηνπ αηφκνπ. 

 

΢πκπέξαζκα: 

 

Οη δπλαηφηεηεο πνπ αλνίγνληαη κπξνζηά καο κε ηε ρξήζε ησλ ινγηζκηθψλ ηεο 

Γπλακηθήο Γεσκεηξίαο είλαη ζίγνπξν φηη ζα ηελ μαλαδσληαλέςνπλ παξά ηνπο 

φπνηνπο πξνβιεκαηηζκνχο πνπ εθθξάδνπλ πνιινί. Δδψ κπνξνχκε λα πνχκε ην «θάζε 

αξρή θαη δχζθνιε». ΢ε πξψηε θάζε φπσο άιισζηε επηζεκαίλεη θαη ην άξζξν ηνπ 

P.Pereira
26

 ην δεηνχκελν είλαη ε αιιαγή ηεο αληίιεςεο γηα ηελ δηδαζθαιία ηεο 

Γεσκεηξίαο ,ε νπνία από ζηαηηθή, παξαγσγηθή δξαζηεξηόηεηα πνπ δίλεη 

έκθαζε ζηελ απόδεημε ζε κηα εμεξεπλεηηθή επαγσγηθή δξαζηεξηόηεηα. Δπίζεο 

επηζεκαίλεη  θαη ηελ αιιαγή ηνπ ξφινπ ηνπ δαζθάινπ απφ απηφλ πνπ δηαρέεη 

πιεξνθνξίεο θαη επηθπξψλεη απαληήζεηο ζε απηφλ πνπ ζπκβνπιεχεη, θαηεπζχλεη θαη 

γίλεηαη ζπκπαξαζηάηεο ζην καζεηή. 

Δπίζεο ,φζνλ αθνξά ζηηο λέεο ηερλνινγίεο γεληθά(θαη ηελ δπλακηθή γεσκεηξία εηδηθά) 

δεκηνπξγείηαη ζχκθσλα κε ηνλ Jung C.G
27

 έλα Πξόβιεκα ηνπ Σεηάξηνπ  ,κε ηελ 

έλλνηα φηη ηα ηξία αξρηθά ζηνηρεία Γάζθαινο-Μαζεηήο- Μαζεκαηηθά έρνπλ θάπνηα 

νκνηφηεηα κεηαμχ ηνπο θαη γηα αηψλεο έρνπλ ζπλππάξμεη θαη δνπιέςεη σο ζχζηεκα. 

Σψξα πξνζηίζεηαη έλα ηέηαξην ζηνηρείν , δηαθνξεηηθήο θχζεο απφ ηα ηξία 

πξνεγνχκελα, θαη δεκηνπξγείηαη ην πξφβιεκα ηνπ πσο απηφ ην ηέηαξην ζηνηρείν ζα 

ελζσκαησζεί ζην ζχζηεκα, πνηεο επηπηψζεηο ζα έρεη, πνηεο αθξηβψο είλαη νη λέεο 

ζρέζεηο πνπ δεκηνπξγνχληαη , πσο ηξνπνπνηνχληαη νη ζρέζεηο πνπ πξνυπήξραλ. 

Δθείλν πνπ πξνζπαζνχκε λα πεηχρνπκε κε ηελ εηζαγσγή ησλ λέσλ ηερλνινγηψλ(θαη 

ηεο δπλακηθήο γεσκεηξίαο) είλαη ε εθαξκνγή ησλ ηδεψλ θαη ελλνηψλ , ε πξαγκάησζε 

ηεο ζθέςεο , ε πινπνίεζε ησλ καζεκαηηθψλ αληηθεηκέλσλ. Σν πέξαζκα απφ ην 

ηξηαδηθφ ζην ηεηξαδηθφ «΢χζηεκα δηδαζθαιίαο», καο θέξλεη ήδε αληηκέησπνπο κε 

θάηη απξνζδφθεην θαη θαηά κηα έλλνηα μέλν ,γηαηί νη λέεο ηερλνινγίεο είλαη 

αζχκκεηξεο σο πξνο ηελ θιαζηθή ηξηάδα. Απηφ ζπκβαίλεη επεηδή ε ηξηάδα απνηειεί 

ελλνηαθφ, ζεκαζηνινγηθφ    ζρήκα, αθνχ ν Γάζθαινο, Μαζεηήο θαη Γλσζηηθφ 

Αληηθείκελν ιεηηνπξγνχλ θπξίσο κε έλλνηεο θαη ζεκαζίεο, ελψ νη λέεο ηερλνινγίεο 

ιεηηνπξγνχλ ζηε βάζε ζπληαθηηθψλ θαλφλσλ. Δπνκέλσο , ην δεηνχκελν είλαη ε 

επαλαθαλνληθνπνίεζε ηνπ ζπζηήκαηνο κε ηελ απνξξφθεζε/ ελζσκάησζε ησλ λέσλ 

ηερλνινγηψλ , ψζηε λα επαλαπξνζδηνξηζηεί ην φιν ζχζηεκα. 

ΓΤΝΑΜΗΚΖ ΓΔΧΜΔΣΡΗΑ 

 Ζ δπλακηθή Γεσκεηξία ζεκαίλεη: 

 Γπλακηθά : Dragging, ππνζέζεηο, πεηξάκαηα, εηθαζίεο, έιεγρνο. 

 Μεηαβαιιόκελε (κεηαζρεκαηηζκνί) : Ση αιιάδεη, ηη δελ κεηαβάιιεηαη, 

γεληθέο ηδηόηεηεο. 

  

Πιενλεθηήκαηα Γπλακηθήο Γεσκεηξίαο 

                                                
26 Dynamic Geometry-Dilemmas of teaching 
27 Jung C.G The Collected Works. Princeton ,N.J: Princeton Univ. Press(Bollinen Series XX),20vols. 
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  Γεκηνπξγία πεξηβάιινληνο ειεύζεξεο έθθξαζεο. 

 Μεηάβαζε από ηηο ζηαηηθέο ζε δπλακηθέο θαηαζθεπέο.  

 Δλζάξξπλζε άηππεο ρξήζεο ζεσξεκάησλ θαη δεκηνπξγίαο θαη επίιπζεο 

πξνβιεκάησλ κε πεηξακαηηζκό. 

 Πιενλεθηήκαηα Γπλακηθήο Γεσκεηξίαο  

 ΢πκβνιή ζηελ πηνζέηεζε εξεπλεηηθώλ θαη επξεηηθώλ κεζόδσλ. 

 Μεηαηξνπή ηνπ καζεηή από παζεηηθό δέθηε πιεξνθνξηώλ ζε ελεξγό 

ππνθείκελν.  

 Σα ΠΓΓ  ελζαξξύλνπλ ηελ εμεξεύλεζε θαη ηελ απόδεημε, επεηδή παξέρνπλ 

ηε δπλαηόηεηα ππνζέζεσλ θαη ειέγρσλ από ηνπο καζεηέο.  

Μεηνλεθηήκαηα Γπλακηθήο Γεσκεηξίαο : 

  Πηζαλή απνδπλάκσζε ηεο ηππηθήο απνδεηθηηθήο δηαδηθαζίαο.  

 Πξνβιήκαηα δηαρείξηζεο ηεο ηάμεο εμαηηίαο ησλ δηαθνξεηηθώλ επηπέδσλ 

ζηε ρξήζε ηνπ Ζ/Τ από ηνπο καζεηέο 

 Με ηελ ζπλερή νπηηθνπνίεζε ράλεηαη ε θπζηθή δύλακε ηεο θαληαζίαο 

 Γηδαθηηθό ζπκβόιαην-Παηδαγσγηθή Δπίδξαζε  

  Σν Γηδαθηηθό ζπκβόιαην αιιάδεη κεηά ηελ εηζαγσγή ησλ λέσλ 

ηερλνινγηώλ, αθνύ ν δάζθαινο νδεγεί ηνλ καζεηή λα δνπιέςεη κε ηηο λέεο 

ηερλνινγίεο θαη ηνλ βνεζάεη λα δεη ζηελ πξάμε ηηο εθαξκνγέο ησλ 

Μαζεκαηηθώλ. Σν δηδαθηηθό πεξηβάιινλ είλαη ηώξα πεξηζζόηεξν 

δσληαλό θαη ν καζεηήο ζπλεηδεηνπνηεί όηη πξέπεη λα ζπλεηζθέξεη κε ην 

δηθό ηνπ ηξόπν γηα λα κάζεη.  

Γηδαθηηθό ζπκβόιαην-Παηδαγσγηθή Δπίδξαζε 

   Απηή είλαη ε Παηδαγσγηθή Δπίδξαζε, επεηδή ν καζεηήο ζπκκεηέρεη 

ελεξγά ζηελ θαηαζθεπή ηεο γλώζεο ηνπ. Απηή ε δηαδηθαζία θάλεη ην 

καζεηή πεξηζζόηεξν ππεύζπλν θαη ώξηκν ,θαηαζηάζεηο πνπ ηνλ βνεζάλε 

ζηελ θνηλσληθνπνίεζε ηνπ.  

 ΢ΤΜΠΔΡΑ΢ΜΑΣΑ ΑΠΟ ΣΖΝ ΥΡΖ΢Ζ ΣΟΤ Ζ/Τ ΚΑΗ ΣΧΝ Π.Γ.Γ 

  Δλώ πξηλ ήκαζηαλ αλαγθαζκέλνη λα πεξηνξηδόκαζηε ζηηο ζθέςεηο θαη 

ζηελ επηθάλεηα ελόο ραξηηνύ ή πίλαθα , πνπ ηνπο ιείπεη ε αίζζεζε ηεο 

δπλακηθόηεηαο, ηώξα ε δηδαζθαιία κε ηνλ Ζ/Τ είλαη ε νξαηή εθαξκνγή 

ησλ ηδεώλ θαη ελλνηώλ.  

 

 Ζ ρξήζε ηνπ Ζ/Τ από ην καζεηή δεκηνπξγεί κηα γλσζηηθή «ζύγθξνπζε» 

αλάκεζά ηνπο. Ζ αληαγσληζηηθή-ζπλαγσληζηηθή αιιειεπίδξαζε 

ιεηηνπξγεί βειηησηηθά κεηαμύ ησλ δύν πόισλ ηεο αληίζεζεο. 

 

 

ΜΔΛΔΣΖ ΚΑΗΓΡΑΦΗΚΖ ΠΑΡΑ΢ΣΑ΢Ζ             ΣΖ΢ f(ρ)=αρ
2
+βρ+γ  
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΢ύληνκε πεξηγξαθή ηεο δξαζηεξηόηεηαο: 
 

Με ην ινγηζκηθφ GEOMETER’ SKETCHPAD     θαηαζθεπάδσ επζχγξακκα 
ηκήκαηα, κεηαβαιιφκελα κε ρξήζε ηνπ πνληηθηνχ πνπ λα αληηζηνηρνχλ ζηνπο 

πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο  α, β, γ αληίζηνηρα φπνπ α, β ,γ  είλαη νη ζπληειεζηέο ηεο 

ζπλάξηεζεο  f(ρ)=αρ
2
+βρ+γ . 

Υσξίδσ ηνπο καζεηέο ζε νκάδεο 5 αηφκσλ έρνληαο έλαλ ππνινγηζηή ε θάζε νκάδα 

ζηνλ νπνίν έρσ ην ινγηζκηθφ κε ηελ δξαζηεξηφηεηα πνπ έρσ θηηάμεη. 

Ο ππνινγηζηήο ζα ρξεζηκνπνηείηαη ελαιιάμ απφ φινπο ηνπο καζεηέο ηεο νκάδνο. 

Ζ δξαζηεξηφηεηα  έρεη δηάξθεηα ηξεηο δηδαθηηθέο ψξεο θαη ζε θάζε δηδαθηηθή ψξα 

δίλσ έλα θχιιν εξγαζίαο ζην θάζε καζεηή. Οη παξεκβάζεηο κνπ ζηνπο καζεηέο είλαη 

ζπκβνπιεπηηθέο θαη φρη επεμεγεκαηηθέο. 

Έληαμε ζην αλαιπηηθό πξόγξακκα : 
Σν κάζεκα απηφ κπνξεί λα εληαρζεί ζην αληίζηνηρν θεθάιαην ηεο Α-Λπθείνπ , ην 

νπνίν πξαγκαηεχεηαη ηε κειέηε ηνπ ηξησλχκνπ. 

Γηδαθηηθνί ζηόρνη: 

Οη καζεηέο λα αλαθαιχςνπλ θαη λα απνδείμνπλ φηη: 

1. Να αλαθαιχςνπλ ηε κνξθή ηεο παξαβνιήο (κνλνηνλία –θπξηφηεηα) θαη φηη ε 

επζεία κε εμίζσζε 
2





   είλαη άμνλαο ζπκκεηξίαο ηεο παξαβνιήο. ΢ηε 

ζπλέρεηα λα απνδείμνπλ αιγεβξηθά φηη πξάγκαηη ε επζεία 
2





   είλαη 

άμνλαο ζπκκεηξίαο ηεο παξαβνιήο. 

2. Να αλαθαιχςνπλ φηη ε παξαβνιή έρεη κέγηζην ζηελ θνξπθή ηεο Κ αλ α<0 θαη 
ειάρηζην ζηελ θνξπθή ηεο Κ αλ α>0 . ΢ηε ζπλέρεηα λα απνδείμνπλ αιγεβξηθά  

απηά πνπ αλαθάιπςαλ . 

3. Να θαηαλνήζνπλ ηελ ζεηηθή ζπλδξνκή ηεο δπλακηθήο γεσκεηξίαο ζηελ 
αλαθάιπςε γεσκεηξηθψλ ηφπσλ πξάγκα δχζθνιν κέρξη θαη αδχλαην γηα 

πνιινχο καζεηέο . 

 

Παξαηεξήζεηο : 

 1
ε
 δηδαθηηθή ώξα  Οη καζεηέο αλαθαιχπηνπλ ηε κνξθή ηεο 

παξαβνιήο (δειαδή γηα α>0 φηη ζηξέθεη ηα θνίια άλσ , γηα α<0 φηη 

ζηξέθεη ηα θνίια θάησ , πφηε ε παξαβνιή ηέκλεη θαη πφηε δελ ηέκλεη 

ηνλ άμνλα ησλ ηεηκεκέλσλ θαη φηη ε επζεία κε εμίζσζε 
2





   

είλαη άμνλαο ζπκκεηξίαο ηεο παξαβνιήο.) Οξίδεηαη ε θνξπθή ηεο 

παξαβνιήο Κ σο ζεκείν ηνκήο ηνπ άμνλα ζπκκεηξίαο ηεο κε ηελ 

παξαβνιή θαη απνδεηθλχεηαη αιγεβξηθά φηη ε 
2





   είλαη 

πξάγκαηη άμνλαο ζπκκεηξίαο ηεο. ΢ηε ζπλέρεηα δίλνληαη αξηζκεηηθά 

παξαδείγκαηα δχν θαηεπζχλζεσλ. η)Γίλεηαη ηξηψλπκν θαη δεηείηαη λα 

βξεζεί ν άμνλαο ζπκκεηξίαο ηνπ θαη ηη) Γίλεηαη ε εμίζσζε ηνπ άμνλα 

ζπκκεηξίαο κηαο παξαβνιήο θαη δεηείηαη ε εμίζσζε ηεο παξαβνιήο. 

  2
ε
 δηδαθηηθή ώξα  Οη καζεηέο αλαθαιχπηνπλ φηη ε ζπλάξηεζε  

f(ρ)=αρ
2
+βρ+γ  έρεη ειάρηζην ζηελ θνξπθή ηεο Κ αλ α>0 θαη 
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κέγηζην ζηελ θνξπθή ηεο Κ αλ α<0  . Απνδεηθλχνπλ αιγεβξηθά απηά 

πνπ αλαθάιπςαλ θαη αζθνχληαη λα ηα εθαξκφδνπλ ζε πξνβιήκαηα. 

  3
ε
 δηδαθηηθή ώξα  Αλαθαιχπηνπλ ηνλ γεσκεηξηθφ ηφπν ηεο 

θνξπθήο Κ ηεο νηθνγέλεηαο ησλ παξαβνιψλ φηαλ  κηα  απφ ηηο 

παξακέηξνπο α,β,γ κεηαβάιιεηαη θαη νη  άιιεο δχν παξακέλνπλ 

ζηαζεξέο. ΢ηε ζπλέρεηα αζθνχληαη ζε αξηζκεηηθά πξνβιήκαηα 

γεσκεηξηθψλ ηφπσλ κε παξαβνιή. 

΢ΤΜΠΔΡΑ΢ΜΑΣΑ:       
Με ηε δηδαζθαιία απηή πεηπραίλνπκε: 

 

 Οη καζεηέο λα θαηαλνήζνπλ  φηη κε ηνλ Ζ/Τ αλαθαιχπηνληαη θαη γίλνληαη 
νξαηέο ηδέεο θαη έλλνηεο πνπ δχζθνια (ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο ζα ήηαλ 

αδχλαην) λα αλαθαιπθζνχλ κε κνιχβη θαη ραξηί ε κε θηκσιία θαη πίλαθα. 

 

 Να αληηιεθζνχλ φηη απηφ πνπ αλαθαιχπηνπλ κε ηνλ Ζ/Τ πξέπεη λα 

πξνζπαζνχλ λα ην επαιεζεχζνπλ κε απζηεξή καζεκαηηθή απφδεημε . Δδψ 

ζέιεη πξνζνρή θαη επαγξχπλεζε απφ εκάο ηνπο δαζθάινπο λα κε 

παξαζχξνπκε ηνπο καζεηέο λα εγθαηαιείςνπλ ηελ απφδεημε θαη λα κείλνπλ 

απνθιεηζηηθά κφλν ζηελ αλαθάιπςε ησλ ελλνηψλ παίδνληαο κε ηνλ Ζ/Τ. 

 

ΦΤΛΛΟ  ΔΡΓΑ΢ΗΑ΢  ΜΑΘΖΣΖ 
 

1
ε
 δηδαθηηθή ώξα: 

1. Με ην πνληίθη κεηαβάιιεηε ηα  α, β, γ κε α δηάθνξν ηνπ κεδελόο 

.Παξαηεξείζηε ηελ κνξθή ηεο θακπχιεο θαη δηαηππψζηε ηηο παξαηεξήζεηο 

ζαο γηα θάζε κηα απφ ηηο παξαθάησ πεξηπηψζεηο . 

 Μεηαβάιινληαο κόλν ην α κε α δηάθνξν ηνπ κεδελφο. 

 Μεηαβάιινληαο κόλν ην β κε α δηάθνξν ηνπ κεδελφο. 

 Μεηαβάιινληαο κόλν ην γ κε α δηάθνξν ηνπ κεδελφο. 

          

2. Δμεηάζηε αλ έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο ε παξαπάλσ θακπχιε .Αλ αλαθαιχςηε 

ηνλ άμνλα ζπκκεηξίαο ηεο,  πξνζπαζήζηε λα απνδείμεηε φηη ν άμνλαο 

ζπκκεηξίαο ηεο θακπχιεο έρεη εμίζσζε ηελ 
2





    

   (Σε θακπχιε ηελ ιέκε παξαβνιή θαη  ην ζεκείν Κ πνπ ν άμνλαο ζπκκεηξίαο  

ηεο ηελ ηέκλεη ην ιέκε θνξπθή ηεο παξαβνιήο )  

  Απόδεημε 

  

  

3. Δθαξκνγή1ε :  Βξείηε ηνλ άμνλα ζπκκεηξίαο θαη ηηο ζπληεηαγκέλεο ηεο 

θνξπθήο ζε θάζε κία απφ ηηο παξαθάησ ζπλαξηήζεηο. 

 

   23 6 1f       

   2 2 5f        

       

           Δθαξκνγή2ε :   α) Βξείηε ηνλ ηύπν ηεο νηθνγέλεηαο ησλ ζπλαξηήζεσλ 

πνιπσλύκσλ 2
νπ

 βαζκνύ πνπ έρνπλ άμνλα ζπκκεηξίαο ηελ επζεία κε εμίζσζε  ρ=-2 

         



 65 

 

 

 

 β)  Βξείηε ηνλ ηύπν ηεο νηθνγέλεηαο ησλ ζπλαξηήζεσλ πνιπσλύκσλ 2
νπ

 βαζκνύ 

πνπ έρνπλ θνξπθή ην ζεκείν Κ(-3,4)  

ΦΤΛΛΟ  ΔΡΓΑ΢ΗΑ΢  ΜΑΘΖΣΖ 

2
ε
 δηδαθηηθή ώξα: 

  

1. Μεηαβάιινληαο ηηο ηηκέο ηνπ α κε ην πνληίθη ζπδεηήζηε θαη δηαηππψζηε ηηο 
παξαηεξήζεηο γηα ηε κνξθή ηεο παξαβνιήο θαη ηε ζέζε ηεο θνξπθήο ηεο 

ρσξηζηά ζε θάζε κηα  απφ ηηο παξαθάησ πεξηπηψζεηο: 

 Αλ  α>0 

 Αλ  α<0       

  

  

  

2. η) Βξείηε πφηε ε ζπλάξηεζε f(ρ) έρεη κέγηζην ,πφηε ειάρηζην θαη ζε πνηα 

ζέζε.---------------------------------------------------------------------------------------

----------------------------------------------------------------------------------------------

ηη) Γείμηε φηη ε f(ρ) γηα α>0 έρεη κέγηζην ζηελ θνξπθή Κ (αληίζηνηρα γηα α<0 

έρεη ειάρηζην ζηελ θνξπθή Κ )------------------------------------------------------- 

3. Πξόβιεκα1ν : Απφ φια ηα νξζνγψληα παξαιιειφγξακκα πνπ ε πεξίκεηξνο 

ηνπο  είλαη 20 κέηξα  ππνινγίζεηε ηηο δηαζηάζεηο εθείλνπ ηνπ νξζνγσλίνπ 

παξαιιεινγξάκκνπ πνπ έρεη ην κεγαιύηεξν εκβαδόλ.---------------------------- 

-Πξόβιεκα 2
ν
 : Ρίρλνπκε έλα ζψκα θαηαθόξπθα πξνο ηα πάλσ κε 

ηαρύηεηα v .  Να βξείηε  ην κέγηζην ύςνο πνπ ζα δηαλχζεη ην ζψκα θαη ζε 

πόζν ρξόλν---------------------------- 

4. ΦΤΛΛΟ  ΔΡΓΑ΢ΗΑ΢  ΜΑΘΖΣΖ  (Γεσκεηξηθόο ηόπνο) 

 

3
ε
 δηδαθηηθή ώξα: 

1. Υξεζηκνπνηψληαο  ην πνληίθη κεηαβάιινληαο κόλν ην γ θαη  δηαηεξψληαο ηα 

α , β ζηαζεξά κε α δηάθνξν ηνπ κεδελφο, αλαθαιχςηε ηη είδνπο γξακκή 

ζρεδηάδεη  ε θνξπθή Κ ηεο παξαβνιήο. ΢ηε ζπλέρεηα απνδείμηε αιγεβξηθά 

απηφ πνπ αλαθαιχςαηε θαη βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο γξακκήο απηήο πνπ 

ζρεδηάδεη ε θνξπθή Κ φηαλ ην γ κεηαβάιιεηε θαη ηα α, β  παξακέλνπλ 

ζηαζεξά κε α δηάθνξν ηνπ κεδελφο.--------------------------------------------------- 

Υξεζηκνπνηψληαο  ην πνληίθη κεηαβάιινληαο κόλν ην β θαη  δηαηεξψληαο ηα α , 

γ ζηαζεξά κε α δηάθνξν ηνπ κεδελφο, αλαθαιχςηε ηη είδνπο γξακκή ζρεδηάδεη  

ε θνξπθή Κ ηεο παξαβνιήο. ΢ηε ζπλέρεηα απνδείμηε αιγεβξηθά απηφ πνπ 

αλαθαιχςαηε θαη βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο γξακκήο απηήο πνπ ζρεδηάδεη ε θνξπθή 

Κ φηαλ ην β κεηαβάιιεηε θαη ηα α, γ παξακέλνπλ ζηαζεξά κε α δηάθνξν ηνπ 

κεδελφο .-------------------------------------------------------------  

 

2. Δθαξκνγέο: 

 Να βξεζεί αιγεβξηθά ε εμίζσζε ηεο γξακκήο πνπ αλήθνπλ νη θνξπθέο 
ηεο νηθνγέλεηαο ησλ παξαβνιψλ κε ηχπν f(ρ)=3ρ

2
+βρ-5, φπνπ β 

πξαγκαηηθφο αξηζκφο. 

-------------------------------------------------------------------------------------------

Να βξεζεί αιγεβξηθά ε εμίζσζε ηεο γξακκήο πνπ αλήθνπλ νη θνξπθέο ηεο 
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νηθνγέλεηαο ησλ παξαβνιψλ κε ηχπν f(ρ)=3ρ
2
+5ρ+γ, φπνπ γ πξαγκαηηθφο 

αξηζκφο.-------------------------------------------------------------------------------- 

 Να βξεζεί αιγεβξηθά ε εμίζσζε ηεο γξακκήο πνπ αλήθνπλ νη θνξπθέο 
ηεο νηθνγέλεηαο ησλ παξαβνιψλ κε ηχπν f(ρ)=αρ

2
+5ρ-1, φπνπ α 

πξαγκαηηθφο αξηζκφο δηάθνξνο ηνπ κεδελφο.-------------------------------- 

 Να βξεζεί αιγεβξηθά ε εμίζσζε ηεο γξακκήο πνπ αλήθνπλ νη θνξπθέο 
ηεο νηθνγέλεηαο ησλ παξαβνιψλ κε ηχπν f(ρ)=αρ

2
-2, φπνπ α 

πξαγκαηηθφο αξηζκφο δηάθνξνο ηνπ κεδελφο.--------------------------------  
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Οη έλλνηεο ηνπ απείξνπ θαη ηνπ απεηξνζηνύ ζηα Μαζεκαηηθά ηνπ 

Λπθείνπ θαη γεληθόηεξα ζηνλ Απεηξνζηηθό Λνγηζκό. 

 
Κηνπιάθαο Μαλνπήι  M.Sc  & Phd Γηδαθηηθήο ησλ Μαζεκαηηθψλ, θαζεγεηήο  

Μαζεκαηηθψλ ηνπ Δληαίνπ Πεηξακαηηθνχ Λπθείνπ Αλαβξχησλ. 

 

Δίλαη γεγνλφο αλακθηζβήηεην φηη ε πιεηνλφηεηα ησλ θηινζνθηθψλ ηδεψλ είρε 

απαζρνιήζεη ηνπο αξραίνπο Έιιελεο θηινζφθνπο. Έηζη θαη ε έλλνηα ηνπ απείξνπ, δελ 

ζα κπνξνχζε λα απνηειεί εμαίξεζε. Ζ έλλνηα φκσο ηνπ απείξνπ απφ πνιχ λσξίο  

πξνθάιεζε δηακάρεο, πεξηζζφηεξεο απφ θάζε άιιν δήηεκα. Δίλαη δχζθνιν λα βξεη 

θαλείο κηα ηδέα πνπ λα έρεη εξεζίζεη ηφζν γφληκα  ηε λφεζε φζν ε ηδέα ηνπ απείξνπ. 

Παξ‟ φια απηά φκσο ζρεδφλ θακία άιιε έλλνηα δελ ρξεηάδεηαη δηαζάθεζε φζν απηή. 

  Ζ πξσηφηππε ηδέα ηεο πξνζσθξαηηθήο αληίιεςεο ηνπ θφζκνπ  δφζεθε απφ 

ηνλ Αλαμίκαλδξν ηνλ Μηιήζην ήδε απφ ηνλ 6
ν
 π.Υ αηψλα, πξνηείλνληαο ην άπεηξν σο 

πξσηαξρηθφ ζηνηρείν θάζε φληνο. Απηφο ν φξνο, ε έλλνηα ηνπ νπνίνπ δελ έπαςε λα 

ζπδεηείηαη, ζεκαίλεη ζπγρξφλσο άπεηξν (απεξηφξηζην θαη αηψλην) θαη αφξηζην 

(απξνζδηφξηζην). Ο θφζκνο ηνπ Αλαμίκαλδξνπ είλαη θιεηζηφο, πεπεξαζκέλνο, θαη 

πιέεη ζ‟ έλα απεξηφξηζην πεξηβάιινλ. Σν ίδην πίζηεπε θαη ν Θαιήο ν Μηιήζηνο ην 

πεξηβάιινλ είλαη ύδσξ, ν θφζκνο είλαη κηα εκηζθαηξηθή αέξηλε θπζαιίδα πνπ πιέεη 

ζηνπο θφιπνπο απηήο ηεο πγξήο κάδαο.  

 ΋κσο  ηνλ 5
ν
 π.Υ  αηψλα ν Λεχθηππνο θαη ν Γεκφθξηηνο  πξφηεηλαλ κηα 

ηειείσο δηαθνξεηηθή εθδνρή γηα ην άπεηξν ηνπ θφζκνπ. Τπνζηήξηδαλ φηη ην αξρηθφ 

ζηνηρείν ηνπ ζχκπαληνο ήηαλ ην πιένλ αδηαίξεην ηκήκα ηεο χιεο ( άηνκν δειαδή 

απηφ πνπ δελ κπνξεί λα ηκεζεί ). Σν άιιν βαζηθφ ζηνηρείν ήηαλ ην θελφ, φπνπ 

εθηπιίζζεηαη ε θίλεζε ησλ αηφκσλ. Άθζαξηα θαη αλαιινίσηα, ηα άηνκα ππήξραλ 

αηψληα θαη δηέθεξαλ κφλν ζην κέγεζνο θαη ζην ζρήκα. Ήηαλ αλαξίζκεηα, θαη θάπνπ - 

θάπνπ νκαδνπνηνχληαη ζε θνζκηθά ζψκαηα ζηνπο θφιπνπο ηνπ άπεηξνπ θελνχ. 

Πεξηζζφηεξα ζηνηρεία κπνξεί λα βξεη θάπνηνο ζην  [8] ηεο βηβιηνγξαθίαο. 

Ο Πιάησλ (428 – 347) ζην έξγν  Σίκαηνο  ζεσξεί ηνλ θφζκν θαη ηνλ νπξαλφ 

πεπεξαζκέλνπο. Σνπο πεξηθιείεη ζε κηα ζθαίξα πνπ πεξηβάιιεη ηνλ θφζκν θαη πέξα 

απφ ηελ νπνία δελ ππάξρεη ηίπνηα. 

Ο Αξηζηνηέιεο (384 – 322) είλαη απηφο πνπ ζέηεη ην πξφβιεκα ηνπ απείξνπ ζε 

ζχγρξνλεο βάζεηο. Κάλεη δηάθξηζε κεηαμχ ηνπ « ππαξθηνχ» , ελ ελεξγεία, θαη 

«δπλεηηθνχ» , ελ δπλάκεη , απείξνπ. Σν ππαξθηφ άπεηξν είλαη απηφ πνπ γίλεηαη 

αληηιεπηφ κέζα απφ ηε θχζε ελψ ην δπλεηηθφ άπεηξν είλαη έλα επηλφεκα απαξαίηεην 

ζηε ζθέςε γηα ηελ επίιπζε νξηζκέλσλ πξνβιεκάησλ. Δκπεξηζηαησκέλε αλαθνξά 

ππάξρεη ζην [1] ηεο βηβιηνγξαθίαο. 

Ο Αξηζηνηέιεο δελ δέρεηαη ηελ χπαξμε ηνπ ελ ελεξγεία απείξνπ θαη θαηά ηελ 

γλψκε ηνπ, άπεηξν είλαη απηφ πνπ δελ κπνξνχκε λα δηαηξέμνπκε, άξα ππάξρεη κφλν 

ελ δπλάκεη. Θεσξεί φηη γηα έλα νπνηνδήπνηε κέγεζνο ππάξρνπλ ηξεηο ηξφπνη λα είλαη 

άπεηξν (ελ δπλάκεη). 

1. Έλα κέγεζνο κπνξεί λα γίλεη απεξηφξηζην απφ ηε δνκή ηνπ. 
Υαξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα απνηεινχλ νη αξηζκνί, ησλ νπνίσλ ε 

πξφζζεζε ή ν πνιιαπιαζηαζκφο παξάγνπλ αξηζκνχο απεξηνξίζηνπ 

κεγέζνπο. 
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2. Έλα κέγεζνο κπνξεί λα είλαη άπεηξν ιφγσ δηαίξεζεο. Παξάδεηγκα 
απνηειεί ε χιε, δηαηξεηή επ‟ άπεηξνλ, αλ ππνζέζνπκε φηη είλαη ζπλερήο 

θαη ρσξίο αδηαίξεηα. 

3. Έλα κέγεζνο κπνξεί λα είλαη άπεηξν ιφγσ ηεο δηαηξεηφηεηάο ηνπ θαη 
ιφγσ ηεο δνκήο ηνπ. Παξάδεηγκα απνηειεί ν ρξφλνο. 

Ζ θνζκνινγία ηνπ Αξηζηνηέιε απαληά ζηα πξνβιήκαηα ηνπ απεηξνκέγηζηνπ 

θαη απεηξνειάρηζηνπ. Σν απεηξνκέγηζην πξέπεη λα απνθιεηζηεί δηφηη ν θφζκνο 

είλαη πεπεξαζκέλνο θαη ηίπνηα δελ κπνξεί λα ππάξρεη εθηφο ηνπ θφζκνπ. 

Αληίζεηα ην απεηξνειάρηζην είλαη απνδεθηφ, αιιά ε απεξηφξηζηε δηαηξεηφηεηα 

ηεο χιεο είλαη δπλεηηθή θαη φρη ππαξθηή. 

 

Σν άπεηξν θαη ην απεηξνζηό ζηε  ζύγρξνλε Φπζηθή 
           

Ζ αξρηθή καο εληχπσζε γηα ηα θπζηθά ζπκβάληα θαη ηελ χιε είλαη ε 

εληχπσζε ηεο ζηαζεξφηεηαο θαη ηεο ζπλέρεηαο. Ζ εληχπσζή καο απηή φκσο άιιαμε 

φηαλ αλαθαιχθηεθε φηη αλ ζην λεξφ  δηνρεηεπζεί ειεθηξηθφ ξεχκα, ηφηε ην λεξφ 

δηαζπάηαη ζε πδξνγφλν θαη νμπγφλν. Ζ κεγάιε πνηθηιία ησλ κνξίσλ ηέζεθε ππφ 

έιεγρν φηαλ ηα κφξηα ζεσξήζεθαλ ζπιινγέο αηφκσλ Ζ θαηάζηαζε απινπνηήζεθε 

αθφκε πεξηζζφηεξν φηαλ αλαθαιχθηεθε φηη ην άηνκν απνηειείηαη απφ έλα ζεηηθά 

θνξηηζκέλν ππξήλα γχξσ απφ ηνλ νπνίν πεξηζηξέθνληαη ειεθηξφληα. Λίγν  αξγφηεξα 

αλαθαιχθηεθε ην λεηξφλην, θαη νη θπζηθέο ηδηφηεηεο ησλ δηαθφξσλ αηφκσλ 

εμεγήζεθαλ κε ηελ παξαδνρή φηη ηα άηνκα απαξηίδνληαη απφ πξσηφληα, λεηξφληα, θαη 

ειεθηξφληα. 

Απφ ηε θπζηθή πςειψλ ελεξγεηψλ  έρνπκε φηη ιίγα ζσκαηίδηα, (ηα 

ειεθηξφληα, ηα λεηξίληα, θαη ηα κηφληα ) θαίλεηαη λα είλαη ηειείσο αδηαίξεηα. ΋ια ηα 

ππφινηπα, ( πξσηφληα, λεηξφληα, κεζφληα)  κπνξνχλ λα δηαζπαζζνχλ ζε άιια πνπ 

κπνξνχλ λα επαλαζπλδεζνχλ γηα λα ζπγθξνηήζνπλ άιια ζσκαηίδηα. Ζ κνξθή πνπ 

έρεη πάξεη ε έξεπλα ηεο χιεο είλαη φηη πνηθίιεο  νπζίεο εμεγνχληαη σο ζπλδπαζκνί 

ιίγσλ απινχζηεξσλ  νπζηψλ. Έηζη δελ πξέπεη λα καο εθπιήζζεη ε άπνςε φηη ε 

κεγάιε πνηθηιία  ησλ δηαηξέζηκσλ ζσκαηηδίσλ κπνξεί λα εμεγεζεί κε ηελ ππφζεζε 

φηη φια είλαη ζπγθξνηεκέλα απφ θνπάξθ. Δθηελήο αλαθνξά ππάξρεη ζην [10] ηεο 

βηβιηνγξαθίαο. 

Έρνπλ αλαθαιπθηεί  κεξηθά δηαθνξεηηθά θνπάξθ. Φαίλεηαη πνιχ πηζαλφ φηη 

ηα δηαθνξεηηθά είδε θνπάξθ ζα εμεγεζνχλ βάζεη ηεο ππφζεζεο φηη θάζε θνπάξθ είλαη 

ζπλδπαζκφο ιίγσλ ληάξθ…. Καη φηη ππάξρεη κφλνλ έλαο κηθξφο αξηζκφο απφ απηά.  

Δάλ ε εμέιημε απηή ζπλερηζηεί απ‟ άπεηξνλ, ηφηε θαηαιήγνπκε φηη ε χιε είλαη 

κηα ζπιινγή ζπιινγψλ απφ ζπιινγέο….. Γειαδή δελ ππάξρεη ηειηθά χιε παξά κφλν 

κνξθή.  
Υλη

Μόπια

Άτομα

Σωματίδια

Λεπτόνια - Κουάπκ
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Ο  ειεθηξηζκφο  πνπ θαηαηαζζφηαλ ζηα ξεπζηά, θαη απνηεινχζε ην θαη‟ 

εμνρήλ ππφδεηγκα ηνπ ζπλερνχο ελεξγνχ παξάγνληα, απεδείρζε φηη ζπλίζηαηαη απφ 

ζσκάηηα ηα ζεηηθά θαη ηα αξλεηηθά ειεθηξφληα. 

 Δθηφο απφ ηελ χιε θαη ηνλ ειεθηξηζκφ ζηε θπζηθή ππάξρεη αθφκε κηα 

νληφηεηα γηα ηελ νπνία ηζρχεη ν λφκνο δηαηήξεζεο, ε ελέξγεηα. Αιιά θαη ε ελέξγεηα 

έρεη απνδεηρζεί φηη δελ επηδέρεηαη κηα απιή θαη άλεπ φξσλ άπεηξε δηαηξεηφηεηα. Ο 

Planck(1858-1947) αλαθάιπςε ηα θβάληα ελέξγεηαο. 

΢ε θαλέλα ινηπφλ ηνκέα ηεο πξαγκαηηθφηεηαο δελ βξίζθνπκε έλα νκνηνγελέο 

ζπλερέο, ψζηε κε ζπλερή δηαηξεηφηεηα λα θηάλνπκε ζην άπεηξα κηθξφ. Ζ άπεηξε 

δηαηξεηφηεηα ελφο ζπλερνχο είλαη κηα πξάμε πνπ ππάξρεη κφλν ζηε ζθέςε καο. Δίλαη 

κηα ηδέα πνπ αλαζθεπάδεηαη απφ ηα πεηξάκαηα ηεο Φπζηθήο θαη ηεο Υεκείαο. 

Αλαιπηηθφηεξα  ζην  [18] ηεο βηβιηνγξαθίαο. 

Αθνχ θαηαιήμακε γηα ην απεηξνζηφ αο δνχκε ην ζέκα ηνπ απείξνπ. Δίλαη 

άπεηξν ην ζχκπαλ ή ππάξρνπλ πέξαηα; Ζ ζχγρξνλε επηζηήκε έρεη άπνςε γη‟ απηφ;  

Ζ Δπθιείδεηα γεσκεηξία καο νδεγεί θαη‟ αλάγθε ζην ζπκπέξαζκα φηη ν 

ρψξνο είλαη άπεηξνο, αιιά δελ ππάξρεη δηαβεβαίσζε φηη ν ρψξνο ηνπ ζχκπαληνο 

πεξηγξάθεηαη απφ ηελ Δπθιείδεηα γεσκεηξία. Με ηε ιεγφκελε ειιεηπηηθή γεσκεηξία 

ε καζεκαηηθή έξεπλα καο δίλεη ην κνληέιν ελφο πεπεξαζκέλνπ θφζκνπ. Δθηελήο 

αλαθνξά ππάξρεη ζην [10] ηεο βηβιηνγξαθίαο. 

Δπίζεο ν Einstein(1879-1955) μεθηλψληαο απφ ηελ βαξπηηθή ζεσξία 

αζρνιείηαη κε ην θνζκνινγηθφ πξφβιεκα θαη θαηαιήγεη φηη είλαη δπλαηφο έλαο 

πεπεξαζκέλνο θφζκνο, θαη φηη επηπιένλ, φια ηα ζπκπεξάζκαηα ηεο Αζηξνλνκίαο 

ζπκβηβάδνληαη κε ηελ ππφζεζε ελφο ειιεηπηηθνχ ζχκπαληνο. 

 

 

  Ζ έλλνηα ηνπ απείξνπ  θαη  ηνπ  απεηξνζηνύ  

ζηα  Μαζεκαηηθά 

  

Δίδακε ινηπφλ φηη ε πξαγκαηηθφηεηα είλαη πεπεξαζκέλε πξνο ηηο δπν 

θαηεπζχλζεηο, φζνλ αθνξά δειαδή ην άπεηξα κηθξφ θαη φζν αθνξά ην άπεηξα κεγάιν. 

Χζηφζν κπνξεί ην άπεηξν λα έρεη κηα εληειψο δηθαηνινγεκέλε ζέζε ζηε ζθέςε καο 

θαη λα παίδεη ην ξφιν κηαο απαξαίηεηεο έλλνηαο.  Αο δνχκε πσο παξνπζηάδνληαη ηα 

πξάγκαηα ζηα καζεκαηηθά. 

Μεγάλη έκπηξη  
 

΢ηελ ηζφηεηα: 

2 2 2 2 ( 1) (2 1)
1 2 3

6

n n n
n

   
    
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Ο (0,0) Α (1,0)

Β (0,1)

Αλ αληηθαηαζηήζνπκε ην n  κε νπνηνδήπνηε θπζηθφ αξηζκφ ζα πξνθχςνπλ νη 

επηκέξνπο ηζφηεηεο. Γηα παξάδεηγκα  φηαλ n = 3   έρνπκε: 

2 2 2 1
1 2 3 3 4 (3 4)

6
         

Γηα n = 5 έρνπκε : 2 2 2 2 2 1
1 2 3 4 5 5 6 (5 6)

6
          

 Δίλαη θαλεξφ φηη ν αξρηθφο ηχπνο  πεξηέρεη έλα άπεηξν πιήζνο πξνηάζεσλ. 

Απηφ φκσο είλαη ην βαζηθφ ραξαθηεξηζηηθφ, πνπ ηνπ επηηξέπεη λα παξηζηά ηελ ιχζε 

ελφο αξηζκεηηθνχ πξνβιήκαηνο, θαη λα απαηηεί κηα απνδεηθηηθή ζθέςε, ελψ νη 

επηκέξνπο πξνηάζεηο κπνξνχλ λα επαιεζεπηνχλ κε απιφ ζπιινγηζκφ. Ζ πξφηαζε 

απηή δεκηνπξγεί έλα άπεηξν ελ δπλάκεη. 

Απφ ηελ άιιε κεξηά κέζσ ηεο ζεσξίαο ησλ ζπλφισλ ηνπ G. Cantor, είλαη 

δπλαηφλ λα παξαζηήζνπκε σο νινθιεξσκέλε νληφηεηα ην  N = {1,2,3,…} κε πιήζνο 

ζηνηρείσλ 0 . Γηα πεξηζζφηεξα βιέπε ζηα [12], [13] , [14], [16] ηεο βηβιηνγξαθίαο. 

Απηφ ην είδνο ηνπ απείξνπ ιέγεηαη άπεηξν ελ ελεξγεία.  Γηα παξάδεηγκα ε αθνινπζία 

ησλ ξεηψλ αξηζκψλ  
3 17 517 1393

, , , ,
2 12 409 985

  πνπ δηέπεηαη απφ ηνλ 

αλαδξνκηθφ ηχπν 1

1 2

2
n n

n

a a
a



 
   

 
  κε 1

3

2
a   δεκηνπξγεί έλα ελ 

δπλάκεη άπεηξν αθνχ κπνξνχκε απεξηφξηζηα λα ζπλερίζνπκε λα γξάθνπκε  φξνπο 

ηεο,  νη νπνίνη φκσο είλαη νη πξνζεγγίδνπζεο ηηκέο ηνπ άξξεηνπ αξηζκνχ  2 . Ο  

αξηζκφο  2  είλαη ελ ελεξγεία άπεηξν, δηφηη ζχκθσλα κε ηελ  Δπθιείδεηα γεσκεηξία  

ην επζχγξακκν ηκήκα πνπ ελψλεη ηα ζεκεία  (1,0) θαη (0,1) είλαη θαιψο νξηζκέλν θαη 

δελ έρνπκε θακία ακθηβνιία γηα ηελ ελεζησηηθή – νιηζηηθή ηνπ χπαξμε. 

 

 

                                                                     

                                                                         2                                

 

 

 

                                                    

 

 

΢ρήκα 3 

 

Γηαπηζηψλνπκε δειαδή κηα δηαιεθηηθή ζρέζε κεηαμχ ηνπ  ελ δπλάκεη θαη ελ 

ελεξγεία απείξνπ. Δίλαη άμην ιφγνπ ην γεγνλφο φηη ηελ ίδηα νξγάλσζε ζπλαληάκε θαη  

ζηελ χιε, έλαο άπεηξνο αξηζκόο κηθξνζσκαηηδίσλ δεκηνπξγνύλ έλα καθξνκόξην. 

Πεξηζζφηεξεο πιεξνθνξίεο  ζην   [5] ηεο  βηβιηνγξαθίαο. 

΢ηα καζεκαηηθά κπνξνχκε λα ζπγθξίλνπκε απεηξνζχλνια σο πξνο ην πιήζνο 

ησλ ζηνηρείσλ ηνπο. Γηα παξάδεηγκα ην ζχλνιν ησλ θπζηθψλ αξηζκψλ N = {1,2,3,…} 

θαη ην ζχλνιν ησλ αξηίσλ αξηζκψλ Nα = {2,4,6,….} έρνπλ ην ίδην πιήζνο ζηνηρείσλ 

δηφηη κπνξνχκε λα βξνχκε κηα ζπλάξηεζε 1-1 θαη επί απφ ην Ν  ζην  Nα. Πξάγκαηη  ε 

ζπλάξηεζε  f : N  Nα ,  f (x ) = 2 x πιεξνί  ηηο πξνυπνζέζεηο, ζπλεπψο  ην πιήζνο 

ησλ αξηίσλ είλαη ίζν κε ην πιήζνο ησλ θπζηθψλ αξηζκψλ. 

Δπίζεο κπνξνχκε λα ζπγθξίλνπκε σο πξνο ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ, ηνπο 

αθεξαίνπο θαη ηνπο θπζηθνχο αξηζκνχο, δηφηη κπνξνχκε λα βξνχκε κηα ζπλάξηεζε    
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f: Z  N κε    
2 , 0

( )
2 1, 0

x x
f x

x x

 
 

 
           ε νπνία είλαη 1-1 θαη επί. ΢πλεπψο 

ην ζχλνιν ησλ αθεξαίσλ Z = {…, -3, -2, -1 , 0, 1,2,3, …}  έρεη ην ίδην πιήζνο 

ζηνηρείσλ κε ην  N = {1,2,3,…}  φζν θαη αλ απηφ θαίλεηαη παξάμελν. Πεξηζζφηεξεο 

πιεξνθνξίεο ππάξρνπλ ζην  [17] ηεο βηβιηνγξαθίαο. 

Σν ζχλνιν φκσο ησλ πξαγκαηηθψλ R δελ είλαη ηζνδχλακν κε ην N δηφηη δελ 

ππάξρεη ζπλάξηεζε 1-1 θαη επί πνπ λα ηα ζπλδέεη, επνκέλσο ην R δελ είλαη 

αξηζκήζηκν, δειαδή είλαη κεγαιχηεξν  απφ ην N. ΋ηαλ ινηπφλ κεηξήζνπκε    

1,2,3,…. κπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε φηη ηα αληηθείκελα πνπ απαξηζκήζακε απνηεινχλ 

έλα άπεηξν ζχλνιν πνπ νινθιεξψζεθε κε ηελ ζπγθεθξηκέλε ηνχηε δηάηαμε (ελ 

ελεξγεία άπεηξν). Αλ αθνινπζψληαο ηψξα ηνλ Cantor, παξαζηήζνπκε ηνλ ηχπν απηήο 

ηεο δηάηαμεο κε σ, ε αξίζκεζε  κπνξεί λα ζπλερηζηεί κε θπζηθφ ηξφπν 

σ+1,σ+2,….,σ+σ,… 2 ,.... ,...  . Έηζη  θαηαιήγνπκε ζηνπο ππεξπεπεξαζκέλνπο 

αξηζκνχο ηνπ Cantor. Δθηελήο αλαθνξά γίλεηαη ζην  [10] ηεο βηβιηνγξαθίαο. 

΋κσο θαη ηα κε αξηζκήζηκα ζχλνια κπνξνχλ λα ζπγθξηζνχλ σο πξνο ην 

πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ ηνπο. Γηα παξάδεηγκα κπνξνχκε λα απνδείμνπκε φηη ην πιήζνο 

ησλ ζηνηρείσλ ηνπ R ηζνχηαη κε ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ ζπλφινπ   (0 , 0.1), 

δηφηη ππάξρεη f: R  (0, 0.1) 1-1 θαη επί  κε 

1
( )

20 20 20

x
f x

x
 

 
   ε νπνία πιεξνί ηηο πξνυπνζέζεηο 

ζχγθξηζεο ησλ δχν ζπλφισλ.  . ΋ζν είλαη δειαδή  ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ R, 

ηφζν είλαη θαη ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ δηαζηήκαηνο ( 0 , 0.1 ). 

΋πσο αλαθέξακε ηφζν ν Newton φζν θαη ν Leibniz  ρξεζηκνπνίεζαλ ην 

άπεηξν θαη ηα απεηξνζηά γηα λα αλαπηχμνπλ ηνλ δηαθνξηθφ θαη νινθιεξσηηθφ 

ινγηζκφ. Υξεζηκνπνίεζαλ ην ζχκβνιν   γηα ην άπεηξν θαη dx γηα κηα απεηξνζηή 

πνζφηεηα. Ο Leibniz βεβαίσλε ηνπο ζπλνκηιεηέο ηνπ φηη ην   απνηεινχζε κφλν ελ 

δπλάκεη άπεηξν θαη ν Newton απνθαινχζε ην απεηξνζηφ dx  ξνή . Ζ θξηηηθή ηνπ 

θηινζφθνπ θαη επηζθφπνπ G.  Berkley (1685-1753) γηα ηελ έλλνηα ηνπ απεηξνζηνχ σο 

«θαληάζκαηα ηεζλεσζψλ πνζνηήησλ» είρε σο απνηέιεζκα νη καζεκαηηθνί ηνπ 19
νπ

 

αηψλα λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηελ ηερληθή ησλ νξίσλ γηα λα παξαθάκςνπλ ηηο δπζθνιίεο  

ησλ απεηξνζηψλ. Δθηελέζηεξα ζηα [2], [3], [7], [11], [16] ηεο βηβιηνγξαθίαο. 

Γειαδή αλ x είλαη ην δηάζηεκα θαη t είλαη ν ρξφλνο, ε ηαρχηεηα νξίζζεθε σο 

dx

dt
 ηα dx θαη  dt  ζεσξνχληαη απεηξνζηά δειαδή πνζφηεηεο νη νπνίεο είλαη  απείξσο 

κηθξέο ρσξίο φκσο λα γίλνληαη κεδέλ.  Αξγφηεξα, κεηά ηελ θξηηηθή γηα ηα απεηξνζηά, 

ε έθθξαζε 
dx

dt
 επαλαπξνζδηνξίζηεθε σο εμήο: 

0
lim
t

dx x

dt t 





 ρσξίο ηα Γx  

θαη Γt λα είλαη θαη‟ αλάγθε  απείξσο κηθξέο πνζφηεηεο. 

Σν 1966  ν Abraham Robinson  εηζήγαγε ηνπο ιεγφκελνπο «κε θιαζηθνχο»  

(non standard) πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο, έλα  κε θιαζηθφ πξφηππν γηα ηνπο 

πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο εθ ησλ νπνίσλ κεξηθνί είλαη κηθξφηεξνη απφ θάζε ξεηφ 

αξηζκφ αιιά θαη κεγαιχηεξνη ηνπ κεδελφο. Βιέπε [2] ηεο βηβιηνγξαθίαο. 

Με ηελ εηζαγσγή ηνπ πξνηχπνπ ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ ν απεηξνζηηθφο 

ινγηζκφο ηνπ Leibniz, φπνπ γίλεηαη ρξήζε ησλ απεηξνζηψλ, ηίζεηαη ζε ζηαζεξέο 

βάζεηο. Ζ έλλνηα ησλ απεηξνζηψλ ηνπ Leibniz είλαη απιή θαη δηαηζζεηηθά εχθνια 

αληηιεπηή, δελ είλαη φκσο απζηεξή απφ καζεκαηηθήο ζθνπηάο. Αληίζεηα ε έλλνηα ησλ 

απεηξνζηψλ φπσο νξίζζεθε απφ ηνλ Robinson είλαη απζηεξή απφ καζεκαηηθήο 

πιεπξάο, δελ είλαη φκσο νχηε απιή, νχηε δηαηζζεηηθά εχθνια αληηιεπηή. 
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 ΢ην ζρνιηθφ βηβιίν ησλ καζεκαηηθψλ ηεο Β΄ Γπκλαζίνπ ΟΔΓΒ  Αζήλα 1996 

ζει. 61, ζπκπεξαίλεηαη φηη ζην ζχζηεκα ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ ν αξηζκφο x = 

0.9999…  ηζνχηαη κε ηε κνλάδα (1). Έλα επηρείξεκα γη‟ απηφ είλαη : 

x = 0.999999…     ηφηε 

10x = 9.99999…    θαη 

-x = - 0.999999…  Οπφηε 

 
9x = 9 θαη ζπλεπψο  x = 1. ΢εκαληηθά ζηνηρεία γηα ηα απεηξνζηά ππάξρνπλ ζηα  

[6], [15] ηεο βηβιηνγξαθίαο. 

Σν παξάδεηγκα απηφ είλαη ην θαηαιιειφηεξν γηα λα κηιήζνπκε γηα ηελ έλλνηα 

ησλ απεηξνζηψλ  δηφηη ην λα ππνζέζνπκε φηη ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλαο αξηζκφο 

κεγαιχηεξνο απφ φινπο ηνπο δεθαδηθνχο αξηζκνχο 0.9, 0.99, 0.999, 0.9999,…. θαη 

κηθξφηεξνο απφ ηε κνλάδα  (1), είλαη ην ίδην κε ην λα ηζρπξηζζνχκε φηη ππάξρεη έλαο 

αξηζκφο κεγαιχηεξνο απφ φινπο ηνπο αξηζκνχο 1, 2, 3, 4,.. . Αλ ινηπφλ έλαλ απφ 

απηνχο ηνπο αξηζκνχο dx πνπ είλαη 0 1dx           ( 
0

1
,dx n n

n
   ) ηνλ 

ζπκβνιίζνπκε κε 
1


  ηφηε νη παξαπάλσ ζπιινγηζκνί γξάθνληαη σο εμήο:  

x = 0.99999…     ηφηε     

10x = 10-10
1


     θαη 

-x = - 1+
1


          Οπφηε 

 

9x = 9 -9
1


     θαη ζπλεπψο  x = 1-

1


. 

 

΢ηελ Δπθιείδεηα γεσκεηξία  έρνπκε  ηελ θεξαηνεηδή γσλία σ, ε νπνία είλαη 

έλα είδνο κε ζπκβαηηθήο γσλίαο θαη είλαη έλα απεηξνζηφ ζην ζχλνιν φισλ ησλ 

ζπκβαηηθψλ γσληψλ, δηφηη 

α
ω

O
A

B

 
΢ρήκα 4 

κία ζπκβαηηθή γσλία α̂  δελ κπνξεί λα απνηειεί απεηξνζηφ γηαηί αλ ππνζέζνπκε φηη ε 

α̂  είλαη ε κηθξφηεξε ζεηηθή γσλία ηφηε α̂
2

α̂
0̂    άηνπν. ΢εκαληηθά επίζεο ζηνηρεία 

γηα ηα απεηξνζηά ππάξρνπλ ζην [5] ηεο βηβιηνγξαθίαο. 

Δπίζεο  ππάξρνπλ θάπνηα θαηλφκελα πνπ ζρεηίδνληαη κε ηα φξηα θαη καο 

παξέρνπλ ηζρπξέο ελδείμεηο γηα ηελ χπαξμε ησλ απεηξνζηψλ. Γηα παξάδεηγκα  ηφζν ην 
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lim( 1)
n

n


    φζν θαη ην 2lim( 2)
n

n


   φκσο ην  

2

1
lim 0

2n

n

n





      Δπίζεο ην  

1
lim 0
n n

   θαη   

2

1
lim 0
n n

  φκσο ην   

2

1

lim
1n

n

n


   
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5 1 
2.3

5 

2.3

5 


x  -3s 


x  -2s 


x  -s 


x  = δ 


x  +s 
 

x  

+3s 

ΚΑΝΟΝΗΚΖ ΚΑΣΑΝΟΜΖ 

Καξαγθνχλε Διηζζάβεη 

 

Εεηήζεθε απφ ηνπο καζεηέο λα αλαθέξνπλ ηηο κνξθέο θαηαλνκψλ πνπ έρνπλ κάζεη 

θαη λα ηηο παξαζηήζνπλ γξαθηθά. Μεηά, δεηήζεθε λα ηνπνζεηήζνπλ ζηηο γξαθηθέο 

ηνπο παξαζηάζεηο ηε κέζε ηηκή θαη ηε δηάκεζφ ηνπο θαη δηαπηζηψζεθε φηη ζηελ 

θαλνληθή θαηαλνκή θαη ζηελ νκνηφκνξθε ε κέζε ηηκή ηαπηίδεηαη κε ηελ δηάκεζν. 

Δπηπιένλ ε θαλνληθή θαηαλνκή έρεη ηηο εμήο ζεκαληηθφηαηεο ηδηφηεηεο 

 Γηα ζχλνια δεδνκέλσλ κε θαηαλνκή ζπρλφηεηαο  πνπ πξνζεγγίδεη ηελ θαλνληθή 

έρνπκε φηη : 

 x  = δ 

 Σν 68% ησλ παξαηεξήζεσλ βξίζθεηαη ζην δηάζηεκα  

( x -s, x +s). 

 Σν 95% ησλ παξαηεξήζεσλ  βξίζθεηαη ζην δηάζηεκα 

( x -2s, x +2s) 

 Σν 99,7% ησλ παξαηεξήζεσλ βξίζθεηαη ζην δηάζηεκα 

( x -3s, x +3s) 

 R ~ 6s 

 

 

1.Ο κέζνο ρξφλνο αλέγεξζεο κηαο κνλνθαηνηθίαο 200 m2 είλαη 14 κήλεο κε ηππηθή 

απφθιηζε 2 κήλεο . Τπνζέηνπκε φηη έρνπκε θαλνληθή θαηαλνκή. Να βξεζεί θαηά 

πξνζέγγηζε ην πνζνζηφ ησλ κνλνθαηνηθηψλ πνπ αλεγείξνληαη ζε ρξφλν : 

i)  Κάησ απφ 12 κήλεο : 

ii)  Σν πνιχ 14 κελψλ : 

iii)  Πάλσ απφ 18 κήλεο : 

iv) Μεηαμχ 12 θαη 20 κελψλ :  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

                                         

2. ΢ε έξεπλα πνπ έγηλε ζηνπο καζεηέο κηαο πφιεο γηα ην ρξφλν πνπ θάλνπλ λα πάλε 

απφ ην ζπίηη ζην ζρνιείν , δηαπηζηψζεθε φηη ην 50% πεξίπνπ ησλ καζεηψλ ρξεηάδεηαη 

πεξηζζφηεξν απφ 12 ιεπηά, ελψ ην 16% πεξίπνπ ρξεηάδεηαη ιηγφηεξν απφ 10 ιεπηά. 

Τπνζέηνπκε φηη ε θαηαλνκή ηνπ ρξφλνπ ηεο δηαδξνκήο είλαη θαηά πξνζέγγηζε 

θαλνληθή . 

 

i)Να βξείηε ην κέζν ρξφλν δηαδξνκήο ησλ καζεηψλ θαη 

ηελ ηππηθή απφθιηζε ηνπ ρξφλνπ δηαδξνκήο ηνπο  

 

ii) Να εμεηάζεηε αλ ην δείγκα είλαη νκνηνγελέο 

 

 



x  +3s 


x  +2s 
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5 5 
2.35 2.35 



x  -3s 


x  -2s 


x  -s 


x  = δ 


x  +s 


x  

+++2

s 



x  

+3s 

iii) Αλ νη καζεηέο ηεο πφιεο είλαη 4.000, πφζνη καζεηέο ζα θάλνπλ ρξφλν δηαδξνκήο 

απφ 14 έσο 16 ιεπηά? 

 

iv) Μηα κέξα ιφγσ έξγσλ ζηνλ θεληξηθφ δξφκν ηεο πφιεο , θάζε καζεηήο 

θαζπζηέξεζε 5 ιεπηά . Να βξείηε πφζν κεηαβάιιεηαη ν ζπληειεζηήο κεηαβνιήο 

(CV). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.Ζ θαηαλνκή ησλ ζσιήλσλ πνπ παξάγεη κηα κεραλή σο πξνο ην κήθνο ηνπο είλαη 

πεξίπνπ θαλνληθή. Έζησ φηη ε δηάκεζνο ησλ κεθψλ ησλ ζσιήλσλ είλαη 3 m θαη ην 

2,5% ησλ ζσιήλσλ έρνπλ κήθνο πάλσ απφ 3,04 m .  

 

i) Να  βξείηε : 

 Σε κέζε ηηκή, ηελ ηππηθή απφθιηζε, ην εχξνο θαη ηνλ ζπληειεζηή κεηαβνιήο 

 Σν πνζνζηφ ησλ ζσιήλσλ πνπ έρνπλ κήθνο απφ 2,96 m έσο 3,02 m 

 

ii) Μηα ζσιήλα ζεσξείηαη ειαηησκαηηθή φηαλ  έρεη   κήθνο   κεγαιχηεξν απφ 3,06 m 

ή κηθξφηεξν απφ  2,94m. Αλ ε κεραλή παξάγεη 4000 ζσιήλεο θαη νη 18 είλαη 

ειαηησκαηηθέο λα εμεηάζεηε αλ ε ιεηηνπξγία ηεο κεραλήο έρεη βιάβε. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.Σα λνχκεξα ησλ παπνπηζηψλ 400 καζεηψλ ελφο Λπθείνπ αθνινπζνχλ πεξίπνπ ηελ 

θαλνληθή θαηαλνκή. Γέθα καζεηέο θνξάλε παπνχηζηα κε λνχκεξν πάλσ απφ  43 θαη 

64 καζεηέο θάησ απφ 37. 

 Να βξείηε πφζνη καζεηέο θνξάλε παπνχηζηα κε λνχκεξν  απφ 37 έσο 43. 

 

5 5 2.3

5 

2.3

5 


x  -

3s 



x  -

2s 



x  -s 


x  = 

δ 



x  +s 


x  

+2s 



x  

+3s 
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5 5 2.3

5 

2.3

5 


x  -

3s 



x  -

2s 



x  -s 


x  = 

δ 



x  +s 


x  

+2s 



x  

+3s 

5 5 
2.35 2.35 



x  -3s 


x  -2s 


x  -s 


x  = δ 


x  +s 


x  +2s 


x  +3s 

6.΢ε έλα δείγκα κε θαλνληθή θακπχιε ζπρλνηήησλ ην 83,85% ησλ ηηκψλ βξίζθνληαη 

ζην δηάζηεκα (15,27) κε άθξα ηνπ δηαζηήκαηνο απηνχ λα είλαη θάπνηεο απφ ηηο ηηκέο 

[(


x -3S, 


x -2S,…, 


x +3S)]. Να βξεζνχλ: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α) ε κέζε ηηκή, ε δηάκεζνο, ε ηππηθή απφθιηζε, ν ζπληειεζηήο κεηαβνιήο θαη ην 

εχξνο ηνπ δείγκαηνο.  

β) Σν πνζνζηφ ησλ ηηκψλ πνπ είλαη πάλσ απφ 27 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παξαηήξεζε: ΢ηελ γξαθηθή παξάζηαζε αληί γηα 34.1% λα ζεσξεζεί  ην ζσζηό 

34% 

                                                               

ΒΠΛ                           ΣΑΞΗ Γ΄                                           1 

                         ΦΤΛΛΟ ΔΡΓΑ΢ΙΑ΢ 

 

 

ΚΑΝΟΝΗΚΖ ΚΑΣΑΝΟΜΖ 

 

 Γηα ζχλνια δεδνκέλσλ κε θαηαλνκή ζπρλφηεηαο  πνπ πξνζεγγίδεη ηελ θαλνληθή 

έρνπκε φηη : 

 ρ = δ 

 Σν 68% ησλ παξαηεξήζεσλ βξίζθεηαη ζην δηάζηεκα  

(ρ-s, ρ+s). 

 Σν 95% ησλ παξαηεξήζεσλ  βξίζθεηαη ζην δηάζηεκα 

(ρ-2s, ρ+2s) 

 Σν 99,7% ησλ παξαηεξήζεσλ βξίζθεηαη ζην δηάζηεκα 
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(ρ-3s, ρ+3s) 

 R    6s 

 

 

1.Ο κέζνο ρξφλνο αλέγεξζεο κηαο κνλνθαηνηθίαο 200 m2 είλαη 14 κήλεο κε ηππηθή 

απφθιηζε 2 κήλεο . Τπνζέηνπκε φηη έρνπκε θαλνληθή θαηαλνκή. Να βξεζεί θαηά 

πξνζέγγηζε ην πνζνζηφ ησλ κνλνθαηνηθηψλ πνπ αλεγείξνληαη ζε ρξφλν : 

i)  Κάησ απφ 12 κήλεο : 

ii)  Σν πνιχ 14 κελψλ : 

iii)  Πάλσ απφ 18 κήλεο : 

iv) Μεηαμχ 12 θαη 20 κελψλ :  

                                              

                                                                                                                                     2                                                                                                

 

2. ΢ε έξεπλα πνπ έγηλε ζηνπο καζεηέο κηαο πφιεο γηα ην ρξφλν πνπ θάλνπλ λα πάλε 

απφ ην ζπίηη ζην ζρνιείν , δηαπηζηψζεθε φηη ην 50% πεξίπνπ ησλ καζεηψλ ρξεηάδεηαη 

πεξηζζφηεξν απφ 12 ιεπηά, ελψ ην 16% πεξίπνπ ρξεηάδεηαη ιηγφηεξν απφ 10 ιεπηά. 

Τπνζέηνπκε φηη ε θαηαλνκή ηνπ ρξφλνπ ηεο δηαδξνκήο είλαη θαηά πξνζέγγηζε 

θαλνληθή . 

 

i)Να βξείηε ην κέζν ρξφλν δηαδξνκήο ησλ καζεηψλ θαη 

ηελ ηππηθή απφθιηζε ηνπ ρξφλνπ δηαδξνκήο ηνπο  

 

ii) Να εμεηάζεηε αλ ην δείγκα είλαη νκνηνγελέο 

 

iii) Αλ νη καζεηέο ηεο πφιεο είλαη 4.000, πφζνη καζεηέο ζα θάλνπλ ρξφλν δηαδξνκήο 

απφ 14 έσο 16 ιεπηά? 

 

iv) Μηα κέξα ιφγσ έξγσλ ζηνλ θεληξηθφ δξφκν ηεο πφιεο , θάζε καζεηήο 

θαζπζηέξεζε 5 ιεπηά . Να βξείηε πφζν κεηαβάιιεηαη ν ζπληειεζηήο κεηαβνιήο 

(CV). 

 

4.Ζ θαηαλνκή ησλ ζσιήλσλ πνπ παξάγεη κηα κεραλή σο πξνο ην κήθνο ηνπο είλαη 

πεξίπνπ θαλνληθή. Έζησ φηη ε δηάκεζνο ησλ κεθψλ ησλ ζσιήλσλ είλαη 3 m θαη ην 

2,5% ησλ ζσιήλσλ έρνπλ κήθνο πάλσ απφ 3,04 m .  

 

i) Να  βξείηε : 

 Σε κέζε ηηκή, ηελ ηππηθή απφθιηζε, ην εχξνο θαη ηνλ ζπληειεζηή κεηαβνιήο 

 Σν πνζνζηφ ησλ ζσιήλσλ πνπ έρνπλ κήθνο απφ 2,96 m έσο 3,02 m 

 

ii) Μηα ζσιήλα ζεσξείηαη ειαηησκαηηθή φηαλ  έρεη   κήθνο   κεγαιχηεξν απφ 3,06 m 

ή κηθξφηεξν απφ  2,94m. Αλ ε κεραλή παξάγεη 4000 ζσιήλεο θαη νη 18 είλαη 

ειαηησκαηηθέο λα εμεηάζεηε αλ ε ιεηηνπξγία ηεο κεραλήο έρεη βιάβε. 

 

 

5.Σα λνχκεξα ησλ παπνπηζηψλ 400 καζεηψλ ελφο Λπθείνπ αθνινπζνχλ πεξίπνπ ηελ 

θαλνληθή θαηαλνκή. Γέθα καζεηέο θνξάλε παπνχηζηα κε λνχκεξν πάλσ απφ  43 θαη 

64 καζεηέο θάησ απφ 37. 

 Να βξείηε πφζνη καζεηέο θνξάλε παπνχηζηα κε λνχκεξν  απφ 37 έσο 43. 
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6. ΢ε έλα δείγκα 40 καζεηψλ πνπ αξξψζηεζαλ απφ αλεκνβινγηά ν CV = 0,3  

ην ΢ρ =4360 , φπνπ ρ νη κέξεο πνπ ν καζεηήο απνπζίαδε απφ ην ζρνιείν. Αλ 

ππνζέζνπκε φηη ην δείγκα αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή θαη φηη γηα πεξηζζφηεξεο 

απφ 16 κέξεο απνπζηψλ ν καζεηήο πξέπεη λα θέξεη  δηθαηνινγεηηθφ απφ λνζνθνκείν, 

πφζνη καζεηέο αλακέλεηαη λα θέξνπλ ηέηνην δηθαηνινγεηηθφ. 

                                                                                                                
7.΢ε έλα δείγκα κε θαλνληθή θακπχιε ζπρλνηήησλ ην 83,85% ησλ ηηκψλ βξίζθνληαη 

ζην δηάζηεκα (15,27) κε άθξα ηνπ δηαζηήκαηνο απηνχ λα είλαη θάπνηεο απφ ηηο ηηκέο 

[( ρ-3S,ρ-2S,…,ρ+3S)]. Να βξεζνχλ: 

 

α) ε κέζε ηηκή, ε δηάκεζνο, ε ηππηθή απφθιηζε, ν ζπληειεζηήο κεηαβνιήο θαη ην 

εχξνο ηνπ δείγκαηνο.  

β) Σν πνζνζηφ ησλ ηηκψλ πνπ είλαη πάλσ απφ 27 
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ΓΙΓΑ΢ΚΑΛΙΑ ΣΗ΢  ΢ΣΑΣΙ΢ΣΙΚΗ΢ (Δπηζεκάλζεηο – 

Δπεθηάζεηο) 

 
Αλδξέαο Ν. ΢βέξθνο 

Καζεγεηήο Μαζεκαηηθώλ ζην Βαξβάθεην Πεηξ. Λύθεην 

 
Απηνλφεην είλαη φηη ε ζεσξεηηθή θαηάξηηζε, ε επηκειήο πξνεηνηκαζία θαη ν 

ζπλερήο πξνβιεκαηηζκόο απνηεινχλ αλαγθαίεο πξνυπνζέζεηο γηα κηα επηηπρεκέλε  

δηδαζθαιία. 

Καζεκεξηλά θαιείηαη ν θαζεγεηήο ησλ Μαζεκαηηθψλ λα παίξλεη δηδαθηηθέο   

απνθάζεηο . Σν πιαίζην ησλ απνθάζεσλ ηνπ ην δηακνξθψλνπλ ηα πεξηερόκελα ησλ 

πξνγξακκάησλ ζπνπδψλ, νη επηδησθφκελνη ζθνπνί, φπσο πεξηγξάθνληαη ζηηο νδεγίεο 

ηνπ Παηδαγσγηθνχ Ηλζηηηνχηνπ, νη κέζνδνη θαη ηα κέζα δηδαζθαιίαο θαη, ηέινο, ν 

έιεγρνο επηηπρίαο ησλ ζηφρσλ πνπ είλαη ε αμηνιόγεζε. ΋ινη απηνί νη παξάγνληεο  

βξίζθνληαη ζε ζρέζε αιιεινεμάξηεζεο θαη αιιεινεπίδξαζεο θαη πξέπεη λα 

ζεσξνχληαη σο κηα νιφηεηα. 

  

 

Ι.  Ποια είναι ηα σαπακηηπιζηικά μιαρ επιηςσημένηρ διδαζκαλίαρ 

       Μαζεκαηηθώλ;  

Ζ δηδαθηηθή ησλ Μαζεκαηηθψλ θαη ε Φπρνινγία ηεο καζήζεσο καο παξέρνπλ ηηο 

αξρέο πνπ πξέπεη λα ραξαθηεξίδνπλ ηε δηδαθηηθή καο πξάμε . 

 

 Δπξεία ρξήζε επνπηηθώλ κέζσλ θαη παξαζηαηηθώλ κνληέισλ: 

 

Οη Μαζεηέο πξέπεη λα «βιέπνπλ» απηφ πνπ δηδάζθνληαη. Έηζη νη γεσκεηξηθέο 

αλαπαξαζηάζεηο ησλ ελλνηψλ, νη γξαθηθέο εξκελείεο ησλ ζεσξεκάησλ, ηα κέζα 

δηδαζθαιίαο (γεσκεηξηθά φξγαλα, δηαθάλεηεο, ππνινγηζηέο, θνκπηνπηεξάθηα, 

ρξσκαηηζηέο θηκσιίεο, δηαθαλέο ραξηί θηι.) πξέπεη λα είλαη αλαπφζπαζηα  εληαγκέλα 

ζηελ θαζεκεξηλή καο δηδαθηηθή πξαθηηθή. 

 

 Απηελέξγεηα ησλ καζεηώλ: 

 

Οη καζεκαηηθέο πξνηάζεηο ( ζεσξήκαηα, θαλφλεο) θαη νη καζεκαηηθέο έλλνηεο δελ 

πξέπεη λα πξνζθέξνληαη έηνηκεο απφ ηνλ δηδάζθνληα , αιιά λα αλαθαιχπηνληαη απφ 

ηνπο καζεηέο. Δδψ είλαη ν δχζθνινο ξφινο ηνπ θαζεγεηή ν νπνίνο πξέπεη λα 

δεκηνπξγήζεη αηκφζθαηξα κάζεζεο , λα πξνβιεκαηίζεη ηνπο καζεηέο θαη λα ηνπο 

σζήζεη λα « πάξνπλ ηελ θαηάζηαζε ζηα ρέξηα ηνπο». 

 

 

ΠΔΡΗΔΥΟΜΔΝΑ ΢ΚΟΠΟΗ

ΜΔΘΟΓΟΗ/ ΜΔ΢Α ΑΞΗΟΛΟΓΖ΢Ζ

ΑΠΟΦΑ΢ΔΗ΢
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 Δπίιπζε πξνβιήκαηνο: 

Απηό πνπ γηα ηνπο καζεηέο δίλεη λόεκα ζηα Μαζεκαηηθά είλαη ε ύπαξμε ελόο 

πξνβιήκαηνο πνπ πξέπεη λα ιπζεί. Σν πξόβιεκα, εθόζνλ γίλεη πξόβιεκα θαη γηα ηνπο 

καζεηέο, ηνπο θηλεηνπνηεί λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηηο γλώζεηο ηνπο, αιιά θαη απνθαιύπηεη 

ηελ αλεπάξθεηα ησλ γλώζεσλ ηνπο. Γίλεηαη έηζη ην όρεκα κεηαθνξάο ηεο καζεκαηηθήο 

γλώζεο, όπνπ ζηελ πνξεία ηνπ, κέζα από ηελ νξγάλσζε ησλ δεδνκέλσλ, ηε δηαηύπσζε 

εξσηεκάησλ θαη ππνζέζεσλ, ηελ επαιήζεπζε θαη ηελ ακθηζβήηεζε κηαο ιύζεο, ηελ 

αλάιπζε, ηε ζύλζεζε θαη ηε δηεξεύλεζε, αλαδεηθλύεη κε πεηζηηθό ηξόπν ηε ρξεζηκόηεηα 

θαη ηε δύλακε ησλ Μαζεκαηηθώλ.  

        ************************************************************** 

Μέζα ζηα πιαίζηα θαη ηε ινγηθή ησλ παξαπάλσ αξρώλ πξέπεη ν θαζεγεηήο ησλ 

Μαζεκαηηθώλ λα πξνεηνηκάδεη θαζεκεξηλά ηηο δηδαθηηθέο ελόηεηεο ηεο ΢ηαηηζηηθήο, 

αλαδεηθλύνληαο θάζε θνξά ηηο ζεκαληηθόηεξεο έλλνηεο. 

΋πσο γλσξίδνπκε ε πεξηγξαθηθή ΢ηαηηζηηθή αζρνιείηαη κε ηε ΢πιινγή ησλ ζηνηρείσλ 

( Έξεπλα , Παξαηήξεζε, Πεηξάκαηα), ηελ Παξνπζίαζε ησλ ζηνηρείσλ (Πίλαθεο , 

Γηαγξάκκαηα) θαη ηελ Δμαγσγή ησλ ζπκπεξαζκάησλ (Μέηξα ζέζεσο θαη 

Γηαζπνξάο). 

 

ΗΗ. Ζ Μέζε ηηκή θαη ε Σππηθή απόθιηζε ζηε Φπζηθή 

 

Πέξα απφ ην απιφ παξάδεηγκα ηνπ κέζνπ φξνπ ηεο βαζκνινγίαο ηνπο είλαη 

ζεκαληηθφ θαη πξνθαιεί ην ελδηαθέξνλ ησλ καζεηψλ λα δνπλ  θαη ηε ζεκαζία ησλ 

ζηαηηζηηθψλ παξακέηξσλ ζηε Φπζηθή. Απηφ κπνξεί λα γίλεη κε ηα παξαθάησ απιά 

παξαδείγκαηα απφ ηε Μεραληθή. 

 

Πξόβιεκα 1
ν
  

 

΢ε κηα αβαξή ξάβδν ηνπνζεηνύληαη κνλαδηαίεο κάδεο ζε απνζηάζεηο 3cm, 7cm, 

8cm, 12cm θαη 15cm από ην έλα άθξν ηεο ξάβδνπ.  

(i) Να βξεζεί ε ζέζε ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

(ii) Να βξεζεί ε αθηίλα θπθιηθνύ δίζθνπ κάδαο m =5 πνπ έρεη ξνπή 

αδξαλείαο ίζε κε ηελ ξνπή αδξαλείαο ησλ παξαπάλσ καδώλ πεξί 

άμνλα θάζεην ζηε ξάβδν ζην θέληξν βάξνπο ηεο.  

Λχζε 
(i) Ζ απφζηαζε x ηνπ θέληξνπ βάξνπο απφ ην άθξν Ο ηεο ξάβδνπ βξίζθεηαη απφ ηε 

 ζρέζε:  

(x-3)1 + (x-7) 1 + (x-8) 1 + (x-12) 1 + (x-15) 1 = 0 

(1+1+1+1+1) x = 3+7+8+12+15 

 
m9c   

5

1512873
    x 


  

Ο
3 7 8 12

9

15

x = 9

Ο
3 7 8 12

9

15

x = 9
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δειαδή, ε κέζε ηηκή ησλ απνζηάζεσλ απφ ηελ αξρή ηεο ξάβδνπ. 

 

(ii) Ζ ξνπή αδξαλείαο Η ησλ κνλαδηαίσλ καδψλ σο πξνο άμνλα θάζεην ζηε ξάβδν ζην 

θέληξν βάξνπο ησλ καδψλ δίλεηαη απφ ηελ ηζφηεηα : 

Η = (3-9)
2
 + (7-9)

2
 + (8-9)

2
 + (12-9)

2
 + (15-9)

2
 == 36+4+1+9+36 = 86 

Αλ R είλαη ε αθηίλα ηνπ θπθιηθνχ δίζθνπ κε ξνπή αδξαλείαο ίζε κε ηελ ξνπή 

αδξαλείαο ηνπ αξρηθνχ ζπζηήκαηνο, ηφηε m R
2
 = I  

5R
2
 = 86 

         
15 4,   

5

9 - 159 - 129 - 89 - 79 - 3
  R

22222




  

δειαδή ίζε κε ηελ  ηππηθή απόθιηζε ησλ απνζηάζεσλ ησλ καδψλ απφ ηελ αξρή Ο 

ηεο ξάβδνπ.  

 

Ο Βαξπθεληξηθφο Μέζνο απφ ηε Φπζηθή 

 

Αλ ζηελ πξνεγνχκελε πεξίπησζε δελ είρακε κνλαδηαίεο κάδεο, αιιά κάδεο m
1
, m

2
, 

m
3
, m

4
, m

5
, ηφηε ε ζέζε ηζνξξνπίαο x ζα βξίζθεηαη απφ ηε ζρέζε:  

(x-3)m
1
 + (x-7)m

2
 + (x-8)m

3
 + (x-12)m

4
 + (x-15)m

5
 = 0 

(m
1
 + m

2
 + m

3
 + m

4
 + m

5
) x = 3 m

1
 +7 m

2
 +8 m

3
 +12 m

4
 +15 m

5 

54321

54321

mmmmm

m15m12m8m7m3
x




  

ΗΗΗ. Πνηνο κέζνο; 
 

Γελ πξέπεη νη καζεηέο λα κείλνπλ κε ηελ εληχπσζε φηη ζε θάζε πεξίπησζε ε κέζε 

ηηκή πνπ πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζεί είλαη ν αξηζκεηηθφο κέζνο. Με θαηάιιεια 

παξαδείγκαηα ζα ηνπο εμεγήζνπκε φηη ππάξρνπλ πξνβιήκαηα φπνπ ν γεσκεηξηθόο ή 

ν αξκνληθόο κέζνο είλαη νη ελδεηθλπφκελνη κέζνη.    

 

Πξόβιεκα 2
ν
  

 

Σα θέξδε κηα εηαηξείαο απμήζεθαλ ηελ ηειεπηαία ηξηεηία 20%, 25% θαη 45%. 

Πνην ήηαλ ην κέζν εηήζην πνζνζηό αύμεζεο ηελ ηξηεηία απηή; 

Λχζε  
Αλ ηα αξρηθά θέξδε ήηαλ 100.000  €, ηφηε: 

΢ην ηέινο ηνπ πξψηνπ ρξφλνπ αλέβεθαλ  ζηα 100000+ 1000000.20= 1000001,20 € 

΢ην ηέινο ηνπ δεχηεξνπ ρξφλνπ αλέβεθαλ  ζηα 1000001,201,25 € 

΢ην ηέινο ηνπ ηξίηνπ ρξφλνπ αλέβεθαλ  ζηα 1000001,201,251,45 € =217 500 € 

Ο
3 7 8 12 15

x 

m1 m2 m3 m4 m5

Ο
3 7 8 12 15

x 

m1 m2 m3 m4 m5
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Σν πνζφ απηφ είλαη ιίγν κηθξφηεξν απφ κηα κέζε εηήζηα αχμεζε ησλ θεξδψλ ίζε κε 

ην κέζν φξν ησλ απμήζεσλ ηεο ηξηεηίαο, δειαδή ίζε κε (20+25+45)/3= 30%. 

Πξάγκαηη, 1000001,301,301,30 € =219 700 €.  

 

Αλ φκσο ρξεζηκνπνηήζνπκε ην γεσκεηξηθφ κέζν ησλ ζπληειεζηψλ 1,20, 1,25, 1,45 

πνπ είλαη 1,296   12,175    1,451,251,20 33   , θαη αληηζηνηρεί ζε εηήζην πνζνζηφ 

29,6% ηφηε έρνπκε 1000001,2961,2961,296 €  217 500€  πνπ είλαη ε πξαγκαηηθή 

αχμεζε ζην ηέινο ηεο ηξηεηίαο. Γειαδή : 

1000001,201,251,45 = 100000ααα 

3 45,125,120,1    

 

Πξόβιεκα 3
ν
  

Οη κέζεο ηαρύηεηεο πνπ πέηπρε έλαο κνηνζηθιεηηζηήο ζηνπο 6 γύξνπο κηαο 

αγσληζηηθήο πίζηαο ήηαλ ζε (km/h)  201, 198, 185, 200, 187, 202.  

Πνηα ήηαλ ε κέζε ηαρύηεηα κε ηελ νπνία έηξεμε ζηνπο 6 γύξνπο; 

Λχζε  
Αλ S ήηαλ ην κήθνο ηεο πίζηαο, ηφηε γηα θάζε γχξν ρξεηάζηεθε ρξφλν S/201, S/198, 

S/185, S/200, S/187, S/202 αληίζηνηρα, δει. ζπλνιηθά ρξεηάζηεθε S/201 + S/198 + 

S/185 + S/200 + S/187 + S/202 ψξεο. 

Δπνκέλσο, ε κέζε ηαρχηεηα ήηαλ:  




202

s

187

s

200

s

185

s

198

s

201

s

s6
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1
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1

200

1
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1
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1

201

1

6




 

δει. ν αξκνληθόο κέζνο ησλ ηαρπηήησλ θαη φρη ν αξηζκεηηθφο κέζνο. 

Δδψ κπνξνχκε λα εθκεηαιιεπηνχκε ηελ επθαηξία θαη (εθφζνλ ην επηηξέπεη ν ρξφλνο) 

λα ζέζνπκε ζηνπο καζεηέο πνπ έρνπλ απμεκέλν ελδηαθέξνλ γηα ηα Μαζεκαηηθά 

πξνβιήκαηα ηεο κνξθήο: 

- Απνδείμηε όηη ν γεσκεηξηθόο κέζνο ηξηώλ ζεηηθώλ αξηζκώλ είλαη κηθξόηεξνο ή 

ίζνο από ηνλ αξηζκεηηθό κέζν ησλ αξηζκώλ απηώλ. Πόηε ηζρύεη ην  = ;  

-  Από όια ηα ηξίγσλα κε ζηαζεξή πεξίκεηξν πνην έρεη ην κέγηζην εκβαδόλ; 
 

 

IV. Μέζε ηηκή ή Γηάκεζνο;  

΢ηνπο καζεηέο πξέπεη λα δίλεηαη ε επθαηξία λα πξνβιεκαηίδνληαη γηα ηε  κέζε  ηηκή  

ή ηε δηάκεζν σο θαηαιιειφηεξνπ κέηξνπ ζέζεσο , αιιά θαη γηα ηε κεηαμχ ηνπο 

δηάηαμε ζε ζρέζε κε ηε ζπκκεηξία ή ηελ αζπκκεηξία ηεο θαηαλνκήο. 

  

Πξόβιεκα 4
ν
  

 

Έλαο καζεηήο πξνθεηκέλνπ λα απνθαζίζεη αλ ζα ζπνπδάζεη Μεραληθόο ή 

Γηαηξόο καο δήηεζε πιεξνθνξίεο γηα ηα έζνδα ησλ επαγγεικάησλ απηώλ . Σα 

κόλα ζηνηρεία πνπ έρνπκε είλαη ηα εηήζηα έζνδα ηξηώλ Γηαηξώλ θαη ηξηώλ 

Μεραληθώλ  
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Γηαηξνί:        30.000 €,     40.000 €,     50.000 €  

Μεραληθνί:  34.000 €,     36.000 €,     50.000 €  

 Πνηα απάληεζε ζα δώζνπκε ζην Μαζεηή; 

Λχζε  

Τπνινγίδνπκε κέζεο ηηκέο θαη δηάκεζνπο ησλ δεδνκέλσλ 

 Γηαηξνί:        Μέζε ηηκή = 40.000 €        Γηάκεζνο =  40.000 €  

Μεραληθνί:    Μέζε ηηκή = 40.000 €        Γηάκεζν ο=  36.000 €  

  

- Ζ απάληεζε είλαη πνιχ εχθνιε, αθνχ ε κέζε ηηκή ζηεξηδφκελε ζε φιεο ηηο 

παξαηεξήζεηο εθθξάδεη θαιχηεξα ηελ πξνζδνθία καο γηα ην κειινληηθφ 

εηζφδεκα, πνπ αλακέλεηαη λα είλαη 40.000 € θαη γηα ηα δπν επαγγέικαηα 

Δπνκέλσο απφ πιεπξάο εηζνδήκαηνο « φηη λα ζπνπδάζεη είλαη ην ίδην» 

- Αλ φκσο γλσξίδνπκε επηπιένλ φηη ν καζεηήο είλαη έλαο κέζνο καζεηήο, δειαδή 

νχηε πνιχ θαιφο νχηε πνιχ θαθφο, ηφηε ε δηάκεζνο είλαη πεξηζζφηεξν αμηφπηζηε 

απφ ηε κέζε ηηκή θαη επνκέλσο ν καζεηήο πξέπεη λα επηιέμεη ην επάγγεικα ηνπ 

ηαηξνχ.  

 

Πξόβιεκα 5
ν
 

Πέληε ζπίηηα ζην ιόθν ελόο λεζηνύ έρνπλ ηηκέο ζε  € : 

2.000.000,      500.000,      300.000 ,     100.000,       100.000 

΢ε θάπνηνλ ελδηαθεξόκελν πνηα ζα αλαθέξνπκε σο αληηπξνζσπεπηηθή ηηκή ησλ 

ζπηηηώλ ζην λεζί απηό; 

Λύζε 

Έρνπκε: 

   Μέζε ηηκή  =  (2000000+500000+300000+100000+100000)/5=  600.000 € 

  Γηάκεζνο     =   (κεζαία παξαηήξεζε)                                         =  300.000 € 

Δπεηδή ηα δεδνκέλα παξνπζηάδνπλ (ζεηηθή) αζπκκεηξία αληηπξνζσπεχνληαη 

θαιχηεξα απφ ηε δηάκεζν πνπ είλαη  300.000 €. 

 

Πξόβιεκα 6
ν
 

 

΢ηνλ άμνλα x΄x δίλνληαη ηηκέο κε κέζε ηηκή 80 θαη δηάκεζν 70 . 

1. Μπνξείηε λα αιιάμεηε θάπνηα δεδνκέλα έηζη ώζηε λα  

   δηαηεξεζεί ζηε ζέζε ηεο ε δηάκεζνο;  

2. Μπνξείηε λα αιιάμεηε θάπνηα δεδνκέλα έηζη ώζηε λα  

   δηαηεξεζεί ζηε ζέζε ηεο ε κέζε ηηκή; 

3. Μπνξείηε λα αιιάμεηε θάπνηα δεδνκέλα έηζη ώζηε λα  

   δηαηεξεζνύλ ζηε ζέζε ηνπο ε κέζε ηηκή θαη ε δηάκεζνο; 

Λύζε 

x 

x΄ x80

30 60 70 100 140 150

δ= 70

10

x 

x΄ x80

30 60 70 100 140 150

δ= 70

10
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Πξνθαλψο ην πξφβιεκα επηδέρεηαη άπεηξεο ιχζεηο θαη απηφ πνπ δεηάκε είλαη λα 

θαηαλνήζνπλ νη καζεηέο ην πψο επεξεάδνληαη ε κέζε ηηκή θαη ε δηάκεζνο απφ ηε 

κεηαβνιή ησλ παξαηεξήζεσλ. 

 

 

Πξόβιεκα 7
ν
 

Μπνξείηε λα θαηαζθεπάζεηε έλα ζύλνιν πέληε αξηζκεηηθώλ δεδνκέλσλ κε κέζε 

ηηκή 20,  δηάκεζν 10  θαη  εύξνο 50;  

 

Λύζε  

Πξέπεη λα ζπκπιεξψζνπκε πέληε ζέζεηο:Ζ κεζαία παξαηήξεζε, δειαδή , ε δηάκεζνο, 

ζα είλαη ππνρξεσηηθά δ=10 :   

 

Ζ δηαθνξά ησλ αθξαίσλ παξαηεξήζεσλ, δειαδή ην εχξνο, πξέπεη λα είλαη   

     R = 50, γηα παξάδεηγκα κπνξεί νη αθξαίεο παξαηεξήζεηο λα είλαη 5 θαη  55:      

 

Οη δπν άιινη αξηζκνί πξέπεη λα έρνπλ άζξνηζκα 30 θαη κπνξεί γηα παξάδεηγκα λα 

είλαη νη 8 θαη 22, νπφηε:  

 V. Αιγεβξηθή Ηδηόηεηα ηεο Γηακέζνπ - Αιγεβξηθή Ηδηόηεηα ηεο Μέζεο Σηκήο  

Δλψ είλαη γλσζηή απφ ηελ εθαξκνγή ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ ε ηδηφηεηα ηεο κέζεο 

ηηκήο λα ειαρηζηνπνηεί ηε κέζε ηεηξαγσληθή απφθιηζε ησλ παξαηεξήζεσλ απφ κηα 

ηπραία ηηκή , δελ είλαη γλσζηφ ε δηάκεζνο ειαρηζηνπνηεί αληίζηνηρα ηελ κέζε 

απφιπηε απφθιηζε ησλ παξαηεξήζεσλ απφ κηα ηπραία ηηκή. Απηφ κπνξεί λα γίλεη είηε 

αιγεβξηθά είηε , πνιχ πξνηηκφηεξα , γξαθηθά .  

 Πξόβιεκα 8
ν
 

Να θάλεηε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ζπλαξηήζεσλ f(x)=(x-1)2+(x-2)2+(x-6)
2
 

θαη g(x) = |x-1|+|x-2|+|x-6| . Ση παξαηεξείηε γηα ηα αθξόηαηα ησλ ζπλαξηήζεσλ 

απηώλ;  

 

Καη εδψ, φπσο πξνεγνπκέλσο,  κπνξνχκε ζέζνπκε πξνβιήκαηα ηεο κνξθήο: 

1010

5 10 555 10 55

5 10 558 225 10 558 22
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 Πέληε καζεηέο κέλνπλ ζηνλ ίδην δξόκν θαη νη απνζηάζεηο ησλ ζπηηηώλ ηνπο από  

ηελ θεληξηθή πιαηεία είλαη 200m, 300m, 500m, 700m θαη 1000m. ΢ε πνην ζπίηη 

πξέπεη λα ζπλαληεζνύλ ώζηε λα δηαλύζνπλ ηε κηθξόηεξε ζπλνιηθά απόζηαζε; 

 

VΗ. Ο κεηαζρεκαηηζκόο Τ = αΥ + β 

Με θαηάιιεια πξνβιήκαηα πξέπεη λα αλαδεηρζεί ε ρξεζηκφηεηα ηνπ 

κεηαζρεκαηηζκνχ σο εξγαιείνπ απινπνίεζεο ηνπ ππνινγηζκνχ ησλ παξακέηξσλ, 

αιιά θαη ζχληαμεο ησλ ζηαηηζηηθψλ πηλάθσλ. 

Πξόβιεκα 9ν:  

 Ζ αηκνζθαηξηθή πίεζε ζε millibars ζε έλαλ ηόπν γηα δέθα δηαδνρηθέο κέξεο ήηαλ 

995, 993, 989, 994, 994, 1014, 1016, 1015, 1015, 1016. Να βξείηε ηε κέζε 

αηκνζθαηξηθή πίεζε θαη ηελ ηππηθή απόθιηζε. 

 

Λύζε  
Μηα πξψηε πξνζέγγηζε ηεο κέζεο ηηκήο είλαη ε ηηκή 1000. Γξάθνπκε θάζε ηηκή  ti 

ζηε κνξθή ti= 1000+zi θαη έρνπκε: 

995 =  1000 -  5 

993 =  1000 -  7 

989 =  1000 - 11 

994 =  1000 -  6 

994 =  1000 -  6 

1014 =  1000 + 14 

1016 =  1000 + 16 

1015 =  1000 + 15 

1015 =  1000 + 15 

1016 =  1000 + 16 

Οπφηε                                       41100010t
10

1i

i 


 

1,10041,41000t
10

1
x

10

1i

i  


 

 

Πξόβιεκα 10ν:  

Ζ ζεξκνθξαζία ζε κηα πόιε ηνλ Αύγνπζην είρε κέζε ηηκή 30 βαζκνύο Celsius θαη 

ηππηθή απόθιηζε 4 βαζκνύο Celsius. 

Να βξεζεί ε κέζε ηηκή θαη ε ηππηθή απόθιηζε ηεο παξαπάλσ ζεξκνθξαζίαο ζε 

βαζκνύο Fahrenheit. 

(Γίλεηαη όηη C βαζκνί Celsius είλαη F βαζκνί Fahrenheit, όπνπ F=1,8C+32). 
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Λύζε 

Έρνπκε  
                         XF  =  1,8XC+32 =  54+32  = 86 βαζκνί Fahrenheit  

                         SF  =  1,8SC         =7,2   βαζκνί Fahrenheit 

Παξαηήξεζε: Δλψ ν ζπληειεζηήο κεηαβιεηφηεηαο ήηαλ  CVC=4/30= 0,13 έγηλε   

                        CVF  =7,2/86 = 0,08 !!!  , δειαδή ε θιίκαθα επεξεάδεη ην ζπληειεζηή 

κεηαβιεηφηεηαο   

 

Πξόβιεκα 11ν :  

Οη παξαηεξήζεηο t
1
, t

2
,…, t

v
 έρνπλ κέζε ηηκή  x   θαη ηππηθή απόθιηζε S.  Να 

βξεζεί ε κέζε ηηκή θαη ε ηππηθή απόθιηζε ησλ παξαηεξήζεσλ πνπ πξνθύπηνπλ 

αλ από θάζε ηηκή αθαηξέζνπκε ηε κέζε ηηκή θαη ζηε ζπλέρεηα δηαηξέζνπκε κε 

ηελ ηππηθή απόθιηζε. 

Λχζε 

Αλ z1, z2, …,zλ είλαη νη λέεο κέζεο ηηκέο , ηφηε 
s

xt
z 1

1


 , 

s

xt
z 2

2


 , …, 

s

xt
z


 

 .  Δπνκέλσο 
 

0
s

xx

s

xt...tt
z

1
z 21

1i

i 








 




  θαη  

1s
s

1
s z   

 

 

Παξαηήξεζε : Ο παξαπάλσ κεηαζρεκαηηζκφο  καο ιχλεη ην πξφβιεκα ηνπ 

ππνινγηζκνχ ησλ ηηκψλ κηαο θαηαλνκήο απφ ηνπο πίλαθεο ηηκψλ ηεο αληίζηνηρεο 

θαηαλνκήο κε κέζε ηηκή 0 θαη ηππηθή απφθιηζε 1.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

VI. ΢ρήκα κηαο Καηαλνκήο 

΢ε θάζε κάζεκα πξέπεη νη καζεηέο λα έρνπλ ηελ επθαηξία λα πεξηγξάθνπλ ην ζρήκα  

κηαο  θαηαλνκήο θαη αλάινγα κε ην ζρήκα ηεο λα πξνηείλνπλ ηελ θαηαιιειφηεξε 

παξάκεηξν ζέζεσο πνπ ηελ αληηπξνζσπεχεη, θαζψο θαη ηε ζρεηηθή ζέζε κεηαμχ ησλ 

παξακέηξσλ.     

Πξόβιεκα 12ν : 

Να πεξηγξάςεηε ην ζρήκα ησλ παξαθάησ θαηαλνκώλ θαη λα αληηζηνηρίζεηε 

θαζεκηά ζηε ζρέζε πνπ ηζρύεη γηα απηήλ θαη δίλεηαη ζηε δεύηεξε γξακκή :  
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Μέζε ηηκή > Γηάκεζν 

 

 

Μέζε ηηκή = Γηάκεζν 
 

Μέζε ηηκή < Γηάκεζν 

 

VII. Μέηξα Γηαζπνξάο 
Σα κέηξα Γηαζπνξάο καο δίλνπλ πιεξνθνξίεο γηα ην ζθφξπηζκα ή γηα ηε 

κεηαβιεηφηεηα ησλ ηηκψλ. 

 

 

Μεηά απφ ηνλ πξνβιεκαηηζκφ γηα ηελ αλαγθαηφηεηα ηεο ρξεζηκνπνίεζεο ησλ κέηξσλ 

δηαζπνξάο , πξέπεη, κε ηε βνήζεηα παξαζηαηηθψλ κνληέισλ θαη απιψλ πξνβιεκάησλ, 

λα θαηαλνήζνπλ νη καζεηέο  ηα πιενλεθηήκαηα θαη ηα κεηνλεθηήκαηα θάζε κέηξνπ.    

 Σν Δύξνο 
 

Σν εχξνο νξίδεηαη σο ε δηαθνξά ηεο ειάρηζηεο απφ ηε κέγηζηε παξαηήξεζε: 

Δύξνο:  R = x
κέγηζηε

 -  x
ειάρηζηε

 

(΢ε νκαδνπνηεκέλε θαηαλνκή είλαη ε δηαθνξά ηνπ αξηζηεξνχ άθξνπ ηεο πξψηεο 

θιάζεο απφ ην δεμηφ άθξν ηεο ηειεπηαίαο θιάζεο θαη ζηελ θαλνληθή θαηαλνκή είλαη 

πεξίπνπ 6s). 

 

Δλψ ην εχξνο ππνινγίδεηαη απινχζηαηα  θαη έηζη έρνπκε κηα άκεζε εθηίκεζε ηεο 

δηαζπνξάο, έρεη θαη κεηνλεθηήκαηα.  

 

Μέηξα Γηαζπνξάο

Δχξνο Σππηθή απφθιηζε ΢πληειεζηήο 

Μεηαβιεηφηεηαο

Μέηξα Γηαζπνξάο

Δχξνο Σππηθή απφθιηζε ΢πληειεζηήο 

Μεηαβιεηφηεηαο

 

0   1   2   3   4   5   6   7   8   9   10   11   12   13   14  

Εύρος = 14 - 1 = 13

0   1   2   3   4   5   6   7   8   9   10   11   12   13   14  

Εύρος = 14 - 1 = 13Εύρος = 14 - 1 = 13
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 Γηαζπνξά- Σππηθή Απόθιηζε 

 

 

΢πγθξίλνληαο Σππηθέο Απνθιίζεηο 

 

 

• Παξαγλσξίδεη ηνλ ηξφπν πνπ θαηαλέκνληαη νη ηηκέο

Μεηνλεθηήκαηα ηνπ Δύξνπο

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 5

Δύξνο = 5 - 1 = 4

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 120

Δύξνο = 120 - 1 = 119

• Δπαηζζεζία ζε αθξαίεο ηηκέο

7      8      9     10    11       12

Δύξνο = 12 - 7 = 5

7      8      9    10       11     12

Δύξνο = 12 - 7 = 5

• Παξαγλσξίδεη ηνλ ηξφπν πνπ θαηαλέκνληαη νη ηηκέο

Μεηνλεθηήκαηα ηνπ Δύξνπο

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 5

Δύξνο = 5 - 1 = 4

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 5

Δύξνο = 5 - 1 = 4

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 120

Δύξνο = 120 - 1 = 119

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 120

Δύξνο = 120 - 1 = 119

• Δπαηζζεζία ζε αθξαίεο ηηκέο

7      8      9     10    11       12

Δύξνο = 12 - 7 = 5

7      8      9    10       11     12

Δύξνο = 12 - 7 = 5

Μέζε ηηκή =15.5
s  = 3.338

11    12    13    14    15    16    17    18   19   20   21

Οκάδα Α

11    12    13    14    15    16    17    18    19    20   21

Οκάδα B
Μέζε ηηκή =15.5

s = .9258

11    12    13    14    15    16    17   18   19    20   21

Μέζε ηηκή = 15.5

s = 4.57

Οκάδα Γ

Μέζε ηηκή =15.5
s  = 3.338

11    12    13    14    15    16    17    18   19   20   21

Οκάδα Α

11    12    13    14    15    16    17    18    19    20   21

Οκάδα B
Μέζε ηηκή =15.5

s = .9258

11    12    13    14    15    16    17   18   19    20   21

Μέζε ηηκή = 15.5

s = 4.57

Οκάδα Γ

Ίδην θέληξν – Γηαθνξεηηθή δηαζπνξάΊδην θέληξν – Γηαθνξεηηθή δηαζπνξάΊδην θέληξν – Γηαθνξεηηθή δηαζπνξάΊδην θέληξν – Γηαθνξεηηθή δηαζπνξά
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 ΢πληειεζηήο Μεηαβιεηόηεηαο 

- ΋ηαλ δηαθέξεη ζεκαληηθά ην κέγεζνο ησλ παξαηεξήζεσλ δελ κπνξεί λα γίλεη 

ζχγθξηζε ησλ δηαζπνξψλ ηνπο, αθνχ νη κεγαιχηεξεο ηηκέο έρνπλ ζπλήζσο θαη 

κεγαιχηεξεο δηαζπνξέο. Γηα παξάδεηγκα, δελ ζα έρνπκε ζαθή εηθφλα ηεο 

κεηαβιεηφηεηαο ηνπ αξηζκνχ ησλ ζεαηψλ πνπ παξαθνινπζνχλ ηνπο αγψλεο ηεο 

Α΄ Δζληθήο κε απηνχο πνπ παξαθνινπζνχλ ηνπο αγψλεο ηεο Β΄ Δζληθήο , αλ ηνπο 

ζπγθξίλνπκε σο πξνο ηε δηαζπνξά ηνπο.  

- Δπίζεο, πνηα παξάκεηξν ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε αλ ζέινπκε λα ζπγθξίλνπκε ηηο 

αζιεηηθέο επηδφζεηο ελφο αζιεηή αθνληηζκνχ θαη ελφο αζιεηή ηαρχηεηαο, αθνχ 

έρνπλ ηειείσο άιιεο κνλάδεο κέηξεζεο (κέηξα – δεπηεξφιεπηα); 

- Πσο ζα ζπγθξίλνπκε σο πξνο ηε κεηαβιεηφηεηα δεδνκέλα πνπ έρνπλ κεηξεζεί κε 

δηαθνξεηηθέο θιίκαθεο; 

Δπεηδή ην κέγεζνο ησλ παξαηεξήζεσλ αληηπξνζσπεχεηαη απφ ηε κέζε ηηκή ηνπο , γη‟ 

απηφ δηαηξνχκε ηελ ηππηθή απφθιηζε κε ηε κέζε ηηκή (δειαδή κεηξάκε ηελ ηππηθή 

απφθιηζε ζε κνλάδεο αληίζηνηρεο κέζεο ηηκήο θαη «εμνπδεηεξψλνπκε» ηελ επίδξαζε 

ηεο θιίκαθαο) . 

 

 

΢πγθξίλνληαο ΢πληειεζηέο Μεηαβιεηόηεηαο 
 

 

  Δκπόξεπκα Α : 

-   Μέζε ηηκή            =  50 € 

- Σππηθή απόθιηζε =    5€   

- 10%   
50

5
   

x

s
   CVA 








  

 

  Δκπόξεπκα Β : 

-   Μέζε ηηκή          =  100 € 

- Σππηθή απόθιηζε =      5 € 

- 5%   
100

5
   

x

s
   CVB 








  

 

Ακθόηεξα ηα εκπνξεύκαηα έρνπλ ηελ ίδηα ηππηθή απόθιηζε, αιιά ην Β είλαη 

ιηγόηεξν κεηαβιεηό σο πξνο ην επίπεδν ησλ ηηκώλ ηνπ. 

 

Πξόβιεκα 12ν : 

 

΢ηηο πξνεηνηκαζίεο ελ όςεη αγώλσλ, έλαο αζιεηήο αθνληηζκνύ ζε δέθα ξίςεηο 

πέηπρε (ζε m):75, 70, 78, 72, 71, 75, 68, 72, 70, 70. ΢ηηο ίδηεο πξνεηνηκαζίεο έλαο 

αζιεηήο ησλ 100m ζε δέθα επίζεο δηαδξνκέο πέηπρε (ζε sec): 11, 12, 13, 10, 11, 

12, 14, 12, 13, 13. Πνηνο από ηνπο δπν αζιεηέο κπνξεί λα ζεσξεζεί ζηαζεξόηεξνο 

ζηηο επηδόζεηο ηνπ; 

Λχζε 
Ζ ζχγθξηζε κπνξεί λα γίλεη κφλν κε ηνπο ζπληειεζηέο κεηαβιεηφηεηαο, αθνχ έρνπκε 

δηαθνξεηηθέο κνλάδεο κέηξεζεο.  

Έρνπκε : 73,1  x   θαη 3,05  sx  , επνκέλσο CVx = 0,042 

                11  y     θαη sy = 1,581, επνκέλσο CVy = 0,144 

Δπεηδή CVx < CVy, ν αζιεηήο ηνπ αθνληηζκνχ πξέπεη λα ζεσξεζεί ζηαζεξφηεξνο απφ 

ηνλ αζιεηή ηεο ηαρχηεηαο. 

 

VΗII. Καλνληθή Καηαλνκή 
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Ζ θαλνληθή θαηαλνκή είλαη ε ζπνπδαηφηεξε θαηαλνκή ζηε ΢ηαηηζηηθή. Βαζηθφηεξνη 

ιφγνη γη‟ απηφ: 

- Πάξα πνιιέο κεηαβιεηέο αθνινπζνχλ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή, ηδηαίηεξα φηαλ 

επεξεάδνληαη απφ πνιινχο παξάγνληεο, φπσο γηα παξάδεηγκα ην «χςνο ησλ 

καζεηψλ», φπνπ ε κεηαβνιή ζηα χςε νθείιεηαη ζηελ ειηθία, ζην θχιν, ζηε 

δηαηξνθή, ζηε άζθεζε, ζην χςνο ησλ γνλέσλ θηι. 

 

- Ηζρχεη ν εκπεηξηθφο θαλφλαο ( ζε ζπλδπαζκφ κε ην λφκν ηνπ Tchebysheff) πνπ 

καο επηηξέπεη λα πξνζδηνξίζνπκε ην δηάζηεκα ζην νπνίν αλήθεη ην ζχλνιν 

ζρεδφλ ησλ παξαηεξήζεσλ. 

 

- Η θαηαλνκή ηνπ δεηγκαηηθνύ κέζνπ είλαη θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζε ηηκή κ θαη 

ηππηθή απφθιηζε 



, φπνπ κ θαη ζ ε κέζε ηηκή θαη ε ηππηθή απφθιηζε ηνπ 

πιεζπζκνχ θαη λ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο.  

   

 

   

Πξόβιεκα 13ν : 

Έλα δείγκα κε 1000 άηνκα αθνινπζεί ηελ θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζε ηηκή m 

θαη ηππηθή απόθιηζε ζ. Πόζα άηνκα ηνπ δείγκαηνο αλακέλεηαη λα βξίζθνληαη 

εθηόο ηνπ δηαζηήκαηνο [m-3ζ, m+3ζ]; 

Λχζε 

 

  

 

100

3,0

100

7,99

100

100
  

 

             άτομα  
,

31000
100

30
 !!! 

 

 

 

 

3ζμ 

99.7%

3ζμ 

99.7%95%

2ζμ 

95%

2ζμ 

68%

1ζμ 

68%

1ζμ 
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Πξόβιεκα 14ν : 

 Να αληηζηνηρίζεηε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ θαηαλνκέο ζην δεύγνο ηεο 

 s  x, : 

A: (52, 24)     Β: ( 40, 12)    Γ: (52, 12) 

 

 Οκνίσο:  

A: (64, 12)       Β: ( 76, 12)      Γ: (52, 12) 

 

 

  

Γεηγκαηηθή Καηαλνκή 

 

 

************************************************************** 

Δπίινγνο 

Δίλαη ρξήζηκε ε δηδαζθαιία ηεο ΢ηαηηζηηθήο ζην Λύθεην; 

 

Καζώο ην 

δείγκα γίλεηαη 

νινέλα θαη 

κεγαιύηεξν

Ζ δεηγκαηηθή 

θαηαλνκή γίλεηαη 

ζρεδόλ θαλνληθή 

αλεμάξηεηα από ηελ 

θαηαλνκή ηνπ 

πιεζπζκνύ

x

Καηαλνκή πιεζπζκνύ

Γεηγκαηηθή θαηαλνκή

Καζώο ην 

δείγκα γίλεηαη 

νινέλα θαη 

κεγαιύηεξν

Ζ δεηγκαηηθή 

θαηαλνκή γίλεηαη 

ζρεδόλ θαλνληθή 

αλεμάξηεηα από ηελ 

θαηαλνκή ηνπ 

πιεζπζκνύ

x

Καηαλνκή πιεζπζκνύ

Γεηγκαηηθή θαηαλνκή
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 Ο πνιίηεο ζήκεξα θαηαθιύδεηαη από ζηαηηζηηθέο πιεξνθνξίεο θαη επνκέλσο 

πξέπεη λα είλαη ζε ζέζε λα ηηο θαηαλνεί θαη λα ζηέθεηαη θξηηηθά απέλαληί 

ηνπο.  

 

 Ο ίδηνο ν πνιίηεο πξέπεη λα είλαη ζε ζέζε λα κεηαδίδεη πιεξνθνξίεο κε ηε 

γιώζζα ηεο ΢ηαηηζηηθήο. 

 

 Ο παξαθάησ θαηάινγνο ξεκάησλ πεξηέρεη ηηο πλεπκαηηθέο  ελέξγεηεο πνπ απαηηεί 

ην ζεκεξηλφ πεξηβάιινλ απφ θάζε πνιίηε: 

-  Αλαιύσ, Απαξηζκώ, Απινπνηώ, Γεληθεύσ, Γηαθνξνπνηώ, Γνκώ, Δληάζζσ, 

Δμεηδηθεύσ, Δμηδαληθεύσ, Δξκελεύσ, Θεκειηώλσ, Καηαηάζζσ, 

Μεηαζρεκαηίδσ, Παξνπζηάδσ, Πξνηππνπνηώ, ΢πγθξίλσ, ΢πλδπάδσ, ΢πλζέησ, 

΢ρεκαηνπνηώ, Σαθηνπνηώ, Σππνπνηώ.  

 

Πνηνο κπνξεί λα ακθηβάιιεη όηη ε ΢ηαηηζηηθή είλαη έλα άξηζην θαη 

αλαληηθαηάζηαην κέζνλ γηα ηε άζθεζε ησλ καζεηώλ ζηηο παξαπάλσ 

πλεπκαηηθέο δηεξγαζίεο; 

 

Βηβιηνγξαθία: 

1. Advanced level Applied Mathematics, C. G. Lambe 

2. Essential Statistics, D. G. Rees 

3. Work Out Statistics A Level, A.D Ball & G.D. Buckwell 

4. Developing Mathematical Reasoning in Grades K-12, NCTM 

5. Statistische Methoden im Sport, DDR 

6. Einfuerung in die Statistics, RoRoRo 
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Πξνβιήκαηα κεγίζηνπ θαη ειαρίζηνπ ζηε Γεσκεηξία

 

Ζιίαο Αλδξηαλόο, 2
ν
 Πεηξακαηηθφ Λχθεην Αζελψλ 

Παλαγηώηα Κνηαξίλνπ, 2
ν
 Λχθεην Ηιίνπ 

Αιίθε Μπαζηάθνπ, Εάλλεην Πεηξακαηηθφ Γπκλάζην Πεηξαηά 

Καζεγεηέο Μαζεκαηηθψλ, M.ed. Γηδαθηηθήο θαη Μεζνδνινγίαο ησλ Μαζεκαηηθψλ 

απφ ην Μαζεκαηηθφ Σκήκα ηνπ Παλεπηζηεκίνπ Αζελψλ. 

 

 
Πεξίιεςε 

 

Με ηε κέρξη ζήκεξα δνκή ηνπ αλαιπηηθνχ πξνγξάκκαηνο νη καζεηέο έξρνληαη 

ζε επαθή κε πξνβιήκαηα κεγίζηνπ ειαρίζηνπ ζηελ Άιγεβξα ηεο Γ΄ Γπκλαζίνπ – Α΄ 

Λπθείνπ (ηξηψλπκν) θαη ζηελ Αλάιπζε ηεο Γ΄ Λπθείνπ (παξάγσγνο). Με ηνλ ηξφπν 

απηφ ράλεηαη αθ‟ ελφο ε ηζηνξηθή δηάζηαζε απηνχ ηνπ είδνπο ησλ πξνβιεκάησλ, ε 

πξνζέγγηζε ησλ νπνίσλ ήηαλ θαη‟ εμνρήλ γεσκεηξηθή, αθ‟ εηέξνπ δε ζπξξηθλψλεηαη 

ν ξφινο ηεο Γεσκεηξίαο.  

Με αθνξκή, ινηπφλ, ην πξφβιεκα λα επξεζεί ην εγγεγξακκέλν ζε δνζέληα θχ-

θιν ηξίγσλν κεγίζηνπ εκβαδνχ, γίλεηαη κηα πεξηήγεζε ζην ρψξν ησλ κεγίζησλ– εια-

ρίζησλ θαη εηδηθφηεξα ζην ρψξν ησλ κεγίζησλ– ειαρίζησλ εκβαδψλ επζπγξάκκσλ 

ζρεκάησλ. Οδεγφο ζηελ πνξεία απηή ζα είλαη ηα ηζηνξηθά ζηνηρεία.  

΢ηφρνη ηεο πξνηεηλφκελεο δξαζηεξηφηεηαο είλαη: 

1. Να θεληξηζζεί ε πεξηέξγεηα ησλ καζεηψλ γηα ηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ.  
2. Να κάζνπλ λα πεηξακαηίδνληαη θαη λα θάλνπλ εηθαζίεο (επαγσγηθφο ηξφπνο 

κάζεζεο).  

3. Να κάζνπλ φηη νη εηθαζίεο είλαη πηζαλφηεηεο θαη φρη βεβαηφηεηεο.  
4. Να αηζζαλζνχλ θαη‟ απηφλ ηνλ ηξφπν ηελ αλάγθε ηεο απφδεημεο (παξαγσγηθφο 

ηξφπνο κάζεζεο). 

5. Να πξνεηνηκαζηνχλ γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ εκβαδνχ θχθινπ κέζσ θαλνληθψλ 
πνιπγψλσλ. 

 

΢ρεδηαζκόο θαη πεξηγξαθή ησλ δξαζηεξηνηήησλ 

Ζ δηδαθηηθή καο πξφηαζε ζρεδηάζηεθε γηα ην ηειεπηαίν δίκελν ηεο Α΄ 

Λπθείνπ, φηαλ, κε ηε ζεκεξηλή δνκή ηνπ αλαιπηηθνχ πξνγξάκκαηνο, νη καζεηέο ζα 

έρνπλ έιζεη ήδε ζε επαθή κε ηελ αιγεβξηθή πξνζέγγηζε ησλ πξνβιεκάησλ 

κεγίζησλ– ειαρίζησλ. Ζ δξαζηεξηφηεηα ζα δηεμαρζεί ζε δχν θάζεηο, γηα θάζε κία 

απφ ηηο νπνίεο απαηηείηαη κία δηδαθηηθή ψξα. 

Πξναπαηηνύκελεο γλώζεηο 

1) Σχπνο εκβαδνχ ηξηγψλνπ. 
2) Ππζαγφξεην Θεψξεκα. 
3) Ηδηφηεηεο ηζνζθειψλ θαη ηζνπιεχξσλ ηξηγψλσλ. 
4) ΢ρέζεηο εγγεγξακκέλσλ γσληψλ κε ην αληίζηνηρν ηφμν. 
5) ΢πκκεηξία. 
 

1
ε
 θάζε 

                                                
  Ζ εηζήγεζε ζηεξίρηεθε ζε εξγαζία πνπ έγηλε θαηά ην ρεηκεξηλφ εμάκελν 2000-2001 ζην 

κεηαπηπρηαθφ πξφγξακκα Γηδαθηηθήο θαη Μεζνδνινγίαο ησλ Μαζεκαηηθψλ ηνπ Μαζεκαηηθνχ 

Σκήκαηνο ηνπ Δ. Κ. Παλεπηζηεκίνπ, ζηα πιαίζηα ηνπ καζήκαηνο «Θέκαηα Δηδηθήο Γηδαθηηθήο». 
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Ζ πξψηε θάζε δηαηξείηαη ζε δχν κέξε.  

΢ην πξψην κέξνο, δηάξθεηαο δέθα ιεπηψλ, ν θαζεγεηήο παξνπζηάδεη ηα 

ηζηνξηθά ζηνηρεία
28

 θαη παξνηξχλεη ηνπο καζεηέο λα ζπγθεληξψζνπλ θαη άιια 

δίλνληαο ζπγθεθξηκέλε βηβιηνγξαθία
29

.  

΢ην δεχηεξν κέξνο δηαηππψλεηαη ην πξφβιεκα:  

Να βξεζεί πνην, από όια ηα εγγεγξακκέλα ζε δεδνκέλν θύθιν 

(Ο, R) ηξίγσλα, έρεη ην κεγαιύηεξν εκβαδόλ.  

Οη καζεηέο εξγάδνληαη ζε ηεηξακειείο νκάδεο. Υξεζηκνπνηνχλ ηεηξάδην θαη 

γεσκεηξηθά φξγαλα. Ο θαζεγεηήο ηνπο ελζαξξχλεη λα ζπλεξγάδνληαη. Αθνινπζεί 

ζπδήηεζε, ζπγθξίλνληαη ηα απνηειέζκαηα θαη νη καζεηέο δηνξζψλνπλ ηα ελδερφκελα 

ιάζε ηνπο. Ο θαζεγεηήο ηνπο παξνηξχλεη, κε θαηάιιειεο εξσηήζεηο, λα θαηαιήμνπλ 

ζε ζπκπεξάζκαηα, ηα νπνία ηίζεληαη ππφ έιεγρν θαη αλαηξέπνληαη ή 

επηβεβαηψλνληαη. Γίλεηαη ζπδήηεζε γηα ηελ χπαξμε ελφο αδηακθηζβήηεηνπ ηξφπνπ 

απφξξηςεο (αληηπαξάδεηγκα) ή επηβεβαίσζεο (απνδεηθηηθή δηαδηθαζία). ΢ηε θάζε 

απηή γίλεηαη «ςειάθεζε» ηνπ πξνβιήκαηνο, κε ηελ νπνία νη καζεηέο ππνζέηνπλ φηη 

ην πξνο αλαδήηεζε ηξίγσλν είλαη ην ηζφπιεπξν. Ζ απφξξηςε ή επηβεβαίσζε ηεο 

εηθαζίαο είλαη ην αληηθείκελν ηεο δεχηεξεο θάζεο. 

Δπνκέλσο, ζηελ πξψηε θάζε ηίζεηαη ην πξφβιεκα.  

Δπεηδή ην ηζφπιεπξν ηξίγσλν είλαη ην πιένλ ππνςήθην σο απάληεζε ζην πξφβιεκα, 

κε δεδνκέλα ηα ηζηνξηθά ζηνηρεία, κηα πξψηε πξνζέγγηζε ζα 

είλαη ε ζχγθξηζε ηνπ εκβαδνχ ηπρφληνο ηξηγψλνπ εγγεγξακκέλνπ 

ζε δνζέληα θχθιν κε ην εκβαδφλ ηζνπιεχξνπ ηξηγψλνπ εγγε-

γξακκέλνπ ζηνλ ίδην θχθιν. 

΢ηελ πξνζπάζεηά ηνπο νη καζεηέο ζα δηαπηζηψζνπλ φηη 

ππάξρεη αδπλακία ιχζεο ηνπ πξνβιήκαηνο κε απηήλ ηελ απ‟ 

επζείαο ζχγθξηζε γηαηί ηα δχν ηξίγσλα δελ έρνπλ θνηλά 

ζηνηρεία. 
Θα νδεγεζνχλ, ινηπφλ, ζηελ απφξξηςε απηνχ ηνπ ηξφπνπ πξνζέγγηζεο θαη 

ζπγρξφλσο ζα κάζνπλ δχν πξάγκαηα: 

α)  Ζ κέζνδνο ηεο δνθηκήο θαη ηεο απόξξηςεο είλαη κέξνο ηεο εξεπλεηηθήο 

δηαδηθαζίαο θαη φρη πεγή απνγνήηεπζεο. 

β)  Γηα λα κπνξέζνπκε λα θάλνπκε ζπγθξίζεηο ζα πξέπεη λα ζηαζεξνπνηήζνπκε 

θάπνηα ζηνηρεία θαη λα κειεηήζνπκε ηελ κεηαβνιή ησλ ππνινίπσλ ζε ζρέζε κε 

απηά.  

΢ηελ επηρείξεζε ζχγθξηζεο ηνπ εκβαδνχ ηπρφληνο ηξηγψλνπ κε ηζφπιεπξν 

εγγεγξακκέλν ζηνλ ίδην θχθιν, αθνινπζνχκε ηα εμήο δηαδνρηθά βήκαηα: 

 1
ν
 Βήκα: 

Απ‟ φια ηα ηξίγσλα κε ηελ ίδηα βάζε, ην κεγαιχηεξν εκβαδφλ ην έρεη 

ην ηζνζθειέο, γηαηί έρεη κεγαιχηεξν χςνο. 

 2
ν
 Βήκα: 

΋ια ηα ακβιπγψληα ηζνζθειή έρνπλ κηθξφηεξν εκβαδφλ 

απφ ην νξζνγψλην ηζνζθειέο, γηαηί έρνπλ θαη κηθξφηεξε 

βάζε θαη κηθξφηεξν χςνο.  

 

 3
ν
 Βήκα: 

                                                
28 Σα ηζηνξηθά ζηνηρεία παξαηίζεληαη ζην παξάξηεκα. 
29 Δλδεηθηηθά πξνηείλνπκε: 

1. V.M. Tikhomirov, Ηζηνξίεο γηα κέγηζηα θαη ειάρηζηα, Δθδφζεηο  θάηνπηξν, 1999. 

 2. Denis Guedj, Σν Θεώξεκα ηνπ παπαγάινπ, Δθδφζεηο ΠΟΛΗ΢, 1999. 
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60 
ν 

Α 

Γ 

Α΄ 

Β 

Γ 

120
o
 

Γ 

Σν ηζφπιεπξν έρεη κεγαιχηεξν εκβαδφλ απφ ην νξζνγψλην ηζνζθειέο. (Τπνινγηζκφο 

ζπλαξηήζεη ηεο αθηίλαο ηνπ θχθινπ: Δνξζ. = R
2
 , Δηζνπι. = 

4

3R3 2

). 

 4
ν
 Βήκα: (Πεξηνξηδφκαζηε πιένλ ζηα νμπγψληα) 

Αλ ΑΒΓ ηζνζθειέο κε βάζε ΒΓ θαη ΑΓΓ ηζνζθειέο 

κε βάζε ΑΓ, ην ΑΓΓ έρεη κεγαιχηεξν εκβαδφλ απφ ην 

ΑΒΓ. Με ηελ ίδηα ινγηθή ην ηζνζθειέο ΑΓΔ κε βάζε 

ΑΓ έρεη κεγαιχηεξν εκβαδφλ απφ ην ΑΓΓ. 

Γηα λα είλαη ην εκβαδφλ ηνπ ΑΓΔ κέγηζην, 

δειαδή λα κελ ππάξρεη άιιν ηξίγσλν κε βάζε ΑΔ πνπ 

λα έρεη εκβαδφλ κεγαιχηεξν απφ ην εκβαδφλ ηνπ ΑΓΔ, 

ζα πξέπεη ην ΑΓΔ λα είλαη ηζνζθειέο θαη κε βάζε ΑΔ, 

δειαδή ΓΑ = ΓΔ. Αιιά ΓΔ = ΑΔ. Άξα ΓΑ = ΓΔ = ΑΔ. 

Γειαδή ΑΓΔ ηζφπιεπξν.  

΢ην ζεκείν απηφ εκθαλίδεηαη γηα δεχηεξε θνξά ε δεκηνπξγηθή ακθηβνιία: 

Γειαδή ην ηζφπιεπξν είλαη ην ηξίγσλν κεγίζηνπ εκβαδνχ; Πψο κπνξνχκε λα 

βεβαησζνχκε;  

΢ηε θάζε απηή έρνπκε αθνινπζήζεη ηε κέζνδν ηεο θαζνδεγνχκελεο 

αλαθάιπςεο. Αθνινπζεί ε δεχηεξε θάζε. 

2
ε
 θάζε 

΢ηε δεχηεξε θάζε εηζάγεηαη ην ζηνηρείν ηεο θαηαζθεπήο. Αλ θαηαζθεπάζνπκε 

ηζφπιεπξν ηξίγσλν, εγγεγξακκέλν ζηνλ δνζέληα θχθιν, πνπ λα έρεη κεγαιχηεξν 

εκβαδφλ απφ θάζε άιιν ηξίγσλν, εγγεγξακκέλν ζηνλ ίδην θχθιν θαη απνδείμνπκε φηη 

φλησο έρεη κεγαιχηεξν εκβαδφλ, ηφηε ην πξφβιεκα έρεη ιπζεί. ΢ηε θάζε απηή ε 

επέκβαζε ηνπ θαζεγεηή είλαη δηαθξηηηθά εληνλφηεξε. Ζ θάζε έρεη δχν κέξε. ΢ην 

πξψην κέξνο, δηάξθεηαο πεξίπνπ κηζήο ψξαο, γίλεηαη ε θαηαζθεπή ηνπ ηξηγψλνπ 

κεγίζηνπ εκβαδνχ θαη ζηε δεχηεξε, δηάξθεηαο πεξίπνπ ελφο ηεηάξηνπ, γίλεηαη ε 

ζπδήηεζε γηα ηηο γεληθεχζεηο ηηο πξνεθηάζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο.  

Παξαηεξνχκε, ινηπφλ, φηη νη θνξπθέο ηζνπιεχξνπ ηξηγψλνπ δηαηξνχλ ηνλ 

πεξηγεγξακκέλν θχθιν ζε ηξία ίζα ηφμα, 120
ν
 ην θαζέλα. Αλ ΑΒΓ είλαη έλα ηπρφλ 

(ζθαιελφ) ηξίγσλν, ηα ηφμα ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ ζα είλαη άληζα. ΢πλεπψο θάπνην απ‟ απηά ζα 

είλαη κηθξφηεξν θαη θάπνην κεγαιχηεξν απφ 120
ν
. Έζησ, ρσξίο βιάβε ηεο 

γεληθφηεηαο, φηη ην ηφμν ΑΒ είλαη κηθξφηεξν απφ 120
ν
 θαη ην ηφμν ΓΑ κεγαιχηεξν 

απφ 120
ν
.  

Οπφηε κπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε ηφμν ΒΓ = 

120
ν
 θαη ηφμν ΓΑ΄ = ΒΑ, φπσο ζην δηπιαλφ 

ζρήκα:  
Σν ηξίγσλν Α΄ΓΒ είλαη ίζν κε ην ΑΒΓ ιόγσ 

ζπκκεηξίαο  σο πξνο ηε δηάκεηξν ηνπ θχθινπ, ε 

νπνία δηέξρεηαη απφ ην κέζνλ ηεο ΒΓ. Άξα ην ηφμν 

ΓΑ΄ είλαη ίζν κε ην ηφμν ΒΑ θαη επνκέλσο 

κηθξφηεξν απφ ην ηφμν ΒΓ. Άξα ην ζεκείν Γ 

βξίζθεηαη αλάκεζα ζηα ζεκεία Α θαη Α΄ θαη 

ζπλεπψο «ςειφηεξα» απ‟ απηά, δειαδή ην 

ηξίγσλν ΓΒΓ έρεη ηελ ίδηα βάζε, αιιά κεγαιχηεξν 

χςνο απφ ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη Α΄ΓΒ. Άξα (ΓΒΓ) 

> (ΑΒΓ) = (Α΄ΓΒ). 

Δπνκέλσο έρνπκε εμαζθαιίζεη, πξνο ην παξφλ, ηελ χπαξμε – κέζσ θαηαζθεπήο 

– ζθαιελνχ ηξηγψλνπ, ην νπνίν έρεη κεγαιχηεξν εκβαδφλ απφ δνζέλ ζθαιελφ 

ηξίγσλν θαη ηνπ νπνίνπ ε κία γσλία (ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε ε Γ) είλαη 60
ν
. 

 
Α 

Γ 

Δ 

Β Γ 
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Γ 

Β Γ 

Δ 

120
o
 

60
o
 

60
o 

Αλ ζεσξήζνπκε ηζνζθειέο ηξίγσλν ΔΒΓ (ΔΒ = 

ΔΓ), ηφηε, φπσο απνδείμακε πξνεγνπκέλσο, (ΔΒΓ) > 

(ΓΒΓ) θαη ε γσλία E ηνπ ηξηγψλνπ ΔΒΓ είλαη 60
ν
 γηαηί 

είλαη εγγεγξακκέλε ζε ηφμν 120
ν
. Άξα ην ηξίγσλν ΔΒΓ 

είλαη ηζφπιεπξν. Άξα ην εκβαδόλ ηνπ ηζνπιεύξνπ 

ηξηγώλνπ ΔΒΓ είλαη κεγαιύηεξν από ην εκβαδόλ ηνπ 

ζθαιελνύ ηξηγώλνπ ΓΒΓ (ην νπνίν έρεη κηα γσλία 60
ν
).  

Σν εκβαδφλ ηνπ ηξηγψλνπ ΓΒΓ κε ηε ζεηξά ηνπ 

είλαη κεγαιχηεξν απφ ην εκβαδφλ ηνπ ηπρφληνο ηξηγψλνπ 

ΑΒΓ. Καη δελ ππάξρεη ηξίγσλν κε εκβαδφλ κεγαιχηεξν 

απφ ην εκβαδφλ ηνπ ηζνπιεχξνπ ηξηγψλνπ ΔΒΓ. 

Δπνκέλσο πξάγκαηη ην ηζφπιεπξν είλαη ην ηξίγσλν κεγίζηνπ εκβαδνχ. 

 
Παξαηεξήζεηο 

(1) Δίλαη επηινγή καο νη καζεηέο λα ρξεζηκνπνηνχλ κφλνλ ηεηξάδην, κνιχβη θαη 

γεσκεηξηθά φξγαλα θαη φρη ππνινγηζηή. Θέινπκε λα θαηαζθεπάδνπλ νη ίδηνη ηα 

ζρήκαηα γηα λα απνθηνχλ ζπλαίζζεζε ηνπ γεγνλφηνο φηη ην ζρήκα ππνδεηθλύεη 

θαη ν ζπιινγηζκόο απνδεηθλύεη.  

(2) Μεηά ηελ νινθιήξσζε ηνπ πξνβιήκαηνο γίλεηαη ζπδήηεζε γηα ηελ χπαξμε 

ηξηγψλνπ, πεξηγεγξακκέλνπ ζηνλ ίδην θχθιν, κε ειάρηζην εκβαδφλ
30
, φπσο 

επίζεο θαη φηη αληίζηνηρα πξνβιήκαηα ππάξρνπλ γηα ηηο πεξηκέηξνπο ησλ 

εγγεγξακκέλσλ θαη πεξηγεγξακκέλσλ ηξηγψλσλ. Πην ζπγθεθξηκέλα ηζρχνπλ ηα 

εμήο: 

(α) Απφ φια ηα ηξίγσλα ηα εγγεγξακκέλα ζε θχθιν, ην ηζφπιεπξν έρεη ην 

κέγηζην εκβαδφλ θαη ηε κέγηζηε πεξίκεηξν. 

(β) Απφ φια ηα ηξίγσλα ηα πεξηγεγξακκέλα ζε θχθιν, ην ηζφπιεπξν έρεη ην 

ειάρηζην εκβαδφλ θαη ηελ ειάρηζηε πεξίκεηξν. 

΢πκπεξάζκαηα – Γεληθεύζεηο 

1. Ζ ζρέζε εκβαδνχ – πεξηκέηξνπ κπνξεί λα είλαη ελ γέλεη ζεηηθή ή αξλεηηθή. Ζ 

εγγξαθή ζε θχθιν ή αληηζηνίρσο ε πεξηγξαθή πεξί θχθιν εμαζθαιίδεη ην φηη  ε 

ζρέζε απηή είλαη ζεηηθή. Τπάξρεη φκσο έλαο δπτζκόο: ΢ηελ εγγξαθή έρνπκε 

κέγηζην εκβαδόλ – κέγηζηε πεξίκεηξν, ελψ ζηελ πεξηγξαθή έρνπκε ειάρηζην 

εκβαδόλ – ειάρηζηε πεξίκεηξν. 

2. Ζ πξφηαζε γεληθεχεηαη γηα νπνηνδήπνηε λ-γσλν. Απφ φια ηα πνιχγσλα ηα 

πεξηγεγξακκέλα πεξί θχθιν ηα θαλνληθά έρνπλ ην ειάρηζην εκβαδφλ (θαη ηε 

κηθξφηεξε πεξίκεηξν) θαη απφ φια ηα πνιχγσλα ηα εγγεγξακκέλα ζε θχθιν ηα 

θαλνληθά έρνπλ ην κέγηζην εκβαδφλ (θαη ηε κέγηζηε πεξίκεηξν). 

Πξνεθηάζεηο 

1. Δλ ζπλδπαζκψ κε ην φηη απφ φια ηα εγγεγξακκέλα ζε θχθιν πνιχγσλα ηα 
θαλνληθά έρνπλ κέγηζην εκβαδφλ (θαη ηε κέγηζηε πεξίκεηξν) ελψ απφ φια ηα 

πεξηγεγξακκέλα ζε θχθιν πνιχγσλα ηα θαλνληθά έρνπλ ειάρηζην εκβαδφλ (θαη 

ηελ ειάρηζηε πεξίκεηξν) έρνπκε έλαλ ηξφπν λα πξνζεγγίζνπκε ην εκβαδφλ  θαη ην 

κήθνο ηεο πεξηθεξείαο ηνπ θχθινπ. Απηφ αθξηβψο έθαλε ν Αξρηκήδεο. 

2. Ο δηπιαζηαζκφο ηνπ αξηζκνχ ησλ πιεπξψλ νδεγεί ζε θαλνληθφ (πεξηγεγξακκέλν) 
πνιχγσλν πνπ έρεη κηθξφηεξν εκβαδφλ θαη κηθξφηεξε πεξίκεηξν θαη ζε θαλνληθφ 

(εγγεγξακκέλν) πνιχγσλν πνπ έρεη κεγαιχηεξν εκβαδφλ θαη κεγαιχηεξε 

πεξίκεηξν.  

                                                
30

 Ζ δηαπξαγκάηεπζε ηνπ πξνβιήκαηνο απηνχ είλαη αξθεηά δπζθνιφηεξε θαη βξίζθεηαη πέξαλ 
ηνπ ζθνπνχ ηεο ζπγθεθξηκέλεο δξαζηεξηφηεηαο. 
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3. Αλ λ είλαη ν αξηζκφο ησλ πιεπξψλ ηνπ θαλνληθνχ πνιπγψλνπ παξαηεξνχκε φηη 

φηαλ  λ  +  ηφηε θαη 2λ  + , νπφηε ε πεξίκεηξνο   Ρλ  θαη ην εκβαδφλ  Δλ  

ηείλνπλ ζηελ πεξίκεηξν θαη ην εκβαδφλ ηνπ θχθινπ αληηζηνίρσο, γηα ηα 

πεξηγεγξακκέλα απφ κεγαιχηεξεο θαη γηα ηα εγγεγξακκέλα απφ κηθξφηεξεο ηηκέο. 

4. Πξνθχπηεη θαηά θπζηθφ ηξφπν ε έλλνηα ησλ ηζνζπγθιηλνπζψλ αθνινπζηψλ. 
 

Παξάξηεκα 

Ηζηνξηθά ζηνηρεία γεληθά γηα κέγηζηα θαη ειάρηζηα. 

Σν πξόβιεκα ηεο Γηδνύο 

«Αγόξαζαλ ηόζε γε – θαη ηελ 

νλόκαζαλ Βύξζα – όζε κπνξνύζε λα 

θπθισζεί κε ηε δνξά ελόο ηαύξνπ». 

Βηξγηιίνπ Αηλεηάδα 

΢ηελ Αηλεηάδα ηνπ Βηξγηιίνπ αλαθέξεηαη φηη ε Γηδψ, αλαδεηψληαο άζπιν απφ 

ηελ θαηαδίσμε ηνπ αδειθνχ ηεο, θαηαθζάλεη ζηνλ θφιπν ηεο Σχληδαο. Δθεί 

δηαπξαγκαηεχεηαη κε ηνλ ηνπηθφ εγεκφλα Ηάξβα ηελ παξαρψξεζε εθηάζεσο γεο, 

ηφζεο, φζε κπνξεί λα  θπθιώζεη ε δνξά ελφο ηαχξνπ. ΋ηαλ ν Ηάξβαο δέρεηαη, ε Γηδψ 

θαηαηεκαρίδεη ην ηνκάξη ηνπ ηαχξνπ (ηελ βύξζα) ζε ιεπηέο ισξίδεο, ηηο δέλεη κεηαμχ 

ηνπο θαη θπθιώλεη κηα κεγάιε έθηαζε γεο. 

Ο κχζνο απηφο εκθαλίδεηαη απηνχζηνο σο πξνο ηελ νπζία ηνπ θαη ζηελ 

πεξίπησζε ηνπ θάζηξνπ ηνπ Αιακνχη, θαη ζέηεη ην ίδην αθξηβψο πξφβιεκα:  

Μεηαμύ όισλ ησλ θιεηζηώλ επηπέδσλ θακππιώλ κε δεδνκέλν κήθνο 

λα βξεζεί εθείλε, ε νπνία πεξηθιείεη ην ρσξίν κε ην κέγηζην εκβαδόλ. 

Απνδεηθλχεηαη φηη ε θακπχιε πνπ απνηειεί ηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο 

Γηδνχο είλαη ν θχθινο θαη θαίλεηαη φηη ε Γηδψ δηαηζζαλφηαλ ηε ιχζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο, αθνχ δήηεζε λα θπθιώζεη. 

Βιέπνπκε ινηπφλ φηη ηα πξνβιήκαηα κεγίζησλ – αιιά θαη ειαρίζησλ 

αληηζηνίρσο – απαζρφιεζαλ ηνπο αλζξψπνπο απφ αξραηνηάησλ ρξφλσλ. 

΢ηελ αξραηφηεηα ν ηξφπνο γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ κεγέζνπο ηνπ εκβαδνχ ελφο 

ρσξίνπ αλαγφηαλ ζηελ εθηίκεζε ηνπ κεγέζνπο ηεο πεξηκέηξνπ ηνπ, φπσο θαίλεηαη 

απφ ηε κειέηε ησλ ηζηνξηθψλ ζηνηρείσλ: 

1. Ο Πξφθινο αλαθέξεη
31

 φηη κέρξη ηνλ 5
ν
 αηψλα κ.Υ.: 

(α) Οη ρσξνγξάθνη (απηνί πνπ θαηακεηξνχλ ρψξεο) ζπλεπέξαλαλ ην κέγεζνο ησλ 

πφιεσλ απφ ηηο πεξηκέηξνπο ηνπο. 

(β) Απηνί πνπ κνηξάδνληαλ θηήκαηα εμαπαηνχζαλ πνιιέο θνξέο ηνπο άιινπο 

δίλνληάο ηνπο έθηαζε κε κεγαιχηεξε πεξίκεηξν θαη κηθξφηεξν εκβαδφλ. 

Υαξαθηεξηζηηθφ ζηελ πεξίπησζε απηή είλαη ην παξάδεηγκα ηνπ ηξηγψλνπ κε 

πιεπξέο κήθνπο ΑΒ = ΑΓ = 5 θαη ΒΓ = 8, ην νπνίν έρεη κεγαιχηεξε 

πεξίκεηξν, αιιά ίζν 

εκβαδφλ κε ην ηξίγσλν κε 

πιεπξέο κήθνπο ΑΒ = ΑΓ 

= 5 θαη ΒΓ = 6 θαη 

κηθξφηεξν εκβαδφλ απφ ην 

ηξίγσλν κε πιεπξέο κήθνπο 

ΑΒ = ΑΓ = 5 θαη ΒΓ 

= 25 . 

                                                
31

 Πξφθινπ, ΢ρόιηα εηο ην πξώηνλ ησλ Δπθιείδνπο ΢ηνηρείσλ, 403, 1 – 404, 26.  

Γ΄ Β΄ Α΄ Δ Γ 

Γ Β Α 
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Πεξίκεηξνο αηόιιεο = 2ΑΒ + 2ΔΘ 

Πεξίκεηξνο ηεηξαγψλνπ = 4ΔΕ < 2ΑΒ + 2ΔΕ, αθνχ ΔΕ < ΑΒ. 

Δκβαδφλ αηφιιεο = ΑΒ∙x + ΔΘ∙x – x
2
  

 

(γ)  Τπάξρεη θαη έλα παξάδνμν, ην νπνίν ζρεηίδεηαη κε ηελ χπαξμε ηνπ απείξνπ: 

θαη ηελ θνξπθή ηνπο ζηελ άιιε παξάιιειν, έρνπλ ίζα εκβαδά (γηαηί έρνπλ 

ίζεο βάζεηο θαη ίζα χςε) δειαδή ην εκβαδφλ δηαηεξείηαη ζηαζεξφ ελψ, θαζψο 

ε θνξπθή απνκαθξχλεηαη, ε πεξίκεηξνο απμάλεη θαη ηείλεη ζην άπεηξν.  

2. Ο Θνπθπδίδεο εθηηκνχζε ην κέγεζνο ηεο ΢ηθειίαο απφ ην ρξφλν πνπ  ρξεηαδφηαλ 

γηα ηνλ πεξίπινπ ηεο. 

3. Υαξαθηεξηζηηθφ είλαη θαη ην παξάδεηγκα ηεο αηφιιεο, ζρήκαηνο ζηαπξνχ, φπσο 

ζην παξαθάησ ζρήκα: 

                        Δ     Ε 

     Α                                           Β 

     Γ                                           Γ 

               Θ   Ζ 

 

 

Οχησο ή άιισο ε αηφιιε απηή έρεη κεγαιχηεξε πεξίκεηξν απφ έλα ηεηξάγσλν 

πιεπξάο ΚΛ = ΔΘ, ελψ ην εκβαδφλ ηεο γίλεηαη κηθξφηεξν απφ ην εκβαδφλ ηνπ 

ηεηξαγψλνπ, θαζψο ε δηάζηαζε x = ΔΕ = ΑΓ κηθξαίλεη: 
Κ                 Λ 
 
Ν                 Μ 

 

Δκβαδφλ ηεηξαγψλνπ = ΔΘ
2
 = ζηαζεξφ.                                        

Οη αξραίνη καζεκαηηθνί πάλησο είραλ αζρνιεζεί αξθεηά κε ηα πξνβιήκαηα 

κεγίζηνπ ειαρίζηνπ. 

Ο Αξρηκήδεο, πξνζπαζψληαο λα ππνινγίζεη ην εκβαδφλ θαη ην κήθνο 

πεξηθεξείαο θχθινπ, αλαδήηεζε ηα επζχγξακκα ζρήκαηα ηα εγγεγξακκέλα ζε θχθιν 

κε κέγηζην εκβαδφλ θαη ηα πεξηγεγξακκέλα ζε θχθιν κε ειάρηζην εκβαδφλ. 

Ο Θέσλ ν Αιεμαλδξεχο δηαζψδεη, ζηα ζρφιηά ηνπ ζην πξψην βηβιίν ηνπ 

Πηνιεκαίνπ ΢ύληαμηο, θάπνηεο πξνηάζεηο απφ ην ζχγγξακκα ηνπ Εελνδψξνπ  Πεξί 

ηζνκέηξσλ ζρεκάησλ.  

Ο Πάππνο δηαηππψλεη αλάινγεο πξνηάζεηο κε απνδείμεηο παξφκνηεο κε απηέο 

ηνπ Εελνδψξνπ. 

Οη πην ζεκαληηθέο πξνηάζεηο πνπ απέδεημαλ νη Εελφδσξνο θαη Πάππνο είλαη: 

1. Απφ φια ηα ηζνπεξηκεηξηθά θαλνληθά πνιχγσλα κεγαιχηεξε πεξίκεηξν έρεη εθείλν 
πνπ έρεη πεξηζζφηεξεο γσλίεο. 

2. Σν εκβαδφλ ηνπ θχθινπ είλαη κεγαιχηεξν απφ ην εκβαδφλ πνιπγψλνπ πνπ έρεη 
πεξίκεηξν ίζε κε ην κήθνο ηεο πεξηθεξείαο ηνπ θχθινπ. 

3. Απφ φια ηα ηζνπεξηκεηξηθά πνιχγσλα κε ηνλ ίδην αξηζκφ πιεπξψλ κεγαιχηεξν 
εκβαδφλ έρεη ην ηζφπιεπξν θαη ηζνγψλην (δειαδή ην θαλνληθφ). 

 
Βηβιηνγξαθία 

1. Υξ. ΢ηξάληδαινπ, ΢εκεηψζεηο παξαδφζεσλ απφ ην κάζεκα «Θέκαηα Δηδηθήο Γηδαθηηθήο», 
ρεηκεξηλφ εμάκελν 2000-2001. 

2. V.M. Tikhomirov, Ηζηνξίεο γηα κέγηζηα θαη ειάρηζηα, Δθδφζεηο θάηνπηξν, 1999. 
3. Sir Thomas Heath, A History of Greek Mathematics, Dover Publications, Inc. New York, 1981. 

4. Πξφθινπ Γηαδφρνπ, ΢ρόιηα εηο ην πξώηνλ ησλ Δπθιείδνπο ΢ηνηρείσλ, Θεζαπξφο ηεο ειιεληθήο 

γιψζζαο, Ζιεθηξνληθή Βηβιηνζήθε MUSAIOS. 

 

 

 

 

΋ζν νη δηαζηάζεηο ΑΒ θαη ΔΘ κεγαιψλνπλ 

θαη νη δηαζηάζεηο ΑΓ θαη ΔΕ κηθξαίλνπλ ε 

πεξίκεηξνο ηείλεη ζην άπεηξν, ελψ ην εκβαδφλ ζην 

κεδέλ. 
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                                           Δ η ζ α γ σ γ ή 
Ζ  εξγαζία απηή  απνηειεί  κηα δηδαθηηθή πξφηαζε γηα ηε δηδαζθαιία ζην ιχθεην ελφο 

απφ ηα πην βαζηθά θαη δνκηθά ζεσξήκαηα ηεο Αλάιπζεο, πνπ δηδάζθνληαη ζην Δληαίν 

Λχθεην θαη ζπγθεθξηκέλα ζηε Θεηηθή θαη Σερλνινγηθή θαηεχζπλζε, ηνπ ζεσξήκαηνο 

ελδηάκεζεο ηηκήο. Ζ δηδαθηηθή απηή πξφηαζε ζηεξίδεηαη πάλσ ζηε θηινζνθία ησλ 

ζχγρξνλσλ δηδαθηηθψλ κνληέισλ ελεξγεηηθήο κάζεζεο, πνπ έρνπλ ζαλ ππφβαζξν ηελ 

ζεσξία θαηαζθεπήο ηεο γλώζεο(Constructivism)  ηνπ Von Glaserfeld(1975),πνπ 

είλαη ζπλέρεηα ηεο Γελεηηθήο Δπηζηεκνινγίαο ηνπ κεγάινπ Διβεηνχ εξεπλεηή θαη 

παηδαγσγνχ J. Piaget. Ζ ζεκαζία ηεο εξγαζίαο απηήο έγθεηηαη ζην φηη δίλεη έλαλ 

απνηειεζκαηηθφ, θαηά ηελ άπνςή κνπ, ηξφπν δηδαθηηθήο πξνζέγγηζεο ηνπ ζέκαηνο, 

πνπ  κπνξεί  λ‟ απνηειέζεη ππφδεηγκα αλάινγεο πξνζέγγηζεο θαη άιισλ ζεκειησδψλ 

θαη δνκηθψλ ζεσξεκάησλ ηεο Αλάιπζεο. 

 

              1. Σν  π α ξ α δ ν ζ η α θ ό   δ η δ α θ η η θ ό  κ ν λ η έ ι ν  
Δίλαη γλσζηφ φηη ην Διιεληθφ εθπαηδεπηηθφ ζχζηεκα  δηαθαηέρεηαη θπξίσο απφ ηηο 

δαζθαινθεληξηθέο ζεσξίεο κάζεζεο, πνπ έρνπλ παγηψζεη ζηελ εθπαηδεπηηθή 

πξαθηηθή ην παξαδνζηαθό  κνληέιν κάζεζεο . ΢ην κνληέιν απηφ ν δάζθαινο 

βξίζθεηαη ζην επίθεληξν ηεο εθπαηδεπηηθήο δηαδηθαζίαο. Δίλαη απηφο  , πνπ σο 

κνλαδηθφο θνξέαο γλψζεο θαη σο απζεληία ζηελ ηάμε ,έρεη ζαλ ζηφρν λα κεηαθέξεη 

ηελ έηνηκε γλώζε πνπ άιινη βξήθαλ ζηνλ αδχλακν θαη αδαή καζεηή πνπ 

παξαθνινπζεί ηα ηεθηαηλφκελα ζρεδφλ παζεηηθά ζηελ ηάμε. Σελ θαηλνχξγηα γλψζε 

νθείιεη λα εκπεδψζεη κε επίιπζε αζθήζεσλ θαη πξνβιεκάησλ θαη λα ηελ 

αλαπαξάγεη.  

H  δηδαθηηθή απηή πξαγκαηηθφηεηα  έρεη ηηο παξαθάησ αξλεηηθέο  ζπλέπεηεο : 

Α. Ο καζεηήο κε ηε πάξνδν ηνπ ρξφλνπ ράλεη ην ελδηαθέξνλ ηνπ γηα ηα καζεκαηηθά, 

αθνχ αλαγθάδεηαη λα κάζεη θαη λα αθνκνηψζεη πιεξνθνξίεο πνπ πνιιέο θνξέο είλαη 

έμσ απφ ηνλ θχθιν ησλ ελδηαθεξφλησλ ηνπ, κηαο θαη απηφο δελ ζπκκεηέρεη ζηελ 

δηαδηθαζία ηεο επαλαλαθάιπςήο ηνπο θαη δελ είλαη άκεζα νξαηό ην πνύ ζα 

κπνξνύζε λα ηηο ρξεζηκνπνήζεη .Ζ κείσζε απηή ηνπ ελδηαθέξνληνο πηζηνπνηείηαη ζε 

ελ εμειίμεη έξεπλά κνπ ζηα πιαίζηα δηδαθηνξηθήο δηαηξηβήο.Σν ελδηαθέξνλ θαη ε 

αγάπε ησλ καζεηψλ γηα ηα καζ/θά έρεη θζίλνπζα πνξεία από ην Γεκνηηθό, ζην 

Γπκλάζην θαη ηέινο ζην Λύθεην. 

Β. Ο καζεηήο, κε ζπκκεηέρνληαο ζηελ αλαθάιπςε θαη θαηαζθεπή ηεο γλψζεο , 

ζηεξείηαη από ηελ επθαηξία λα γίλεη έλαο «δπλάκεη» εξεπλεηήο, κε απνηέιεζκα λα 

κελ κπνξεί λα εκβαζχλεη ζηηο έλλνηεο θαη λα κεηψλνληαη νη πηζαλφηεηεο λα κπεη 

αξγφηεξα ζηε δηαδηθαζία ηεο αλαθάιπςεο θαη ηεο έξεπλαο. 

Γ. Γελ κπνξνχλ λα επηηεπρζνχλ νη ζηφρνη ηεο δηδαζθαιίαο ησλ καζεκαηηθψλ ζηελ 

δεπηεξνβάζκηα εθπαίδεπζε , φπσο απηνί θαζνξίδνληαη απφ ην Παηδαγσγηθφ 

Ηλζηηηνχην θαη αλαθέξνληαη ζην βηβιίν «Οδεγίεο γηα ηε δηδαθηέα χιε θαη ηε 

δηδαζθαιία ησλ καζεκάησλ ζην Γπκλάζην θαη ην Λχθεην ηεχρνο 

Β΄,Μαζεκαηηθά».΢πγθεθξηκέλα νη δχν πξψηνη απφ ηνπο γεληθνχο ζθνπνχο ηεο 

δηδαζθαιίαο ησλ καζ/θψλ ζην ιχθεην είλαη : 

mailto:ekapetan@math.uoa.gr
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α. Η κεζνδηθή άζθεζε ηνπ καζεηή ζηελ νξζνινγηθή ζθέςε, ζηελ αλάιπζε ζηελ 

αθαίξεζε, ζηε γελίθεπζε ζηελ εθαξκνγή, ζηελ θξηηηθή ζθέςε θαη ζηηο ινγηθέο 

δηεξγαζίεο, θαζώο θαη ε κύεζε ζηε καζεκαηηθή απνδεηθηηθή δηαδηθαζία. 

β. Η γεληθόηεξε πλεπκαηηθή θαιιηέξγεηα θαη ε ζπκβνιή ζηελ νινθιήξσζε ηεο 

πξνζσπηθόηεηαο ηνπ καζεηή, θαζόζνλ ηα καζεκαηηθά αλαπηύζζνπλ ηελ 

παξαηεξεηηθόηεηα, ηελ πξνζνρή ,ηελ δύλακε απηνζπγθέληξσζεο, ηελ επηκνλή, 

ηελ πξσηνβνπιία, ηε δεκηνπξγηθή θαληαζία, ηελ πεηζαξρεκέλε ζθέςε θαη 

ζπκπεξηθνξά ,θαιιηεξγνύλ  ην αίζζεκα ηνπ σξαίνπ θαη ηνπ εζηθνύ θαη δηεγείξνπλ 

ην θξηηηθό πλεύκα.  

  

                           2. Σν   λ έ ν   δ η δ α θ η η θ ό  κ ν λ η έ ι ν  
΢ε αληίζεζε κε ην παξαδνζηαθφ δηδαθηηθφ κνληέιν ην λέν ή ζχγρξνλν δηδαθηηθφ 

κνληέιν αλαζεσξεί ηε ζέζε δαζθάινπ – καζεηή, δίλνληαο ζηνλ  καζεηή ελεξγεηηθό 

ξφιν. Ο καζεηήο, απφ παζεηηθφο  δέθηεο γίλεηαη  ελεξγεηηθφο. Καζνδεγνχκελνο απφ 

ηνλ θαζεγεηή ηνπ νδεγείηαη ζηελ θαηαζθεπή θαη θαηάθηεζε ηεο γλψζεο, αθνχ 

ζχκθσλα κε ηελ βαζηθή θνλζηξνπθηηβηζηηθή αξρή «ν ελήιηθαο δελ κπνξεί λα 

πξνθαιέζεη ζην παηδί εκπεηξίεο δηακέζνπ ησλ δηθώλ ηνπ εκπεηξηώλ»( Cobb & 

Steffe  1983).Καηά ηνπο Varela et al(1991) «ν δάζθαινο δίλεη ηηο επθαηξίεο ζηνλ 

καζεηή γηα καζεκαηηθέο δξαζηεξηόηεηεο, αιιά εμαξηάηαη από ηνλ ίδην ηνλ καζεηή 

λα νηθνδνκήζεη ηε δηθή ηνπ γλώζε κέζα από απηέο ηηο δξαζηεξηόηεηεο». 

Ο θαζεγεηήο ζρεδηάδεη θαηάιιειεο δηδαθηηθέο θαηαζηάζεηο, ζχκθσλα κε ηε ζεσξία 

ησλ δηδαθηηθψλ θαηαζηάζεσλ, κε ζηφρν κέζα απφ απηέο λα νδεγεζεί ν καζεηήο ζηνλ 

ζρεκαηηζκό εηθαζίαο  , δηαηύπσζε ηεο λέαο ζεσξίαο ,ηε ζεζκνπνίεζε κέζσ ηεο 

απόδεημεο,  ηελ εκπέδσζε θαη ηελ αθνκνίσζε .Γηδαθηηθή θαηάζηαζε θαηά ηνλ 

Balacheff(1984,1989) είλαη «έλα ζύλνιν ζρέζεσλ πνπ εγθαζίζηαηαη αλάκεζα ζε έλα 

καζεηή ή έλα ζύλνιν καζεηώλ ,ζε έλα πεξηβάιινλ(πνπ πεξηέρεη, ελδερνκέλσο, 

δηδαθηηθά όξγαλα ή άιιν δηδαθηηθό πιηθό) θαη ζην δάζθαιν, κε ζθνπό ηε κάζεζε 

θάπνηαο γλώζεο»   

Ζ πηνζέηεζε απφ κέξνπο ηνπ δηδάζθνληα ηνπ λένπ δηδαθηηθνχ κνληέινπ, ην νπνίν 

βαζίδεηαη ζε ελεξγεηηθέο κεζφδνπο κάζεζεο ζα έρεη επεξγεηηθά απνηειέζκαηα ζηελ 

εθπαίδεπζε γεληθφηεξα θαη ζηε καζεκαηηθή παηδεία εηδηθφηεξα, αθνχ αλακέλεηαη φηη: 

Α. Θα  απμήζεη ηελ αγάπε θαη ην  ελδηαθέξνλ  ησλ καζεηψλ γηα ηα καζεκαηηθά, κε 

ζπλέπεηα ηελ θαιχηεξε θαηαλφεζε ησλ ελλνηψλ, ηελ θαιιηέξγεηα ηνπ λνπ θαη ηελ 

αλάπηπμε δεμηνηήησλ, απαξαίηεησλ γηα ηε δσή θαη ηελ κειινληηθή  επηζηεκνληθή 

εμέιημή ηνπο. 

Β. Θα  θάλεη ηε δσή ησλ καζεηψλ πην επράξηζηε ζηελ ηάμε θαη ζα βνεζήζεη ηνπο 

καζεηέο λα γίλνπλ πην θνηλσληθνί, λα αλαπηχμνπλ ην πλεχκα  ζπλεξγαζίαο ,λα 

αζθεζνχλ ζηνλ δεκνθξαηηθφ δηάινγν, κέζα απφ ηελ ζπλεξγαηηθφηεηα  πνπ απαηηεί ε  

ελαζρφιεζε ησλ καζεηψλ κε ηηο δξαζηεξηφηεηεο πνπ ζπλεπάγνληαη νη δηάθνξεο 

δηδαθηηθέο θαηαζηάζεηο , κε ηηο νπνίεο βξίζθνληαη αληηκέησπνη νη καζεηέο ζηελ ηάμε, 

εξγαδφκελνη ζπλήζσο ζε νιηγνκειείο νκάδεο. Έηζη ζα αλαδεηρζεί θαη ν θνηλσληθφο 

ραξαθηήξαο ηεο καζεκαηηθήο παηδείαο. 

Γ. Θα  ζπκβάιιεη ζην λα γίλνπλ ηα ζρνιεία «εθθνιαπηήξηα» κηθξψλ εξεπλεηψλ, κε 

κειινληηθέο πξνζδνθίεο. 

Γ. Θα ζπκβάιιεη ζηελ ζε  κεγαιχηεξν βαζκφ επίηεπμε ησλ γεληθψλ θαη εηδηθψλ 

ζηφρσλ ηεο δηδαζθαιίαο ησλ καζεκαηηθψλ ζηελ δεπηεξνβάζκηα εθπαίδεπζε, φπσο 

απηέο θαζνξίδνληαη απφ ηε Πνιηηεία. 
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                   3. Μ η α   δ η δ α θ η η θ ή  π ξ ό η α ζ ε  

 
΢ηα πιαίζηα ησλ δηδαθηηθψλ αξρψλ, πνπ ζηεξίδνληαη ηα ζχγρξνλα κνληέια 

δηδαζθαιίαο αλαπηχζζεηαη παξαθάησ κηα δηδαθηηθή πξφηαζε  γηα ην ζεψξεκα  

ελδηάκεζεο ηηκήο, γηα ηελ Σξίηε ηάμε ζεηηθήο θαη ηερλνινγηθήο θαηεχζπλζεο ηνπ 

ιπθείνπ. 

                 3.1. Γ η δ α θ η η θ ν ί   ζ η ό ρ ν η 
1.Να βνεζεζνύλ νη καζεηέο λα αλαπηύμνπλ κηα ππόζεζε-εηθαζία  γηα ην  ηη ιέεη 

ην ζεώξεκα. 

2.Να θαζνδεγεζνύλ ζε κηα γεσκεηξηθή – επνπηηθή αξρηθά δηθαηνιόγεζε ηνπ 

ζεσξήκαηνο. 

3.Να νδεγεζνύλ ζηελ αλαιπηηθή απόδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο. 

4.Να εκπεδώζνπλ θαη αθνκνηώζνπλ ην ζεώξεκα, κέζα από θαηάιιειεο  

εθαξκνγέο. 

               3.2. ΢ ρ ε δ η α ζ κ ό ο   η ε ο  δ η δ α ζ θ α ι ί α ο 
Γίλεηαη ζηνπο καζεηέο έλα θχιιν εξγαζίαο, κε ηε βνήζεηα ηνπ νπνίνπ ζπκκεηέρνπλ 

ζηηο αθφινπζεο δξαζηεξηφηεηεο:΢ηε πξώηε δξαζηεξηόηεηα  δίλνληαη ζηνπο καζεηέο 

δηάθνξεο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ζπλαξηήζεσλ θαη δεηείηαη κέζα απ΄ ηε κειέηε ηνπο 

λα πξνζπαζήζνπλ  λα δηαηππψζνπλ θάπνηα  εηθαζία γηα θάπνην ζεψξεκα πνπ 

δηαθαίλεηαη λα ηζρχεη .΢ηε ζπλέρεηα  δηαηππψλεηαη απφ ηνλ δηδάζθνληα ην ζεψξεκα 

ελδηακέζσλ ηηκώλ  θαη δεηείηαη απφ ηνπο καζεηέο λα ζπγθξίλνπλ ηελ εηθαζία πνπ 

δηαηύπσζαλ κε ηελ απζηεξή καζεκαηηθή δηαηύπσζε ηνπ ζεσξήκαηνο. 

΢ηε δεύηεξε δξαζηεξηόηεηα  νη καζεηέο θαζνδεγνχληαη λα  θάλνπλ κηα 

γεσκεηξηθή απόδεημε  ηνπ ζεσξήκαηνο, πνπ δηαηππψζεθε παξαπάλσ. 

΢ηε ηξίηε  δξαζηεξηόηεηα  νη καζεηέο θαζνδεγνχληαη λα θάλνπλ ηελ αλαιπηηθή 

απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο, βαζηδφκελνη ζην ζεψξεκα ηνπ Bolzano. 

΢ηε ηέηαξηε δξαζηεξηόηεηα νη καζεηέο θαινχληαη λα ιχζνπλ δηάθνξεο αζθήζεηο, 

ψζηε λα θαηαλνήζνπλ ην ζεψξεκα ελδηακέζσλ ηηκψλ, κέζα απφ ηελ εθαξκνγή ηνπ ζε 

ζπγθεθξηκέλεο αζθήζεηο. 

Ζ δηδαζθαιία απηή ζρεδηάζζεθε γηα λα πξαγκαηνπνηεζεί κέζα ζε δύν ζπλερόκελεο 

δηδαθηηθέο ώξεο. 

 

ΘΔΧΡΖΜΑ             ΔΝΓΗΑΜΔ΢ΧΝ        ΣΗΜΧΝ 

 

Φ Τ Λ Λ Ο       Δ Ρ Γ Α ΢ Η Α ΢ 

 

Γξαζηεξηόηεηα πξώηε. 

1.Γίλνληαη νη παξαθάησ θακπχιεο πνπ είλαη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ζπλαξηήζεσλ. 

Γηα  θάζε κία θακπχιε (i) ζρεδηάζηε ην νξζνγώλην, πνπ νξίδεηαη από ηηο  επζείεο 

, , ( ), ( ).x a x y f a y f     (ii) θέξηε επζείεο παξάιιειεο  πξνο ηνλ νξηδόληην 

άμνλα ́  .(iii) εμεηάζηε, γηα πνηεο από ηηο θακπύιεο ππάξρεη πάληα επζεία 

παξάιιειε πξνο ηνλ νξηδφληην άμνλα , πνπ έλα ηκήκα ηεο  λα βξίζθεηαη κέζα ζην 

αληίζηνηρν νξζνγώλην θαη ε νπνία λα κε ζπλαληά ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο fc  θαη γηα πνηεο δελ ππάξρεη. 
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(iv) Βάιηε ζε θχθιν «λαη», ή «φρη»  γηα 

θάζε πεξίπησζε: 

(α) :             λαη            φρη.             

 (β) :            λαη            φρη. 

(γ) :             λαη            φρη                

(δ) :            λαη            φρη. 

(ε) :             λαη            φρη                

(ζη) :           λαη            φρη 

2.Γηα ηηο ζπλαξηήζεηο πνπ απαληάηε «λαη» 

ηη παξαηεξείηε σο πξνο ηελ ζπλέρεηα , ζηα  

εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ θιεηζηνχ 

δηαζηήκαηνο  ,a  , θαζψο θαη ζηα άθξα  

α, β ; 

……………………………………………

…………………………………………… 

 

3.Γηα ηηο ζπλαξηήζεηο πνπ απαληάηε «όρη» 

ηη παξαηεξείηε σο πξνο ηελ ζπλέρεηα , ζηα  

εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ θιεηζηνχ 

δηαζηήκαηνο  ,a  , θαζψο θαη ζηα άθξα  

α, β ; 

 

4.Αθνχ ιάβεηε ππφςε  φια ηα παξαπάλσ πξνζπαζήζηε  λα δηαηππψζεηε  κηα 

εηθαζία, γηα ην ζεψξεκα, πνπ δηαθαίλεηαη λα ηζρχεη. 

………………………………………………………………………………………… 

 

5.΢πγθξίληε  ηελ εηθαζία πνπ δηαηππψζαηε κε ηελ παξαθάησ δηαηχπσζε ηνπ 

ζεσξήκαηνο  ελδηακέζσλ  ηηκψλ: 

Θεώξεκα 

Έζησ ε πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε  : ,f R   , γηα ηελ νπνία ππνζέηνπκε όηη: 

(η)Δίλαη ζπλερήο ζην  ,   

(ii) ( ) ( ).f a f   

Σόηε: Γηα θάζε θ πνπ βξίζθεηαη κεηαμύ ησλ ( ), ( )f a f  , ππάξρεη 

 , :   ( ) .f    

Γξαζηεξηόηεηα  δεύηεξε: Γεσκεηξηθή απόδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο. 

1.Έζησ όηη ηζρύεη: ( ) ( )f a f   θαη ε ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο αύμνπζα. 

 

(α) Θεσξείζηε πξαγκαηηθό αξηζκό : ( ) ( )f a k f   . 

Θέιεηε λα δείμεηε όηη  ππάξρεη πξαγκαηηθόο αξηζκόο 

 , : ( )f      ,δειαδή όηη ε εμίζσζε ( ) ,f x k έρεη 

ιύζε. (1) 

(β)Βξείηε κηα ηζνδύλακε εμίζσζε γηα ηελ (1) ηεο κνξθήο 

( ) 0g x   

................................................................................................. 
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(γ) Παξαζηήζηε γξαθηθά ζην παξαπάλσ ζρήκα ηελ ζπλάξηεζε g .Ση παξαηεξείηε; 

………………………………………………………………………………………. 

(δ)Δπεηδή ( ), ( ) 0k f a f a k   , νπόηε θαηά ηε κεηαθνξά ηεο 
fc  θαηά k πξνο ηα θάησ 

θαη παξάιιεια πξνο ηνλ άμνλα 'y y ,ην ζεκείν Α........................................................... 

 

(ε)Δπεηδή ( )k f  .............................................,νπόηε θαηά ηε κεηαθνξά ηεο fc  θαηά 

k πξνο ηα θάησ θαη παξάιιεια πξνο ηνλ 'y y , ην ζεκείν Β,............................................ 

Άξα ε 
gc .......................................................................................................................... 

2.Έζησ όηη ηζρύεη: ( ) ( )f a f  θαη ε ζπλάξηεζε είλαη 

γλεζίσο θζίλνπζα. 

 

 

(α)   Θεσξείζηε πξαγκαηηθό αξηζκό : ( ) ( )k f f a    

Θέιεηε λα δείμηε όηη  ππάξρεη πξαγκαηηθόο αξηζκόο 

 , : ( )f      ,δειαδή όηη ε εμίζσζε ( ) ,f x k έρεη 

ιύζε. (2) 

(β) Βξείηε κηα ηζνδύλακε εμίζσζε γηα ηελ (2) ηεο κνξθήο 

( ) 0g x  . 

.......................................................................................................................................... 

(γ)Παξαζηήζηε γξαθηθά ζην παξαπάλσ ζρήκα ηελ ζπλάξηεζε g .Ση παξαηεξείηε; 

.......................................................................................................................................... 

(δ)Δπεηδή ( )k f a ,..........................................................................................................

.......................................................................................................................................... 

(ε)Δπεηδή 

( )k f  .......................................................................................................................... 

Άξα ε gc ......................................................................................................................... 

3. Έζησ όηη ε ζπλάξηεζε f δελ έρεη ην ίδην είδνο κνλνηνλίαο ζην πεδίν νξηζκνύ 

ηεο .Να επαλαιάβεηε ηηο ίδηεο εξγαζίεο πνπ θάλαηε ζην 1 θαη 2. 

 

Γξαζηεξηόηεηα ηξίηε:Αλαιπηηθή 

απόδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο. 

Πξνζπαζήζηε ,ηψξα, λα θάλεηε ηελ 

αλαιπηηθή απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο 

Έζησ ( ) ( )f a f   θαη αξηζκφο 

: ( ) ( ).k f a k f   Γείμηε φηη ε εμίζσζε 

( )f x k ,έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ιχζε ζην 

δηάζηεκα  ,a  ....................................... 

Γξαζηεξηόηεηα ηέηαξηε:Δθαξκνγέο. 

1.Έζησ ε ζπλάξηεζε  : 1,4f R ,ζπλερήο θαη γλεζίσο θαη γλεζίσο αχμνπζα. 

Γείμηε φηη  ππάξρεη πξαγκαηηθφο αξηζκφο  1,4 ,ηέηνην ψζηε 

2 (2) 3 (3)
( )

5

f f
f 


  

Λύζε……………………………………………………………………………………. 
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2.Έζησ ε ζπλάξηεζε  : 0,5f R  ,ζπλερήο θαη γλεζίσο θζίλνπζα. Γείμηε φηη 

ππάξρεη (0,5) ,ηέηνην ψζηε 
(1) 2 (2) 3 (3) 4 (4)

( )
10

f f f f
f 

  
 . 

Λύζε……………………………………………………………………………………. 

3.Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  ( ) , 2,5xf x xe x    θαη ( ) 1, .g x x R  Γείμηε φηη 

ππάξρεη ζεκείν ηνκήο ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ ησλ δχν απηψλ ζπλαξηήζεσλ. 

Λύζε…………………………………………………………………………………… 
4. Γίλεηαη ε παξαθάησ γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο .Με ηε βνήζεηα ηνπ 

δηαγξάκκαηνο απηνχ, εμεηάζηε αλ ηζρχεη ην αληίζηξνθν ηνπ ζεσξήκαηνο ελδηακέζσλ 

ηηκψλ. 

 
Δπίινγνο 
Ζ  παξαπάλσ δηδαθηηθή πξφηαζε εθαξκφζζεθε ζηελ ηάμε ζε ηκήκα ζεηηθήο 

θαηεχζπλζεο θαηά ην ζρνιηθφ έηνο 2004-2005 ζην 2
ν
 Δληαίν Λχθεην Παπάγνπ. Ζ 

δηδαζθαιία έιαβε ρψξα ζε δχν δηδαθηηθέο ψξεο, κε κεζνιάβεζε πεληάιεπηνπ 

δηαιείκκαηνο. Οη παξαηεξήζεηο κνπ είλαη νη αθφινπζεο: 

1.΋ινη νη καζεηέο ζπκκεηείραλ ελεξγά ζηε δηδαθηηθή δηαδηθαζία. 

2.Οη καζεηέο κπφξεζαλ λα θζάζνπλ ζην ζρεκαηηζκφ εηθαζίαο αξθεηά θνληά ή θαη 

αθξηβψο κεξηθνί πξνο ην δεηνχκελν ζεψξεκα. 

3.Οη πεξηζζφηεξνη καζεηέο κπφξεζαλ λα θάλνπλ ηελ γεσκεηξηθή απφδεημε ηνπ 

ζεσξήκαηνο. 

4.Ζ γεσκεηξηθή απφδεημε βνήζεζε πνιχ ηνπο καζεηέο λα επηλνήζνπλ ηελ αλαιπηηθή 

απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο. 

5.Οη καζεηέο απάληεζαλ ζε ζρεηηθή εξψηεζε ηνπ δηδάζθνληα φηη ηνπο άξεζε ε 

εκπινθή ηνπο ζε φιε απηή ηε δηαδηθαζία. 

Ζ δηδαζθαιία απηή πξέπεη λα εθαξκνζζεί θαη ζε άιινπο καζεηέο, ψζηε λα δνζεί ε 

δπλαηφηεηα βειηίσζήο ηεο θαη εμαγσγήο ζπκπεξαζκάησλ. 

                                      Β Η Β Λ Η Ο Γ Ρ Α Φ Η Α 

1.΢εκεηψζεηο Γηδαθηηθήο Μαζεκαηηθψλ.Κιανπδάηνο Νίθνο, Παλ/ν Αζελψλ. 

2.Οδεγίεο ηνπ Παηδαγσγηθνχ Ηλζηηηνχηνπ γηα ηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ. 

3.Απεηξνζηηθφο Λνγηζκφο.΢.Νεγξεπφληεο-΢.Γησηφπνπινο-Δ.Γηαλαθνχιηαο. 

4.Θέκαηα Γηδαθηηθήο Απεηξνζηηθνχ Λνγηζκνχ,Παλ/ν Αζελψλ ,Αζήλα 1997. 
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Ζ ΥΡΖ΢Ζ ΣΔΥΝΗΚΧΝ ΑΠΟ ΣΖ ΓΝΧ΢ΣΗΚΖ ΦΤΥΟΛΟΓΗΑ  ΓΗΑ ΣΖ 

ΒΔΛΣΗΧ΢Ζ  ΣΖ΢  ΓΗΓΑ΢ΚΑΛΗΑ΢: H ΓΝΧ΢Ζ ΢Δ ΚΑΝΔΗ ΚΑΛΤΣΔΡΟ 

 

Εάρνο Β. Ησάλλεο, Καζεγεηήο Μαζεκαηηθώλ ηνπ Δληαίνπ Λπθείνπ ηεο Βαξβαθείνπ ΢ρνιήο 

  

Δηζαγσγή  

 

 Ζ άπνςε φηη ε δηδαζθαιία θάπνησλ ζηξαηεγηθψλ επίιπζεο πξνβιεκάησλ,  φπσο 

είλαη γηα παξάδεηγκα απηέο νη νπνίεο πξνηάζεθαλ απφ ηνλ Polya (1973) ζπκβάιινπλ 

ζηελ  αλάπηπμε ηεο καζεκαηηθήο ζθέςεο ησλ καζεηψλ,  έηπρε επξείαο απνδνρήο απφ 

ηνπο δαζθάινπο ησλ καζεκαηηθψλ θαη ζηηο ηξεηο βαζκίδεο ηεο εθπαίδεπζεο. Χζηφζν, ηα 

εξεπλεηηθά απνηειεζκαηα δελ είλαη ηέηνηα πνπ λα δηθαηνινγνχλ ηνλ αξρηθφ ελζνπζηαζκφ 

(Sweller &  Cooper, 1985). Άιιεο δηδαθηηθέο πξνζεγγίζεηο νη νπνίεο είλαη βαζηζκέλεο 

ζηελ απφθηεζε γλψζεο,  θαίλεηαη λα έρνπλ θαιχηεξα απνηειέζκαηα ζηελ αλάπηπμε ηεο 

καζεκαηηθήο ζθέςεο.   

 ΢ηηο επφκελεο παξαγξάθνπο αλαπηχζζεηαη απηφ ην επηρείξεκα δηεμνδηθά.    

Μέζα απφ έλα  παξάδεηγκα – κηα δηδαθηηθή δξαζηεξηφηεηα - πνπ παξαηίζεηαη ζην 

επφκελν ηκήκα ηεο εξγαζίαο ζα επηρεηξήζσ πξψηα, λα ζαο κεηαθέξσ  ηελ αίζζεζε πνπ 

έρσ απνθνκίζεη σο εθπαηδεπηηθφο, γηα ηνλ θαζνξηζηηθφ ξφιν ηεο γλψζεο ζηελ αλάπηπμε 

ηεο καζεκαηηθήο ηθαλφηεηαο .  

 ΢ηε ζπλέρεηα ζα γίλεη αλαθνξά ζε ζπκπεξάζκαηα  ζεκαληηθψλ  εξεπλψλ  ηεο  

γλσζηηθήο ςπρνινγίαο πνπ θαηαδεηθλχνπλ ην θαζνξηζηηθφ ξφιν ηεο γλψζεο ζηελ 

αλάπηπμε εηδίθεπζεο ζε έλα ηνκέα γλψζεσλ.     

 Σέινο, ζην ηξίην κέξνο, πξνηείλνληαη ζπγθεθξηκέλα δηδαθηηθά εξγαιεία  κε ζηφρν 

ηελ αλάπηπμε ηεο καζεκαηηθήο ζθέςεο. Σα δηδαθηηθά απηά εξγαιεία, ηα νπνία 

παξνπζηάδνληαη ζην ηειεπηαίν ηκήκα κε ηε βνήζεηα παξαδεηγκάησλ, είλαη πξντφληα 

καθξνρξφλησλ εξεπλψλ νη νπνίεο έρνπλ πξαγκαηνπνηεζεί ζην ρψξν ηεο γλσζηηθήο 

ςπρνινγίαο.   

 

Η.  Γλώζεηο ή ΢ηξαηεγηθέο Δπίιπζεο;  Σα Πξάγκαηα Μπνξεί λα κελ Eίλαη όπσο 

Φαίλνληαη 

 

 Ζ δηδαθηηθή δξαζηεξηφηεηα γηα ηελ νπνία γίλεηαη ιφγνο ζε απηφ ην ηκήκα ηεο 

εξγαζίαο πξνέξρεηαη απφ καζήκαηα πνπ πξαγκαηνπνηήζεθαλ ζηα πιαίζηα ηεο Πξφζζεηεο 

Γηδαθηηθήο ΢ηήξημεο ζην Βαξβάθεην Λχθεην. Σα καζήκαηα απηά νξγαλψλνληαη αξθεηά 

ρξφληα ηψξα θαη απεπζχλνληαη ζε καζεηέο ηεο Α΄ Λπθείνπ κε ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ γηα 

ηα καζεκαηηθά. Σα πξνβιήκαηα πνπ ζπδεηψληαη ζηε δηάξθεηα ησλ καζεκάησλ απηψλ 

είλαη ηδηαίηεξα απαηηεηηθά γηα ηνπο καζεηέο. ΢ε ηέηνηνπ είδνπο πξνβιήκαηα ε αλάγθε γηα 

γλψζε θάπνησλ εηδηθψλ θαλφλσλ θαη ηερληθψλ είλαη πνιχ κεγάιε. Πνιιά απφ ηα 

πξνβιήκαηα απηά πξνέξρνληαη απφ δηάθνξνπο δηαγσληζκνχο καζεκαηηθψλ αλά ηνλ 

θφζκν. Γνπιεχνληαο κε ηνπο καζεηέο απηνχο πάλσ ζε ηέηνηα πξνβιήκαηα, απνθνκίδεη 

θαλείο ηελ αίζζεζε φηη, αλ έλαο καζεηήο δελ θαηέρεη ηνλ ζπγθεθξηκέλν θαλφλα ή ηελ 

ηερληθή πνπ «μεθιεηδψλεη» ην πξφβιεκα, νη πηζαλφηεηεο λα ην ιχζεη κφλνο ηνπ είλαη 

πνιχ πεξηνξηζκέλεο. Ο Πίλαθαο 1 εκθαλίδεη δχν πξνβιήκαηα κε ην ίδην δεηνχκελν θαζψο 

θαη ηελ ηερληθή (ή  θαλφλα)  πνπ απαηηείηαη γηα ηε ιχζε ηνπο.  
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Πίλαθαο 1 

Πξόβιεκα 1       Πξόβιεκα 2 

Να δείμεηε όηη ν αξηζκόο     Να απνδείμεηε όηη ν αξηζκόο 

20042001 20032002 A δελ είλαη ξεηόο               132  A , 
*  δελ 

           είλαη ξεηόο   (Γηαγ. ΔΜΔ, 1992) 

 

Απαηηνύκελε γλώζε ππό κνξθή θαλόλα  

«Καλέλα ηεηξάγσλν αθεξαίνπ δελ 

ηειεηψλεη ζε 2, 3, 7, 8» 

Αλ έλαο αθέξαηνο βξίζθεηαη κεηαμχ ησλ 

ηεηξαγψλσλ δχν δηαδνρηθψλ   αθεξαίσλ, 

 δελ είλαη ηεηξάγσλν αθεξαίνπ.» 

   

 ΢ηε ζεηξά απηή ησλ καζεκάησλ, έρσ πξαγκαηνπνηήζεη κηα ζεκαληηθή ζηξνθή 

φζνλ αθνξά ζην «θέληξν βάξνπο» ηεο δηδαζθαιίαο ζηα ηκήκαηα απηά. Σν «θέληξν 

βάξνπο» ηεο δηδαζθαιίαο έρεη κεηαηνπηζηεί απφ ηε ρξήζε ζηξαηεγηθψλ γηα ηε ιχζε 

πξνβιεκάησλ,  πξνο ηελ δηδαζθαιία θάπνηαο ζπγθεθξηκέλεο χιεο ππφ κνξθή θαλφλσλ 

θαη ηερληθψλ.    

 Ζ κεηαηφπηζε απηή ηνπ «θέληξνπ βάξνπο» δηθαηνινγείηαη θαη απφ ηα εξεπλεηηθά 

δεδνκέλα ζρεηηθά κε ηελ απνηειεζκαηηθφηεηα ηεο δηδαζθαιίαο ζηε ρξήζε ζηξαηεγηθψλ. 

Γηαθαίλεηαη, φηη ε εκκνλή ζηε ρξήζε ζηξαηεγηθψλ, φπσο απηέο πνπ εηζεγήζεθε ν Polya 

(1973), δελ δηθαηνινγείηαη απφ ηα απνηειέζκαηα ζρεηηθψλ εξεπλψλ (Sweller &  Cooper, 

1985). Δπηπιένλ, φπσο επηζεκαίλνπλ εξεπλεηέο πνπ έρνπλ πεηξακαηηζηεί κε ηα νθέιε 

απφ ηε ρξήζε ζηξαηεγηθψλ επίιπζεο πξνβιεκάησλ (π.ρ. Schoenfeld, 1985)  απηέο, ζηελ 

πιεηνςεθία ηνπο, είλαη ηφζν πξνθαλείο, πνπ δελ απνηεινχλ παξά ζηνηρείν ηνπ «θνηλνχ 

λνπ».   

 Σν επφκελν πξφβιεκα θαζψο θαη ην απφζπαζκα πνπ αθνινπζεί ζηνλ Πίλαθα 2 

είλαη κέξνο δηαιφγνπ, πνπ  δηεμήρζε θαηά ηε δηάξθεηα ελφο ελαξθηήξηνπ καζήκαηνο, ζηα 

πιαίζηα ηεο αλάπηπμεο εηδίθεπζεο ζηε ιχζε καζεκαηηθψλ πξνβεκάησλ. Απφ ην 

απφζπαζκα θαίλεηαη φηη απηφ πνπ πξνηείλεη ε καζήηξηα, δελ είλαη ηίπνηε άιιν παξά ε 

ρξήζε ηεο ζηξαηεγηθήο ησλ  ελδηακεζσλ ππνζθνπψλ, ε νπνία επηηξέπεη λα πιεζηάζνπκε 

ζηε ιχζε ηνπ αξρηθνχ πξνβιήκαηνο κέζσ ηεο επίιπζεο ελφο ελδηάκεζνπ απινχζηεξνπ 

πξνβιήκαηνο.  Χζηφζν, ην πξφβιεκα ηειηθά δελ ιχζεθε απφ ηνπο καζεηέο, παξά ηηο 

πξνζπάζεηεο πνπ θαηέβαιαλ θαη  παξά ην γεγνλφο φηη έθαλαλ ρξήζε κηαο ηζρπξήο 

ζηξαηεγηθήο, φπσο είλαη ε αλάιπζε πξνβιήκαηνο ζε απινχζηεξα κε ηε ρξήζε 

ππνζθνπψλ.   

  Ζ ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο θαηέζηε δπλαηή, κνλνλ φηαλ ζπδεηήζεθε  ν 

θαηάιιεινο θαλφλαο: «νκαδνπνίεζε ηηο δπλάκεηο κε ηξφπν ψζηε ην ηειεπηαίν ςεθίν λα 

παξακέλεη αλαιινίσην». ΢χκθσλα κε ηνλ θαλφλα απηφ, ελδείθλπηαη  ε  γξαθή ηνπ 
10002  

ζηε κνξθή 
2504)2( ,  αθνχ  1624    θαη νη αξηζκνί πνπ ηειεηψλνπλ ζε 6 

πνιιαπιαζηαδφκελνη κε αξηζκνχο πνπ ηειεηψλνπλ  επίζεο ζε 6, έρνπλ σο απνηέιεζκα 

αξηζκνχο πνπ ηειεηψλνπλ ζε 6.   

   

       Πίλαθαο 2 

 

Πξόβιεκα. Να βξείηε ην ηειεπηαίν ςεθίν ηνπ 21000. 

.................................... (ρξόλνο γηα ζθέςε θαη λα αθνκνηώζνπλ ην πξόβιεκα) 
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Καζ.. Ο εθζέηεο ηνπ 2 είλαη  πνιύ κεγάινο ζα κπνξνύζακε λα θάλνπκε θάηη γη’ απηό; 

(Μηα καζήηξηα πξόηεηλε λα ην γξάςνπκε 2100.2100...2100.)........ 

Καζ. Γνθηκάζηε λα ππνινγίζεηε κεξηθέο δπλάκεηο ηνπ 2, κήπσο βξείηε θάπνην θαλόλα γηα 

ηνλ ηξόπν πνπ κεηαβάιινληαη....  

 Μαζ. Να ην ζπάζνπκε θη’ άιιν (ην 2100), ...όκσο πάιη νη παξάγνληεο ζα είλαη πνιινί.  

........................................................ 

(Ζ επόκελε εξώηεζε δηαηππώζεθε ζηελ πξνζπάζεηα κνπ λα ηνπο βνεζήζσ πεξηζζόηεξν 

πξνο ηελ θαηεύζπλζε ηεο πεξηνδηθόηεηαο ησλ δπλάκεσλ...)  

Καζ. Σν 21000 κπνξεί λα ηειεηώλεη ζε κνλό αξηζκό  π.ρ. 1, 3,  5 θιπ.; 

...................................................... 

Καζ. Από ηνλ πνιιαπιαζηαζκό πνηώλ ςεθίσλ πξνθύπηεη ην ηειεπηαίν ςεθίo ηνπ γηλνκέλνπ 

δύν αξηζκώλ; 

............ 

Καζ. Τπάξρνπλ ςεθία ηα νπνία όηαλ πνιιαπιαζηάδνληαη κε ηνλ εαπηό ηνπο παξακέλνπλ 

«αλαιινίσηα»........ 

Καζ. ΋πσο βιέπεηε ην 1x1, 5x5, 6x6  δίλνπλ σο απνηέιεζκα αξηζκό πνπ ηειεηώλεη ζε 1, 5, 

6 αληίζηνηρα, δειαδή ην ηειεπηαίν ςεθίν δελ αιιάδεη. Παξακέλεη, όπσο ιέκε αλαιινίσην 

...   

 

΢ηε ζπλέρεηα ζπδεηήζεθε θαη ν ελαιιαθηηθόο ηξόπνο ιύζεο κέζσ ηεο πεξηνδηνθόηεηαο πνπ 

παξνπζηάδεη ην ηειεπηαία ςεθίν ησλ δπλάκεσλ ηνπ 2.   

 ΋ηαλ, ζηε ζπλέρεηα  θιήζεθαλ  λα απαληεζνπλ ζην πξόβιεκα: ― πνηό είλαη ην 

ηειεπηαίν ςεθίν  31000‖  εύθνια βξήθαλ ηελ απάληεζε είηε γξάθνληαο ην σο (34)250  είηε 

παξαηεξώληαο ηελ πεξηνδηθόηεηα ζην ηειεπηαίν ςεθίν ησλ δπλάκεσλ ηνπ 3.  

  

 Βέβαηα, απφ παηδαγσγηθήο πιεπξάο, ε πξνζέγγηζε πνπ βνεζάεη ηνπο καζεηέο λα 

αλαθαιχςνπλ νη ίδηνη  ηε ιχζε ή ηε γλψζε πνπ απαηηείηαη γηα ηε ιχζε ελφο πξνβιήκαηνο, 

θαίλεηαη  ηδηαίηεξα ειθπζηηθή. Χζηφζν, ε αλαθαιππηηθή κέζνδνο παξνπζηάδεη αξθεηά 

κεηνλεθηήκαηα. Έλα απφ ηα κεηνλεθηήκαηα ηεο είλαη φηη είλαη ρξνλνβφξα θαη επηπιένλ, 

φπσο έρνπλ δείμεη ζρεηηθέο έξεπλεο, ε κέζνδνο ηεο αλαθάιπςεο δελ βνεζάεη ηνπο 

αδχλαηνπο καζεηέο (π.ρ. Snow & Yallow, 1982). Αληίζεηα, φπσο ππνζηεξίδνπλ νη 

εξεπλεηέο απηνί, ζηελ πεξίπησζε ησλ αδχλαησλ καζεηψλ, θαίλεηαη φηη ε θαιχηεξε 

κέζνδνο είλαη ε βήκα πξνο βήκα παξνπζίαζε ηεο χιεο. 

 Δπηπιένλ,  φζνλ αθνξά ζηε ρξήζε γεληθψλ ζηξαηεγηθψλ (φπσο γηα παξάδεηγκα νη 

ζηξαηεγηθέο πνπ έρνπλ πξνηαζεί απφ ηνλ Polya) γηα ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ, θαίλεηαη 

φηη απηέο πξνζηδηάδνπλ ζηνλ θνηλφ λνπ. Μνηάδνπλ απηνλφεηεο.  Καη φπσο επηζεκαίλεη ν 

Schoenfeld (1985), παξά ην γεγνλφο φηη θαλείο απφ ηνπο έκπεηξνπο καζεκαηηθνχο κε 

θάπνηα ειηθία δελ δηδάρζεθε κεζφδνπο ιχζεηο πξνβιήκαηνο, παξ‟ φια απηά, νη 

καζεκαηηθνί απηνί, ρξεζηκνπνηνχλ ηέηνηεο ζηξαηεγηθέο αλ παξαζηεί αλάγθε. Αληηζέησο, 

θαηλεηαη φηη ε ηθαλφηεηα επίιπζεο πξνβιεκάησλ βειηηψλεηαη ζεκαληηθά κε ηε ρξήζε 

εηδηθψλ ζηξαηεγηθψλ ζρεηηθψλ κε έλα ηκήκα ηεο χιεο (π.ρ. Schoenfeld, 1985). Απηέο νη 

εηδηθέο ζηξαηεγηθέο, νη νπνίεο είλαη άκεζα ζπλδεδεκέλεο κε έλα ηκήκα ηεο χιεο (domain 

specific strategies), δελ είλαη ηίπνηα άιιν παξά ηερληθέο ππφ ηε κνξθή θαλφλσλ πνπ 

επηηξέπνπλ ηε δηαδηθαζηνπνίεζε ηεο γλψζεο.   

 Λακβάλνληαο ππφςε ηηο επηζεκάλζεηο απηέο, είλαη θπζηθφ λα δηεξσηεζεί θαλείο:  

Μήπσο ηειηθά ε πςειή επίδνζε θαη θαη΄ επέθηαζε ε αλάπηπμε καζεκαηηθήο ζθέςεο  

δελ είλαη ζέκα απόθηεζεο  θάπνησλ γεληθώλ ζηξαηεγηθώλ αιιά θαηνρήο γλώζεο; Έρεη 

αλαξσηεζεί θαλείο όηη  όηαλ πξνζπαζνύκε λα  δηδάμνπκε ζηνπο καζεηέο ζηξαηεγηθέο 

επίιπζεο θαη αλαθάιπςεο  ζηελ πξαγκαηηθόηεηα επηρεηξνύκε λα δηδάμνπκε ζηνπο 

καζεηέο ηνλ «θνηλό λνύ», δειαδή ην απηνλόεην; Μήπσο ηειηθά ε απόθηεζε γλώζεσλ 

είλαη ε κόλε  πξνϋπόζεζε γηα ηε ρξήζε θάπνησλ γεληθώλ  ζηξαηεγηθώλ επίιπζεο  

πξνβιήκαηνο;   
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 Με ζθνπφ λα αλαδεηήζνπκε απαληήζεηο ζε απηά ηα εξσηήκαηα, ζα αλαηξέμνπκε 

ζε πνιχ ζεκαληηθέο έξεπλεο ηεο γλσζηηθήο ςπρνινγίαο ζρεηηθά κε ην ηη ζπληζηά πςειή 

εηδίθεπζε ζε έλα γλσζηηθφ πεδίν θαη πσο απηή επηηπγράλεηαη θαιχηεξα.  
 

ΗΗ. Αληιώληαο Δπηρεηξήκαηα από ηε Γλσζηηθή Φπρνινγία  

 

 Γηα αξθεηέο δεθαεηίεο ε γλσζηηθή ςπρνινγία έρεη ζπκβάιιεη ζηε κειέηε ηνπ 

θαηλνκέλνπ ηεο κάζεζεο κε ηνπιάρηζηνλ δχν ηξφπνπο. Ο πξψηνο ηξφπνο είλαη ε 

αλάπηπμε ελφο ελλνηνινγηθνχ ζπζηήκαηνο, φπσο είλαη γηα παξάδεηγκα νη έλλνηεο ηεο 

βξαρχρξνλεο κλήκεο, ηεο καθξφρξνλεο κλήκεο, νη ζηξαηεγηθέο επίιπζεο πξνβιεκάησλ 

θιπ. -  ην νπνίν επέηξεςε ηε κειέηε ησλ θαηλνκέλσλ ηεο κάζεζεο απφ κηα δηαθνξεηηθή 

νπηηθή γσλία. Σν εληππσζηαθφ ζηελ πεξίπησζε απηή είλαη φηη έλλνηεο φπσο ε 

βξαρχρξνλε κλήκε ή ε αλάπηπμε ησλ δηαθφξσλ δεμηνηήησλ  δελ είλαη ζεσξεηηθά 

θαηαζθεπάζκαηα, αιιά ιεηηνπξγίεο νη νπνίεο ζρεηίδνληαη άκεζα κε ζπγθεθξηκέλεο 

πεξηνρέο ηνπ εγθεθάινπ, φπσο θαηαδεηθλχνπλ λεψηεξεο έξεπλεο ηεο λεπξνθπζηνινγίαο 

(π.ρ. ε βξαρχρξνλε κλήκε εδξάδεηαη ζηνλ θξνηαθηαίν ινβφ). Ο δεχηεξνο ηξφπνο κε ηνλ 

νπνίν ε γλσζηηθή ςπρνινγία  έρεη ζπκβάιιεη ζηελ εθπαίδεπζε είλαη φηη έρεη 

δεκηνπξγεζεί κηα βάζε εξεπλεηηθψλ δεδνκέλσλ, ηα νπνία κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ 

γηα ηε βειηίσζε ηεο δηδαζθαιίαο. Ηδηαίηεξα ηελ ηειεπηαία εηθνζαεηία έρεη ζεκεησζεί 

ηφζν κεγάιε πξφνδνο ζε νξηζκέλνπο ηνκείο ηεο, ψζηε λα κπνξνχκε λα κηιάκε γηα  

«γλσζηηθή ηερλνινγία»,  δειαδή, γηα κεζφδνπο θαη πξαθηηθέο, πνπ απνξξένπλ απφ ηα 

ζπκπεξάζκαηα ησλ εξεπλψλ ζηηο γλσζηαθέο επηζηήκεο θαη είλαη άκεζα εθαξκφζηκεο γηα 

ηελ αληηκεηψπηζε πιήζνπο θαζεκεξηλψλ πξνβιεκάησλ.  

 Δηδηθφηεξα ζην ζρεδηαζκφ δηδαθηηθψλ κεζφδσλ, ελα απφ ηα ζεκαληηθφηεξα 

ζπκπεξάζκαηα ηεο γλσζηηθήο ςπρνινγίαο  ππήξμε ε αλάδεημε ηνπ θαζνξηζηηθνχ ξφινπ 

ηεο θαηνρήο απφ κέξνπο ηνπ καζεηή κηαο πινχζηαο θαη θαιά  νξγαλσκέλεο «βάζεο 

δεδνκέλσλ» (νξηζκνί, πξνηάζεηο, ζεσξήκαηα), αλαθνξηθά κε έλα  γλσζηηθφ αληηθείκελν.  

 Μέζα απφ ην εξεπλεηηθφ παξάδεηγκα «έκπεηξσλ-αξράξησλ», ε γλσζηηθή 

ςπρνινγία ζπλέβαιιε ζηελ απνκπζνπνίεζε κηαο αληίιεςεο κε κεγάιε απήρεζε. Ζ 

αληίιεςε απηή είρε λα θάλεη κε ηελ πεπνίζεζε φηη ε πςειή εηδίθεπζε ζε έλα γλσζηηθφ 

πεδίν ζπλδεέηαη κε ηελ θαηνρή θάπνησλ γεληθψλ θαλφλσλ θαη ζηξαηεγηθψλ – φπσο είλαη 

γηα παξάδεηγκα νη ζηξαηεγηθέο πνπ πεξηγξάθνληαη ζην βηβιίν ηνπ Polya (1973)  “How to 

Solve it”   

(π.ρ. αλάιπζε κέζσλ θαη ζθνπψλ, εχξεζε θαη επίιπζε ελφο παξφκνηνπ αιιά 

επθνιφηεξνπ πξνβιήκαηνο, ρξήζε ππνζθνπψλ,  θιπ.) πνπ επηηξέπνπλ ζηνλ εηδηθφ λα 

ιχλεη πξνβιήκαηα γξήγνξα θαη ζσζηά.  Μάιηζηα, αξθεηέο θνξέο,  ε πςειή εηδίθεπζε 

ζπλδένληαλ θαη κε ηελ παξνπζία θάπνηνπ ηδηαίηεξνπ ραξίζκαηνο κε ην νπνίν είλαη 

πξνηθηζκέλνο ν εηδηθφο ζε έλα ηνκέα γλψζεσλ.  Χζηφζν, ηα ζπκπεξάζκαηα ησλ εξεπλψλ, 

απφ, πνιιά γλσζηηθά πεδία, έδεημαλ φηη ε πςειή εηδίθεπζε  βαζίδεηαη ζηελ 

απνζήθεπζε κεγάινπ πιήζνπο θαλόλσλ (λνεηηθώλ ζρεκάησλ)  ζηε κλήκε, κε ηξόπν 

ώζηε λα είλαη  εύθνια αλαθιεηνί  θαη  άκεζα εθαξκόζηκνη.  

 Απηφ ην ζπκπεξαζκα έρεη κηα πνιχ απιή θαη άθξσο νπζηψδε ζπλέπεηα γηα ηελ 

νξγάλσζε ηεο δηδαζθαιίαο.  Αληί ν δηδάζθσλ λα αλαιψζεη ην ρξφλν ηνπ δηδάζθνληαο 

ζηξαηεγηθέο επίιπζεο πξνβιήκαηνο, λα  δψζεη έκθαζε ζηελ νξγαλψζε ηεο χιεο ππφ 

κνξθή θαλφλσλ δίλνληαο ηελ επθαηξία  ζηνπο καζεηέο ηνπ λα εθαξκφζνπλ απηνχο ηνπο 

θαλφλεο ζε απιά πξνβιήκαηα.    

΢ηε ζπλέρεηα είλαη ζθφπηκν λα αλαθεξζνχκε ζε νξηζκέλεο απφ ηηο ζεκαληηθφηεξεο 

έξεπλεο πνπ νδήγεζαλ ζηα ζπκπεξάζκαηα απηά.      
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Ο Ρόινο ηεο Γλώζεο ζηε Λύζε Πξνβιεκάησλ     

 Οη εξγαζίεο νη νπνίεο ζπλέβαιιαλ ζηελ αλαζεψξεζε ηεο θχζεο ηεο εηδίθεπζεο 

μεθίλεζαλ απφ ηηο κειέηεο ηνπ  deGroot (1965) θαη ησλ Chase & Simon (1973). 

 O Α. deGroot κειέηεζε δηαθνξέο κεηαμχ έκπεηξσλ ζθαθηζηψλ (grant-masters) 

θαη αξραξίσλ. ΢πλέθξηλε ηηο λνεηηθέο ιεηηνπξγίεο ησλ grant-masters κε απηέο ησλ 

αξραξίσλ. ΢ε έλα απφ ηα πεηξάκαηά ηνπ δήηεζε απφ έκπεηξνπο θαη αξράξηνπο ζθαθηζηέο 

λα αλαπαξάγνπλ ηηο ζέζεηο ησλ θνκκαηηψλ (20 πεξίπνπ)  πνπ είραλ παξαηεξήζεη 

λσξίηεξα ζε κηα ζθαθηέξα γηα ιηγφηεξν απφ δέθα δεπηεξφιεπηα. Οη ζέζεηο ησλ 

θνκκαηηψλ ζηε ζθαθηέξα δελ ήζαλ ηπραίεο, αιιά  «λφκηκεο», δειαδή  πξνέξρνληαλ απφ 

ηελ ελδηάκεζε θάζε κηαο ζθαθηζηηθήο παξηίδαο. ΋πσο δηαπίζησζε ν deGroot, νη grant-

masters θαηάθεξαλ λα ηνπνζεηήζνπλ  ηα θνκκάηηα ζηηο ζσζηέο ζέζεηο πάλσ ζηε 

ζθαθηέξα. Αληίζεηα, νη αξράξηνη θαηάθεξαλ κε κεγάιε δπζθνιία λα αλαπαξάγνπλ ηηο 

ζέζεηο 4-5 κεκνλνκέλσλ θνκκαηηψλ. ΢ην ζεκείν απηφ είλαη θπζηθφ λα ζθεθηεί θαλείο φηη 

νη grant-masters φθεηιαλ ηελ  ππεξνρή ηνπο ζε θάπνηα ηδηαίηεξε αληηιεπηηθή ηθαλφηεηα 

ζηελ νπνία πζηεξνχζαλ νη αξράξηνη. Χζηφζν, έλα απφ ηα επφκελα πεηξάκαηα αλαηξέπεη 

κηα ηέηνηα ππφζεζε. Έηζη φηαλ ηα ίδηα άηνκα θιήζεθαλ λα αλαπαξάγνπλ ηηο ζέζεηο 20 

πεξίπνπ θνκκαηηψλ ηα νπνία ήζαλ ζε ηπραίεο ζέζεηο νη grant-masters θαη νη αξραξηνη ηα 

πήγαλ ην ίδην άζρεκα.  

 Μειεηψληαο ηα πεηξάκαηα ηνπ deGroot νη Chase & Simon (1973) θαηέιεμαλ ζην 

ζπκπέξαζκα φηη νη έκπεηξνη ζθαθηζηέο δελ αλαθαινχζαλ κεκνλσκέλα θνκκαηηα ζηε 

ζθαθηέξα, αιιά ζθαθηζηηθνχο ζρεκαηηζκνχο πνπ αληηζηνηρνχζαλ ζε ακπληηθνχο θαη 

επηζεηηθνχο ζπλδπαζκνχο, ζχκθσλνπο κε ηηο ζθαθηζηηθέο ηερληθέο. Με βάζε απηέο ηηο 

παξαηεξήζεηο νη εξεπλεηέο απηνί θαηέιεμαλ ζην ζπκπέξαζκα φηη νη grant-masters 

απνζεθεχνπλ πιεξνθνξίεο ζηε κλήκε ζε παθέηα (chunks)  πνπ αληηζηνηρνχλ ζε 

ζηεξεφηππνπο ζθαθηζηηθνχο ζπλδπαζκνχο. 

 Μηα άιιε δηαπίζησζε ηνπ deGroot ήηαλ φηη νη έκπεηξνη ζθαθηζηέο δελ δηέθεξαλ 

απφ ηνπο αξράξηνπο σο πξνο ην βάζνο ηεο αλαδήηεζεο γηα ηελ θαιχηεξε θίλεζε. Έηζη, ε 

ππεξνρή ησλ έκπεηξσλ δελ έρεη λα θάλεη κε θάπνηα ηδηαίηεξε νμχλνηα ή αλαιπηηθή 

ηθαλφηεηα ηνπ λνπ ηνπο.   Καη νη δχν νκάδεο αλαδεηνχζαλ ηελ θαιχηεξε θίλεζε ζε βάζνο 

2 ή 3 θηλήζεσλ. Σν ζηνηρείν φκσο ζην νπνίν δηέθεξαλ νη έκπεηξνη ζθαθηζηέο απφ ηνπο 

αξράξηνπο, ήηαλ ε ηθαλφηεηα ησλ πξψησλ λα εζηηάδνπλ ηε πξνζνρή ηνπο, απφ ηελ πξψηε 

ζηηγκή, ζηηο θαιχηεξεο πηζαλέο θηλήζεηο.  

 Οξηζκέλα απφ ηα πεηξάκαηα ηνπ deGroot επαλαιήθζεθαλ απφ ηελ M. Chi (1978). 

Σν εληππσζηαθφ ζηνηρείν κε ηα πεηξάκαηα ηεο Chi ήηαλ φηη  σο «εηδηθνί» 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ  παηδηά απφ έλα ζθαθηζηηθφ φκηιν κε κέζν φξν ειηθίαο 10.5, ελψ νη 

αξράξηνη ήζαλ κεηαπηπρηαθνί θνηηεηέο θαη εξεπλεηέο  απφ έλα εθπαηδεπηηθφ   εξεπλεηηθφ 

θέληξν. Με ηα πεηξάκαηα απηά, ε Μ. Chi  είρε σο ζηφρν ηεο  λα θαηαδείμεη φηη ε εκπεηξία 

ζε άιινπο ηνκείο γλψζεηο, θαζψο θαη θάπνηεο γεληθέο ζηξαηεγηθέο κάζεζεο πνπ απνθηά 

θαλείο κε ηελ πάξνδν ησλ ρξφλσλ,  δελ κπνξνχλ  λα αλαπιεξψζνπλ ηελ έιιεηςε γλψζεο 

ζε έλα ζπγθεθξηκέλν ηνκέα.  Σα ζπκπεξάζκαηα ηεο έξεπλαο ήηαλ ζαθή, φζνλ αθνξά 

ζηελ ππεξνρή ηεο γλψζεο.  Σα παηδηά μεπέξαζαλ ζε επίδνζε ηνπο αξραξίνπο. Σα 

επξήκαηα απηά  θαηαδεηθλύνπλ, κε ζαθή ηξόπν όηη ε πςειή επίδνζε, ζε έλα 

γλσζηηθό πεδίν νθείιεηαη ζε κηα θαια νξγαλσκέλε γλώζε ηνπ πεξηερνκέλνπ θαη όρη 

ζηελ θαηνρή θάπνησλ γεληθώλ ζηξαηεγηθώλ.           
 Σα ζπκπεξάζκαηα απφ ηηο έξεπλεο ζην πεδίν ησλ έκπεηξσλ-αξράξησλ ζην ζθάθη 

είλαη άθξσοζπλεπή κε ηα ζπκπεξάζκαηα εξεπλψλ πνπ δηεμήρζεζαλ ζε άιια γλσζηηθά 

πεδία  (Sweller & Cooper, 1985) . Έλα κεγάιν πιήζνο εξεπλψλ ζηε δηδαθηηθή ησλ 

καζεκαηηθψλ  (π.ρ. Schoenfeld & Herrmann, 1982,  Sweller & Cooper, 1985, Sweller, 

1989  θ.ά.), αιιά θαη ζε άιια δηαθνξεηηθά γλσζηηθά πεδία ήιζε λα εληζρχζεη θαη λα 

ζπκπιεξψζεη ηα ζπκπεξάζκαηα ηνπ deGroot.     

 Ο Ρόινο ηεο Βξαρύρξνλεο Μλήκεο ΢ηε Μάζεζε 
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 Έξεπλεο νη νπνίεο έρνπλ πξαγκαηνπνηεζεί ζην πιαίζην ηεο γλσζηηθήο ςπρνινγίαο 

έρνπλ δείμεη φηη, πξνθεηκέλνπ νη πιεξνθνξίεο λα γίλνπλ γλψζε,  πξέπεη λα πξνεγεζεί ε 

επεμεξγαζία ηνπο ζηελ βξαρχρξνλε κλήκε. Πξαθηηθά, κπνξεί θαλείο λα ζεσξήζεη ηε 

βξαρχρξνλε κλήκε σο ηελ ηθαλφηεηα ηνπ αλζξψπνπ λα  δηαηεξεί ελεξγέο, γηα ζχληνκν 

ρξνληθφ δηάζηεκα,  έλαλ αξηζκφ πιεξνθνξηψλ. Οη έξεπλεο ζπγθιίλνπλ ζηελ άπνςε φηη ν 

αξηζκφο ησλ πιεξνθνξηψλ ηηο νπνίεο κπνξεί λα επεμεξγαζηεί  ε βξαρχρξνλε κλήκε κηα 

δεδνκέλε ζηηγκή είλαη απφ 4 έσο 7 «κνλάδεο πιεξνθνξίαο».  

 Ο ξφινο ηεο βξαρχρξνλε κλήκεο ζηε δηαδηθαζία ηεο κάζεζεο είλαη 

θαζνξηζηηθφο. Οη πιεξνθνξίεο εηζέξρνληαη ζηε κλήκε απηή, φπνπ θαη επεμεξγάδνληαη 

(π.ρ. δεκηνπξγνχληαη λνεκαηηθέο ζπλδέζεηο κεηαμχ ησλ δηαθφξσλ ηκήκαησλ ηεο 

εηζεξρφκελεο πιεξνθνξίαο) θαη ζηε ζπλέρεηα εληππψλνληαη ζηελ καθξφρξνλε κλήκε. ΢ε 

αληίζεζε κε ηελ βξαρχρξνλε κλήκε ε «ρσξεηηθφηεηα» ηεο καθξφρξνλεο κλήκεο είλαη 

ζεσξεηηθά άπεηξε. 

  Ζ πνηφηεηα ηεο επεμεξγαζίαο ησλ πιεξνθνξηψλ ζηε βξαρχρξνλε κλήκε 

ζπλδέεηαη άκεζα κε ηελ ηθαλφηεηα αλάθιεζεο ηεο πιεξνθνξίαο, φζν βαζχηεξε ε 

επεμεξγαζία,  ηφζν πην εχθνιε είλαη ε αλάθηεζε ηεο ζπγθεθξηκέλεο γλψζεο.   

 Έλαο εγγελήο πεξηνξηζκφο ζηελ απφθηεζε γλψζεσλ πξνέξρεηαη απφ ηελ 

πεξηνξηζκέλε  ηθαλφηεηα ηεο βξαρχρξνλεο κλήκεο λα  επεμεξγαζηεί κεγάιν πιήζνο 

πιεξνθνξηψλ. ΢ηελ πεξηνξηζκέλε «ρσξεηηθφηεηα» ηεο βξαρχρξνλεο κλήκεο νθείιεηαη ελ 

κέξεη ε αδπλακία ησλ θιαζηθψλ ζηξαηεγηθψλ επίιπζεο πξνβιεκάησλ (goal directed 

methods), φπσο είλαη ε αλάιπζε κέζσλ θαη ζθνπψλ, λα  ζπλεηζθέξνπλ  ζηε κάζεζε θαη 

θαη‟ επέθηαζε ζηελ  απφθηεζε εηδίθεπζεο. Ζ αλάιπζε κέζσλ θαη ζθνπψλ βαζίδεηαη ζηε 

ρξήζε ελδηάκεζσλ ζηφρσλ  (ππνζθνπψλ) πνπ επηηξέπνπλ ζηνλ ιχηε λα «γεθπξψζεη» 

ζηαδηαθά ηελ απφζηαζε ηνπ απφ ην δεηνχκελν. Ζ ζηξαηεγηθή απηή, ελψ είλαη  κηα πνιχ 

απνηειεζκαηηθή κέζνδνο ιχζεο πξνβιεκάησλ, ζπληζηά κηα πνιχ αξγή κέζνδν κάζεζεο, 

φπσο έρνπλ δείμεη ζρεηηθέο  έξεπλεο ( Sweller & Cooper, 1985, Sweller, 1989). Απηφ 

ζπκβαίλεη γηαηί ε βξαρχρξνλε κλήκε «κπινθάξεηαη» κε ζηνηρεία πνπ αθνξνχλ ζηελ 

επίηεπμε ηνπ ζηφρνπ θαη ησλ ελδηάκεζσλ ππνζθνπψλ ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ πξνβιήκαηνο, 

θαη φρη κε ζηνηρεία ηα  νπνία αθνξνχλ ηε δνκή ηεο χιεο, ηεο νπνίαο ε κάζεζε 

επηδηψθεηαη κε ην ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα.  ΋πσο επηζεκαίλεη ν Cooper (1998) ν 

ρξήζηεο ηεο αλάιπζεο κέζσλ θαη ζθνπψλ κπνξεί λα ιχζεη πνιιά πξνβιήκαηα, αιιά 

ζηελ πξαγκαηηθφηεηα λα απνθνκίζεη ειάρηζηεο γλψζεηο γηα ηελ χιε ζηελ νπνία 

αλαθέξνληαη ηα πξνβιήκαηα απηά. 
 

 ΗΗΗ. ΢ρεδηάδνληαο Γηδαθηηθά Δξγαιεία κε Βάζε ηε Γλσζηηθή Φπρνινγία  

 

 Ννεηηθά ΢ρήκαηα 

 

 Οη έξεπλεο ζηε γλσζηηθή ςπρνινγία έδεημαλ φηη ε  αλάπηπμε εηδίθεπζεο ζε έλα 

ηνκέα γλψζεσλ βαζίδεηαη ζε δχν ζηνηρεία: (α) ζηελ απφθηεζε θαη θαηνρή «λνεηηθψλ  

ζρεκάησλ» θαη (β) ζηελ απηνκαηνπνίεζε ησλ δηαδηθαζηψλ ή ησλ θαλφλσλ πνπ θαηέρεη 

θάπνηνο. Έηζη, αθνχ ε εηδίθεπζε βαζίδεηαη ζε κηα πινχζηα «βάζε δεδνκέλσλ» πνπ 

απνηειείηαη απφ   λνεηηθά «ζρήκαηα» είλαη ζθφπηκν, πξηλ πξνρσξήζνπκε, λα εμεηάζνπκε 

ηελ έλλνηα ηνπ λνεηηθνχ «ζρήκαηνο».  

 Σα (λνεηηθά) «ζρήκαηα» είλαη δνκέο γλψζεο ηηο νπνίεο αλαθαινχκε πξνθεηκέλνπ 

λα αληηκεησπίζνπκε κηα θαηάζηαζε ή έλα πξφβιεκα. Σα «ζρήκαηα»   πεξηέρνπλ 

«ζπξίδεο» (ζέζεηο κεηαβιεηψλ) νη νπνίεο ζπκπιεξψλνληαη απφ ηα δεδνκέλα ηνπ 

πξνβιήκαηνο ή ηεο θαηάζηαζεηο πνπ αληηκεησπίδνπκε. Σν πφζν πινχζην ζε πιεξνθνξίεο 

είλαη έλα «ζρήκα» είλαη ζε άκεζε ζπλάξηεζε κε ην επίπεδν εκπεηξίαο θαη εηδίθεπζεο ηνπ 

αηφκνπ πνπ θαηέρεη ην «ζρήκα απηφ». ΋ζν πην έκπεηξν είλαη έλα άηνκν ζε έλα ηνκέα 
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γλψζεο, ηφζν πην πινχζην είλαη έλα ζρεηηθφ «ζρήκα» ζε απνζεθεπκέλεο πιεξνθνξίεο. 

Σν «ζρήκα» πεξηέρεη γεληθέο γλψζεηο, ρξήζηκεο γηα ηελ αλαγλψξηζε ησλ θαηαζηάζεσλ 

φπνπ απηφ κπνξεί λα εχξεη εθαξκνγή, αιιά θαη    γλψζεηο πνπ ηνπ επηηξέπνπλ λα εθηειεί 

δηαδηθαζίεο (γλψζεηο  „know-how‟).  ΢ηνλ Πίλαθα 3 εκθαλίδεηαη έλα  λνεηηθφ «ζρήκα» 

αλαθνξηθά κε ην ζεψξεκα Rolle.   

Πίλαθαο 3 

Παξάδεηγκα Γνκήο ΢ρήκαηνο Αλαθνξηθά κε ην Θεώξεκα Rolle : Έλα Δπηκέξνπο 

Σκήκα   

Σν εξψηεκα πνπ ηίζεηαη ζην ζεκείν απηφ είλαη: «Δάλ ε εηδίθεπζε βαζίδεηαη ζηελ θαηνρή 

θαηάιιεισλ ΄λνεηηθψλ ζρεκάησλ‟, πσο  απνθηψληαη ηα ΄ζρήκαηα‟  απηά θαη πσο 

επηηπγράλεηαη, κε απνδνηηθφ ηξφπν, ε απηνκαηνπνίεζε ησλ θαλφλσλ θαη ησλ 

δηαδηθαζηψλ;».  

 Πξνο ηελ θαηεχζπλζε απηή θαη ηδηαίηεξα ηελ ηειεπηαία δεθαεηία, έρεη αλαπηπρζεί 

απφ θάπνηνπο εξεπλεηέο (Cooper & Sweller, 1985; Zhu & Simon, 1987; Sweller, 1989; θ. 

ά.) έλαο αξηζκφο απφ δηδαθηηθά κέζα . Σα θπξηψηεξα απφ απηά ηα δηδαθηηθά κέζα είλαη: 

(α) ηα επεμεξγαζκέλα παξαδείγκαηα (worked examples) (β) Ζ ζπκπιήξσζε ιχζεο 

πξνβιήκαηνο (problem completion)θαη (γ) ηα πξνβιήκαηα κεησκέλνπ ζθνπνχ (reduced 

goal specificity problems). ΢ηε ζπλέρεηα ζα αλαθεξζνχκε ζηα επεμεξγαζκέλα 

παξαδείγκαηα θαη ζηα πξνβιήκαηα κεησκέλνπ ζθνπνχ, κε ηε βνήζεηα παξαδεηγκάησλ. 

 

Δπεμεξγαζκέλα Παξαδείγκαηα θαη Πξνβιήκαηα Μεησκέλνπ ΢θνπνύ  

 

 Σα επεμεξγαζκέλα παξαδείγκαηα δελ είλαη θάηη θαηλνχξγην ζηε δηδαζθαιία ησλ 

καζεκαηηθψλ. Απφ πνιχ παιαηφηεξα (π.ρ. John Dewey) έρνπλ ζπλδεζεί κε ηε κάζεζε 

κέζσ ηεο δξαζηεξηνπνίεζεο ηνπ καζεηή (learning-by-doing ). Χζηφζν, κφλν πξφζθαηα 

εμεηάζηεθαλ νη πξνυπνζέζεηο ππφ ηηο νπνίεο ε δηδαζθαιία κε ηε βνήζεηα 

επεμεξγαζκέλσλ παξαδεηγκάησλ κπνξεί λα θαηαζηεί ηδηαίηεξα απνδνηηθή. Σα  

παξαδείγκαηα απηά πξέπεη λα είλαη πνιχ «ιηηά» σο πξνο ηα βήκαηα πνπ απαηηνχληαη γηα 

ηε ιχζε ηνπο, δειαδή λα είλαη φζν ην δπλαηφλ πην ζχληνκα πεξηιακβάλνληαο κφλν ηα 

Θ. Rolle 

-f  ζπλερήο ζην [α, β] 

-παξαγ. ζην (α,β) 

-f(α)=f(β), ηφηε 

0)(:),(   f΄  

 

 

 

 

- 

Δμίζσζε f(x)=0 (1) 

κε  «Μηα ην πνιύ 

ξίδα»: 

-Έζησ φηη ε (1) έρεη 

ηνπι. δχν ξίδεο  

-Ζ εθαξκνγή Θ. 

Rolle πνπ νδεγεί ζε 

άηνπν 

H εμίζσζε f(x)=0 έρεη 

κηα ηνπιαx. ξίδα: 

«Θεσξνχκε ηε ζπλαξη. 

F, η. ψ  F΄(x)=f(x). 

Δμαζθαιίδνπκε δχν 

ξίδεο γηα ηελ F θαη κε  

Θ. Rolle γηα ηελ F ζην 

δηάζηεκα ησλ ξηδψλ, 

πξνθχπηεη  κηα ηνπιάρ. 

Ρίδα γηα ηελ 

F΄(x)=f(x)=0 

Ζ εμίζσζε f(x)=0 κε κηα αθξηβώο ξίδα 

ζε δηάζηεκα Γ. 

Δμαζθαιίδνπκε κηα ξίδα ηεο (1) θαη κε 

απαγσγή ζε άηνπν ρξεζηκνπνηψληαο ην 

Θ. Rolle δείρλνπκε φηη δελ έρεη άιιεο 

ζην Γ αθνχ ε f΄ φθεηιε λαρεη κηα 

ηνπιαρ. ξίδα ζην Γ   

΢πλζήθε κεηαμχ ηεο  f , ηεο  f΄ θαη κηαο άιιεο 

ζπλάξηεζεο ζε έλα ζεκείν μ ζε δηάζηεκα (α, β) 

φηαλ δίλεηαη κηα ζπλζήθε γηα ηηο ηηκέο ηεο f ζηα 

άθξα, α, β. 

Υξεζηκνπνηνχκε Θ. Rolle γηα θαηάιιειε 

ζπλάξηεζε h…. 
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απνιχησο απαξαίηεηα ινγηθά βήκαηα, ρσξίο πιενλαζκνχο.  Έηζη, αλ επεμεγεζεί ζηνπο 

καζεηέο έλα παξάδεηγκα θαη ζηε ζπλέρεηα ηνπο δεηεζεί λα ιχζνπλ  ίδηνπ ηχπνπ 

πξνβιήκαηα, ηφηε νη καζεηέο απνθηνχλ ηελ ηθαλφηεηα:  

 (α) λα αλαγλσξίδνπλ σο ηδηαίηεξε θαηεγνξία (λνεηηθφ «ζρήκα») ηνλ ηχπν ησλ 

ζπγθεθξηκέλσλ  πξνβιεκάησλ  

 (β) λα αλαθαινχλ εχθνια θαη γξήγνξα ηα βήκαηα πνπ απαηηνχληαη γηα ηε 

 ιχζε θαη 

 (γ) λα εθηεινχλ ηα βήκαηα απηά ρσξίο ιάζε. 

 

 ΢ηνλ Πίλαθα 4 παξνπζηάδεη έλα επεμεξγαζκέλν παξάδεηγκα θαζψο θαη ελα  

πξφβιεκα πξνο ιχζε ην νπνίν είλαη φκνην κε ην ιπκέλν παξάδεηγκα. Οη ζέζεηο φπνπ 

βξίζθνληαη νη αγθχιεο, ζην ιπκέλν παξάδεηγκα, αληηπξνζσπεχνπλ ηηο «ζπξίδεο» 

(κεηαβιεηέο) φπνπ κπνξνχλ λα ηνπνζεηεζνχλ ηα αληίζηνηρα δεδνκέλα ηνπ άιπηνπ  

πξνβιήκαηνο.   

 

Πίλαθαο 4 

Δπεμεξγαζκέλα Παξαδείγκαηα 

 

Λπκέλν Παξάδεηγκα. Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε   [ Rxx   ,032 23
] (1)    

έρεη ην πνιύ κηά ξίδα ζην δηάζηεκα   [  (0, 1)  ] . 

Λύζε  

Αο ππνζέζνπκε  όηη ε (1) έρεη δύν ηνπιάρηζηνλ  ξίδεο ζην [ (0, 1) ], έζησ 21    δύν ξίδεο 

ηεο (1) ζην δηάζηεκα [(0, 1)]. 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε  [ Rxxxf  ,32)( 23
 ].  

Γηα ηε ζπλάξηεζε f  ηζρύνπλ νη πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο Rolle ζην 

δηάζηεκα  ,, 21  , αθνύ ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα απηό κε 

[ xxxf΄ 66)( 2  ]  θαη 0)()( 21   ff . 

Από ην ζεώξεκα ηνπ Rolle  ζην δηάζηεκα  2,1
 ,  ππάξρεη [ ),( 21   )1,0( ] 

ηέηνην ώζηε 0)( f΄ . Απηό όκσο είλαη άηνπν δηόηη ε 0)( xf΄  δελ έρεη ξίδα ζην 

),( 21   , άξα θαη ζην  [ )1,0( ],   αθνύ 

[ 100)1(60)(  xήxxxxf΄ ].  

 

 Παξάδεηγκα πξνο Λύζε:  Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε   [ Rxx   ,03 23
] 

(1)    έρεη ην πνιύ κηά ξίδα ζην δηάζηεκα   [  (0, 2)  ] . 
 

Έλα ελαιιαθηηθφ δηδαθηηθφ κέζν γηα ηελ αλάπηπμε εηδίθεπζεο ζηα καζεκαηηθά 

απνηεινχλ ηα πξνβιήκαηα «κεησκέλνπ ζθνπνχ» (reduced goal specificity problems). 

΢ηνλ Πίλαθα54 εκθαλίδνληαη δχν πξνβιήκαηα.  
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Πίλαθαο 5 

Πξνβιήκαηα Μεησκέλνπ ΢θνπνύ 

Πξόβιεκα 1  

 Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε (ΑΒ=ΑΓ) θαη 

έζησ όηη γσλία Α=θ.  Να εθθάζεηε ηε γσλία Β 

ζπλαξηήζεη ηεο θ. 

                                                                      Πξόβιεκα 2 

Γίλεηαη νμπγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ κε Β=2Γ.  Φέξλνπκε ην 

ύςνο ηνπ  ΑΓ θαη ζηελ πξνέθηαζε  ηεο ΑΒ παίξλνπκε 

ηκήκα   ΔΒ=BΓ. Η πξνέθηαζε ηεο  ΔΓ ηέκλεη ηελ ΑΓ ζην 

Μ.  Αλ Γ=θ, ηόηε: 

(α) Να εθθξάζεηε όζεο πην πνιιέο  γσλίεο κπνξείηε 

ζπλαξηήζεη ηεο θ.      

(β) Να βξείηε όζν πην πνιιά  ηζνζθειή  ηξίγσλα κπνξείηε. 

 

 

 

 Σα ζπκπεξάζκαηα ησλ εξεπλψλ (π.ρ. Sweller & Cooper 1985; Zhu & Simon, 

1987; θ.ά) ζηεξίδνπλ ηελ άπνςε φηη ε εηδίθεπζε κπνξεί λα αλαπηπρζεί κε ηε βνήζεηα ησλ 

επεμεξγαζκέλσλ παξαδεηγκάησλ, ησλ πξνβιεκάησλ κεησκέλνπ ζθνπνχ θαη ησλ 

πξνβιεκάησλ ζπκπιήξσζεο, γξήγνξα θαη απνδνηηθά. Ηδηαίηεξα ηα απνηειέζκαηα απφ 

ηελ έξεπλα ησλ Zhu & Simon  (1987) ππήξμαλ εληππσζηαθά, αθνχ ε χιε ηξηψλ εηψλ ζην 

θηλέδηθν αλαιπηηθφ πξφγξακκα γηα ηηο ηάμεηο 5-7 θαιχθζεθε, κε ηε βνήζεηα ησλ 

επεμεξγαζκέλσλ παξαδεηγκάησλ, ζε δηάζηεκα δχν εηψλ. Καη απηφ,  ρσξίο ε επίδνζε ησλ 

καζεηψλ πνπ δηδάρζεθαλ ηελ χιε κε ηε βνήζεηα ησλ επεμεξγαζκέλσλ παξαδεηγκάησλ λα 

ππνιείπεηαη ησλ καζεηψλ πνπ θάιπςαλ ηελ χιε ζε δηάζηεκα ηξηψλ εηψλ. Μάιηζηα, ν 

κέζνο φξνο ηεο επίδνζεο ησλ καζεηψλ ηεο πεηξακαηηθήο νκάδαο (δηδαζθαιία κεζσ ησλ 

επεμεξγαζκέλσλ παξαδεηγκάησλ) ήηαλ ιίγν κεγαιχηεξνο απφ ηνλ αληίζηνηρν κέζν φξν 

ηεο νκάδαο ειέγρνπ (θάιπςε ηεο χιεο κε ηνλ παξνδνζηαθφ ηξφπν). 

 Απφ φια φζα έρνπλ εθηεζεί ζηα πξνεγνχκελα, ίζσο, δεκηνπξγεζεί ε αίζζεζε φηη 

ν ξφινο ηνπ δαζθάινπ πεξηζσξηνπνηείηαη κε ηηο κεζφδνπο απηέο. ΋κσο, απηή ε αίζζεζε 

είλαη πέξα γηα πέξα εζθαικέλε, αθνχ έλα πνιχ ζεκαληηθφ κέξνο ηεο δηδαζθαιίαο γηα ηελ 

απφθηεζε ησλ λνεηηθψλ «ζρεκάησλ» δελ έρεη ζπδεηεζεί ζηελ πξνθεηκέλε εξγαζία. Απηφ 

ην θνκκάηη ηεο δηδαζθαιίαο ην νπνίν αθνξά ζηε γλψζε ηε ζρεηηθή κε ην πφηε έλα ζρήκα 

πξέπεη λα εθαξκνζζεί, απαηηεί επξεκαηηθφηεηα θαη δεκηνπξγηθφηεηα απφ κέξνπο ηνπ 

δαζθάινπ. Ο νπνίνο, αλεμάξηεηα απφ ην ηη κέξνο ηεο χιεο δηδάζθεηαη,  πξέπεη λά είλαη 

πάληα παξψλ λα εμεγεί, λα ιχλεη απνξίεο θαη λα παξαθηλεί, ζπληειψληαο, κε ηνπο 

καζεηέο ηνπ, ζηε δεκηνπξγία ελφο θιίκαηνο  επηθνηλσλίαο  βαζεηά αλζξψπηλεο θαη 

δεκηνπξγηθήο.      
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Ζ ΢πλεηζθνξά ησλ Φαθέισλ Δξγαζηώλ (Portfolios) θαη ησλ e–portfolios 

ζηε Γηδαζθαιία Μαζεκαηηθώλ Δλλνηώλ ζην Λύθεην
32

 

 

Γνπθάθεο Γ. ΢πχξνο 

Τπνςήθηνο Γηδάθηνξαο – Π.Σ.Γ.Δ. Παλεπηζηήκην Αηγαίνπ  

Δθπαηδεπηηθφο – Ακεξηθαληθφ Κνιιέγην Διιάδνο – Pierce College 

sdoukakis@acgmail.gr 

Πεπίλητη 

΢ηελ εηζήγεζε απηή, αξρηθά παξνπζηάδνληαη νη πεξηνξηζκνί ησλ παξαδνζηαθψλ 

κεζφδσλ δηδαζθαιίαο. ΢ηε ζπλέρεηα, αλαιχεηαη θαη πεξηγξάθεηαη ε ρξήζε ηνπ 

portfolio ηνπ/ηεο καζεηή/ηξηαο θαηά ηε δηδαζθαιία, ηελ αμηνιφγεζε θαη ηε κάζεζή 

ηνπ/ηεο. Δπίζεο, παξνπζηάδεηαη ην e–portfolio, ην νπνίν κπνξεί λα ζπλεηζθέξεη ζηε 

ρξήζε ησλ Σερλνινγηψλ ηεο Πιεξνθνξίαο θαη ηεο Δπηθνηλσλίαο. Σέινο, 

αλαπηχζζεηαη ε δνκή πνπ κπνξεί λα έρεη ην portfolio καζεηή/ηξηαο ηνπ Λπθείνπ, θαη 

δίλνληαη παξαδείγκαηα εξγαζηψλ γηα λα θαλεί φηη κπνξεί λα ελζσκαησζεί θαη ζηελ 

ειιεληθή εθπαηδεπηηθή πξαθηηθή. 

 

1. Διζαγυγή 

Πξφζθαηεο έξεπλεο ζηε γλσζηαθή επηζηήκε θαη ζηε κάζεζε έρνπλ δείμεη φηη 

ηέζζεξηο παξάγνληεο απνηεινχλ ηα ζπζηαηηθά γηα ηελ αλάπηπμε απνηειεζκαηηθψλ 

πεξηβαιιφλησλ κάζεζεο. Απηά είλαη ε θνηλσλία, ν καζεηήο, ε γλψζε θαη ε 

αμηνιφγεζε (National Research Council [NRC], 2001, Βνζληάδνπ ΢., 2001, Black P. 

& Wiliam D., 2002). Σα ηέζζεξα απηά ζπζηαηηθά φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα,  

κπνξεί λα επηθαιχπηνπλ ην έλα ην άιιν θαη ακνηβαία λα δίλνπλ πιεξνθνξίεο ην 

έλα ζην άιιν. 

 

 

 

 

 

 

Δηθόλα 1. Απνηειεζκαηηθφ Πεξηβάιινλ Μάζεζεο (NRC, 2001) 

 

Απφ ηελ άιιε, ε επνρή καο, ραξαθηεξίδεηαη, κεηαμχ άιισλ, απφ ην κεγάιν φγθν 

πιεξνθνξηψλ θαη ηε ρξήζε ειεθηξνληθψλ κέζσλ. Οη εθπαηδεπηηθνί κε ηνλ 

πινπξαιηζκφ ησλ δηδαθηηθψλ θαη καζεζηαθψλ πξαθηηθψλ δελ κπνξνχλ λα θάλνπλ 

παξά κφλν εηζαγσγή ζηνπο καζεηέο θαη καζήηξηεο ζε επηζηεκνληθά πεδία γλψζεο θαη 

εκπεηξίαο. Σα ειεθηξνληθά κέζα (πνιπκέζα, ηνπηθά δίθηπα, ζπζηήκαηα επηθνηλσλίαο, 

                                                
Ζ εξγαζία πνπ αλαπηχζζεηαη ζε απηή ηε δεκνζίεπζε έρεη εθπνλεζεί ζε ζπλεξγαζία κε ηελ Δπίθνπξε 

Καζεγήηξηα ηνπ Παηδαγσγηθνχ Σκήκαηνο Γεκνηηθήο Δθπαίδεπζεο ηνπ Παλεπηζηεκίνπ Αηγαίνπ θ. 

Υηνλίδνπ–Μνζθνθφγινπ Μαξία θαη ηκήκα ηεο έρεη παξνπζηαζζεί ζην 21ν Παλειιήλην ΢πλέδξην 

Μαζεκαηηθήο Παηδείαο, πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε απφ ηηο 19 – 21/11/2004 ζηα Σξίθαια. 

Κνηλσλ

ία 
Μαζεηήο Γλώζε 

Αμηνιόγεζε 
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δηαδίθηπν, βάζεηο δεδνκέλσλ, έμππλα ζπζηήκαηα εθπαίδεπζεο κέζσ δηαδηθηχνπ) 

νδεγνχλ εχινγα ζηελ αλάπηπμε λέσλ ζηξαηεγηθψλ δηδαζθαιίαο θαη κάζεζεο 

(Birenbaum, 1996, Υηνλίδνπ–Μνζθνθφγινπ, 2000). ΢ηελ εηζήγεζε απηή ζα δνχκε ζε 

αδξέο γξακκέο ηηο αιιαγέο πνπ έρνπλ επέιζεη ζε παγθφζκην επίπεδν ζην ρψξν ηεο 

καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο θαη πσο απηέο έρνπλ επεξεάζεη ηνλ ηξφπν δηδαζθαιίαο. 

Δπηπιένλ, ζα εζηηαζηνχκε ζην portfolio ησλ καζεηψλ/ηξηψλ ην νπνίν κπνξεί λα 

ζπλεηζθέξεη ζηε δηδαζθαιία θαη ηε κάζεζε. 

 

2. Οι ζηόσοι ηηρ μαθημαηικήρ εκπαίδεςζηρ 
Πνιινί εθπαηδεπηηθνί θνξείο, φπσο ην National Council of Teachers of 

Mathematics 2000 (Curriculum and Evaluation Standards for School Mathematics) 

ζηελ Ακεξηθή, Mathematics Counts (Cockroft, 1982) ζηελ Αγγιία θαη A National 

Statement on Mathematics for Australian Schools (Australian Education Council, 

1990), αιιά θαη πνιινί εξεπλεηέο έρνπλ αλαθεξζεί ζηηο ηθαλφηεηεο πνπ πξέπεη λα 

απνθηά θάζε καζεηήο φρη κφλν θαηά ηελ νινθιήξσζε ηεο εθπαίδεπζήο ηνπ αιιά θαη 

θαηά ηελ αμηνιφγεζή ηνπ, φπσο γηα παξάδεηγκα: 

 γλσζηηθέο ηθαλφηεηεο επίιπζεο πξνβιεκάησλ, θξηηηθήο ζθέςεο, δηαηχπσζεο 

εξσηήζεσλ, εχξεζεο πιεξνθνξηψλ, θξηηηθήο, παξαηήξεζεο, απνηειεζκαηηθήο 

ρξήζεο πιεξνθνξηψλ, έξεπλαο, θαηαζθεπήο, επηλφεζεο, αλάιπζεο θαη 

παξνπζίαζεο δεδνκέλσλ, επηθνηλσλίαο, πξνθνξηθήο θαη γξαπηήο έθθξαζεο. 

 κεηα-γλσζηηθέο ηθαλφηεηεο απην-αλαζηνραζκνχ θαη απην-αμηνιφγεζεο. 

 θνηλσληθέο ηθαλφηεηεο θαζνδήγεζεο ζπδήηεζεο θαη δηαιφγνπ, πεηζνχο, 

ζπλεξγαζίαο, εξγαζίαο ζε νκάδεο θαη 

 ζπλαηζζεκαηηθή δηάζεζε ψζηε λα εκκέλεη ν καζεηήο ζην ζηφρν πνπ έρεη ζέζεη, λα 

έρεη θίλεηξα, ππεπζπλφηεηα, πξνζαξκνζηηθφηεηα θαη λα κπνξεί λα ρεηξίδεηαη 

θαηαζηάζεηο απνγνήηεπζεο (Birenbaum, 1996). 

 

2.1. Η Γαζκαλο-κενηπική πποζέγγιζη διδαζκαλίαρ 
΢ην δαζθαιν-θεληξηθφ κνληέιν ε δηδαζθαιία θαη ε κάζεζε απνηεινχλ μερσξηζηέο 

δηαδηθαζίεο, κε ηνλ εθπαηδεπηηθφ λα ζεσξεί ηνπο καζεηέο/ηξηεο παζεηηθνχο ιήπηεο 

ηεο γλψζεο (Segers, Dochy, & De Corte, 1999, Dochy & McDowell, 1997). Ζ 

απνκλεκφλεπζε ηνπ πεξηερνκέλνπ ηνπ καζήκαηνο πνπ δηδάζθεηαη απνηειεί ηνλ θχξην 

ζηφρν ηεο δηδαζθαιίαο, ελψ ε θξηηηθή ηεο γλψζεο απνπζηάδεη ζε πςειφ βαζκφ. 

 

2.2. ΢ύγσπονερ πποζεγγίζειρ διδαζκαλίαρ και η ανηίζηοιση κοςληούπα 
αξιολόγηζηρ 

Έλαο απφ ηνπο ζηφρνπο ηεο δηδαζθαιίαο είλαη ε απφθηεζε ζπγθεθξηκέλσλ 

γλσζηαθψλ, κεηα-γλσζηαθψλ θαη θνηλσληθψλ δεμηνηήησλ. Έηζη, ε θαηαλφεζε 

απνηειεί έλα θχξην ζηφρν ηεο δηδαζθαιίαο θαη ηεο αμηνιφγεζεο. Γηα λα επηηεπρζεί ε 

θαηαλφεζε απαηηνχληαη λέεο δηδαθηηθέο πξνζεγγίζεηο. Οη γλσζηηθνί ςπρνιφγνη έρνπλ 

επεξεάζεη ηε δηαδηθαζία δηδαζθαιίαο θαη νη εθπαηδεπηηθνί ζήκεξα κπνξνχλ λα 

ραξαθηεξίδνπλ, λα επηβιέπνπλ θαη λα βειηηψλνπλ ηε κάζεζε ησλ καζεηψλ. ΢χκθσλα 

κε ηνλ De Corte (1990) απαηηείηαη ν ζρεδηαζκφο απνηειεζκαηηθψλ πεξηβαιιφλησλ 

κάζεζεο πνπ λα ηνλίδνπλ φηη κάζεζε ζεκαίλεη ελεξγή "θαηαζθεπαζηηθή" γλψζε θαη 

ηθαλφηεηεο ζηε βάζε ηεο πξνεγνχκελεο γλψζεο. Έηζη, απαηηείηαη ηζνξξνπία κεηαμχ 

ηεο αλαθαιππηηθήο κάζεζεο θαη ηεο πξνζσπηθήο δηεξεχλεζεο απφ ηε κία θαη ηεο 

ζπζηεκαηηθήο δηδαζθαιίαο θαη θαζνδήγεζεο απφ ηελ άιιε. ΢εκαληηθφ είλαη επίζεο ν 

καζεηήο λα είλαη ππεχζπλνο γηα ηε κάζεζή ηνπ. Ο εθπαηδεπηηθφο κπεί ην καζεηή ζε 

απηή ηε δηαδηθαζία. Σνπ δίλεη δπλαηφηεηεο γηα λα ρξεζηκνπνηήζεη απηά πνπ μέξεη, 

ψζηε λα θαηαλνήζεη λέα δεηήκαηα. Παξέρεη εξγαζίεο πνπ λα πξνθαινχλ ην 
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ελδηαθέξνλ ηνπ, λα ζπλδένληαη κε θαηαζηάζεηο ηεο πξαγκαηηθήο δσήο θαη λα 

ζρεηίδνληαη κε ηελ εκπεηξία ηνπ, ψζηε λα βειηηψλνληαη νη ζηξαηεγηθέο κάζεζεο θαη 

θαηαλφεζεο (Birenbaum, 1996). ΢πλεπψο, νη δξαζηεξηφηεηεο κάζεζεο πεξηέρνπλ 

πνηθίιεο πεγέο θαη πιηθφ, ψζηε λα πξνζθέξνπλ επθαηξίεο θνηλσληθήο 

αιιειεπίδξαζεο θαη δπλαηφηεηεο γηα ρξήζε ησλ ηθαλνηήησλ πνπ απνθηήζεθαλ ζην 

κέιινλ. Έηζη, ζχκθσλα κε ηνπο εηδηθνχο απαηηείηαη: 

 Δλνπνίεζε ηεο αμηνιφγεζεο θαη ηεο δηδαζθαιίαο. Οη εηδηθνί ηεο αμηνιφγεζεο, 

φπσο Birenbaum (1996), Keeves (1994) ηνλίδνπλ φηη ε εθπαηδεπηηθή αμηνιφγεζε 

είλαη εξγαιείν πνπ εκπινπηίδεη ηε δηαδηθαζία δηδαζθαιίαο θαη δελ πξέπεη λα 

ζπκβαίλεη κφλν ζην ηέινο ηεο δηαδηθαζίαο κάζεζεο (Dochy & McDowell, 1997). 

 Ο καζεηήο λα είλαη ελεξγφο ζπκκέηνρνο ζηε δηαδηθαζία, λα απηναμηνινγείηαη, λα 

ζπλεξγάδεηαη θαη λα επηθνηλσλεί ζπλερψο κε ηνλ εθπαηδεπηηθφ θαη λα ζπκκεηέρεη 

ζηελ αλάπηπμε ησλ θξηηεξίσλ ηεο αμηνιφγεζήο ηνπ. 

 Σν πξντφλ ηεο αμηνιφγεζεο θαη ε δηαδηθαζία λα αμηνινγνχληαη. 

 Ζ αμηνιφγεζε λα έρεη πνηθίιεο κνξθέο. 

 Να κελ ππάξρεη πίεζε ρξφλνπ θαη λα επηηξέπνληαη εξγαιεία πνπ 

ρξεζηκνπνηνχληαη ζηελ πξαγκαηηθή δσή. 

 Οη εξγαζίεο λα είλαη ελδηαθέξνπζεο, κε ζεκαζία, απζεληηθέο, επράξηζηεο θαη λα 

πεξηιακβάλνπλ έξεπλα νπνηαζδήπνηε κνξθήο. 

 Ζ αμηνιφγεζε γηα ην καζεηή λα κελ είλαη έλαο απιφο αξηζκφο (βαζκφο), αιιά έλα 

νινθιεξσκέλν πξνθίι (Kleinasser A., Horsch, E., & Tastad, S. 1993). 

 Οη καζεηέο λα παξνπζηάδνπλ ηελ εξγαζία ηνπο ζε κία εθεκεξίδα θαη λα έρνπλ 

portfolios γηα λα παξαηεξνχλ ηε ζρνιηθή ηνπο αλάπηπμε. 

Σα παξαπάλσ ραξαθηεξηζηηθά ζα θαλεί φηη κπνξνχλ λα θαιπθζνχλ κε ηα 

portfolios, ηα νπνία ζα αλαιπζνχλ ζηελ επφκελε παξάγξαθν. 

 

3. Σα portfolios και η σπήζη ηοςρ 
΢ηνλ εθπαηδεπηηθφ ρψξν, ε ρξήζε ησλ portfolios κπνξεί λα πηνζεηείηαη γηα ηξεηο 

ζθνπνχο: 

 γηα ηελ αλάπηπμε ηνπ/ηεο καζεηή/ηξηαο 

 γηα ηελ παξνπζίαζε ηνπ/ηεο καζεηή/ηξηαο 

 γηα ηελ αμηνιφγεζε ηνπ/ηεο καζεηή/ηξηαο (Υηνλίδνπ–Μνζθνθφγινπ Μ. & 
Γνπθάθεο ΢. 2004), 

Σα portfolios ρξεζηκνπνηνχληαη πξνθεηκέλνπ λα πξνζθέξνπλ: 

α) κηα ζπλνιηθή εηθφλα ηεο αλάπηπμεο ηνπ καζεηή/ηξηαο, φπνπ πεξηιακβάλνπλ 

πιηθφ γηα λα αλαδείμνπλ ηε κάζεζή ηνπ/ηεο θαηά ηε δηάξθεηα ηεο εθπαίδεπζήο 

ηνπ/ηεο. Οη καζεηέο/ηξηεο ρξεζηκνπνηψληαο ην portfolio πξαγκαηνπνηνχλ 

ζπλδέζεηο γηα ηελ θαξηέξα ηνπο, κε ηελ θνηλφηεηα ζηελ νπνία εξγάδνληαη, 

δείρλνληαο ηνπο πξνζσπηθνχο θαη εθπαηδεπηηθνχο ζηφρνπο ηνπο, 

β) έλα δπλακηθφ βηνγξαθηθφ κε πιηθφ πνπ πεξηιακβάλεη ηελ πξνζσπηθή θαη 

επαγγεικαηηθή πξφνδν, ηελ νκαδηθή εξγαζία θαη ζηνηρεία πνπ αλαδεηθλχνπλ 

ηελ επάξθεηα θαη ηελ ηθαλφηεηά ηνπο θαη 

γ) έλα απζεληηθφ απνηέιεζκα αμηνιφγεζεο ηνπ καζεηή/ηξηαο γηα ηελ εθπαίδεπζε 

πνπ έιαβε ζε θάπνηα καζήκαηα. 

 
3.1. Η καηαζκεςή ηυν portfolios 
Σν portfolio ησλ καζεηψλ/ηξησλ είλαη θαιφ λα νξγαλσζεί ζε πεξηνρέο πνπ είλαη 

δχζθνιν λα δηδαρζνχλ κε παξαδνζηαθέο κεζφδνπο. Σέηνηεο πεξηνρέο είλαη γηα 

παξάδεηγκα, ν ρψξνο ησλ κεηξήζεσλ, νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο, ε θαηαζθεπή 
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δηαγξακκάησλ. Αθφκε, είλαη θαιφ λα δεκηνπξγνχληαη απφ ηελ αξρή ηνπ ζρνιηθνχ 

έηνπο, ψζηε λα απνθηάηαη κία πιήξεο εηθφλα ησλ ηθαλνηήησλ θαη ηεο εμέιημεο ησλ 

καζεηψλ. Οη ζπγθξίζεηο γηα ηελ επίδνζε ηνπ/ηεο καζεηή/ηξηαο είλαη ρξήζηκν λα 

γίλνπλ, αιιά είλαη αδχλαην λα πξαγκαηνπνηεζνχλ ρσξίο δείγκαηα απφ ηελ αξρή ηνπ 

ζρνιηθνχ έηνπο. 

Κάζε καζεηήο/ηξηα είλαη ππνρξεσκέλνο/λε λα εξγαζηεί ζε ζπγθεθξηκέλα ζέκαηα 

θαη φρη απιψο ζε απηά πνπ πξνηηκά, ψζηε λα ειέγρνληαη ζπγθεθξηκέλα θξηηήξηα πνπ 

έρνπλ ηεζεί (Kuhs 1994). 

Ζ επφκελε εηθφλα δείρλεη κεξηθά είδε εξγαζηψλ πνπ κπνξεί λα πεξηιακβάλεη έλα 

portfolio: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Δηθόλα 2. Ση κπνξεί λα πεξηιακβάλεη ην καζεκαηηθφ portfolio (Kuhs 1994). 

 

 

3.2. Γιαηί να σπηζιμοποιηθούν portfolios; 
Σα portfolios κπνξνχλ λα απνηειέζνπλ κία ζεκαληηθή ζπληζηψζα ζηελ θαηαγξαθή 

θαη ηελ απνηίκεζε ηεο κάζεζεο κε ηξφπν πνπ λα απεηθνλίδεη ηηο πνιιαπιέο κνξθέο 

εξγαζίαο ηνπ καζεηή (Lambdin, Walker 1994). 

Σα portfolios κπνξνχλ λα βνεζήζνπλ ηνλ εθπαηδεπηηθφ λα αμηνινγήζεη θαιχηεξα 

ηε κάζεζε ηνπ καζεηή, λα θαιιηεξγήζεη ηελ απηνλνκία ηνπ καζεηή, λα 

επηθνηλσλήζεη ηα επηηεχγκαηα ηεο δηδαζθαιίαο ηνπ καζεηή κε ηνπο γνλείο θαη λα 

βειηηψζεη ηνλ ηξφπν δηδαζθαιίαο ηνπ. 

Απφ ηε ζηηγκή πνπ ηα portfolios πεξηιακβάλνπλ δείγκαηα ηεο δνπιεηάο ηνπ καζεηή 

απνηεινχλ ηνλ θαιχηεξν ηξφπν αμηνιφγεζεο ζε ζρέζε κε ην βαζκφ. Πνιιά 

πξνζδνθψκελα απνηειέζκαηα πνπ είλαη δχζθνιν λα αμηνινγεζνχλ κε ηηο 

παξαδνζηαθέο κεζφδνπο, φπσο πξνζαξκνζηηθφηεηα, επηθνηλσλία, επεμήγεζε, επίιπζε 

πξνβιεκάησλ θαη απην-εθηίκεζε κπνξνχλ λα αμηνινγεζνχλ κε ηε ρξήζε ησλ 

portfolios. Δπίζεο, κπνξνχλ λα ελζαξξχλνπλ ηνπο καζεηέο λα αμηνινγήζνπλ ηε 

κάζεζή ηνπο. Οη καζεηέο γίλνληαη πην απηφλνκνη θαη απνθηνχλ πεξηζζφηεξα θίλεηξα 

εμεηάδνληαο θαη θνηηψληαο ηηο εξγαζίεο ηνπο θαη ηηο εξγαζίεο ησλ ζπκκαζεηψλ ηνπο. 

Οη εξγαζίεο πνπ πεξηιακβάλνληαη ζε έλα portfolio απνθαιχπηνπλ πνιιά 

πεξηζζφηεξα απφ απηά πνπ κπνξνχλ λα επεμεγεζνχλ κε ηνπο βαζκνχο ή ηα ζρφιηα 

γηα έλα καζεηή. Οη θεδεκφλεο, αιιά θαη άιια πξφζσπα κπνξνχλ λα δνπλ ηελ πξφνδν 

θαη ηηο επηηπρίεο ησλ καζεηψλ. Δπηπιένλ, νη εξγαζίεο ησλ καζεηψλ πνπ 

πεξηιακβάλνληαη ζε έλα portfolio αληηθαηνπηξίδνπλ ην πεξηερφκελν θαη ηνπο ζηφρνπο 

ηνπ αλαιπηηθνχ πξνγξάκκαηνο κε έλα ηέηνην ηξφπν ψζηε λα ζπκπιεξψλεηαη ε 

θηινζνθία, ν ζθνπφο θαη ε ζεηξά ησλ θεθαιαίσλ ηνπ αλαιπηηθνχ πξνγξάκκαηνο. 

΢ηνρεχνπλ ζηε δνπιεηά πνπ θάλνπλ νη καζεηέο θαη φρη ζε ζηφρνπο πνπ ζα επηζπκνχζε 
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θάπνηνο λα επηηεπρζνχλ. Δπίζεο, αλαπηχζζεηαη ε επηθνηλσλία κεηαμχ θεδεκφλσλ θαη 

καζεηψλ, εθπαηδεπηηθψλ θαη νκάδαο εξγαζίαο. Μπνξνχλ λα βνεζήζνπλ ζηε 

δεκηνπξγία θνηλψλ θαλφλσλ γηα ηνπο ζηφρνπο ησλ καζεκαηηθψλ. ΋ηαλ ε αμηνιφγεζε 

εζηηάδεηαη ζηα δηαγσλίζκαηα θαη ηνπο βαζκνχο, αλαπηχζζεηαη κία πην ζηελή 

ζεψξεζε ηνπ ηη είλαη ρξήζηκν ζηα καζεκαηηθά. Με ηα portfolios ε αμηνιφγεζε είλαη 

πην πιαηεηά θαη έηζη αλαπηχζζεηαη κηα πην επξεία ζεψξεζε ηνπ ηη είλαη ρξήζηκν. 

Σα portfolios ησλ καζεηψλ κπνξεί λα είλαη ρξήζηκα γηα ηε βειηίσζε ηεο 

δηδαζθαιίαο θαη ηελ αμηνιφγεζε. Ζ θαηαλφεζε ηνπ ηξφπνπ κε ηνλ νπνίν νη καζεηέο 

ζθέπηνληαη θαη αηζζάλνληαη κπνξεί λα βνεζήζεη ηνπο εθπαηδεπηηθνχο λα ιάβνπλ 

απνθάζεηο γηα ην πψο λα ζπλερίζνπλ ηε δηδαζθαιία. Μπνξνχλ λα δηεπθνιχλνπλ ηηο 

ζπδεηήζεηο κε εηδηθνχο γηα ηηο δηαθνξεηηθέο πξνζεγγίζεηο ζε έλα ζέκα θαη κπνξνχλ 

λα θαηαδείμνπλ ηε ρξήζε έμππλεο δηαρείξηζεο, ηελ νκαδηθή εξγαζία θαη ηελ 

ηερλνινγία ζε έλα αλαιπηηθφ πξφγξακκα. 

Σα portfolios ησλ καζεηψλ κπνξνχλ επίζεο λα ζπκπεξηιεθζνχλ ζην portfolio ηνπ 

εθπαηδεπηηθνχ γηα λα απηναμηνινγεζεί. Ο ηξφπνο δηδαζθαιίαο ηνπ εθπαηδεπηηθνχ, 

κπνξεί λα βειηησζεί κε ηε ζπγθέληξσζε, ηελ εμέηαζε θαη ηε κειέηε portfolios 

καζεηψλ γηα αξθεηά ρξφληα. 

Σα portfolios δελ κπνξνχλ λα ιεηηνπξγήζνπλ απφ κφλα ηνπο. Υσξίο ηελ θαηάιιειε 

ππνζηήξημε ηεο θαζεκεξηλήο αμηνιφγεζεο ζηελ ηάμε ηα portfolios κεηαηξέπνληαη ζε 

έλα απιφ ρψξν απνζήθεπζεο ηεο δνπιεηάο ησλ καζεηψλ. ΋κσο, ν ζηφρνο είλαη λα 

ζπκπεξηιακβάλνπλ ηελ θαζεκεξηλή αμηνιφγεζε, ηε ζπκκεηνρή ησλ καζεηψλ ζε 

εθζέζεηο, ζε δηαγσληζκνχο θαη λα απνηεινχλ ηεθκεξίσζε γηα ηε κάζεζε ηνπ καζεηή. 

Σέινο, ηα portfolios δε πξέπεη λα ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ζχγθξηζε ησλ εξγαζηψλ ησλ 

καζεηψλ, αθνχ παξνπζηάδνπλ ηε ζθιεξή εξγαζία πνπ θάλνπλ νη καζεηέο ρσξηζηά 

θαη απνηεινχληαη απφ έλα ζχλνιν θξηηεξίσλ πνπ ζρεδηάζηεθαλ απφ ηνπο θαζεγεηέο 

ή/θαη ηνπο καζεηέο. 

 

3.3. Η πεπίπηυζη ηυν e–portfolios 
Ζ ρξήζε ησλ ηερλνινγηψλ ηεο πιεξνθνξίαο θαη ηεο επηθνηλσλίαο (Σ.Π.Δ.) 

ζεσξείηαη σο έλαο ζχγρξνλνο ηξφπνο πξνζέγγηζεο γηα ηε δηδαζθαιία, ηε κάζεζε θαη 

ηελ αμηνιφγεζε, αιιά δελ έρεη αθφκε αμηνπνηεζεί επξέσο. ΢ήκεξα, ε ρξήζε ησλ 

ηερλνινγηψλ ζηα καζεκαηηθά επηκεξίδεηαη ζηα αθφινπζα: 

 Τπνινγηζηέο ρεηξφο γηα γξαθήκαηα (Graphing Calculators), 

 Λνγηζκηθά ζπζηήκαηα Άιγεβξαο θαη εθπαηδεπηηθά ινγηζκηθά φπσο: The 

Geometers' Sketchpad, Fathom Dynamic Statistics, Graph, Αβάθην θ.α. 

 Δπεμεξγαζηήο θεηκέλνπ, ππνινγηζηηθφ θχιιν, ινγηζκηθφ παξνπζίαζεο, Γηαδίθηπν 

θαη  

 Αμηνιφγεζε κε εξσηήζεηο πνιιαπιήο επηινγήο, αληηζηνίρηζεο θαη ηεο κνξθήο 

ζσζηνχ–ιάζνπο. 

Οη παξαπάλσ ζχγρξνλεο ηερλνινγίεο ελζσκαηψλνληαη ζε έλα e–portfolio κε δχν 

ζεηηθά απνηειέζκαηα: λα εθπαηδεχνληαη νη καζεηέο ζηηο ζχγρξνλεο ηερλνινγίεο θαη 

λα αμηνπνηνχληαη νη Σ.Π.Δ ζηε δηδαθηηθή πξάμε. 

Αθφκε, νη Σ.Π.Δ. θαη θαη‟ επέθηαζε ε χπαξμε e–portfolio επηβάιιεηαη λα 

ππνζηεξίδεη εθπαηδεπηηθνχο ζηφρνπο πνπ νη εθπαηδεπηηθνί ζα ήζειαλ πνιχ λα 

δνθηκάζνπλ, αιιά είλαη δχζθνιν λα πξαγκαηνπνηήζνπλ κέζσ παξαδνζηαθψλ 

δηδαθηηθψλ κεζφδσλ. Έηζη, γηα παξάδεηγκα κέζα ζε έλα e–portfolio, κπνξεί λα 

ππάξρνπλ εξγαζίεο γηα ηελ αλάπηπμε δεμηνηήησλ αλαιπηηθήο ζθέςεο, φπσο θξηηηθήο, 

αλαζηνραζκνχ ζε γλσζηαθέο δηαδηθαζίεο θαη δξαζηεξηφηεηεο "κάζεζεο γηα ηε 

κάζεζε", φπσο επίζεο νκαδηθήο εξγαζίαο θαη επέθηαζεο παιαηνηέξσλ projects. Σν 

NCTM (2000) ππνζηεξίδεη φηη: "κε ηε ρξήζε ηερλνινγηθψλ εξγαιείσλ, νη καζεηέο ζα 
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κπνξνχλ λα αηηηνινγνχλ πην γεληθά ζέκαηα θαη ζα κπνξνχλ λα κνληεινπνηνχλ θαη λα 

ιχλνπλ πνιχπινθα πξνβιήκαηα, ηα νπνία δελ είραλ ηε δπλαηφηεηα λα επηιχζνπλ ζην 

παξειζφλ". 

 

3.4. Παπαδείγμαηα portfolios 
Οη εξγαζίεο πνπ κπνξνχλ λα ζπκπεξηιεθζνχλ ζην portfolio ελφο/κηα καζεηή/ηξηαο 

ηνπ Λπθείνπ πνηθίινπλ. Οη ηχπνη εξγαζηψλ πνπ κπνξεί λα ζπκπεξηιακβάλεη ην 

portfolio ηνπ/ηεο καζεηή/καζήηξηαο είλαη ηξεηο: 

1. Μαζεκαηηθή Έξεπλα (Mathematical Investigation) 

Θέκα: Νφκνο Ζκηηφλσλ. Πξνζέγγηζε: νκνηφηεηα, εκίηνλα. 

Θέκα: Λνγάξηζκνη. Πξνζέγγηζε: ινγάξηζκνη, γξαθηθέο παξαζηάζεηο. 

Θέκα: Πεξηνρέο θάησ απφ θακπχιεο. Πξνζέγγηζε: εκβαδά, νινθιεξψκαηα, 

αζξνίζκαηα, φξηα, ρξήζε ηερλνινγίαο. 

2. Δθηεηακέλε επίιπζε θιεηζηνχ πξνβιήκαηνο (Extended closed–problem solving) 

Θέκα: Ζ θιίκαθα ησλ decibel. Πξνζέγγηζε: ινγάξηζκνη, εθζεηηθή ζπλάξηεζε, 

γξαθηθέο παξαζηάζεηο. Πξνεθηάζεηο: Σερλνινγία, Φπζηθή. 

Θέκα: Οη απνξξνθεηέο θξαδαζκψλ θαη νη ζνχζηεο ζηα απηνθίλεηα ζρεδηάζηεθαλ 

γηα λα πξνζθέξνπλ άλεζε ζηνπο επηβάηεο θαη ζηαζεξφηεηα ηνπ 

απηνθηλήηνπ ζην δξφκν. Οη κεραληθνί έρνπλ ζρεδηάζεη έλα λέν ηχπν 

απνξξνθεηή θξαδαζκψλ θαη ζθνπφο καο είλαη λα ηνλ αμηνινγήζνπκε. 

Πξνζέγγηζε: παξάγσγνη, ζπλαξηήζεηο, γξαθηθή ζρεδίαζε, ρξήζε 

ηερλνινγίαο. Πξνεθηάζεηο: Σερλνινγία, Φπζηθή, Κπθινθνξηαθή Αγσγή. 

3. Μαζεκαηηθή κνληεινπνίεζε (mathematical modeling) 

Θέκα: ΢ρεδίαζε ηεο άθξεο ηεο πξνπέιαο ηνπ πινίνπ. Πξνζέγγηζε: εκβαδά, 

νινθιεξψκαηα, ζπλαξηήζεηο, γξαθηθή ζρεδίαζε, πνιπσλπκηθέο 

ζπλαξηήζεηο, πίλαθεο, ρξήζε ηερλνινγίαο. Πξνεθηάζεηο: Σερλνινγία, 

Φπζηθή, Αηζζεηηθή Αγσγή, Ηζηνξία. 

Θέκα: Αχμεζε Πιεζπζκνχ. Πξνζέγγηζε: πηζαλφηεηεο, παξάγσγνη, εθζεηηθή 

ζπλάξηεζε, ρξήζε ηερλνινγίαο. Πξνεθηάζεηο: Φπζηθέο Δπηζηήκεο, 

Γεσγξαθία, Ηζηνξία. 

΢ηηο δηαθάλεηεο πνπ ζα πξνβιεζνχλ ζα θαλεί ε επεμεξγαζία ησλ παξαπάλσ 

ζεκάησλ, αιιά ιφγσ έιιεηςεο ρψξνπ δελ κπνξεί λα θαλεί ζηελ παξνπζίαζε απηή. Ζ 

αμηνιφγεζε ησλ εξγαζηψλ κπνξεί λα γίλεη απφ ην δηδάζθνληα θαζεγεηή θαη ε 

αμηνιφγεζή ηνπ κπνξεί λα αμηνινγεζεί απφ εμσηεξηθφ αμηνινγεηή. Απφ ηνλ 

καζεηή/ηξηα αλακέλεηαη: 

 λα νξγαλψζεη θαη λα παξνπζηάζεη πιεξνθνξίεο/δεδνκέλα ζε κνξθή πίλαθα, κε 

γξαθηθφ θαη/ή δηαγξακκαηηθφ ηξφπν, 

 λα γλσξίδεη θαη λα ρξεζηκνπνηεί ηε καζεκαηηθή νξνινγία θαη ηνλ καζεκαηηθφ 

ζπκβνιηζκφ, 

 λα αλαγλσξίδεη κνληέια θαη δνκέο ζε πνηθίιεο θαηαζηάζεηο θαη λα ζρεδηάδεη 

επαγσγηθέο γεληθεχζεηο, 

 λα θαηαδεηθλχεη ηελ θαηαλφεζε θαη ηελ επάξθεηα πνπ έρεη ζε πξαθηηθέο 

εθαξκνγέο ησλ καζεκαηηθψλ, 

 λα ρξεζηκνπνηεί ηερλνινγηθέο ζπζθεπέο σο καζεκαηηθά εξγαιεία. 

Σα θξηηήξηα αμηνιφγεζεο είλαη: 

1) ε ρξήζε ηεο νξνινγίαο θαη ηνπ ζπκβνιηζκνχ, 
2) ε επηθνηλσλία, 
3) ην καζεκαηηθφ πεξηερφκελν, 
4) ηα απνηειέζκαηα θαη ηα ζπκπεξάζκαηα, 
5) ην αλ πξνθχπηνπλ ζπκπεξάζκαηα κε βάζε ππνζέζεηο θαη 



 121 

6) ε ρξήζε ηεο ηερλνινγίαο (I.B. 1998). 

Κάζε έλα απφ απηά ηα θξηηήξηα αμηνινγείηαη κε ζπγθεθξηκέλα "΢ηάδηα επίηεπμεο". 

Δδψ, ζα αλαιχζνπκε ην 3
ν
 θξηηήξην -ηνπ καζεκαηηθνχ πεξηερνκέλνπ- σο παξάδεηγκα. 

Ο καζεηήο, ινηπφλ, βαζκνινγείηαη κε: 

0. αλ αλαγλσξίδεη φηη δελ ππάξρεη θαζφινπ καζεκαηηθφ πεξηερφκελν πνπ λα 

ζρεηίδεηαη κε ηε δξαζηεξηφηεηα. 

1. αλ αλαγλσξίδεη καζεκαηηθφ πεξηερφκελν ή επηιέγεη κία καζεκαηηθή ζηξαηεγηθή 

πνπ λα ζρεηίδεηαη κε ηε δξαζηεξηφηεηα. 

2. αλ αλαγλσξίδεη καζεκαηηθφ πεξηερφκελν θαη πξνζπαζεί λα ρξεζηκνπνηήζεη κία 

καζεκαηηθή ζηξαηεγηθή πνπ λα ζρεηίδεηαη κε ηε δξαζηεξηφηεηα θαη είλαη 

ζχκθσλε κε ην επίπεδν ηνπ πξνγξάκκαηνο. 

3. αλ αλαγλσξίδεη καζεκαηηθφ πεξηερφκελν θαη ρξεζηκνπνηεί κία καζεκαηηθή 

ζηξαηεγηθή πνπ λα ζρεηίδεηαη κε ηε δξαζηεξηφηεηα θαη είλαη ζχκθσλε κε ην 

επίπεδν ηνπ πξνγξάκκαηνο θαη θάλεη κεξηθά ιάζε ζηελ εθαξκνγή καζεκαηηθψλ 

ηερληθψλ. 

4. αλ αλαγλσξίδεη καζεκαηηθφ πεξηερφκελν θαη επηηπρψο ρξεζηκνπνηεί κία 

καζεκαηηθή ζηξαηεγηθή πνπ λα ζρεηίδεηαη κε ηε δξαζηεξηφηεηα θαη είλαη 

ζχκθσλε κε ην επίπεδν ηνπ πξνγξάκκαηνο θαη εθαξκφδεη καζεκαηηθέο ηερληθέο 

ζσζηά ζε θάζε ζεκείν ηεο δξαζηεξηφηεηαο. 

5. αλ επηδεηθλχεη εξγαζία πνπ λα δηαθξίλεηαη γηα ηελ αθξίβεηα, ηε βαζηά γλψζε θαη 

ην πλεπκαηηθά θαιφ επίπεδν καζεκαηηθήο θαηαλφεζεο. 

 

4. ΢ςμπεπάζμαηα 
Απφ ηα παξαπάλσ κπνξεί λα θαλεί φηη ε ρξήζε ησλ portfolios θαη ησλ e–portfolios 

θαηά ηε δηδαζθαιία απνηειεί κία ζχγρξνλε παηδαγσγηθή κέζνδν, πνπ ζπλεηζθέξεη ζε 

κεγάιν βαζκφ θαη ζηελ αμηνιφγεζε ησλ καζεηψλ/ηξηψλ ζηα Μαζεκαηηθά. ΢πλεπψο, 

είλαη απαξαίηεην λα απνηειεί αλαπφζπαζην κέξνο ηεο θηινζνθίαο ελφο ζχγρξνλνπ 

αλαιπηηθνχ πξνγξάκκαηνο, αθνχ ε ζρνιηθή πξαθηηθή ζα πξέπεη λα αλαπηχζζεη 

ηξφπνπο δηδαζθαιίαο ζε πξαγκαηηθέο ζπλζήθεο, ψζηε λα πινπνηεί ηνπο ζηφρνπο ηνπ 

Αλαιπηηθνχ Πξνγξάκκαηνο, λα αμηνινγεί ηε κάζεζε θαη θαηά ζπλέπεηα, ηελ 

θαηαιιειφηεηα ηνπ ζρεδηαζκνχ. 
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Από ηε κεζνδηθή ζθέςε ζηελ θξηηηθή ηεο κεζόδνπ 
Νίθνο Παπεπζηξαηίνπ 

ΔΠΛ Αλαβξχησλ 

 
Δίηε έρνπκε, εκείο νη καζεκαηηθνί ζηα ζρνιεία ηεο Γεπηεξνβάζκηαο, κειεηήζεη ηα 

πξνγξάκκαηα ζπνπδψλ γηα ηα καζεκαηηθά είηε φρη, αθνινπζψληαο ηηο ζπνπδέο καο, 

ηα βηβιία θαη, ελ ηέιεη, ην απηνλφεην, δηδάζθνπκε ην αληηθείκελφ καο απινπνηψληαο 

πνιιέο θνξέο ηα δεδνκέλα καο έηζη ψζηε ζηνλ λνπ ησλ καζεηψλ καο λα δηαπιαζηεί ε 

βεβαηφηεηα φηη έλα θαη έλα θάλνπλ δχν. 

Αλ δηαβάζνπκε ηα πξνγξάκκαηα ζπνπδψλ (αλαθέξνκαη εηδηθά ζην δηαζεκαηηθφ 

εληαίν πιαίζην πξνγξάκκαηνο ζπνπδψλ καζεκαηηθψλ, αιιά θαη ζηα άιια δελ 

ππάξρνπλ δηαθνξέο), βξίζθνπκε θηφιαο εθθξαζκέλν ηνλ ζηφρν απηφ σο εμήο: 

(Σα καζεκαηηθά) αζθνχλ ηνλ καζεηή ζηελ κεζνδηθή ζθέςε, ζηελ αλάιπζε, ζηελ 

αθαίξεζε, ζηε γελίθεπζε, ζηελ εθαξκνγή, ζηελ θξηηηθή θαη ζηηο ινγηθέο δηεξγαζίεο 

θαη ηνλ δηδάζθνπλ λα δηαηππψλεη ηα δηαλνήκαηά ηνπ κε ηάμε, ζαθήλεηα, ιηηφηεηα θαη 

αθξίβεηα. 

(Δδψ βξίζθεηαη πξάγκαηη ε ζπνπδαία πξνζθνξά ησλ καζεκαηηθψλ, θαη ηνπ 

καζήκαηνο θαη εκψλ, ελλνψ! Αλαθαιχπηεηαη ε ζρέζε ησλ αξηζκψλ κεηαμχ ηνπο, 

δηεξεπλάηαη ην κέγεζνο θαη ε ηαμηλφκεζε, γεληθεχεηαη ε γλψζε ψζηε λα δηακνξθσζεί 

ε απαξαίηεηε εηθφλα γηα ηνλ θφζκν πνπ ζα δψζεη ζηγνπξηά γηα ηηο πξάμεηο θαη 

ζπλαηζζεκαηηθή αζθάιεηα γηα ηε δσή ζηνπο καζεηέο: ν θφζκνο δηέπεηαη απφ αξρέο, 

άξα δελ έρνπκε παξά λα ηηο αθνινπζήζνπκε γηα λα πνξεπηνχκε, είηε ζηελ πξφζζεζε 

θαη ηελ αθαίξεζε, είηε ζηε ζρεδίαζε, είηε ζηελ εθαξκνγή.)  

Δίηε, ινηπφλ, δηδάζθνπκε άιγεβξα, είηε παξνπζηάδνπκε γεσκεηξία  είηε αλαιχνπκε 

ηηο ηδηφηεηεο ηεο παξαγψγνπ ζηνπο καζεηέο ηνπ  ιπθείνπ, αθφκα θαη φηαλ 

πεξηνξηδφκαζηε απφ ηελ πίεζε ησλ εμεηάζεσλ θαη, θπξίσο, απφ ηελ αλάγθε καο λα 

δηαπηζηψζνπκε φηη έγηλαλ θαηαλνεηά θάπνηα βαζηθά πξάγκαηα θαη κπνξνχλ λα 

εθαξκνζηνχλ σο αξρή θαη ζε άιιεο ρξήζεηο θαη πεξηπηψζεηο θαη, θαηά ζπλέπεηα 

ζπκπιεξψλνπκε ην κάζεκά καο κε κηα πιεζψξα αζθήζεσλ, επηκεξηζκψλ δειαδή θαη 

εμεηδηθεχζεσλ, λνκίδσ φηη δελ πξέπεη λα παξαβιέπνπκε απηή ηε βαζηθή ιεηηνπξγία 

ηνπ καζήκαηνο, ηνλ θχξην ζηφρν ηνπ, ηε δηδαζθαιία θαη ηελ εμνηθείσζε κε ηηο 

ζρέζεηο πνπ δηέπνληαη απφ λφκνπο. 

Καη εδψ ζα επηκείλσ: ζην ιχθεην πιένλ, φηαλ νη καζεηέο θαη νη καζήηξηέο καο έρνπλ, 

αθφκα θαη νη πην αδηάθνξνη, εληάμεη ζηε γλψζε ηνπο φηη «έλα θαη έλα  θάλνπλ δχν», 

πξέπεη λα ηνπο βνεζήζνπκε, λα ηνπο θαζνδεγήζνπκε ζε αλαθάιπςε άιιεο νπηηθήο, 

ζε πην ηζρπξή, αιιά φρη θαλεξή αιήζεηα, ζε πην θξηηηθή ζηάζε απέλαληη ζηα 

πξάγκαηα πνπ έρνπλ κάζεη λα βιέπνπλ σο νξγαλσκέλα. Πξέπεη λα ηνπο 

θαζνδεγήζνπκε λα εμεηάζνπλ φιν ην βάζνο θαη ηηο πεξηπηψζεηο κηαο ππφ εμέηαζηλ 

έλλνηαο θαη λα αληηιεθζνχλ   εθαξκνγέο πνπ δελ θαίλνληαη λα έρνπλ άκεζε ζρέζε κε 

ηελ πξνο εμέηαζηλ ζεσξία . 

Έρνληαο απηφλ ην γεληθφ ζηφρν, ζα πξνζπαζήζσ ζήκεξα λα ζαο παξνπζηάζσ, σο 

ηξφπν επίηεπμήο ηνπ, απφ ηα καζεκαηηθά ηεο Γ΄ Λπθείνπ,  δηάθνξα παξαδείγκαηα  

πάλσ ζηελ αληίζηξνθε ζπλάξηεζε, φπνπ ε δηεξεχλεζε, αλαηξψληαο ηε βεβαηφηεηα, 

βαζαίλεη ηε γλψζε θαη, δίλνληαο επθαηξίεο  ζηελ θξηηηθή ζθέςε, δελ μέξσ ηη αθξηβψο 

θάλεη, αιιά λνκίδσ πσο είλαη θαιφ! 

 Γηδάζθνπκε ζηελ Γ Λπθείνπ γηα ηελ αληίζηξνθε ζπλάξηεζε (ζει. 153-155) «Αλ 

ε f αληηζηνηρεί ην x ζην ς ηφηε ε f
--1

 αληηζηνηρεί ην ς ζην x. Γειαδή ε f
--1

  είλαη κηα 

αληίζηξνθε δηαδηθαζία ηεο f. Γηα ην ιφγν απηφ ιέγεηαη θαη αληίζηξνθε ζπλάξηεζε». 

Γηδάζθνπκε επίζεο φηη «Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ f θαη f
 -1

 είλαη 

ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηελ επζεία ς=x πνπ δηρνηνκεί  ηηο γσλίεο xνς θαη x΄ν΄ς΄».  
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 ΋ηαλ ινηπφλ εκθαλίδεηαη γηα ιχζε ην πξφβιεκα ηεο εχξεζεο ησλ θνηλψλ ζεκείσλ 

ηεο κηαο ζπλαξηήζεσο f θαη ηεο αληηζηξφθνπ ηεο, έρεη γίλεη θνηλφο ηφπνο ζην κπαιφ 

ησλ καζεηψλ φηη, είηε καο δεηνχληαη ηα θνηλά ζεκεία ησλ ζπλαξηήζεσλ είηε ην 

εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη κεηαμχ ησλ ζπλαξηήζεσλ f θαη f 
-1

 , πξέπεη λα 

βξνχκε ηα θνηλά ζεκεία πνπ πεξηθιείνληαη κεηαμχ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f 

θαη ηεο επζείαο ς=x. Βέβαηα απηφ είλαη ην βαζηθφ θαη ην ηνλίδνπκε ζηε δηδαζθαιία. 

Σνπο θαζνδεγνχκε λα αλαηξέρνπλ ζε απηφ δεηψληαο λα επηιχζνπλ αζθήζεηο ηεο 

κνξθήο: (Θεσξνχκε ηηο ζπλαξηήζεηο f,g φπνπ f: [ ,
2

1
) [ ,

4

3
), κε f(x)=x

2
-x+1 

θαη         g:[ ,
4

3
) [ ,

2

1
) φπνπ g(x)= 

2

1

4

3
x . Να δεηρζεί φηη f

--1
 (x) =g(x) 

θαη κεηά λα ιπζεί ε εμίζσζε:               x
2
-x+1= 

2

1

4

3
x ). Πξέπεη εδψ λα 

επηκείλνπκε φηη δελ είλαη πάληα  έηζη. Γελ ηέκλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  f θαη f 
-1

 κφλν  

πάλσ ζηελ ς=x. Απηφ   ηζρχεη πάληνηε κφλν φηαλ ε ζπλάξηεζε είλαη αχμνπζα. Αλ ε 

ζπλάξηεζε είλαη θζίλνπζα, έρεη κε ηελ αληίζηξνθή ηεο θαη άιια θνηλά ζεκεία εθηφο 

ηεο δηρνηφκνπ ηεο πξψηεο γσλίαο ησλ αμφλσλ. Τπελζπκίδσ φηη αλ ε f:Γ  είλαη 

γλεζίσο θζίλνπζα θαη ζπλερήο, νη γ.π. ησλ ζπλαξηήζεσλ f , f 
-1

 θαη ς =x έρνπλ έλα 

κνλαδηθό θνηλφ ζεκείν, αιιά ε f θαη f 
-1

 θάιιηζηα κπνξνχλ λα έρνπλ θαη άιια θνηλά 

εθηφο ηεο ς=x. Παξάδεηγκα: ε  ζπλάξηεζε    f(x)=1-x
2
, 0  x  1 είλαη γλεζίσο 

θζίλνπζα ζπλάξηεζε κε ζχλνιν ηηκψλ ην [0,1] θαη έρεη αληίζηξνθε ηελ  f 
-1

= x1  , 

0x 1. Δχθνια νη καζεηέο κπνξνχλ λα δηαπηζηψζνπλ φηη νη ιχζεηο ηεο εμίζσζεο 

f(x)=f 
-1

 (x), είλαη νη    x= 
2

15 
, x=0 θαη x=1

33
. Παξαηεξνχκε επνκέλσο φηη νη 

θνηλέο ιχζεηο δελ αλήθνπλ φιεο ζηελ επζεία  ς =x, νχηε ζα κπνξνχζε λα ηζρχεη ζε 

κηα ηέηνηα πεξίπησζε ν λφκνο-θαλφλαο φηη ην εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη 

αλάκεζα ζηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ f θαη f 
-1

 είλαη δηπιάζην ηνπ εκβαδνχ πνπ 

πεξηθιείεηαη κεηαμχ ηεο f θαη ηεο επζείαο ς=x. 

 Τπάξρνπλ πνιιέο αζθήζεηο ζηηο νπνίεο ε κνλνηνλία κηαο ζπλάξηεζεο είλαη 

βαζηθφ εξγαιείν γηα ηελ εμέηαζε, σο πξνο ην αλ είλαη ζπλάξηεζε 1-1, θαη γηα ηελ 

εχξεζε ηεο αληηζηξφθνπ. 

 Κιαζηθφ παξάδεηγκα απνηειεί ε ζπλάξηεζε f(x)=α
x
-x κε 0<α<1 θαη x   

(Παλειιήληεο 1992), ζηελ νπνία, κεηά ηελ κειέηε κνλνηνλίαο, δεηείηαη ιχζε ηεο 

εμίζσζεο: 42  -α
ι-2
=(ι

2
-4)-(ι-2). Έρνπκε ζπλεζίζεη ηνπο καζεηέο ζηνλ θιαζηθφ 

δξφκν: f΄(x)>0 άξα ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα νπφηε θαη 1-1. Γελ πξέπεη λα δψζνπκε 

φκσο έλα αληηπαξάδεηγκα 1-1 ζπλαξηήζεσο πνπ λα κελ είλαη γλεζίσο κνλφηνλε; 

Γίλνπκε, σο ηέηνην παξάδεηγκα  ηε ζπλάξηεζε: f(x)={ x αλ  0 x 1, θαη  3-x  αλ   

1<x<2 . 

Δδψ εχθνια νη καζεηέο κπνξνχλ λα δηαπηζηψζνπλ φηη είλαη 1-1 ζηνπο δχν θιάδνπο 

θαη φηη δελ ππάξρνπλ x1, x2, 0<x1<1<x2<2 ηέηνηα ψζηε f(x1)=f(x2). Ζ ζπλάξηεζε 

φκσο απηή δελ είλαη γλεζίσο κνλφηνλε
34

. 

 Αλ ζειήζνπκε λα μεθχγνπκε ιίγν απφ ηελ θιαζηθή αζθεζηνινγία θαη λα 

απνπεηξαζνχκε καδί κε ηνπο καζεηέο  δηεξεχλεζε πξαγκάησλ έμσ απφ ηα 

αλακελφκελα, κπνξνχκε λα ζέζνπκε ην εξψηεκα: Αλ Α είλαη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f  

                                                
33 Γηα ιεπηνκεξή αλάιπζε ηνπ ζέκαηνο ¨Ζ εμίζσζε F(x)=F -1(x)¨ Δπθιείδεο Β’ ι.η. 1/42 
34 Θα κπνξνχζακε βέβαηα λα αλαθέξακε ηελ πξφηαζε φηη αλ κηα ζπλάξηεζε  είλαη 1-1 θαη ζπλερήο 

είλαη θαη γλεζίσο κνλφηνλε 
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θαη Β ηεο f
--1

, έρνπλ ηα Α θαη Β ηνλ ίδην αξηζκό ζηνηρείσλ; Σν πξάγκα  ζα θαλεί 

παξάμελν κε ηελ πξψηε καηηά (Ηδίσο αλ θαιιηεξγήζνπκε ιίγν ηελ «αβεβαηφηεηα» 

αλαθέξνληαο ην ακέζσο επφκελν παξάδεηγκα αληηζηξφθσλ ζπλαξηήζεσλ πνπ 

ππάξρεη ζην βηβιίν, ηεο e
x 
θαη ηεο

 
lnx. Πψο είλαη δπλαηφλ ην ζχλνιν (0, + ) λα είλαη 

«ίζν» κε ην  .) 

Μπνξνχκε  ινηπφλ λα εμεγήζνπκε, θέξλνληαο έλα παξάδεηγκα δχν πεπεξαζκέλσλ 

ζπλφισλ κε έλα δηάγξακκα Venn, φηη, φηαλ έρνπκε κηα 1-1 αληηζηνηρία κεηαμχ δχν 

ζπλφισλ, ηα δχν ζχλνια ζα είλαη ηζνδχλακα θαη νπσζδήπνηε ζα έρνπλ ηνλ ίδην 

αξηζκφ ζηνηρείσλ. Ση γίλεηαη φκσο κε ηα απεηξνζχλνια; Μπνξνχκε ινηπφλ λνκίδσ, 

ρσξίο λα επεθηαζνχκε ζε ιεπηνκέξεηεο πεξί αξηζκεζίκσλ θαη κε ζπλφισλ, λα 

εμεγήζνπκε πψο έλα ζχλνιν κπνξεί λα είλαη ηζνδχλακν κε έλα γλήζην ππνζχλνιφ 

ηνπ φπσο ην Α={1,2,3,...} κε ην Β={2,4,6,...} θαη λαη κελ δελ κπνξνχκε λα 

αξηζκήζνπκε ηνπο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο, αιιά κπνξεί λα νξηζζεί κηα 1-1 

ζπλάξηεζε πνπ λα αληηζηνηρεί θάζε πξαγκαηηθφ αξηζκφ έλαλ απφ έλα γλήζην 

ππνζχλνιφ ηνπ φπσο γίλεηαη θαη ζην παξάδεηγκα ηεο lnx πνπ αλαθέξζεθε 

πξνεγνχκελα..   

Αλ  ππάξρεη ρξφλνο (θαη κπνξνχκε λα θαλνλίζνπκε λα ππάξρεη) παξεθβαίλνληαο ιίγν 

ζα κπνξνχζακε λα ηνπο δψζνπκε σο άζθεζε θαη έλα γεσκεηξηθφ παξάδεηγκα:  

Πψο κπνξνχκε λα απνδείμνπκε φηη ηα ζεκεία  ελφο επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο κπνξνχλ 

λα αληηζηνηρεζνχλ κε ηα ζεκεία ελφο άιινπ ηκήκαηνο κε δηαθνξεηηθφ κήθνο; 

                                                     

(Αλ έρνπκε δχν άληζα επζχγξακκα 

ηκήκαηα ΒΓ θαη ΓΔ, κπνξνχκε λα  

αληηζηνηρίζνπκε ζε νπνηνδήπνηε 

ζεκείν Μ ηνπ ΓΔ έλα ζεκείν Ν ηνπ 

ΒΓ. Γηφηη, αλ ηα ΒΓ θαη ΓΔ ηέκλνληαη 

ζην Α, ζε θάζε ζεκείν Μ ηνπ ΓΔ  

αληηζηνηρνχκε ηελ ηνκή Ν ηνπ ΒΓ θαη 

ΑΜ. Έηζη ηα δχν επζχγξακκα ηκήκαηα 

απνδεηθλχεηαη φηη έρνπλ ηνλ ίδην 

αξηζκφ ζεκείσλ.)
35

  

 

Γηα λα αηζζαλφκαζηε θαη λα μέξνπκε πσο είκαζηε  ρξήζηκνη δάζθαινη, γηα λα 

πξνζθέξνπκε ζηνπο καζεηέο καο (θαη λα ζπλεηδεηνπνηνχκε πεξηζζφηεξν θαη νη ίδηνη) 

ηε ζθαηξηθή θαη εμαληιεηηθή δηεξεχλεζε ησλ αληηθεηκέλσλ πνπ δηδάζθνπκε,  αμίδεη 

ηνλ θφπν, θπξίεο θαη θχξηνη ζπλάδειθνη, λα θάλνπκε φ,ηη κπνξνχκε γηα λα αζθνχκε 

ηε καζεκαηηθή ζθέςε. Έηζη ζα βνεζήζνπκε θαη ηα παηδηά  (θαη ηνπο εαπηνχο καο...) 

λα αληηκεησπίδνπλ θξηηηθά φιεο ηηο ζπληζηψζεο ελφο ζέκαηνο θαη λα κελ είλαη απινί 

δηεθπεξαησηέο δηαδηθαζηψλ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                
35 Γηα πεξηζζφηεξεο ιεπηνκέξεηεο: Δ. Νηδαρξήζηνο ¨Ζ έλλνηα ηνπ απείξνπ ζηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία¨ 

Μαζεκαηηθή Δπηζεώξεζε η.59   
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Μαθηματικό Trivium 
Στον Ανδρέα Βαλαδάκη 

Εήλσλ Λπγάηζηθαο 

Καζ. Βαξβαθείνπ ΢ρνιήο 

 

 

 

 

 

1. ΕΙ΢ΑΓΩΓΗ 

 
Ζ εμέιημε ησλ καζεκαηηθψλ έρεη μεπεξάζεη πξν πνιινχ ηηο παξαδνζηαθέο  ηζνξξνπίεο  

ζηε δηδαζθαιία. Γελ έρεηε παξά λα ζθεθηείηε ηελ πξφνδν ηεο ηερλνινγίαο ηεο 

πιεξνθνξηθήο, ηνπο επηζηεκνληθνχο ηνκείο ηνπο πξνζθάηα επεξεαζκέλνπο απφ ηα 

καζεκαηηθά φπσο ε νηθνλνκία,  ηελ κνληεινπνίεζε θαη εηδηθφηεξα ηελ κνληεινπνίεζε 

ηεο αλζξψπηλεο δηάλνηαο (δεο γηα πεξηζζφηεξα ζην άξζξν ηνπ D. Mumford36).  Ζ εμέιημε 

απηή ζέηεη ππν εξψηεζε ηελ θνπιηνχξα ηεο παξαδνζηαθήο δηδαζθαιίαο. Έρνληαο ινηπφλ 

ππ‟φςηλ απηφ ην πιαίζν θαζψο θαη ηνλ νπζηαζηηθφ δηάινγν πνπ άξρηζε ζηνλ ρψξν ηεο 

Δπξψπεο γηα ην θνηλφ πιαίζην ησλ δηπισκάησλ ζηα Μαζεκαηηθά37, αο δνχκε ηξείο αξρέο 

πνπ λνκίδνπκε νηη κπνξνχλ, κε ηηο ππάξρνπζεο ειιεληθέο ζπλζήθεο, λα απνηειέζνπλ έλα 

πξψην πεηξακαηηθφ ζηάδην  γηα ηνλ αλαζρεδηαζκφ ηεο  ζεκαηνινγίαο ηεο δηδαζθαιίαο 

ησλ καζεκαηηθψλ ζηελ δεπηεξνβάζκηα εθπ/ζε. 

 

1. Αλαγλψξηζε ηεο πνιπζεκίαο ηνπ καζεκαηηθνχ αληηθεηκέλνπ, κέζα ζε 

καζεκαηηθνχο ηνκείο (άιγεβξα-γεσκεηξία, θ.ι.π.) θαη άιιεο επηζηεκνληθέο 

πεξηνρέο. 

2. Αλαπαξαγσγή, νξγάλσζε θαη ηαμηλφκεζε ηνπ καζεκαηηθνχ αληηθεηκέλνπ. 

3. Αιιαγή ηνπ ηξφπνπ αμηνιφγεζεο ηνπ καζεηνχ. 

 

΢εκεηψλνπκε φηη ηα ζεκεία 1 θαη 2 είλαη δπζδηάθξηηα ζηε παξνχζα δηδαθηέα χιε. ΢ην 

άξζξν απηφ ζα αζρνιεζνχκε κφλν κε ην πξψην. Ζ αλαγλψξηζε ηεο πνιπζεκίαο είλαη 

βαζηθή γηα ηελ θαηαλφεζε ηεο καζεκαηηθήο επηζηήκεο, ίζσο θαη έλα απφ ηα θιεηδηά ησλ 

καζεκαηηθψλ, φπσο ζα έιεγε ν Poincare. Με άιια ιφγηα: ππάξρνπλ πξνβιήκαηα ησλ 

νπνίσλ ε ιχζε κπνξεί λα απισζεί ζε πνιιέο πεξηνρέο  φπσο αλάιπζε, άιγεβξα, 

γεσκεηξία θ.ι.π.  

΢ε ηη ζα κπνξνχζαλ φια απηά λα θαλνχλ ρξήζηκα θαη κάιηζηα ζην επίπεδν ησλ 

καζεκαηηθψλ ηνπ Λπθείνπ;  ΋ιν απηφ ην ζθεληθφ ζα ην παξνπζηάζσ κε κηα 

δξαζηεξηφηεηα πνπ πξνηείλσ  ζηνπο καζεηέο κνπ γηα λα θαηαλνήζνπλ:  

 

1. ηε καζεκαηηθή αθαίξεζε, 

2. ηελ  αλαγθαηφηεηαο ηεο χπαξμεο καζεκαηηθψλ πεξηνρψλ – άιγεβξα – γεσκεηξία 

– αλάιπζε – ζεσξία αξηζκψλ, 

3. ηα εξγαιεία ησλ δηαθφξσλ απηψλ πεξηνρψλ. 

 

Μεξηθά πξνβιήκαηα ζηα καζεκαηηθά  είλαη δηαρξνληθά, δηαθιαδηθά θαη δηεπηζηεκνληθνχ 

ραξαθηήξα. Γηαρξνληθά γηαηί ζε θάζε επίπεδν ζπνπδψλ ν καζεηήο, ν θνηηεηήο, ν 

εξεπλεηήο, κπνξεί λα επεμεξγαζηεί έλα ζηάδηφ ηνπ. Γηαθιαδηθά, γηαηί κπνξεί λα 

πξνζεγγηζζεί απφ πνιινχο καζεκαηηθνχο θιάδνπο (φπσο αλάιπζε, άιγεβξα, γεσκεηξία 

θ.ι.π.) θαη δηεπηζηεκνληθά γηαηί κπνξεί λα είλαη κνληέιν γηα πξνβιήκαηα ζε άιιεο 

επηζηήκεο.   

                                                
36 Mumford D. (2000). The dawning of the age of stochasticity, in V. Arnold, M. Atiyah, P. Lax and B. Mazur 
(Eds) Mathematics: Frontiers and Perspectives, A.M.S. 
37 Groupe Tuning de Maths :  http://www.europa.eu.int/comm/education/tuning.html 
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΢ην άξζξν απηφ επηιέμακε έλα πξφβιεκα πνπ ζρεηίδεηαη κε ηα εξγαιεία ηεο απφδεημεο  

πνπ έδσζε ν Wiles ζην Μεγάιν Θεψξεκα ηνπ Fermat. ¨Έλα άιιν πξφβιεκα 

παξνπζηάζακε ην 2004 ζηε δηεκεξίδα «΢χρξνλε δηδαθηηθή θαη Δπηκφξθσζε» 1ν Δ. Λ. 

Διιεληθνχ, κε ηίηιν  Γχν εξσηήκαηα – ΢πζηήκαηα ΢πκβνιηθνχ Τπνινγηζκνχ. 
 

Σν πξφβιεκα καο αθνξά ηελ εχξεζε ξεηψλ ζεκείσλ (ζεκείσλ κε ξεηέο ζπληεηαγκέλεο) 

ζε θχθιν x2 + y2 = r2.  Ζ άζθεζε δψζεθε ζηε θαηεχζπλζε ηεο Β΄Λπθείνπ κεηά ην πέξαο 

ηνπ θεθαιαίνπ πνπ αθνξά ηηο θσληθέο ηνκέο θαη ελζσκάησζε φιν ην θαηαθεξκαηηζκέλν 

επφκελν θεθάιαην ηεο ζεσξίαο αξηζκψλ. 

 
Πξίλ αλαπηχμνπκε ην ζέκα ηεο δξαζηεξηφηεηαο αο δνχκε ιίγν πσο θαη πην ζηάδην ηεο 

απφδεημεο ηνπ Wiles απνκνλψζακε.  

 

Ηζηνξία  
 

 ΋ινη γλσξίδνπκε ηελ απφδεημε ηνπ Wiles ζηνλ ηζρπξηζκφ ηνπ Fermat φηη:  

γηα έλα αθέξαην n κεγαιύηεξν ή ίζν ηνπ 3,  δελ ππάξρνπλ ζεηηθνί αθέξαηνη a, 

b θαη c έηζη ώζηε : an  + bn = cn.   

΋πσο ζπλεζίδεηαη ζήκεξα ζηε Μαζεκαηηθή έξεπλα έηζη θαη ν Wiles ρξεζηκνπνίεζε 

avant-garde εξγαιεία ζπλδπάδνληαο δηαθνξεηηθνχο καζεκαηηθνχο ηνκείο (άιγεβξα, 

γεσκεηξία, αλάιπζε θιπ).  Ζ απφδεημε – ε νπνία είλαη πην  ελδηαθέξνπζα απφ ην ίδην ην 

ζεψξεκα –  είλαη θπζηθά αξθεηά δχζθνιν λα εμεγεζεί ζηνπο καζεηέο καο αιιά ππάξρεη 

θάπνην ζεκείν φπνπ κπνξνχκε θάιιηζηα λα ην πξνζεγγίζνπκε ζηε ηάμε.  Σν ζεκείν απηφ 

είλαη ην πξψην ζηάδην ηνπ ηζρπξηζκνχ Mordell. 

Δηθαζία Mordell  

΢ηε ζεσξία αξηζκψλ ε εηθαζία ηνπ Mordell  κειεηάεη βαζηθά απνηειέζκαηα εξεπλψληαο 

ηηο ξεηέο ξίδεο Γηνθαληηθψλ εμηζψζεσλ. Ζ εηθαζία απηή απνδείρζεθε απφ ηνλ Falting ην 

1983 (Fields Medal), θαη απφ ηφηε αλαθέξεηαη ζηε βηβιηνγξαθία ζαλ ζεψξεκα Falting.  

Τπνζέζηε φηη έρνπκε κηα αιγεβξηθή θακπχιε C νξηζκέλε ζην Q (πξφθεηηαη γηα έλα 

πνιπψλπκν κε ξεηνχο ζπληειεζηέο). Τπνζέζηε επίζεο φηη ε  είλαη κε-ηδηάδνπζα (non-

singular), δελ πξφθεηηαη φκσο γηα έλα ππαξθηφ πεξηνξηζκφ, κπνξεί θαη λα απαιεηθζεί. To 

εξψηεκα είλαη ην εμήο: πφζα ξεηά ζεκεία έρεη;  

Ζ απάληεζε εμαξηάηαη απφ ην γέλνο ηεο θακπχιεο. Τπάξρνπλ ηξείο πεξηπηψζεηο. Να 

είλαη γέλνπο 0, 1 ή κεγαιχηεξν. Γηα θακπχιεο γέλνπο 0 είλαη ήδε απφ παιηά γλσζηή ε 

απάληεζε. Ο Mordell έιπζε ην πξφβιεκα γηα θακπχιεο γέλνπο 1 θαη ηζρπξίζηεθε ηε 

γλσζηή πξφηαζε πνπ θέξεη ην φλνκα εηθαζία Mordell, γηα θακπχιεο γέλνπο > 1.  

Σν πιήξεο απνηέιεζκα είλαη ην εμήο: 

Έζησ  κηα κε-ηδηάδνπζα θακπχιε ζηνπο ξεηνχο κε γέλνο g38. Σφηε ν αξηζκφο ησλ 

ξεηψλ ζεκείσλ είλαη ν εμήο: 

α) Γηα ηελ πεξίπησζε g = 0 (ε C είλαη κηα θσληθή): θαλέλα ή άπεηξα ζεκεία.  

                                                
38 Σν γέλνο κηαο θακπχιεο είλαη ν αξηζκφο ησλ νπψλ κηαο θακπχιεο. 
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β) Γηα ηελ πεξίπησζε g = 1 (ε C είλαη κηα ειιεηπηηθή θακπχιε39) θαλέλα ζεκείν 

ε έλαο πεπεξαζκέλνο αξηζκφο ζεκείσλ κε κηα ζπγθεθξηκκέλε δνκή (Theorem 

Mordell-Weil). 

γ) Γηα ηελ πεξίπησζε g = 2, έρνπκε ην ζεψξεκα Falting. 

Ζ δξαζηεξηφηεηα πνπ πξνηείλνπκε αθνξά ηε πεξίπησζε α).  Ζ έξεπλα ησλ ζεκείσλ κηαο 

θακπχιεο κε ξεηέο ζπληεηαγκέλεο έρεη αλαπηπρζεί ζεακαηηθά ηα ηειεπηαία ρξφληα ζε 

δηάθνξνπο Μαζεκαηηθνχο ηνκείο.  Αο ζεκεηψζνπκε έλαλ  πνπ ζα κπνξνχζε λα καο θαλεί 

ρξήζηκνο ζην κέιινλ. 

 

Γηαθξηηή Γεσκεηξία:  Οη νζφλεο ησλ ππνινγηζηψλ  έρνπλ έλαλ πεπεξαζκέλν 

αξηζκφ ζεκείσλ ηα νπνία ζεσξνχληαη δηαθξηηά ζε αληίζεζε κε ηνλ ζπλερή 

ραξαθηήξα ησλ ζεκείσλ ηνπ επθιεηδίνπ ρψξνπ. Έλα πξόβιεκα ζπλαληάκε ζηελ 

επηινγή ηεο βέιηηζηεο δηαθξηηήο πξνζέγγηζεο ελόο ζπλερνύο ζπλόινπ όπσο 

γηα παξάδεηγκα ε αλαπαξάζηαζε κηαο θακπύιεο. Έηζη ε επηινγή ησλ ζεκείσλ 

κε ξεηέο ζπληεηαγκέλεο νη νπνίεο κεηά απφ κηα θαηάιιειε επηινγή ηεο θιίκαθαο 

κπνξεί λα γίλνπλ αθέξαηεο, είλαη κηα ηθαλνπνηεηηθή επηινγή.  Απηφ φκσο ζα 

απνηειέζεη ην ζέκα κηαο άιιεο εξγαζίαο. 

Άξα ινηπφλ, ε δξαζηεξηφηεηά καο κπνξεί λα ζεσξεζεί ην πξψην ζηάδην ζηε πξνζέγγηζε 

ελφο πξαγκαηηθά σξαίνπ πξνβιήκαηνο κε δηαρξνληθή θαη δηαθιαδηθή ηζρή.  

Ζ αλαηνκία ηνπ πξνβιήκαηνο 

Σν αληηθείκελν ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη ε εχξεζε ησλ ξεηψλ ξηδψλ  εμίζσζεο. Απφ ηε 

Γεσκεηξία ζα δαλεηζηνχκε ηε κεζνδνινγία παξακεηξηθνπνίεζεο θακπχιεο θαη ηνλ 

ρεηξηζκφ ησλ δηαγξακκάησλ γηα ηε ιχζε εμίζσζεο. Θα δνχκε επίζεο ηε γεσκεηξηθή 

νξγάλσζε ξηδψλ κηαο ηέηνηαο εμίζσζεο. Απφ ηε ζεσξία Αξηζκψλ  ζα ρξεηαζηνχκε ηε 

δηαηξεηφηεηα αθεξαίσλ, ηνλ κέγηζην θνηλφ δηαηξέηε θαη ηέινο, ζα κεηξήζνπκε ηελ 

ππθλφηεηα ησλ ξεηψλ ξηδψλ θακπχιεο κε εξγαιεία ηεο Αλάιπζεο.   

2.   ΠΡΟΒΛΖΜΑ 1 

(Σν πείξακα) 

                                                
39 Μία ειιεηπηηθή θακπύιε είλαη ην γξάθεκα εμηζψζεσλ ηεο κνξθήο y

2 
= x

3 
+ ax

2 
+ bx + c κε a, b, c Q. (ην φλνκα 

νθείιεηαη ζην ειιεηπηηθφ νινθιήξσκα. Μηα ειιεηπηηθή θακπχιε πάλσ ζην C είλαη γηα παξάδεηγκα έλαο ρψξνο 

Riemman). Γίλνπκε ην γξάθεκα δχν ηέηνησλ θακππιψλ.   

               

                        y2=x3-1                           y2=x3-x+1  
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΢ρεδηάζηε έλαλ θχθιν C κε θέληξν έλα ζεκείν  Ο θαη αθηίλα 5 κνλάδεο ζηνλ 

παξαθάησ πίλαθα. 

 

 Βξείηε 12 ζεκεία ηνπ θχθινπ κε αθέξαηεο ζπληεηαγκέλεο. 

 ΢εκεηψζηε ηα ζεκεία απηά θαη θέξηε ηηο αληίζηνηρεο αθηίλεο. 

 
 

 ΢ρεδηάζηε έλαλ άιιν θχθιν  D κε θέληξν ην Ο θαη αθηίλα 1 κνλάδα.  

 ΢εκεηψζηε 12  ζεκεία ηνπ θχθινπ D κε αθέξαηεο ζπληεηαγκέλεο. 

 Βξείηε κηα ζρέζε ησλ αθεξαίσλ ζεκείσλ ηνπ θχθινπ C κε ηνλ θχθιν D. 

 

ΠΑΡΑΣΖΡΖ΢ΔΗ΢ 

 

1. Σα 12 ζεκεία ηνπ θχθινπ C είλαη:  

(0,5)   (0,-5)    (5,0)    (-5,0) 

(3,4)   (-3,4)    (3,-4)   (-3,-4) 

(4,3)   (-4,3)    (4,-3)   (-4,-3) 

 

2. Ο καζεηήο πξέπεη λα παξαηεξήζεη φηη ηα ζεκεία ηνπ θχθινπ D κε 

αθέξαηεο ζπληεηαγκέλεο είλαη ηα ζεκεία ηνκήο ηνπ θχθινπ κε ηηο αθηίλεο 

ησλ ζεκείσλ ηνπ θχθινπ C. Απηά είλαη: 

(0,1)   (0,-1)   (1,0)    (-1,0) 

(3/5,4/5)  (-3/5,4/5)    (3/5,-4/5)   (-3/5,-4/5) 

(4/5,3/5)  (-4/5,3/5)    (4/5,-3/5)   (-4/5,-3/5) 

 

3. Ζ αιγεβξηθή ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηα ζεκεία ηνπ D  κε απηά ηνπ C είλαη ε 

εμήο:  

Αλ (α,β) έλα απφ ηα 12 ζεκεία ηνπ C. ηφηε α
2
+β

2
=5

2
.  Σφηε 

1
25

2β

25

2α
 , θαη έηζη ην ζεκείν (α/5,β/5) είλαη ζεκείν ηνπ D.  

Απηφ είλαη κηα παξαηήξεξζε πνπ ζα καο είλαη ρξήζηκε ζηελ εχξεζε ησλ 

ξεηψλ ζεκείσλ ηνπ κνλαδηαίνπ θχθινπ. 
 

 

3.   ΠΡΟΒΛΖΜΑ 2 

 

Έζησ x
2 
+ y

2
 = 1 ν κνλαδηαίνο θύθινο. Να βξείηε ηε κνξθή 

ησλ ξεηώλ n θαη m έηζη ώζηε ην ζεκείν (n,m) λα είλαη 

ζεκείν ηνπ θύθινπ. 
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Τπφδεημε: Έλα ξεηφ ζεκείν ηνπ θχθινπ είλαη ην Α(1,0).  Μηα επζεία πνπ δηέξρεηαη 

απφ ην Α θαη ηέκλεη ηνλ θχθιν ζην Β έρεη εμίζσζε y=ι(x-1). Απαηηήζηε ην Β λα είλαη 

έλα ξεηφ ζεκείν. 

 

Βξείηε ηα ξεηά ζεκεία ηεο ππεξβνιήο x
2
+1 = y

2
. Ση 

ζρέζε ππάξρεη κε ηα ξεηά ζεκεία ηνπ κνλαδηαίνπ 

θύθινπ;  

 
 

 

 

ΠΑΡΑΣΖΡΖ΢ΔΗ΢ 

 

1. Πξφθεηηαη γηα ξεηή παξακεηξηθνπνίεζε ηνπ 

θχθινπ.  

Έζησ x, y, z   κε z  0, ηέηνην ψζηε 1=
2z

2y
+

2z

2x
 

  x
2
+y

2
 = z

2
 
 
. (1) 

Ζ εχξεζε ησλ αθεξαίσλ (x,y,z)  έηζη ψζηε λα 

ηθαλνπνηείηαη ε (1) είλαη γλσζηφ πξφβιεκα κε πνιχ 

γλσζηή επίζεο ιχζε
40

.   

Ζ (1) κεηαζρεκαηίδεηαη ζηελ  
 
 y

2
 = z

2
 - x

2 
 y

2 
= 

(z+x)(z-x). Δχθνια θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα φηη νη αξηζκνί z+x  θαη z-x είλαη 

άξηηνη. Άξα:  

2

2

y

2

xz

2

zx














 

Αθνχ (x,y)=1 (επεηδή y
2
 = z

2
 - x

2
) νη αξηζκνί (x+z)/2 θαη (z-x)/2 είλαη πξψηνη κεηαμχ 

ηνπο. Θέησ       
2

xz2u


 θαη 
2

xz2 v


   φπνπ u,v > 0 θαη (u,v) = 1. Δίλαη εχθνιν 

λα δνχκε φηη  x = u
2
 – v

2
, y = 2uv θαη z= u

2
 + v

2
, είλαη κηα ιχζε ηεο (1). 

Απηή είλαη ε γλσζηή αξηζκεηηθή ιχζε. Αο δνχκε ηψξα κηα απφδεημε πξνζαξκνζκέλε 

ζηελ χιε ηεο Αλαιπηηθήο Γεσκεηξίαο ηεο Β ηάμεο.  

To ζεκείν Α(1,0) είλαη έλα ζεκείν ηνπ θχθινπ κε ξεηνχο ζπληειεζηέο. Έζησ (ε) : y = 

α (x-1) κε α  R. Φάρλνπκε ην δεχηεξν ζεκείν Β πνπ είλαη ε ηνκή ηεο επζείαο θαη 

ηνπ θχθινπ. Λχλνληαο ην ζχζηεκα: 

 

 

 

 

 

 

 

                                                
40 Γέο G.H. Hardy and E.M. Wright: An introduction to the theory of numbers Fifth edition, Clarendon Press – 
Oxford, 1979, ζειίδα 191. 

A 

Β 



 *         

1
2

α

2α
y

1
2

α

1
2

α
x

   

0 y 1,x   

      
1)α(xy

12y2x

















































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ε πξψηε ιχζε είλαη ην ζεκείν Α. Σν Β γηα λα έρεη ξεηέο ζπληεηαγκέλεο πξέπεη α Q. 

Έζησ 
q

p
α  . Σφηε  ε (*) γίλεηαη: 

(΢) : 
2q+2p

-2pq
=y   ,

2q+2p

2q  -2p
=  x







 

Αλ ζέζσ :     Υ = p
2 
- q

2 
,  Y = 2pq    θαη     Ε = p

2
+q

2
    

έρσ ηελ ππζαγόξεηα ηξηάδα
41

.  Eχθνια επαιεζεχσ φηη X
2
 + Y

2
 = Z

2
.  

΢πκπέξαζκα : Ο θύθινο καο έρεη άπεηξα ξεηά ζεκεία γηα x θαη y από ηε ζρέζε (΢). 

2. Ζ ράξαμε ηεο βνεζεηηθήο επζείαο είλαη  γλσζηή 
ηαθηηθή παξακεηξηθνπνίεζεο κηαο θακπχιεο. Μπνξνχκε 

λα θάλνπκε ην ίδην βξίζθνληαο ηελ ζηεξενγξαθηθή 

πξνβνιή Μ ηνπ Β πάλσ ζηελ εθαπηνκέλε ζ, κε θέληξν 

ην Α. 

     

΢ηελ πεξίπησζε απηή εξγαδφκαζηε σο εμήο:  

Έζησ  Μ(-1, 2t) έλα θηλεηφ ζεκείν ηεο θάζεηεο 

εθαπηνκέλεο ζ ηνπ θχθινπ κε t  Q, ην 2 δελ έρεη 

ηδηαίηεξε αηηία λα ππάξρεη. Αλ Β έρεη ζπληεηαγκέλεο (x,y), ηφηε y = t ( 1 – x ).  ΢ηε 

ζπλέρεηα εξγαδφκαζηε φπσο παξαπάλσ. 

 

3. Ζ απεηθφληζε Q → {ξεηά ζεκεία ηεο x
2
+y

2
=1, εθηφο ηνπ (1,0) }, είλαη 1-1. Ζ 

απεηθφληζε αλαιπηηθά είλαη ε 

 

 

 

Πξάγκαηη, έζησ ν ξεηφο t, ηφηε αλ θαηαζθεπάζνπκε ην ξεηφ ζεκείν ηεο θακπχιεο Qt, 

ε επζεία ΑQt , φπνπ Α ην ζεκείν (1,0), έρεη θιίζε t, θαη αληηζηξφθσο. Αλ Q (A) 

ξεηφ ζεκείν ηνπ θχθινπ έηζη ψζηε ΑQ λα έρεη θιίζε t, ην Q ηφηε ζπκπίπηεη κε ην  Qt  

γηαηί ε ΑQt έρεη θιίζε επίζεο t. 

 

4. Πφζα ηέηνηα «σξαία» ζεκεία κπνξνχκε λα βξνχκε ζηνλ θχθιν;  Αλ πάξνπκε έλα 

δηάζηεκα, φζν κηθξφ ζέινπκε ζηε πεξηθέξεηα, κπνξνχκε λα βξνχκε έλα ξεηφ ζεκείν 

ζην εζσηεξηθφ ηνπ δηαζηήκαηνο;  Απηφ είλαη ην πέξαζκα ηνπ πξνβιήκαηφο καο ζηελ 

αλάιπζε ην νπνίν ζα παξνπζηάζνπκε κειινληηθά. 

Πξνο ην παξψλ κπνξνχκε λα ιχζνπκε έλα πην απιφ πξφβιεκα. Θα δείμνπκε φηη γηα 

θάζε ζεκείν Α ηνπ θχθινπ κπνξψ λα βξσ δχν αθέξαηνπο u θαη v, έηζη ψζηε ην 

ζεκείν κε ζπληεηαγκέλεο ηεο κνξθήο (x,y) ηεο παξαπάλσ ζρέζεο  (΢), πξνζεγγίδεη 

φζν  ζέινπκε  ην Α.  

Έζησ r έλαο πξαγκαηηθφο ίζνο κε ηελ  εθ(ζ), φπνπ ζ ε γσλία πνπ ζρεκαηίδεη έλα 

ζεκείν Β ηνπ θχθινπ.  Μπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε ηηο εμηζψζεηο ζην (΢) ζαλ ηηο 

παξακεηξηθέο εμηζψζεηο ηνπ ζεκείνπ Β, φπνπ u θαη v φρη αλαγθαζηηθά αθέξαηνη. 

Σφηε:  

02ru2uv2rv
2v2u

2uv
r 


  

                                                
41 Γέο επίζεο ζει. 19 εθ. 1 βηβιίν Α Λπθείνπ, Αλδξεαδάθε,  θ.α. ή Μαζεκαηηθά Θεηηθήο Καηεχζπλζεο Β Λπθείνπ 
Αδακφπνπινο Λ. θ.α. ζει. 170. 




















2t1

2t-
,

2t1

12t
tQt



 132 

Λχλνληαο ηελ δεπηεξνβάζκηα εμίζσζε σο πξνο v θαη παίξλνληαο ην ζεηηθφ v, έρσ: 

r

112r

u

v 
  

Αλ ζέισ ηα u θαη v λα είλαη αθέξαηνη, ηφηε κε ηελ κέζνδν ησλ ζπλερηδφκελσλ 

θιαζκάησλ (continued fraction) κπνξψ λα βξψ κηα ξεηή πξνζέγγηζε φζν θιεηζηή 

ζέισ ζην Α.  Έηζη γηα παξάδεηγκα αλ ζ=π/4, ην r=1, θαη u=70 , v = 29. 

 

5. Αλ x,y,z   κε x
2
 + y

2
 = z

2
, ζέησ u = x/y θαη v = z/y, ηφηε u

2
+1=v

2
.  Έηζη γηα λα 

βξνχκε ηα ξεηά ζεκεία ηνπ θχθινπ, βξίζθνπκε απηνκάησο ηα ξεηά ζεκεία ηεο 

ππεξβνιήο θαη αληηζηξφθσο. 

 

1. ΠΡΟΒΛΖΜΑ 3 

 

Βξείηε ηα ξεηά ζεκεία ηεο θακπύιεο x
2
 = 2 y

2
. 

 

ΠΑΡΑΣΖΡΖ΢ΔΗ΢ 

H x
2
 = 2 y

2
 γξάθεηαη ηζνδχλακα: 2

2

y

x









. Ζ ηειεπηαία 

εμίζσζε είλαη γλσζηφ φηη δελ έρεη αθέξαηεο ιχζεηο αλ y 0 (δεο βηβιίν Α΄ Λπθείνπ). 

Ζ x
2
 = 2 y

2
 ινηπφλ δελ έρεη ξεηά ζεκεία εθηφο ηνπ (0,0). 

 

2.   ΠΡΟΒΛΖΜΑ 4 

 

Έζησ x
2 

+ y
2
 = 2. Να βξείηε ηε κνξθή ησλ ξεηώλ n θαη m έηζη ώζηε ην ζεκείν 

(n,m) λα είλαη ζεκείν ηνπ θύθινπ.  

ΠΑΡΑΣΖΡΖ΢ΔΗ΢ 

Έζησ x, y, z   κε z  0, ηέηνην ψζηε 2=
2z

2y
+

2z

2x   x
2
 + y

2
 = 2z

2
  (1). 

 Αλ ζέζσ x = u + v θαη y = u – v  (**),  ε (1) γίλεηαη u
2
 + v

2 
= z

2
 (2).  Άξα θάζε 

ππζαγφξεηα ηξηάδα αθεξαίσλ είλαη ιχζε ηεο (2).  Έηζη ε ηξηάδα : 

u = q
2
 - p

2
,     v = 2 p q   &  z = p

2
 + q

2
  κε p, q  

είλαη κηα ιχζε ηεο (2). Σφηε ζχκθσλα κε ηνλ κεηαζρεκαηηζκφ (**) έρσ: 



















2q2pz

2pq2p2qy

2pq2p2qx
 

ε νπνία είλαη ιχζε ηεο (1).     

΢πλεπψο κηα ξεηή ιχζε ηεο αξρηθήο εμίζσζεο  x
2
 + y

2
  = 2   ζα είλαη ε                         

(΢)  :  























2q2p

2pq2p2q
y

2q2p

2pq2p2q
x

 

΢πκπέξαζκα: Ο θύθινο έρεη άπεηξα ξεηά ζεκεία πνπ δίλνληαη από ηε ζρέζε (΢).   

                                                                                                                                     
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3. ΠΡΟΒΛΖΜΑ 5 

 

1. Έζησ x
2 

+ y
2
 = 3. Να εμεηάζεηε αλ ππάξρνπλ ξεηά ζεκεία ζηνλ θύθιν.  

2. Γείμηε όηη ν 3  είλαη άξξεηνο. 

ΠΑΡΑΣΖΡΖ΢ΔΗ΢ 

1.  Αλ x, y θαη z  , ηφηε 













3=

2z

2y
+

2z

2x
  x

2
 + y

2
 = 3 z

2
  (1). Αλ ηα x, y θαη z 

έρνπλ θνηλφ δηαηξέηε  1, δηαηξνχκε ηα δχν κέιε ηεο (1) κε απηφλ, νπφηε 

πξνθχπηεη κηα εμίζσζε φπνπ (x,y,z) = 1. Αλ (x,y,z) είλαη κηα ιχζε ηεο (1) ηφηε 

έλαο ην ιηγφηεξν απφ ηνπο x, y είλαη πεξηηφο  αλ φρη, ην 2 ζα είλαη δηαηξέηεο ησλ x, 

y θαη z.  

1. Έζησ x=2p θαη y=2q+1. Σφηε ε (1)  

4p
2
 + 4q

2
 + 4q + 1 = 3z

2
 

 Άξα z είλαη αλαγθαζηηθά πεξηηφο, έζησ z = 2r + 1 ηφηε 4p
2
 + 4q

2
 + 4q – 

12r
2
 – 12r = 2, αδχλαην, ην 4 δηαηξεί ην 1

ν
 κέινο αιιά φρη ην 2

ν
.  Άξα (1) 

δελ έρεη αθέξαηεο ιχζεηο κε x=2p θαη y=2q+1. 

2. Έζησ x=2p+1 θαη y=2q+1. Σφηε ε (1) γίλεηαη 

4p
2
 + 4p +4q

2
 + 4q  + 2 = 3z

2
 

άξα z = 2r θαη  

(1) ⇒ 4p
2
 + 4p + 4q

2
 + 4q -12r

2
 = -2  

αδχλαην. Άξα  ε (1) δελ έρεη αθέξαηεο ιχζεηο κε x=2p+1 θαη y=2q+1. 

 

΢πκπέξαζκα: Ο θύθινο δελ έρεη ξεηά ζεκεία. 

 

2. Σν απνηέιεζκα ζην 1. είλαη έλα ηζρπξφηεξν απνηέιεζκα απφ κηα επζεία απφδεημε 
ηνπ φηη ην 3 είλαη άξξεηνο.  

 
 

 

4. ΠΡΟΒΛΗΜΑ 6 (Αθέξαηα ΢εκεία πάλσ ζε επζεία) 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ :  Έζησ ax
 
+ by = c (1)  επζεία. Να βξείηε ηε κνξθή ησλ αθεξαίσλ 

n θαη m έηζη ώζηε ην ζεκείν (n,m) λα είλαη ζεκείν ηεο επζείαο.  (Γηνθαληηθή 

εμίζσζε) 

Μπνξείηε λα δείηε, πξίλ πεξάζνπκε ζηε γεληθή ιχζε, ηα εμήο παξαδείγκαηα: 3x – 5y 

= 13, 2 x – 4 y = 12,    2  x  + 4 y = 3. 

Τπνζέησ (a,b,c) = 1. Αλ φρη δηαηξψ 1
ν
 θαη 2

ν
 κέινο κε απηφλ. Αλ (a,b) =d  1, θαη d 

δελ  δηαηξεί ηνλ  c, ηφηε δελ ππάξρνπλ αθέξαηεο ιχζεηο. Τπνζέησ ινηπφλ φηη ε 

εμίζσζε ηεο επζείαο έρεη (a,b,c) = 1. Αθνχ (a,b) = 1, ππάξρνπλ u θαη v αθέξαηνη 

(ζεψξεκα ηνπ Bezout) έηζη ψζηε  

a u + b v =1  a (c u) + b (c v) = c         (2) 

Έζησ Μ0 (x0,y0) ζεκείν ηεο επζείαο κε αθέξαηεο ζπληεηαγκέλεο θαη a)(-b,=d  έλα 

δηάλπζκα παξάιιειν ζηελ επζεία κε ηηο πην κηθξέο (απνιχησο) αθέξαηεο 

ζπληεηαγκέλεο. Αλ M(x,y) έλα άιιν ζεκείν ηεο επζείαο ηφηε  
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 (*)   
ka

0
yyka

0
yy

kb
0

xxkb
0

xx
dkΜ

0
Μ











  

                                                                                                                             M    

                                                                                             d                 Mo  

 

 

Θεσξήζηε ηψξα ζαλ Μ0(cu,cv) κε αθέξαηεο ζπληεηαγκέλεο απν ζρέζε (2). Αλ 

αληηθαηαζηήζσ ζηε ζρέζε (*) έρσ: 

   
kacvy

kbcux







     (**), k αθέξαηνο 

΢πκπέξαζκα: H επζεία έρεη αθέξαηα ζεκεία (**) αλ (a,b,c)=1.        

5. ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

1. Ζ ελδηαθέξνπζα ηζηνξία ηεο απφδεημεο  ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Fermat 

πεξηγξάθεηαη σξαία ζην βηβιίν ηνπ Α. Aczel κε ηνλ ειιεληθφ ηίηιν «Πσο ν A. Weils 

έιπζε ην ηειεπηαίν ζεψξεκα ηνπ Fermat» ησλ εθδφζεσλ Σξνραιία.  Ζ κεηάθξαζε 

είλαη ηνπ θαζεγεηνχ ηνπ Βαξβαθείνπ Λπθείνπ Α. Βαιαδάθε, ν νπνίνο είρε ηελ 

επγελή θαινζχλε λα κνπ ην αθηεξψζεη. ΢ε έλδεημε επραξηζηίαο ηνπ αθηεξψλσ θαη 

εγψ κε ηε ζεηξά κνπ ην άξζξν. 

2. Με ελδηαθέξνλ παξαθνινπζήζακε ηνλ θεηεηλφ δηαγσληζκφ ΑΡΥΗΜΖΓΖ ηεο 
Διιεληθήο Μαζεκαηηθήο Δηαηξείαο. Σν ηέηαξην ζέκα αθνξνχζε ηελ εχξεζε 

αθεξαίσλ ζεκείσλ πάλσ ζε κηα έιιεηςε. Ζ αξρηθή εμίζσζε κεηά απφ 

παξαγνληνπνίεζε έπαηξλε ηε κνξθή 2k2yxy2x   (1), ε νπνία είλαη ε έιιεηςε 

1
22k

2y

2k
3

2

2x
  (2), κεηά απφ ζηξνθή ησλ αμφλσλ θαηά 45

ν
. Απηφ απινπνηεί θαηά 

πνιχ ην πξφβιεκα θαη θαζηζηά φιε ηελ επξηζηηθή πξνζπάζεηα εληνπηζκνχ θξάγκαηνο 

ησλ x θαη y πεξηηηή (είλαη παξαηήξεζε ζην βηβιίν ηεο θαηεχζπλζεο ζηε Β‟ Λπθείνπ).  

Πνηά είλαη ηα αθέξαηα ζεκεία ηεο (2);  

3. Ζ ππεξβνιή  x2
 – y

2
d = 1, κε d θπζηθφ θαη φρη ηέιεην ηεηξάγσλν έρεη  

 ξεηά ζεκεία. 

(Γεληθά έρεη άπεηξα ξεηά ζεκεία. Ζ απφδεημε είλαη πεξίπνπ ε ίδηα φπσο ζην  

Πξφβιεκα 2.) 

 αθέξαηα ζεκεία.    (Γχζθνιν πξφβιεκα, δέο ζεψξεκα Pell-Fermat.) 
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ΖΟΒΒΗΣS θαη ORKS. 

Έλα πξόβιεκα κε ηνπο ήξσεο ηνπ Tolkien.
42

 

 

Ζιίαο Αλδξηαλόο, 2
ν
 Πεηξακαηηθφ Λχθεην Αζελψλ 

Παλαγηώηα Κνηαξίλνπ, 2
ν
 Λχθεην Ηιίνπ 

Αιίθε Μπαζηάθνπ, Εάλλεην Πεηξακαηηθφ Γπκλάζην Πεηξαηά 

Καζεγεηέο Μαζεκαηηθψλ, M.ed. Γηδαθηηθήο θαη Μεζνδνινγίαο ησλ Μαζεκαηηθψλ 

απφ ην Μαζεκαηηθφ Σκήκα ηνπ Παλεπηζηεκίνπ Αζελψλ. 

 

Κίκσλ Κνληώζεο θαη Φώηεο Καιαθάηεο 

Φνηηεηέο ηνπ Σκήκαηνο Πιεξνθνξηθήο θαη Σειεπηθνηλσληψλ  

ηνπ Παλεπηζηεκίνπ Αζελψλ 

 

 

Πεξίιεςε 

 

΢ηελ εηζήγεζε πεξηγξάθεηαη κηα δηδαθηηθή πξφηαζε, κε ζθνπφ ηελ εηζαγσγή 

ηεο επαγσγηθήο δηαδηθαζίαο ζε καζεηέο γπκλαζίνπ θαη ηεο καζεκαηηθήο επαγσγήο ζε 

καζεηέο Λπθείνπ. Ζ δηδαζθαιία απηή βαζίδεηαη ζε έλα πξφβιεκα πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθε απφ ηνπο ERNST ΚΑΗ NEWEL ην 1969 ζηελ πξνζνκνίσζε ησλ 

ππνινγηζηηθψλ κνληέισλ ζθέςεο κε ειεθηξνληθφ ππνινγηζηή (Hayes Nicky,1998) 

θαη είλαη ην εμήο: 

Δθηά Ζνbbits έρνπλ ζπιιάβεη εθηά Οrθs ζηα ζχλνξα ηνπ Shire. Πξέπεη λα 

πεξάζνπλ ηνπο αηρκαιψηνπο ηνπο απφ έλα πνηάκη, ην Brandywine, γηα λα ηνπο 

κεηαθέξνπλ ζην αζηπλνκηθφ ηκήκα ηνπ Bree. Βξίζθνληαη ζηελ φρζε Α ηνπ πνηακνχ 

θαη έρνπλ κία βάξθα, ε νπνία κπνξεί λα κεηαθέξεη ζηελ φρζε Β κφλνλ δχν άηνκα 

θάζε θνξά. Ζ κεηαθνξά πξέπεη λα γίλεη κε ηέηνηνλ ηξφπν ψζηε λα είλαη 

εμαζθαιηζκέλν φηη αλά πάζα ζηηγκή ν αξηζκφο ησλ Ζνbbits πνπ ζα βξίζθνληαη ζε 

θάζε φρζε λα είλαη κεγαιχηεξνο ή ην πνιχ-πνιχ ίζνο κε ηνλ αξηζκφ ησλ  Orks πνπ ζα 

βξίζθνληαη ζηελ ίδηα φρζε. Αλ ππήξραλ πεξηζζφηεξνη Orks απφ φηη Ζνbbits ζε 

νπνηαδήπνηε ζηηγκή, νη Orks ζα ππεξίζρπαλ ησλ Ζνbbits  θαη ζα ηνπο ζθφησλαλ 
(Hayes Nicky,1998). 

Σν πξφβιεκα ζπλίζηαηαη ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ ειαρίζηνπ πιήζνπο ησλ 

κεηαβάζεσλ πνπ πξέπεη λα γίλνπλ ζπλνιηθά απφ ηελ κηα φρζε σο ηελ άιιε, ψζηε λα 

πεξάζνπλ ην πνηάκη ρσξίο λα πάζεη θαλείο ηίπνηε. Σν πιήζνο απηφ εμαξηάηαη απφ ην 

πιήζνο ησλ Ζνbbits θαη Οrθs πνπ ππάξρνπλ. Δπνκέλσο ην πξφβιεκα πξνζθέξεηαη 

γηα ηελ εηζαγσγή ηεο έλλνηαο ηεο επαγσγήο θαη ελ ζπλερεία ηεο καζεκαηηθήο 

επαγσγήο. 

Ο δηδαθηηθφο ζηφρνο είλαη λα αληηιεθζνχλ νη καζεηέο  φηη ε επαγσγή είλαη ε 

κέζνδνο ηεο αλαθάιπςεο γεληθψλ λφκσλ κε ηελ παξαηήξεζε θαη ην ζπλδπαζκφ 

εηδηθψλ πεξηπηψζεσλ, ελψ ε καζεκαηηθή επαγσγή είλαη κέζνδνο απφδεημεο πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη ζηα καζεκαηηθά (Polya, 1973, ζει.114). 

                                                
42  Ζ εηζήγεζε ζηεξίρηεθε ζε εξγαζία πνπ έγηλε θαηά ην ρεηκεξηλφ εμάκελν 2000-2001 ζην 

Μεηαπηπρηαθφ Πξφγξακκα Γηδαθηηθήο θαη Μεζνδνινγίαο ησλ Μαζεκαηηθψλ ηνπ Μαζεκαηηθνχ 

Σκήκαηνο ηνπ Δ. Κ. Παλεπηζηεκίνπ, ζηα πιαίζηα ηνπ καζήκαηνο «Θέκαηα Δηδηθήο Γηδαθηηθήο». 
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Ζ εηζήγεζε (αιιά θαη ε δηδαθηηθή πξφηαζε) ζπκπιεξψλεηαη απφ κηα ηζηνξηθή 

αλαδξνκή ζηελ έλλνηα ηεο επαγσγήο. Θεσξνχκε φηη ε ηζηνξηθή ζπληζηψζα είλαη 

απαξαίηεηε γηα ηελ νινθιήξσζε ηεο θαηαλφεζεο κηαο έλλνηαο. 

Σν πξφβιεκα ζπλνδεχεηαη απφ interactive software παηρλίδη θαη απεπζχλεηαη ζε 
καζεηέο Γπκλαζίνπ θαη Λπθείνπ.  

Δθπαηδεπηηθό Λνγηζκηθό: ΢ε γιψζζα Visual Basic 5.0, κε ρξήζε ηνπ DirectX8.0. 

 

 

Δηζαγσγή 

 

Έρνληαο ηελ πεπνίζεζε φηη ε δεκηνπξγία θαη ε επίιπζε πξνβιεκάησλ 

βξίζθεηαη ζηελ θαξδηά ηεο φπνηαο παηδεπηηθήο δηαδηθαζίαο, πξνζπαζνχκε θαη εκείο 

κέζα ζηε ζρνιηθή ηάμε λα εκπιέμνπκε ηα παηδηά ζηελ επίιπζε ελφο αλνηρηνχ 

πξνβιήκαηνο. 

Με αθνξκή έλα αλνηρηφ πξφβιεκα, ην νπνίν έρεη ελ γέλεη ην πιενλέθηεκα λα 

ελεξγνπνηεί ηα παηδηά, πξνζπαζνχκε λα δεκηνπξγήζνπκε κηα θαηάζηαζε έξεπλαο 

κέζα ζηελ ηάμε. Θα θαιιηεξγήζνπκε θαη‟ απηφλ ηνλ ηξφπν ηηο θαηάιιειεο ζπλζήθεο, 

ψζηε λα αλαπηπρζεί ε δεκηνπξγηθή ακθηβνιία ζηα παηδηά. Απηφ ζα νδεγήζεη θαη 

ζηελ αλάπηπμε ηεο θξηηηθήο θαη δεκηνπξγηθήο ηνπο ζθέςεο, ηεο θαληαζίαο ηνπο, ηεο 

δηαίζζεζεο θαη ηεο ελφξαζεο, πνπ είλαη ζεκαληηθέο ζπληζηψζεο ηεο καζεκαηηθήο 

ζθέςεο. 

Γηα λα δηαπηζηψζνπκε, φκσο, ηελ εκβέιεηα θαη ηελ πνηνηηθή ρξνηά ησλ 

αλνηρηψλ πξνβιεκάησλ αο πξνζπαζήζνπκε  λα δνχκε πξψηα ηη θαινχκε αλνηρηφ 

πξφβιεκα. 

΢χκθσλα κε ηνλ Schoenfeld «πξφβιεκα είλαη έλα πιέγκα εξσηεκάησλ, ησλ 

νπνίσλ νη απαληήζεηο δελ απαηηνχλ κηα δηαλνεηηθή δηαδξνκή ζ‟ έλα πξνθαζνξηζκέλν 

κνλνπάηη ζθέςεο, αιιά ηε δεκηνπξγία απηνχ ηνχηνπ ηνπ κνλνπαηηνχ πξνο ηηο 

απαληήζεηο». 

Ζ άπνςε ηνπ Schoenfeld εθθξάδεηαη θαη απφ κία νκάδα ηνπ IREM ηεο Λπψλ: 

«Έλα απφ ηα βαζηθά ραξαθηεξηζηηθά ηνπ «αλνηρηνχ πξνβιήκαηνο» είλαη φηη δελ 

πξνθχπηεη απφ ηελ εθθψλεζε νχηε ε κέζνδνο νχηε ε ιχζε» (Κνληνγηάλλεο, 1999 – 

2000).  

Απηή αθξηβψο είλαη θαη ε «αξρή» αλαδήηεζεο ηεο κεζφδνπ. (Δίλαη παηδεπηηθά 

πξνηηκφηεξν λα κελ πεξηνξίδεηαη ε δηαδηθαζία ιχζεσο ζηελ άκεζε εθαξκνγή 

απνηειεζκάησλ πξφζθαηα παξνπζηαζκέλσλ ζηελ ηάμε). 

Αθνχ ινηπφλ ε κέζνδνο πνξείαο πξνο ηηο απαληήζεηο δελ πξνδίδεηαη απφ ηελ 

αξρηθή δηαηχπσζε, αλνίγεηαη έλαο δξφκνο γηα έλα παηδεπηηθφ ηαμίδη αλαδήηεζεο κηαο 

θαηάιιειεο κεζφδνπ πξνζέγγηζεο. ΢εκαζία δελ έρεη κφλνλ ε Ηζάθε – πνπ 

αληηπξνζσπεχεη ηε ιχζε ή ηηο ιχζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο – αιιά θπξίσο ην ηαμίδη ησλ 

καζεηψλ πξνο ηελ Ηζάθε. 

Οη καζεζηαθέο δηαδξνκέο θαη ε γφληκε καζεκαηηθή έξεπλα πξηλ απφ ην ηέινο 

θάλνπλ ην αλνηρηφ πξφβιεκα απνδνηηθφ εξγαιείν ζηε δηδαθηηθή πξάμε θαη κάιηζηα, 

αλάινγα θαη κε ηελ ειηθία ησλ καζεηψλ, απνδνηηθφηεξν εθεί φπνπ νη αλαγθαίεο 

δηαδηθαζίεο απνθηνχλ πην γλήζηα ρξνηά πξνζνκνίσζεο ζηηο δηαδηθαζίεο ηνπ 

εξεπλεηή. 

΢χκθσλα κε ηελ καζεζηαθή αξρή ηνπ θνλζηξνπθηηβηζκνχ, ε γλψζε δελ 

«απνξξνθάηαη» παζεηηθά απφ ην πεξηβάιινλ, αιιά θαηαζθεπάδεηαη ελεξγεηηθά απφ 

ην ππνθείκελν. 
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΢‟ απηά ηα πιαίζηα ινηπφλ, δίλνπκε ζηελ ηάμε ην παξαθάησ «αλνηρηφ 

πξφβιεκα» γηα λα δνπιέςνπκε ζε νκάδεο. 

Οη Hobbits θαη νη Orks 

Δθηά Hobbits έρνπλ ζπιιάβεη εθηά Orks ζηα ζχλνξα ηνπ Shire. Πξέπεη λα 

πεξάζνπλ ηνπο αηρκαιψηνπο ηνπο απφ έλα πνηάκη, ην Brandywine, γηα λα ηνπο 

κεηαθέξνπλ ζην αζηπλνκηθφ ηκήκα ηνπ Bree. Βξίζθνληαη ζηελ φρζε ηνπ πνηακνχ θαη 

έρνπλ κία βάξθα, ε νπνία κπνξεί λα κεηαθέξεη κφλνλ δχν άηνκα θάζε θνξά. Ζ 

κεηαθνξά πξέπεη λα γίλεη κε ηέηνηνλ ηξφπν ψζηε λα είλαη εμαζθαιηζκέλν φηη αλά 

πάζα ζηηγκή ν αξηζκφο  ησλ Hobbits πνπ ζα βξίζθνληαη ζε θάζε φρζε λα είλαη 

κεγαιχηεξνο ή ην πνιχ-πνιχ ίζνο κε ηνλ αξηζκφ ησλ  Orks πνπ ζα βξίζθνληαη ζηελ 

ίδηα φρζε. Αλ ππήξραλ πεξηζζφηεξνη Orks απφ φηη Hobbits ζε νπνηαδήπνηε ζηηγκή, νη 

Orks ζα ππεξίζρπαλ ησλ Hobbits θαη ζα ηνπο ζθφησλαλ. 

Πψο ζα έπξεπε λα ρεηξηζηνχλ ην πξφβιεκα ψζηε λα πεξάζνπλ ην πνηάκη ρσξίο λα 

πάζεη θαλείο ηίπνηε; 

Διδακτική πρόταση 

 

Σν πξφβιεκα έρεη κηα ζαθψο πξνζδηνξηζκέλε αξρηθή θαηάζηαζε θαη κηα ζαθψο 

πξνζδηνξηζκέλε ηειηθή θαηάζηαζε. 

Έλαο πξψηνο ζηφρνο καο ζα είλαη λα θαηαλνήζνπλ νη καζεηέο φηη ε θαηάιιειε 

εξκελεία ησλ ππνζέζεσλ ελφο πξνβιήκαηνο κπνξεί λα απνδεηρζεί θαζνξηζηηθή γηα ηε 

ιχζε ηνπ. Έλαο δεχηεξνο ζηφρνο είλαη λα αλαπηχμνπλ κηα εηθαζία γηα ηε ιχζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο κεηψλνληαο ην δεδνκέλν αξηζκφ ησλ Hobbits θαη Orks. 

Αξρηθά ζα αθήζνπκε ηα παηδηά λα αζρνιεζνχλ κε ην πξφβιεκα φπσο είλαη. 

Αθνχ δηαπηζηψζνπλ φηη είλαη δχζθνιν λα βξνπλ κηα ζηξαηεγηθή γηα ηελ επίιπζή ηνπ, 

ζα ηα θαζνδεγήζνπκε κε θαηάιιειεο εξσηήζεηο. 

1
ε
 Δξώηεζε 

Θα κπνξνύζαηε λα ιύζεηε ην πξόβιεκα αλ είρακε κόλνλ έλαλ Hobbit θαη 

έλαλ Ork ζηελ όρζε Α; (Όρζε Α νλνκάδνπκε ηελ πξώηε όρζε θαη όρζε Β ηελ 

απέλαληη όρζε, ζηελ νπνία πξέπεη λα θζάζνπλ). 

Σν πξφβιεκα απηφ είλαη πνιχ απιφ γηαηί ρξεηάδεηαη κφλνλ κία θίλεζε ηεο 

βάξθαο. ΢ηε βάξθα επηβηβάδεηαη ην έλα θαη κνλαδηθφ Hobbit θαη ην έλα θαη κνλαδηθφ 

Ork θαη κεηαθέξνληαη απφ ηελ φρζε Α ζηελ φρζε Β. 

2
ε
 Δξώηεζε 

Αλ είρακε δύν Hobbits θαη δύν Orks ζηελ όρζε Α, πόζεο θηλήζεηο ηεο βάξθαο 

ζα ρξεηάδνληαλ γηα λα κεηαθεξζνύλ ζηελ όρζε Β; 

Δμεηάδνπκε ηα βήκαηα πνπ πξέπεη λα γίλνπλ γηα λα κεηαθεξζνύλ νη 2 Hobbits 

θαη νη 2 Orks: 

1
ε
 Κίλεζε ( Μεηάβαζε )  

΢ηε βάξθα επηβηβάδεηαη ην έλα Hobbit θαη ην έλα Ork. Σν Hobbit απνβηβάδεηαη 

ζηελ όρζε Β. 

 

΋ρζε Α Βάξθα ΋ρζε Β 

1 Hobbit 

1 Ork 

1 Hobbit 

1 Ork 
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1 Hobbit 

1 Ork 
1 Ork 1 Hobbit 

΢ηελ όρζε Α έρνπλ απνκείλεη   1 Hobbit θαη 1 Ork. 

΢ηελ όρζε Β έρεη απνβηβαζηεί  1 Hobbit. 

2
ε
 Κίλεζε ( Δπηζηξνθή )  

Η βάξθα επηζηξέθεη ζηελ όρζε Α κε ην έλα Ork, ην νπνίν δελ απνβηβάδεηαη. 

΋ρζε Α Βάξθα ΋ρζε Β 

1 Hobbit 

1 Ork 
1 Ork 1 Hobbit 

 

3
ε
 Κίλεζε ( Μεηάβαζε )  

΢ηε βάξθα επηβηβάδεηαη ην έλα Ork , ην νπνίν απνβηβάδεηαη ζηελ όρζε Β. 

Όρζε Α Βάξθα Όρζε Β 

1 Hobbit 2 Ork 1 Hobbit 

1 Hobbit 1 Ork 
1 Hobbit 

1 Ork 

 

΢ηελ όρζε Α έρεη απνκείλεη         1 Hobbit. 

΢ηελ όρζε Β έρνπλ απνβηβαζηεί  1 Hobbit θαη 1 Ork. 

4
ε
 Κίλεζε ( Δπηζηξνθή )  

Η βάξθα επηζηξέθεη ζηελ όρζε Α κε ην έλα Ork, ην νπνίν απνβηβάδεηαη. 

΋ρζε Α Βάξθα ΋ρζε Β 

1 Hobbit 1 Ork 
1 Hobbit 

1 Ork 

1 Hobbit 

1 Ork 
 

1 Hobbit 

1 Ork 

 

΢ηελ όρζε Α  ππάξρνπλ ηώξα 1 Hobbit θαη 1 Ork. 

΢ηελ όρζε Β έρνπλ απνβηβαζηεί 1 Hobbit θαη 1 Ork. 

5
ε
 Κίλεζε ( Μεηάβαζε )  

Η κεηαθνξά ηνπ ελαπνκείλαληνο δεπγαξηνύ από ηελ όρζε Α ζηελ όρζε Β, πνπ 

αληηζηνηρεί ζηελ πξνεγνύκελε πεξίπησζε. 

 

΋ρζε Α Βάξθα ΋ρζε Β 

 
1 Hobbit 

1 Ork 

1 Hobbit 

1 Ork 

  
2 Hobbit 

2 Ork 
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Μέρξη ζηηγκήο παξαηεξνχκε φηη, φηαλ έρνπκε παξαπάλσ απφ έλα δεπγάξηα 

Hobbits θαη Orks, ν αξηζκφο θ1 ησλ θηλήζεσλ ηεο βάξθαο γηα ηε κεηαθνξά ηνπ 1
νπ

 

δεπγαξηνχ Hobbits θαη Orks απφ ηελ φρζε Α ζηελ φρζε Β θαη ηελ επηζηξνθή ηεο 

βάξθαο ζηελ φρζε Α γηα λα κπνξεί λα ζπλερηζηεί ε δηαδηθαζία κεηαθνξάο, είλαη 

ζηαζεξφο θαη ίζνο κε 4. Μφλνλ γηα ην ηειεπηαίν δεπγάξη πνπ απνκέλεη ζηελ φρζε Α 

θαη πξέπεη λα κεηαθεξζεί ζηελ φρζε Β ρξεηάδεηαη 1 θίλεζε ηεο βάξθαο. Άξα: 

 Αλ θ2 είλαη ν αξηζκφο ησλ θηλήζεσλ ηεο βάξθαο γηα ηε κεηαθνξά 2 

δεπγαξηψλ, ζα είλαη: 

θ2 = θ1 + 1 

 Αλ θ3 είλαη ν αξηζκφο ησλ θηλήζεσλ ηεο βάξθαο γηα ηε κεηαθνξά 3 

δεπγαξηψλ, ζα είλαη: 

θ3 = θ1+ θ2= θ1 + θ1 + 1 = 2θ1 + 1. 

Δχθνια θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα φηη, αλ έρνπκε 7 δεπγάξηα, ν δεηνχκελνο 

αξηζκφο ησλ θηλήζεσλ ηεο βάξθαο ζα είλαη:  

θ7 = 6θ1 + 1, δειαδή θ7 = 6θ1 + 1 = 6∙4 + 1 = 25 θηλήζεηο. 

Δξώηεζε – Γεκηνπξγηθή ακθηβνιία: 

«Μπνξνχκε λα βξνχκε ηψξα ηνλ αξηζκφ ησλ θηλήζεσλ φηαλ έρνπκε 

νπνηνλδήπνηε αξηζκφ δεπγαξηψλ Hobbits θαη Orks;» 

Με απηφλ ηνλ ηξφπν εηζάγεηαη ε αλαγθαηφηεηα χπαξμεο γεληθήο αληηκεηψπηζεο 

ηνπ πξνβιήκαηνο, δειαδή ε κέζνδνο ηεο ηειείαο επαγσγήο. 

Γηθαηνχκαζηε λα ππνζέζνπκε φηη ε ηάμε ζα θαηαιήμεη ζηελ εμήο εηθαζία: 

«Αλ έρνπκε λ δεπγάξηα, ν αξηζκφο ησλ θηλήζεσλ ηεο βάξθαο ζα είλαη:  

θλ = 4(λ-1) + 1 

΢ην ζεκείν απηφ εκθαλίδεηαη ε δεκηνπξγηθή ακθηβνιία (απφ ηελ νπνία θαη ζα 

πξνθχςεη ε αλαγθαηφηεηα κηαο κεζφδνπ γηα ηελ επηβεβαίσζε, πέξαλ πάζεο 

ακθηβνιίαο, ηεο εηθαζίαο): 

Πψο είκαζηε βέβαηνη φηη ε ζρέζε θλ = 4(λ-1) + 1, πνπ ηζρχεη γηα κεξηθέο 

ζπγθεθξηκέλεο (κηθξέο) ηηκέο ηνπ λ, ζα ηζρχεη αλαγθαζηηθά γηα θάζε θπζηθφ αξηζκφ λ; 

Δίλαη θνηλφο ηφπνο φηη πάκπνιιεο θνξέο γεληθεχνπκε ηα ζπκπεξάζκαηα πνπ 

πξνθχπηνπλ απφ κεξηθέο δνθηκέο. Δίλαη απηφ ζσζηφ; Αο δνχκε έλα παξάδεηγκα: 

 Ο Euler παξαηήξεζε φηη ν ηχπνο λ
2 
+ λ + 41 καο δίλεη ηνπο πξψηνπο αξηζκνχο 

γηα λ = 0, 1, 2, 3, ..., 39. Πξάγκαηη, αλ αληηθαηαζηήζνπκε ην λ κε νπνηνλδήπνηε απφ 

ηνπο αξηζκνχο απηνχο πξνθχπηεη πξψηνο αξηζκφο. Αιιά γηα λ = 40 έρνπκε  

40
2
 + 40 + 41 = 40(40 + 1) + 41 = 40∙41 + 41 = 41∙41 ζχλζεηνο αξηζκφο. 

Έηζη πξνθχπηεη κε θπζηθφ ηξφπν ε αλάγθε γηα αλαδήηεζε κηαο έγθπξεο 

κεζφδνπ γηα ηελ αζθαιή εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ. Γειαδή πξνθχπηεη ε εξψηεζε: 

«Πψο πξέπεη λα ελεξγήζνπκε γηα λα είκαζηε ζίγνπξνη φηη κηα ηέηνηα πξφηαζε 

ηζρχεη γηα νπνηνλδήπνηε αξηζκφ δεπγαξηψλ Hobbits θαη Orks , δειαδή φηη ηζρχεη γηα 

φινπο ηνπο θπζηθνχο αξηζκνχο;» 

Σελ έγθπξε απηή κέζνδν εμαζθαιίδεη ην επαγσγηθφ βήκα, ην νπνίν πξέπεη λα 

απνδεηρζεί: 

Αλ ν αξηζκφο ησλ θηλήζεσλ ηεο βάξθαο φηαλ έρνπκε λ δεπγάξηα Hobbits θαη 

Orks είλαη θλ = 4(λ  1) + 1, ηφηε ν αξηζκφο ησλ θηλήζεσλ ηεο βάξθαο φηαλ έρνπκε    

λ +1 δεπγάξηα Hobbits θαη Orks ζα είλαη θλ+1 = 4λ + 1. 

Πξάγκαηη, αλ  έρνπκε λ +1 δεπγάξηα Hobbits θαη Orks, νη θηλήζεηο γηα λα κεηα-

θεξζεί έλα αθφκε δεπγάξη ζηελ απέλαληη φρζε είλαη θαη πάιη νη γλσζηέο 4 θηλήζεηο.  

Άξα θλ+1 = θλ + 4 = [4(λ  1) + 1] + 4 = 4λ + 1. 
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Πεξηγξαθή ηνπ ινγηζκηθνύ 

 

Γηα ηελ παξνπζίαζε απηή θαηαζθεπάζηεθε θαη αλαπηχρζεθε απφ εκάο 

πξσηφηππν ινγηζκηθφ κε ηίηιν HOBBITS θαη ORCS. Σν ινγηζκηθφ απηφ είλαη έλα 

παηρλίδη - εθαξκνγή ηνπ πξνβιήκαηνο. ΢ηφρνο ηνπ είλαη ηα παηδηά λα θαηαλνήζνπλ ην 

πξφβιεκα θαη ηηο καζεκαηηθέο πξνεθηάζεηο ηνπ κε ην παίμηκν ηνπ παηρληδηνχ απηνχ.  

Σν παηρλίδη απηφ έρεη έλα θηιηθφ θαη απιφ γηα ηα παηδηά πεξηβάιινλ, κε 

ρηνπκνξηζηηθά ζηνηρεία. Καηά ηελ εθθίλεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο εκθαλίδεηαη έλα 

"παξάζπξν", κέζα ζην νπνίν απεηθνλίδεηαη έλα ηνπίν, κε έλα πνηάκη λα ην ρσξίδεη 

ζηα δχν. ΢ηελ αξηζηεξή κεξηά ηνπ ηνπίνπ βξίζθνληαη παξαηεηαγκέλα ηέζζεξα Orks 

θαη ηέζζεξα Hobbits, κε δσγξαθηζκέλεο θηγνχξεο πνπ ζπκίδνπλ ηα κπζηθά πιάζκαηα 

ηνπ Tolkien. ΢ηελ ίδηα φρζε ηνπ πνηακνχ βξίζθεηαη θαη κηα βάξθα ε νπνία επηπιέεη. 

Έηζη μεθηλάεη έλα παηρλίδη κε ηέζζεξα Hobbits θαη Orks... 

Ο παίρηεο δηαηάδεη ηα πιάζκαηα λα επηβηβαζηνχλ ζηε 

βάξθα ή λα απνβηβαζηνχλ απφ απηή κε έλα απιφ θιηθ ηνπ 

πνληηθηνχ επάλσ ηνπο, ελψ ην ίδην απιά ε βάξθα κεηαθηλείηαη 

απφ ηε κία φρζε ζηελ άιιε. Ζ θίλεζε θαηά ην πεξπάηεκα είλαη 

παξαζηαηηθή κε δσγξαθηζκέλα θαξέ, ελψ ππάξρνπλ θαη θάπνηεο 

"θαξηνπλίζηηθεο" ζθελέο ζε πεξίπησζε λίθεο ή ήηηαο ηνπ 

παηρληδηνχ θαζψο θαη ήρνη κε ρηνπκνξηζηηθφ ραξαθηήξα. 

 

Σν ινγηζκηθφ έρεη ηηο εμήο δπλαηφηεηεο: 

 Μπνξεί λα εθαξκνζηεί γηα Ν δεπγάξηα Hobbits θαη Orks. 

 Καηακεηξάεη ηηο θηλήζεηο ηεο βάξθαο. 

 Δκθαλίδεη ζρεηηθφ κήλπκα φηαλ ηα παηδηά ιχζνπλ ην πξφβιεκα κε 

κεγαιχηεξν αξηζκφ θηλήζεσλ απφ ην βέιηηζην. 

 Ο ρξήζηεο κπνξεί λα πάξεη πίζσ έσο θαη ηξεηο ιάζνο θηλήζεηο. 

 Ρπζκίδεηαη ε ηαρχηεηα ηνπ παηρληδηνχ (π.ρ. ηαρχηεηα πεξπαηήκαηνο) 

 Έρεη ελζσκαησκέλε βνήζεηα ρξήζεο. 

Ζ αλάπηπμε ηνπ ινγηζκηθνχ έγηλε ζε γιψζζα Visual Basic 5.0, κε ρξήζε ηνπ 

DirectX8.0. Γηαζέηεη έσο 24bit color γξαθηθά ζε αλάιπζε ηνπιάρηζηνλ 800x600. 

Ο πξνγξακκαηηζκφο έγηλε απφ ηνλ Κίκσλα Κνληψζε θαη ηα γξαθηθά απφ ηνλ 

Φψηε Καιαθάηε. 

 

Ηζηνξηθή αλαδξνκή 

 

Ζ επαγσγηθή κέζνδνο ρξεζηκνπνηείηαη ζε πνιιέο επηζηήκεο, γηα ηε κεηάβαζε 

απφ ην κεξηθφ ζην γεληθφ, απφ ηε κεξηθή πεξίπησζε ζην γεληθφ θαλφλα. Παξ‟ φι‟ 

απηά ε επαγσγηθή κέζνδνο δελ απνδεηθλχεη ηελ ηζρχ ηνπ γεληθνχ θαλφλα, αιιά 

απιψο ππνδεηθλχεη ηνλ θαλφλα. Βέβαηα, απηφ είλαη νπσζδήπνηε ην πξψην βήκα πξνο 

ηελ αλαθάιπςε. ΋πσο αλαθέξεη ν Polya:  

«΢ηα καζεκαηηθά, φπσο θαη ζηηο θπζηθέο επηζηήκεο, κπνξνχκε λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ παξαηήξεζε θαη ηελ επαγσγή γηα ηελ αλαθάιπςε γεληθψλ 

λφκσλ. Τπάξρεη φκσο κηα δηαθνξά. ΢ηηο θπζηθέο επηζηήκεο δελ ππάξρεη άιιν κέζνλ 

πςεινηέξνπ θχξνπο απφ ηελ παξαηήξεζε θαη ηελ επαγσγή, ελψ ζηα καζεκαηηθά 

ππάξρεη. Δίλαη ε απζηεξή απφδεημε» (Polya, 1973, ζει.117). 

΋πσο πξνθχπηεη απφ ηα θείκελα ησλ Νενππζαγνξείσλ θηινζφθσλ (Ηάκβιηρνο, 

Θέσλ ν ΢κπξλεχο), ήδε απφ ηελ επνρή ησλ Ππζαγνξείσλ, ζηα πιαίζηα ηεο Θεσξίαο 

Αξηζκψλ, φπσο ηελ είραλ αλαπηχμεη νη Ππζαγφξεηνη, ερξεζηκνπνηείην κηα κνξθή 

αηεινχο επαγσγήο. Ο Πξφθινο κάιηζηα αλαθέξεη κία πξφηαζε, ζηελ νπνία, κε 
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εθαξκνγή ηεο γεσκεηξηθήο άιγεβξαο ζηε Θεσξία Αξηζκψλ, γίλεηαη ε απφδεημε ηνπ 

επαγσγηθνχ βήκαηνο, ην νπνίν είλαη θαη ε νπζία ηεο καζεκαηηθήο επαγσγήο 

(Νεγξεπφληεο, 2000 – 2001). 

Αξγφηεξα, φκσο, ν Αξηζηνηέιεο, αλ θαη ρξεζηκνπνηνχζε ηελ επαγσγηθή κέζνδν 

γηα ηελ εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ γηα ην γεληθφ μεθηλψληαο απφ ην κεξηθφ, ππεξηφληζε 

ηε ζεκαζία ηνπ παξαγσγηθνχ ζπιινγηζκνχ, ζχκθσλα κε ηνλ νπνίνλ, απφ ηελ 

αιήζεηα κηαο πξφηαζεο γηα έλα ζχλνιν, ζπκπεξαίλνπκε ηελ αιήζεηα γηα ηα επηκέξνπο 

ζηνηρεία ή ππνζχλνιά ηνπ.  

Ο (ειιεληθήο θαηαγσγήο) Ηηαιφο καζεκαηηθφο Francesco Mauroliko 

(Μαπξφιπθνο), φκσο, ρξεζηκνπνηεί ην 1557 κηα κέζνδν αλάινγε κε απηήλ ησλ 

Ππζαγνξείσλ γηα λα απνδείμεη φηη «ην άζξνηζκα ελφο πιήζνπο πεξηηηψλ ζε δηαδνρηθή 

ζεηξά, κε αθεηεξία ηε κνλάδα, δίλεη ην ηεηξάγσλν ηνπ πιήζνπο ησλ πεξηηηψλ». Γηα 

ηελ απφδεημε ηεο πξφηαζεο απηήο ν Μαπξφιπθνο ρξεζηκνπνίεζε ηελ πξφηαζε: «θάζε 

ηεηξάγσλν, φηαλ απμεζεί κε ηνλ επφκελφ ηνπ ζηελ ηάμε πεξηηηφ, δίλεη ην επφκελν 

ζηελ ηάμε  ηεηξάγσλν». 

Ο Φξαγθίζθνο Βάθσλ, ηνλ 16
ν
 αηψλα, αληηηίζεηαη ζηνλ παξαγσγηθφ ηξφπν 

ζθέςεο ηνπ Αξηζηνηέιε. Τπνζηεξίδεη φκσο, φηη ε αηειήο επαγσγή είλαη παηδαξηψδεο, 

δηφηη ζηεξίδεη ηα ζπκπεξάζκαηά ηεο ζε πνιχ κηθξφ αξηζκφ πεξηπηψζεσλ θαη κφλνλ 

απηέο κπνξεί λα ειέγμεη. Γεκηνπξγεί έηζη ηηο πξνυπνζέζεηο γηα ηελ επεμεξγαζία ηεο 

καζεκαηηθήο επαγσγήο.  

Σν 17
ν
 αηψλα ν J. Bernoulli ήηαλ ν πξψηνο, ν νπνίνο, θέξλνληαο 

αληηπαξαδείγκαηα απέδεημε φηη ε επαγσγηθή κέζνδνο δελ ήηαλ αξθεηή γηα ηελ 

εμαγσγή γεληθψλ ζπκπεξαζκάησλ. 

Γελλήζεθε ζπλεπψο ε αλαγθαηφηεηα κηαο κεζφδνπ γηα ηελ επηβεβαίσζε, πέξαλ 

πάζεο ακθηβνιίαο, ηεο εηθαζίαο, ζηελ νπνία νδεγνχζε ε επαγσγηθή κέζνδνο. Έηζη 

δεκηνπξγήζεθε ε καζεκαηηθή ή ηέιεηα επαγσγή φπσο είλαη ζήκεξα θαη εκθαλίζηεθε 

γηα πξψηε θνξά ζε ηέιεηα κνξθή απφ ηνλ Pascal ην 1654 ζηελ απφδεημε κηαο 

ηδηφηεηαο ηνπ νκψλπκνπ ηξηγψλνπ Pascal, κηαο ηδηφηεηαο πνπ ηζρχεη ζε φιεο ηηο 

γξακκέο ηνπ ηξηγψλνπ. Ο Pascal, δηαηππψλνληαο ηελ ηδηφηεηα απηή, γξάθεη: 

«Αλ ε πξόηαζε απηή έρεη έλαλ άπεηξν αξηζκό πεξηπηώζεσλ, ζα δώζσ κηα πνιύ 

ζύληνκε απόδεημε ππνζέηνληαο δύν ιήκκαηα. 

 Σν πξώην, πνπ είλαη πξνθαλέο, είλαη όηη απηή ε ηδηόηεηα ηζρύεη ζηε 2ε γξακκή. 

 Σν δεύηεξν είλαη όηη αλ απηή ε ηδηόηεηα ηζρύεη ζε κηα ηπραία γξακκή, ηόηε ζα 

ηζρύεη απαξαίηεηα θαη ζηελ επόκελε γξακκή. 

Από απηό γίλεηαη θαλεξό όηη ε πξόηαζε αιεζεύεη ζε θάζε πεξίπησζε, γηαηί ε 

ηδηόηεηα ηζρύεη ζηε 2ε γξακκή, ιόγσ ηνπ πξώηνπ ιήκκαηνο
.
 Έηζη ιόγσ ηνπ δεπηέξνπ 

ιήκκαηνο ζα ηζρύεη θαη ζηελ 3ε γξακκή, άξα θαη ζηελ 4ε θ.ν.θ., κέρξη ην άπεηξν.» 

(Αδακφπνπινο θ.α. 2000) 

Αξγφηεξα, ην 1889, ν Giuseppe Peano (1852 – 1932), ζην έξγν ηνπ 

«Arithmetices principia nova methodo exposita» ζπκπεξηέιαβε ηελ αξρή ηεο 

καζεκαηηθήο επαγσγήο ζηα πέληε αμηψκαηά ηνπ γηα ηε ζεκειίσζε ηεο αξηζκεηηθήο. 
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Ο ρξπζόο αξηζκόο Φ 

Καββαδά Δπαγγειία 

Καζεγήηξηα Δληαίνπ Πεηξακαηηθνχ Λπθείνπ Βαξβαθείνπ ΢ρνιήο 

 

 

Ζ αηζζεηηθή έιμε ησλ καζεκαηηθψλ έρεη δηαπηζησζεί ηφζν ζηελ παζεηηθή 

ελαηέληζε φζν θαη ζηελ εξεπλεηηθή επηδίσμε. 

΢ηελ επνρή καο έρεη θαηαζηεί παζηθαλέο φηη αλ ζέινπκε λα θαηαλνήζνπκε ηε 

Φχζε πξέπεη λα ζπλνκηινχκε κε απηή ζηε γιψζζα πνπ εθείλε καο κηιά, δειαδή ζηε 

γιψζζα ησλ καζεκαηηθψλ. Γελ ζα ήηαλ ππεξβνιή λα ηζρπξηζζνχκε φηη «ε θαιή 

πγεία» ησλ ζεηηθψλ επηζηεκψλ εμαξηάηαη θαηά έλα κεγάιν πνζνζηφ απφ ην βαζκφ 

επηηπρίαο θαηά ηνλ νπνίν κεηαθέξνπκε ηα καζεκαηηθά επηηεχγκαηα ζην επξχ θνηλφ 

θαη φρη κφλν ζε έλα ζηελφ θχθιν καζεκαηηθψλ θαη εθπαηδεπηηθψλ. Ο Albert Einstein 

πίζηεπε φηη αλ ν θαζέλαο απεπζχλεηαη ζε νιίγνπο εηδηθνχο θάζε ηνκέα ηεο επηζηήκεο 

ηνπ πεξηνξίδνληαο ηε γλψζε ζε κηα κηθξή νκάδα, ηφηε νδεγνχκε ζε λέθξσζε ην 

θηινζνθηθφ πλεχκα ηνπ ιανχ θαη  απηφ νδεγεί ζε πλεπκαηηθή πελία. Πξέπεη λα 

δψζνπκε επζπλείδεηα θαη κε ηξφπν επθπή ηελ επθαηξία ζε φινπο λα απνθηήζνπλ 

εκπεηξίεο απφ ηηο πξνζπάζεηεο θαη ηα απνηειέζκαηα ηεο επηζηεκνληθήο έξεπλαο.  

Σν ζέκα ηεο εηζήγεζήο κνπ είλαη ην κπζηήξην ελφο αξηζκνχ πνπ νλνκάδεηαη 

«ρξπζφο αξηζκφο». Ζ εκθάληζή ηνπ ζε πνιινχο θαη απξφζκελνπο ρψξνπο ζπλδέεηαη 

κε ηελ ηδέα ηεο θαιαηζζεζίαο θαη ηεο αξκνλίαο. Ο ρξπζφο αξηζκφο απνδεηθλχεη ηελ 

αηζζεηηθή αμία ησλ Μαζεκαηηθψλ. 

Σν αηζζεηηθφ ζηνηρείν ζεσξείηαη σο ην θαιχηεξν θαη δηαρξνληθφηεξν κέζν γηα 

ηε δηδαζθαιία ησλ Μαζεκαηηθψλ. Ο ρξπζφο αξηζκφο εκθαλίδεηαη ζην πξφβιεκα ηεο 

δηαίξεζεο ελφο επζχγξακκνπ ηκήκαηνο ζε «ρξπζή ηνκή».  

΋ηαλ ιέκε «ρξπζή ηνκή» ηκήκαηνο ελλννχκε ηελ δηαίξεζή ηνπ ζε δχν άληζα 

κέξε ψζηε ν ιφγνο ηνπ κεγαιχηεξνπ κήθνπο πξνο ην κηθξφηεξν λα ηζνχηαη κε ην ιφγν 

ηνπ ζπλνιηθνχ κήθνπο ηνπ ηκήκαηνο πξνο ην κεγαιχηεξν.  

Γει. αλ είλαη  

ΑΒ=α θαη Γ ην ζεκείν πνπ ην δηαηξεί ζε ρξπζή ηνκή δει ΑΓ=Υ ηφηε ηζρχεη : 

 

Δμίζσζε (Η) 

α 
= 

x 

x α-x 

 

 
 

Λχλνληαο ηελ εμίζσζε (Η) σο πξνο x θαη ζπκβνιίδνληαο κε ην γξάκκα Φ ηνλ 

θνηλφ ιφγν βξίζθνπκε φηη: 
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1 
= 

1-5 
= 0,618… 

θ 2 

 

θ = 
α 

= 
ρ 

= 
1+5 

= 1,618… 
ρ α-ρ 2 

 

 

Ο ιφγνο θ ή ν αληίζηξνθφο ηνπ                                                                                  θαιείηαη 

«ρξπζφο ιφγνο» ή ρξπζφο αξηζκφο ή «ρξπζή αλαινγία» ή φπσο ηελ απνθαινχζε ν 

Kepler «Θεία αλαινγία» “The divine proportion”. O Ηηαιφο Μνλαρφο Luca Pacioli 

δεκνζίεπζε ην 1509 ηελ ζρεηηθά κε ηελ ρξπζή ηνκή δηαηξηβή ηνπ “De divina 

proportione” ηελ νπνία εηθνλνγξάθεζε ν Leonardo Da Vinci.  

Ιζηοπικά ΢ηοισεία  
 

Ζ ρξπζή ηνκή βξίζθεηαη ζην έξγν ηνπ Δπθιείδε ΢ΣΟΗΥΔΗΑ (βηβιίν ΗΗ.11). 

΢ηνλ Δπθιείδε ε πξφηαζε είλαη: Να ηκεζεί δνζείζα επζεία ψζηε ην νξζνγψλην ην 

πεξηερφκελν απφ ηεο άιιεο επζείαο θαη ελφο ησλ ηκεκάησλ λα είλαη ίζν κε ην 

ηεηξάγσλν ηνπ ινηπνχ ηκήκαηνο. 

Ο Δπθιείδεο ζην έξγν ηνπ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ (βηβιίν XIII) πξαγκαηεχεηαη ηα πέληε 

θαλνληθά θπξηά πνιχεδξα. Σα ηέζζεξα απ‟ απηά ζπλδένληαη κε ηε ρξπζή ηνκή. Πην 

εηδηθά ζπλδένληαη κε ην ρξπζφ νξζνγψλην θαη ηα θαλνληθά πεληάγσλα.  

Υξπζφ νξζνγψλην νλνκάδεηαη ην νξζνγψλην πνπ ν ιφγνο ησλ πιεπξψλ ηνπ 

είλαη θ.  

Σα πέληε απηά θαλνληθά ζηεξεά ζπλδέζεθαλ κε ην φλνκα ηνπ Πιάησλα θαη 

είραλ ηδηαίηεξε ζεκαζία γηα ηελ Πιαησληθή Φηινζνθία  

Ο Kepler ηνλ 16
ν
 αηψλα πξαγκαηεχζεθε έλα πιάλν δηάηαμεο ησλ πιαλεηψλ 

ηνπ ειηαθνχ κα ζπζηήκαηνο πάλσ ζε ζθαίξεο εγγεγξακκέλεο θαη πεξηγεγξακκέλεο 

ζηα Πιαησληθά ΢ηεξεά. 

Σν πξφβιεκα ηεο Υξπζήο Σνκήο ήηαλ γλσζηφ πνιχ πξηλ απφ ηνλ Δπθιείδε 

απφ ηνπο Ππζαγνξείνπο. Ζ δηαηχπσζε ήηαλ ε εμήο:  

Να θαηαζθεπαζζεί νξζνγψλην ηζνδχλακν κε ηεηξάγσλν πιεπξάο α πνπ λα έρεη γηα 

βάζε ηελ πιεπξά α θαηάιιεια πξνεθηεηλφκελε θαη χςνο ίζν κε ηελ πξνέθηαζε απηή. 

Γει. x (x+α) = α
2
 

Οη ππζαγφξεηνη είραλ σο ζχκβνιν ηεο 

΢ρνιήο ηνπο ηελ «πεληάιθα» έλα αζηέξη κε 

πέληε θνξπθέο εγγεγξακκέλεο ζε θαλνληθφ 

πεληάγσλν. Αλ θέξνπκε ηηο δηαγσλίνπο ηνπ 

ζρεκαηίδεηαη έλα κηθξφηεξν αζηέξη θ.ν.θ.  

Κάζε ζεκείν ηνκήο ησλ δηαγσλίσλ δηαηξεί 

ηηο δηαγψληεο ζε δχν άληζα ηκήκαηα κε ιφγν 

θ.  

Γελ γλσξίδνπκε αλ ε θαηαζθεπή ηνπ 

πεληαγψλνπ απφ ηνπο ππζαγφξεηνπο είλαη ε 

ίδηα κε απηή πνπ πεξηγξάθεηαη ζηνλ 

Δπθιείδε ζην βηβιίν ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΗV11. 

Πξέπεη λα ζεκεηψζνπκε φηη ν ιφγνο 

θ εκθαλίδεηαη εθαηνληάδεο ρξφληα πξηλ ηνπο 

Ππζαγνξείνπο. ΢ηελ ππξακίδα ηεο  Γθίδαο ν ιφγνο ηνπ χςνπο ηεο πξνο ην κηζφ ηεο 

αθκήο ηεο βάζεο είλαη θ. Δπίζεο ν Αηγππηηαθφο πάππξνο Rhind αλαθέξεηαη ζηνλ ηεξφ 

ιφγν θ.  

΢ηηο αξρέο ηνπ αηψλα καο εηζεγείηαη θαη πηνζεηείηαη ην Διιεληθφ Γξάκκα θ λα 

ζπκβνιίδεη ηνλ ρξπζφ αξηζκφ. Δίλαη ην αξρηθφ γξάκκα ηνπ νλφκαηνο ηνπ Φεηδία πνπ 

ζεσξείηαη θνξπθαίνο αληηπξφζσπνο ζηελ αξκνλία ηεο Σέρλεο.  
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Ο Παξζελψλαο ησλ Αζελψλ 

εάλ πξνζηεζεί ην θαηεζηξεκέλν 

αέησκά ηνπ πξνζαξκφδεηαη ζρεδφλ 

αθξηβψο ζην ρξπζφ νξζνγψλην.  

 

 

ΑΓ 
= θ, 

ΓΓ 
= θ, 

κήθνο 
= θ 

ΒΓ ΑΓ πιάηνο 

 

Ο αξρηηέθησλ Le Corbusier θάλεη ζπλεηδεηή ρξήζε ηνπ ρξπζνχ νξζνγσλίνπ. 

Σν ρξπζφ νξζνγψλην εθηφο ηεο Αξρηηεθηνληθήο ζπλαληάηαη θαη ζε έξγα δσγξαθηθήο. 

Ο Leonardo Da Vinci ην ρξεζηκνπνηεί ζε πνιιά έξγα ηνπ. Εσγξάθηζε ην πξφζσπν 

ηεο Mona Lisa ψζηε λα ρσξάεη ηέιεηα ζε ρξπζφ νξζνγψλην θαη δφκεζε ηνλ ππφινηπν 

πίλαθα γχξσ απφ ην πξφζσπν ρσξίδνληαο ην επίζεο ζε ρξπζά νξζνγψληα.  

Ο Leonardo Da Vinci ππνζηήξηδε φηη ν νκθαιφο είλαη ην ζεκείν πνπ ρσξίδεη 

ην αλζξψπηλν ζψκα ζε κέζν θαη άθξν ιφγν δειαδή ζε αλαινγία θ.  

Οη Γεξκαλνί ςπρνιφγνη Gustav Theodor Fechner (1801-1887) θαη Wilhelm 

Wundt (1832-1920) παξαηήξεζαλ, ζε κηα ζεηξά ςπρνινγηθψλ πεηξακάησλ, φηη νη 

πεξηζζφηεξνη άλζξσπνη πξνηηκνχλ, ππνζπλείδεηα, ηηο δηαζηάζεηο ηνπ ρξπζνχ 

νξζνγσλίνπ, φηαλ απηνί επηιέγνπλ δσγξαθηθνχο πίλαθεο, θάξηεο, θαζξέπηεο, δέκαηα 

θαη άιια αληηθείκελα απηνχ ηνπ ζρήκαηνο. ΋κσο νη ςπρνιφγνη δελ θαίλεηαη λα 

γλσξίδνπλ γηαηί ην ρξπζφ νξζνγψλην αζθεί κηα ηφζν κεγάιε αηζζεηηθή γνεηεία. Ζ 

απάληεζε ίζσο βξίζθεηαη ζην αλζξψπηλν DNA ηνπ νπνίνπ κηα ηνκή θαίλεηαη λα 

ελζσκαηψλεηαη άςνγα ζε ρξπζφ δεθάγσλν.  

 

 

Οη Αξηζκνί Fibouacci  

 

Ζ αλαινγία ηεο ρξπζήο ηνκήο παξάγεηαη θαη απφ ηελ αθνινπζία ησλ αξηζκψλ 

1, 1, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, … 

Κάζε φξνο εθηφο ησλ δχν πξψησλ είλαη άζξνηζκα ησλ δχν πξνεγνχκελσλ. 

Γει. α1 = α2 = 1  θαη αλ+1 = αλ + αλ-1  λ>2 

Οη φξνη ηεο αθνινπζίαο απηήο είλαη γλσζηνί σο «αξηζκνί Fibonacci». 

Αλαθαιχθζεθαλ απφ ηνλ ηηαιφ καζεκαηηθφ ηνπ 13
νπ

 αηψλα Filius Bonacci. 

Σν πειίθν θάζε αξηζκνχ ηεο αθνινπζίαο δηα ηνπ πξνεγνχκελνπ ηείλεη ζην 

ρξπζφ ιφγν θ.  
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13 
= 1,625 ,  

21 
= 1,615 

8 13 

 

lim 
αλ+1 

= θ 
αλ 

 

 
 

Έρνπκε  

 

34 
= 1,619 

55 
= 1,618 θ.ν.θ. 

21 34 

 

Γει.     

 

Σν θ θαη ε Φύζε 
 

Ζ ινγαξηζκηθή ζπείξα είλαη ην καζεκαηηθφ κνληέιν θάπνησλ θπζηθψλ 

αληηθεηκέλσλ πνπ ζα αθνινπζήζνπλ. Ζ Λνγαξηζκηθή ζπείξα είλαη ε γξαθηθή 

παξάζηαζε κηαο εθζεηηθήο εμίζσζεο πνπ ζε πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο είλαη ηεο 

κνξθήο: 

r = α     q
ζ
    α > 1 , α > 0  ζ Δ  

 

 

Διηθνεηδή  

γξακκή  
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΢ηε Λνγαξηζκηθή ζπείξα νη αθηίλεο ηέκλνπλ ππφ ίζεο 

γσλίεο ηελ ειηθνεηδή γξακκή.  

 

 

Ζ βαζηθή καζεκαηηθή ηδηφηεηα ηεο ηζνγψληαο ζπείξαο 

αληηζηνηρεί ζηε βηνινγηθή αξρή πνπ θαζνξίδεη ηελ 

αλάπηπμε ησλ θνρπιηψλ.  

 

 

 

Σα κηθξνζθνπηθά αλζάθηα πνπ 

απνηεινχλ ην θέληξν ηεο 

Μαξγαξίηαο μερσξίδνπλ ζε δχν 

ζχλνια απφ έλα νξηζκέλν αξηζκφ 

ειηθνεηδψλ γξακκψλ – ζπεηξψλ. 21 

ζπείξε έρνπλ ηελ θνξά ησλ δεηθηψλ 

ηνπ ξνινγηνχ θαη 34 ζπείξεο έρνπλ 

ηελ αληίζεηε θνξά. Ζ εκθάληζε ηνπ 

ιφγνπ θ = 34 / 21, 

΢ην θψλν ηνπ θνπθνπλαξηνχ έρνπκε 

5 ζπείξεο  πξνο ηελ κηα θαηεχζπλζε 

θαη 8 ζπείξεο πξνο ηελ άιιε. ΢ηηο 

θνιίδεο ηνπ αλαλά νη αληίζηνηρνη 

αξηζκνί είλαη 8 θαη 13. Οη αξηζκνί 

πνπ απαληψληαη είλαη δηαδνρηθνί 

φξνη αθνινπζίαο Fibonacci θαη 

έρνπλ ιφγν θ.  

Ζ αθνινπζία Fibonacci θάλεη ηελ 

εκθάληζή ηεο ζηα ειηνηξφπηα, 

ζηε δηάηαμε ησλ θχιισλ γχξσ απφ ην κίζρν. Δκθαλίδεηαη ζηελ 

αλάπηπμε ησλ βειφλσλ αξθεηψλ εηδψλ ειάησλ, ζηα θνηληθφδεληξα, ζηνπο 

δαθηπιίνπο ησλ θνξκψλ ηνπο.  

Ζ θχζε δελ πξνζπαζεί λα ρξεζηκνπνηήζεη ηελ αθνινπζία Fibonacci εκθαλίδεηαη 

σο απνηέιεζκα κηαο βαζχηεξεο θπζηθήο δηαδηθαζίαο.  

Σν θ θαη νη ζνλάηεο γηα πηάλν ηνπ Mozart   

Απφ ηνπο αξραηφηαηνπο ρξφλνπο ηα καζεκαηηθά θαη ε κνπζηθή δηαπιέθνληαη 

αξκνληθά κεηαμχ ηνπο θαη δελ εθπιήζζεη θαζφινπ ην γεγνλφο ζ‟ έλα άηνκν λα 

ζπλππάξρνπλ ην ηαιέλην ηεο Μνπζηθήο θαη ησλ Μαζεκαηηθψλ.  

Ο Mozart είρε αθνζησζεί εμνινθιήξνπ ζηε κειέηε ησλ αξηζκψλ φπσο αλαθέξεη ε 

αδειθή ηνπ ε Nanerl. Αιιά θαη ν Alfred Einstein βηνγξάθνο ηνπ Mozart αλαθέξεη 

φηη ε επραξίζηεζή ηνπ λα παίδεη κε ηνπο αξηζκνχο παξέκεηλε ζην Mozart εθ‟ φξνπ 

δσήο.  

΢ε ειηθία 18 εηψλ  έρεη ζπλζέζεη ηελ πξψηε ζνλάηα. Ο Mozart γξάθεη 19 ΢νλάηεο 

ηηο πεξηζζφηεξεο ζε ειηθία κεηαμχ 18 θαη 22 εηψλ.  

Ο Mozart δηαηξεί θάζε κέξνο κηαο ζνλάηαο ζε δχν ηκήκαηα «Δηζαγσγή» ζηελ 

νπνία εηζάγεη ην Μνπζηθφ ζέκα θαη ηελ «Αλάπηπμε θαη Δπαλάιεςε» φπνπ ην ζέκα 

αλαπηχζζεηαη θαη επαλαιακβάλεηαη. 

 

 

 
 

           α                                         b 
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 πίλαθαο παξέρεη κηα ζπιινγή 

δεδνκέλσλ γηα φια ηα κέξε 

ζηηο ΢νλάηεο ηνπ Mozart ηα 

νπνία είλαη δηεξεκέλα ζε δχν 

ηκήκαηα ν θαζέλα απφ ηα 

νπνία επαλαιακβάλεηαη θαηά 

ηελ εθηέιεζε. 

Σν α παξηζηάλεη ην κήθνο 

«εηζαγσγήο» θαη ην b ην κήθνο 

ηνπ ηκήκαηνο «Αλάπηπμεο θαη 

Δπαλάιεςεο». 

Σν πξψην κέξνο ηεο πξψηεο 

ζνλάηαο πνπ ζηνλ πίλαθα θέξεη 

ηνλ αξηζκφ Κ279 έρεη κήθνο 

100 κνπζηθά κέηξα πνπ 

δηαηξείηαη κε ρξπζή ηνκή ζε 

κέξε 38 θαη 62  62/38 θ. 

Σν ίδην ζπκβαίλεη θαη κε ην 

δεχηεξν κέξνο ηεο ίδηαο 

ζνλάηαο. Σν κήθνο 74 

δηαηξείηαη πιεζηέζηεξα ζηε 

ρξπζή ηνκή απφ ηα κήθε 28 

θαη 46. 

Γηα λα αμηνινγήζνπκε ηνλ βαζκφ ζπλέπεηαο ησλ δεδνκέλσλ, δειαδή αλ ε δηαίξεζε 

ζε ηκήκαηα είλαη έηζη ψζηε νη ιφγνη  b / α + b  λα βξίζθνληαη θνληά ζηε ρξπζή 

ηνκή θ ηφηε πξέπεη ηα ζεκεία (α + b, b) λα βξίζθνληαη πνιχ θνληά ζηε γξακκή κε 

εμίζσζε  ς = θ     ρ 

΢ην ζρήκα 1 βιέπνπκε ηηο ζέζεηο ησλ ζεκείσλ (α + b, b) πνπ αληηζηνηρνχλ ζηα 

δεδνκέλα ηνπ πίλαθα. Παξαηεξνχκε φηη ηα ζεκεία πιεζηάδνπλ πάξα πνιχ κηα 

επζεία γξακκή.  

 
  ΢ρήκα   1   ΢ρήκα  2 

 

 

 

 

ε2 

ε1 
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   ΢ρήκα 3 

΢ηε ΢ηαηηζηηθή κε ηελ Μέζνδν ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ ραξάδνπκε επζεία ε 

νπνία πιεζηάδεη ηα ζεκεία ηνπ ζρήκαηνο, ηελ γξακκή παιηλδξφκεζεο φπσο 

νλνκάδεηαη. ΢ην ζρήκα 2, θαίλνληαη δχν γξακκέο. Ζ γξακκή ς = θ    ρ (ε1) θαη ε 

γξακκή παιηλδξφκεζεο ς = -0,003241 + 0,6091ρ (ε2).  

Ζ γξακκή ς = θ     ρ βξίζθεηαη πάλσ θαη ειάρηζηα δηαθέξεη απφ ηελ γξακκή 

παιηλδξνκήζεσο.  

Ζ ηηκή ηνπ ζπληειεζηνχ ζπζρέηηζεο είλαη r =  0,99 θαη ζεσξείηαη ηθαλνπνηεηηθφο 

αλ έρεη ηηκή r = 1 ή  r = -1.  

Ζ απεηθφληζε ηεο θαηαλνκήο ζπρλνηήησλ ζρήκα 3, δείρλεη φηη ν ιφγνο b / a+b 

ζπγθιίλεη θνληά ζην ρξπζφ ιφγν.  

Άξα ν Mozart ππήξμε ζπλεπήο ζηε δηαίξεζε ησλ κεξψλ  ηεο ζνλάηαο ψζηε λα 

αθνινπζείηαη ε ρξπζή ηνκή. 

Θα θιείζσ ηελ εηζήγεζή κνπ θαη ηε Γηεκεξίδα κε ηα ιφγηα ηνπ Σζέρνπ 

Μνπζηθνθξηηηθνχ Eduard Hanslick (1884-1904) «Ζ Μνπζηθή ζηε Φχζε θαη ε 

Μνπζηθή ηνπ αλζξψπνπ αλήθνπλ ζε δχν δηαθνξεηηθέο θαηεγνξίεο. Ζ νδφο 

κεηάβαζεο απφ ηελ πξψηε θαηεγνξία ζηε δεχηεξε δηέξρεηαη δηα ηεο Δπηζηήκεο 

ησλ Μαζεκαηηθψλ».  

΢αο επραξηζηψ πνπ κε αθνχζαηε.  
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Καηαλνκή ζπρλνηήησλ ησλ 

b / (a + b) ηνπ πίλαθα. 


