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Θεωρία Ολοκληρωτικού Λογισµού

1. B. Riemann 1867

2. H. Lebesque 1901

3. O. Perron 1914

4. J. Kurzweil 1957

Yee P.-L., Výborný R.: The Integral: an easy approach after Kurzweil and

Henstock, Cambridge Univ. Press, Cambridge United Kingdom (2000).
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Το άρθρο του Kurzweil, 1957

Το 1957 ο Jaroslav Kurzweil δηµοσίευσε ένα άρθρο µε τίτλο

Generalized Ordinary Differential Equations and Continuous

Dependence on a Parameter. Στο άρθρο αυτό γενίκευσε

λύσεις κάποιων συνήθη διαφορικών εξισώσεων της µορφής

y
′ = f(x)

δίνοντας δύο νέους ορισµούς του ολοκληρώµατος.

Ο πρώτος γενικεύει το ολοκλήρωµα Perron-Stieltjes. Ο

δεύτερος ϐασίζεται στο άθροισµα Riemann και είναι

γενίκευση του ολοκληρώµατος Stieltjes

Το µεγαλύτερο advantage της ϑεωρίας είναι ότι διατηρεί

την διασθητική γεωµετρική σηµασία του ολοκληρώµατος

Riemann, αλλά έχει την ϑεωρητική δύναµη του

ολοκληρώµατος Lebesgue.
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Τα χαρακτηριστικά της ολοκλήρωσης Kurzweil

Η µεταβλητότητα του µήκους των διαστηµάτων στην διαµέριση. Στον ορισµό του Riemann

το διάστηµα διαιρειται σε υποδιαστήµατα ίσου µήκους ενώ στον ορισµό του Kurzweil ΟΧΙ. Η ϐασική ιδέα είναι :

συγκέντρωση της προσοχής εκεί όπου το ολοκλήρωµα

Riemann έχει το πρόβληµα
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Ο ορισµός της δ-εκλέπτυνσης

Λήµµα
Λήµµα Cousin

α΄
Αν δ : [a, b] 7→ R+ και a ≤ c < d ≤ b τότε υπάρχει µια

διαµέριση που είναι δ-εκλέπτυνση του διαστήµατος [c, d].

α΄Ισοδύναµο του Θεωρήµατος Bolzano-Weierstrass: Κάθε ϕραγµένη

ακολουθία στο R περιέχει µια συγκλίνουσα υποακολουθία

Κάθε έλεγχος στα υποδιαστήµατα είναι και έλεγχος στα υπο-υποδιαστήµατα
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Το ολοκλήρωµα

Ορισµός

f είναι R- ολοκληϱώσιµη στο διάστηµα [a, b], αν ∀ε > 0 υπάρχει δ > 0 και I ∈ R µε την εξής

ιδιότητα : αν πάρουµε µια διαµέριση του [a, b] µε hj = aj − aj−1 ≤ δ

a = a0 < a1 < · · · < an = b ∧ xj ∈ [aj , aj−1] −→

∣∣∣∣∣
n∑

j=0

f(xj)hj − I

∣∣∣∣∣ ≤ ε
Ορισµός

f : [a, b]→ R. f είναι ΚΗ- ολοκληϱώσιµη στο διάστηµα [a, b], αν ∀ε > 0

υπάρχει δ : [a, b]→ R∗+, E ∈ R και διαµέριση Π =
(

∆, (xi)1≤i≤n

)
η οποία

να είναι δ-εκλέπτυνση έτσι ώστε : a = a0 < a1 < · · · < an = b

∆ := {a0, . . . , an}
xj ∈ [aj , aj−1], hj = aj − aj−1 ≤ δ(xj)

⇒
∣∣∣∣∣

n∑
j=0

f(xj)hj − E

∣∣∣∣∣ ≤ ε
Γράφουµε

∫
b

a
f(x)dx = E
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Το παράδειγµα της βαθµωτής συνάρτησης

f(x) = 2

∀x ∈ D όπου

D := [1, 5] −
{u1, u2, u3, u4}
M = max{2, |ui |}∫

5

1

f(x)dx = 8

Σταθερός µετρητής : δ =
ε

4 · 4 · M
Μεταβλητός µετρητής : δ(ui) =

ε

25 · |f(ui)|
και δ(x) = 1 για x ∈ D, τότε :∣∣∣∣∣

n∑
j=0

f(xj)(aj+1 − aj)−
∫

5

1

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ 2 · 4 ·
∑
|f(ui)|δ(ui) = 2

5 ε

25
= ε
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Θεµελειώδες Θεώρηµα Ολοκληρωτικού Λογισµού

Θεώρηµα

΄Εστω F µια παραγωγίσιµη συνάρτηση στο I = [a, b] και F
′ = f στο

I. Τότε, f είναι ΚΗ-ολοκληρώσιµη στο I και∫
b

a

f(t) dt = F(b)− F(a)

Η παραγώγιση ορίζεται ως συνήθως

Α απόδειξη ακολουθεί την απόδειξη στην R-ολοκλήρωση
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Η αλγοριθµική διατύπωση του Λήµµατος Cousin

΄Εστω δ : [a, b] −→ R+ και ε > 0. Μπορούµε να ορίσουµε µια αυστηρώς αύξουσα και

πεπερασµένη ακολουθία

{x0, x1, . . . , xn}

έτσι ώστε :

1 x0 = a

2 1 είτε xi ≤ xi−1 + δ(xi−1) (1)

2 ή xi − δ(xi) ≤ xi−1, (2)

3 ή 0 < xi − xi−1 ≤ ε για i = 1, 2, . . . , n. Αν δεν συµβαίνει ούτε το (1), ούτε το (2),

τότε το διάστηµα περιέχει ένα σηµείο ξ έτσι ώστε

lim
x→ξ

inf δ(x) = 0 (3)

3 xn = b.

Αν το το σύνολο A των σηµείων ξ που ικανοποιούν την (3), είναι πεπερασµένο τότε όλα τα xi µε

0, i ≤ n ικανοποιούν είτε την (1) είτε την (2)
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Γενικά δεν είναι τόσο εύκολο να επιλέγουµε τον µετρητή στα παραδείγµατά

µας. Για περισσότερες πληροφορίες δες στην ϐιβλιογραφία ΄Εστω η

συνάρτηση :

f : [−1, 1] −→ R f(x) =


0.1 , x ≤ −1

1√
1− x2

, |x| < 1

0.1 , x ≥ 1
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΄Εστω ε = 0.03, ορίζω

δ(x) =

{
0.03 αν |x| = 1

0.03(1− |x|) αν |x| < 1
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f2 := x 7→ 1− x
4 στο διάστηµα [0, 1]

Μετρητής

δ := x 7→ min

(
4
√

0.25ε,
0.25ε(

|x|+ 4
√

0.25ε
)3

)

όπου ε = 0.75

και R-αθροίσµατα :

khsum(f,-1,1,δ) 1.601132

RiemannSum(f,-1,1,method=lower,partition=60) 1.565926008∫
1

−1

f(x)dx 1.6
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Συνάρτηση όχι R και L-ολοκληρώσιµη

g := x →

{
1

x
ηµ

(
1

x2

)
για x ∈ (0, 1]

0 για x = 0

Μετρητής

δ := x →

 max

(
0.015,min

(
2

n
,

1(
n|g′(x)|+ 0.6|g′′(x)|

))) για x ∈ (0, 1]

√
0.015 για x = 0

Αθροίσµατα

khsum(g,0,1,δ) 0.405051

RiemannSum(g,0.1,1,method=lower,partition=60) -0.7507284560∫
1

0

g(x)dx 0.3080711983
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f := x →
{

1√
|x|

για x 6= 0

0 για x = 0

Μετρητής

δ := x →
{

2−3 ·
∣∣∣x∣∣∣ για x 6= 0

2−3 για x = 0

Αθροίσµατα

khsum(f,0,2,δ) 2.804892

RiemannSum(f,0,2,method=lower,partition=500) 2.674234620∫
2

0

f(x)dx = 2
√

2 (Newton) 2.828427124
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Η ολοκλήρωση ΚΗ δεν διατηρείται στην απόλυτη τιµή

΄Ενω η f
′(x) είναι ΚΗ-ολοκληρώσιµη στο [0, 1], η

∣∣∣f ′(x)
∣∣∣ δεν είναι, δες [YV], p.

49
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1 ∆εν υπάρχει αόριστο ολοκλήρωµα στήν ΚΗ-ολοκλήρωση

2 ΄Ολες οι R-ολοκληρώσιµες είναι ΚΗ-ολοκληρώσιµες

3 ΄Ολες οι L-ολοκληρώσιµες είναι ΚΗ-ολοκληρώσιµες

4 Κάθε ΚΗ-ολοκληρώσιµη είναι µετρήσιµη συνάρτηση

5 Το ΚΗ-ολοκλήρωµα ικανοποιεί το ϑεώρηµα σύγκλισης (µε την κατάλληλη

προσαρµογή αφού η ΚΗ δεν διατηρεί την απόλυτη τιµή)

Θεώρηµα

[YV], p. 97 Αν οι συναρτήσεις fn, g, h είναι ΚΗ-ολοκληρώσιµες στο [A, B] ∈ R
µε

g ≤ fn ≤ h (∗∗)

∀n ∈ N και lim
n−→∞

fn = f , τότε η f είναι ΚΗ-ολοκληρώσιµη και η (∗∗)
ικανοποιείται.
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∀n ∈ N και lim
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Είναι εφικτή η διδασκαλία της ΚΗ ολοκλήρωσης;

Mawhin J.: Analyse, fondements, techniques, évolution, De Boeck

Université Bruxelles, 1997.

McLeod R.: The generalized Riemann Integral, The Cours Mathematical

Monographs, no 20, The Mathematical Association of America,

Washington, 1980.

Καλύπτει ένα εντατικότερο πρόγραµµα της τελευταίας τάξης απο

αυτό που ήδη υπάρχει. Μπορεί να οργανωθεί το µάθηµα της

Ανάλυσης γύρω απο το Λήµµα Couzin όπως αναφέρει ο J.

Mawhin. Μέσα σε ένα τέτοιο περιβάλλον το ολοκλήρωµα

Riemann είναι µια άσκηση, µεσαίου ενδιαφέροντος, της ϑεωρίας

Μέτρου και της Ολοκλήρωσης.
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Τα αντιπαραδείγµατα στο R

F(x) = x →

{
x

2ηµ
π

x2
αν x 6= 0

0 αν x = 0

F
′(x) = x →

{
2xηµ

π

x2
− 2π

x
συν

π

x2
αν x 6= 0

0 αν x = 0

η συνάρτηση F
′(x) δεν είναι ϕραγµένη στο [0, 1]

δεν είναι ούτε R ούτε L ολοκληρώσιµη

αντιθέτως η F
′ είναι ΚΗ ολοκληρώσιµη
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Η συνάρτηση Diriclet δεν είναι R-ολοκληρώσιµη αλλά
ΚΗ-ολοκληρώσιµη

΄Εστω S = {c1, c2, . . . , cn}, ci 6= cj , τότε η συνάρτηση

f(x) =

{
0 αν x /∈ S

ui 6= 0 αν x ∈ S
, λέγεται συνάρτηση Dirichlet

Η συνάρτηση ∆ΕΝ είναι R-ολοκληρώσιµη

Μετρητής : d(x) =


ε

2j+2

(∣∣∣f(cj)
∣∣∣) αν x ∈ S

1 αν x /∈ S

∆ιαµέριση

{(
yi , [ai , ai+1]

)
, i = 1(1)n

}
δ-εκλέπτυνση

Το ίδιο το yi = ci µπορεί να είναι ίσο για δύο διαδοχικά i (για παράδειγµα να είναι

[ai−1, yi ], [yi , ai+1]). Τότε :∣∣∣∣∣∑
yi∈S

f(yi)(ai+1 − ai)

∣∣∣∣∣ < 2

∞∑
j=1

∣∣∣f(ci)
∣∣∣ ε

2j+2

(∣∣∣f(cj)
∣∣∣) < ε

΄Αρα, η συνάρτηση είναι ΚΗ-ολοκληρώσιµη µε

∫
b

a

f = 0
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Η απόδειξη του Θεµελειώδους Θεωρήµατος

Αφού F
′ = f , ∀ε > 0, ∃δ(x) > 0 :

y ∈ [a, b], 0 < |y − x| ≤ δ(x)⇒
∣∣∣∣ F(y)− F(x)

y − x
− f(x)

∣∣∣∣ ≤ ε
συνεπώς :

y ∈ [a, b], y ∈ [x − δ(x), x + δ(x)]⇒ |F(y)− F(x)− (y − x)f(x)| ≤ ε|y − x|

΄Εστω, Π = {[aj , aj+1], xj} µια δ− εκλέπτυνση του διαστήµατος I, η τελευταία σχέση για x = xj

και y = aj ή y = aj+a , γίνεται :∣∣∣F(xj)− F(aj)− (xj − aj)f(xj)
∣∣∣ ≤ ε∣∣∣xj − aj

∣∣∣ = ε(xj − aj)∣∣∣F(aj+1 − F(xj)− (aj+1 − xj)f(xj)
∣∣∣ ≤ ε∣∣∣aj+1 − xj

∣∣∣ = ε(aj+1 − xj)

ή ∣∣∣F(aj+1)− F(aj)− (aj+1 − aj)f(xj)
∣∣∣ ≤ ε(aj+1 − aj)

Το άθροισµα των τελευταίων για j = 0, 1, . . . , n− 1 δίνει :∣∣∣∣∣∣F(b)− F(a)−
n∑

j=1

f(xj)hj

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε(b − a) ή

∫
b

a

f(x)dx = F(b)− F(a)
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