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Τπεφκυνθ διάκεςθσ τθσ λίςτασ των προβλθμάτων: Ραυτοποφλου Κυριακι μακιτρια του Α4. 

 

Η ΟΜΑΔΑ ΔΙΑΛΕΞΕΩΝ 

1) ΢αυτοποφλου Κυριακι  – Α4 

2) Σκουρλζτοσ Χριςτόδουλοσ–  Α4 

3) Ταςίκασ Ραναγιϊτθσ – Α4 
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ΣΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΑ 

1) (Larson : Problem – Solving, p. 123, prop. 414) 

Αποδείξτε ότι δεν υπάρχουν πρϊτοι αρικμοί ςτθν απειροςειρά  

1001, 100010001, 1000100010001, ….. 

 ΥΡΟΔΕΙΞΘ:   

  Το πρόβλθμα μπορεί εφκολα να μετατραπεί ςε μια τελείωσ φορμαλιςτικι και ςυντακτικι 
ερϊτθςθ παραγοντοποίθςθσ μιασ πολυωνυμικισ παράςταςθσ. Για να το πετφχετε αρκεί  να κάνετε αφαίρεςθ 
πάνω ςτθ μορφι των δεδομζνων αρικμϊν.  Για παράδειγμα ο 1001 μπορεί να γραφεί  1+104, ,….. 
Ζτςι:  

1001 = 1+104 

100010001 = 1+104+108 

1000100010001 = 1 + 104+108 + 1012 
….. 
1000100010001…1 = 1 + 104+108 +…+104ν 
Θ δε γενικι μορφι είναι λοιπόν :      1+x4+x8 +…+x4ν.  
Μποροφμε εφκολα τότε να δείξουμε ότι για οποιαδιποτε ν, περιττό ι άρτιο, θ παραπάνω αλγεβρικι 
 μορφι παραγωντοποιείται. 

 
2) (Larson : Problem – Solving, p. 129, prop. 426) 

Ζςτω f πολυϊνυμο με πραγματικοφσ ςυντελεςτζσ. Δείξτε ότι όλεσ οι ρίηεσ του f είναι 

πραγματικοί αρικμοί αν και μόνο αν f2 δεν μπορεί να γραφεί ςαν άκροιςμα τετραγϊνων 

f2 = g2 + h2 

όπου g και h είναι πολυϊνυμα με πραγματικοφσ ςυντελεςτζσ και deg(g) ≠ deg(h). 

ΥΡΟΔΕΙΞΘ:   

Μποροφμε να δοφμε το πρόβλθμα ςαν αντιπαράδειγμα ςτο  17ο του Hilbert. To πρόβλθμα 

αυτό λζει το εξισ (αςκενισ εκδοχι) : 

 Είναι ένα πολυώνυμο παντοφ μη-αρνητικό άθροιςμα τετραγώνων?  

Ο Μotzkin το 1967 ζδωςε ζνα παράδειγμα πολυωνφμου ςχεδόν παντοφ κετικό αλλα όχι 

άκροιςμα τετραγϊνων, το πολυϊνυμο είναι το p=z6+x4z2+x2y4-3x2y2z2.  
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Ππωσ ζδειξε ο Minkowski, μετά το αντιπαράδειγμα του Motzkin, υπάρχει ζνασ κάποιοσ 
περιοριςμόσ ςτον βακμό αν κεωριςουμε αυτι τθν ζκφραςθ  του 17ου προβλιματοσ. Ζτςι 
ξαναδιατφπωςε το πρόβλθμα ςτθ ςθμερινι του μορφι , δείτε επίςθσ ςτθ Wikipedia.  
Eρχόμενοι ςτο πρόβλθμα μασ, αν δοφμε ψφχραιμα το αντιπαράδειγμα που προτείνει ο 
Larson, το αποφαςιςτικό αρνθτικό ςθμείο πρζπει να είναι το ότι deg(g) ≠ deg(h). Ρράγματι  
αποδεικνφεται τελικά το ιςχυρότερο ςτοιχείο.  
 
 

3) Olympiades  academique 2004  

ABΓΔ είναι ζνα τετράγωνο πλευράσ 1. 

Αν Ε, Η, Θ, Θ τα μζςα των πλευρϊν, δεσ ςχιμα,  

i. δείξτε ότι το ΙΚΛΜ είναι τετράγωνο. Ροιο είναι το μικοσ τθσ πλευράσ του; 

 
 

ii. Συνεχίηουμε τθ διαδικαςία για το νζο τετράγωνο που προκφπτει όπωσ δείχνει το 

παρακάτω ςχιμα κοκ. Χρωματίηουμε τα τρίγωνα που ςχθματίηοντε ςτο ςχιμα. Δείξτε 

ότι αν ςυνεχίςουμε επ’ άπειρο τθ καταςκευι, το εμβαδόν των χρωματιςμζνων 

τριγϊνων κα γίνει ίςο με το ¼ του εμβαδοφ του αρχικοφ τετραγϊνου.  
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ΥΡΟΔΕΙΞΘ:   

Τo ότι  το ΙΚΛΜ είναι τετράγωνο μπορεί να το δείξετε εφκολα αφοφ δείτε ότι είναι 

παραλλθλόγραμμο με μια γωνία ορκι και δφο διαδοχικζσ πλευρζσ ίςεσ. Το εμβαδόν του 

τριγϊνου ΑΙΗ ςε κάκε βιμα τθσ καταςκευισ είναι όροσ μιασ γεωμετρικισ ακολουκίασ με λόγο 

1/5 και πρϊτο όρο 1/5……. 

Μπορείτε όμωσ να δϊςετε και άλλεσ ωραίεσ λφςεισ, για παράδειγμα ςτθ πρϊτθ ερϊτθςθ 
μπορείτε να εφαρμόςετε ςτροφι γφρω από το κζντρο του αρχικοφ τετραγϊνου κατά π/2 και 
να δείξετε ότι οι διαγϊνιοι του ΙΛΜΚ ζχουν το ίδιο μικοσ, το ίδιο μζςο και είναι και κάκετεσ 
μεταξφ τουσ ……         
 
 

4) (Ρροτεινόμενο Θζμα τθσ ιςπανικισ αποςτολισ ςτθν ολυμπιάδα του 1985)   

Να καταςκευαςκεί τρίγωνο ΑΒΓ αν γνωρίηετε τθ ΒΓ,  τθν απόςταςθ OH (O περίκεντρο, Θ ορκόκεντρο)  

 και ότι  θ ευκεία του Euler είναι  παράλλθλθ ςτθ  ΒΓ. 

ΥΡΟΔΕΙΞΘ:   

Ρρϊτα πρζπει να δείτε όλα τα ςχετικά με τθν απόδειξθ 
ότι το ορκόκεντρο, το κζντρο βάρουσ και το 
περίκεντρο είναι ςυνευκειακά (ευκεία 
Euler) . Στθ ςυνζχεια, προτείνουμε να 
δουλζψετε αυτά τα  ςτοιχεία που 
είναι ικανά να  κάνουν τθν ευκεία 
Euler παράλλθλθ ςτθν ΒΓ. 
Μπορείτε να δϊςετε και αλγεβρικι 
απάντθςθ και να καταςκευάςετε το τρίγωνο 
ςε ςφςτθματα δυναμικισ γεωμετρίασ.  
 
Οπωςδιποτε όμωσ μια  γεωμετρικι απόδειξθ είναι πολφ 
πιο πλοφςια και φυςικά δυςκολότερθ, αρκεί να 
προςδιορίςετε το περίκεντρο Ο που είναι ςθμείο τθσ μεςοκακζτου του 
ΒΓ και ςθμείο του Απολλϊνιου κφκλου με ςθμεία τα Β και Γ και λόγο ½.     


