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Μια σύνθετη κίνηση και µια κρούση. 

Μια οµογενής ράβδος  µήκους ℓ=1m και µάζας 1kg κινείται οριζόντια στην επιφάνεια 

µιας παγωµένης λίµνης, χωρίς τριβές και σε µια στιγµή, όπου τα άκρα της έχουν ταχύτη-

τες της ίδιας φοράς µε µέτρα υΑ=6m/s και υΒ=2m/s, συγκρούεται ελαστικά µε µια µικρή 

σφαίρα Σ, που θεωρείται υλικό σηµείο, µάζας 1kg, η οποία ήταν ακίνητη, όπως στο σχή-

µα. Η σφαίρα Σ κτυπά τη ράβδο στο µέσον της Ο. 

i) Υπολογίστε την ταχύτητα του µέσου Ο, καθώς και την κινητική ενέργεια της ρά-

βδου, πριν την κρούση. 

ii)  Να βρεθούν οι κινήσεις που θα εκτελέσουν τα δυο σώµατα µετά την κρούση. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς κάθετο άξονα που περνά από το µέσον της Ι=Μℓ
2/12. 

Απάντηση: 

i) Αφού οι ταχύτητες των σηµείων Α και Β δεν είναι ίσες, η ράβδος δεν µετατοπί-

ζεται παράλληλα προς τον άξονά της ΑΒ, συνεπώς δεν εκτελεί µεταφορική κί-

νηση, αλλά σύνθετη. Μπορούµε να µελετήσουµε τη σύνθετη αυτή κίνηση θεω-

ρώντας ότι η ράβδος µεταφέρεται µε µια ταχύτητα κέντρου µάζας Ο, ίση µε υcm 

ενώ και στρέφεται γύρω από κατακόρυφο άξονα ο οποίος περνά από το κέντρο 

µάζας της Ο (η ράβδος είναι οµογενής) µε γωνιακή ταχύτητα ω. 

 Έτσι οι ταχύτητες των δύο άκρων είναι: 

υΑ=υcm+υγραµ = υcm+ω·R 

υΒ= υcm-υγραµ = υcm-ω·R 

όπου R=ℓ/2 

Έτσι οι παραπάνω σχέσεις γίνονται: 

 

Από τη λύση του συστήµατος βρίσκουµε υcm=4m/s και ω=4rad/s. 

Η αρχική κινητική ενέργεια της ράβδου θα είναι λοιπόν: 
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ii)  Για την µετωπική (η ταχύτητα του σηµείου Ο τη στιγµή της κρούσης κατευθύνεται στο κέντρο µάζας 

της σφαίρας) ελαστική κρούση µεταξύ των δύο σωµάτων θα ισχύουν: 

Α)  Αρχή διατήρησης της ορµής: 

Μ·υcm=M·υ1+Μ·υ2   (1) 

υcm+ω·0,5= 6     και 

υcm- ω·0,5 = 2    

 

Μονάδες στο S.Ι. 
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Β)  Αρχή διατήρησης της στροφορµής, ως προς τον άξονα περιστροφής της ράβδου: 

Ι·ω= Ι·ω1+ ΙΣ·ωΣ  (2) 

Αλλά η σφαίρα θεωρείται υλικό σηµείο, συνεπώς δεν θα έχει στροφορµή λόγω περιστροφής και η 

παραπάνω εξίσωση γίνεται: 

Ι·ω= Ι·ω1 

∆ηλαδή η ράβδος θα συνεχίσει να στρέφεται µε την ίδια γωνιακή ταχύτητα και µετά την κρούση, 

γύρω από τον ίδιο άξονα περιστροφής εκτελώντας οµαλή στροφική κίνηση. 

Γ) ∆ιατήρηση της κινητικής ενέργειας: 
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Οι εξισώσεις (1) και (3) µας επιτρέπουν να υποστηρίξουµε ότι στην πραγµατικότητα η κρούση συνέβη 

εξαιτίας της µεταφορικής κίνησης της ράβδου, όπου η ράβδος συµπεριφέρεται ως υλικό σηµείο και συ-

γκρούεται ελαστικά µε ένα άλλο υλικό σηµείο ίσης µάζας, οπότε και ανταλλάσσουν ταχύτητες.  

Με άλλα λόγια µετά την κρούση η ράβδος θα συνεχίσει να στρέφεται, όπως και πριν, γύρω από τον ίδιο 

κατακόρυφο άξονα που περνά από το µέσον της, αλλά χωρίς να µεταφέρεται, αφού το µέσον της θα πα-

ραµένει ακίνητο, εκτελώντας µια απλή στροφική κίνηση. Ενώ πριν είχαµε µετακίνηση του άξονα περι-

στροφής, τώρα αυτός θα παραµένει ακίνητος. 

Αντίθετα η σφαίρα Σ θα κινηθεί ευθύγραµµα στη διεύθυνση της αρχικής ταχύτητας του κέντρου µάζας 

Ο και µε σταθερή ταχύτητα 4m/s. 

 

Σχόλιο: 

Στην παραπάνω περίπτωση η σφαίρα θεωρήθηκε υλικό σηµείο. Αυτό δεν ήταν απαραίτητο, αφού και ακτίνα 

συγκεκριµένη να εδίνετο, το αποτέλεσµα θα ήταν το ίδιο. Η κρούση των δύο  σωµάτων είναι κεντρική. Στη 

διάρκειά της δεν εµφανίζονται ροπές που να µπορούν να µεταβάλουν τη γωνιακή ταχύτητα, ούτε της ράβδου 

ούτε της σφαίρας. Η δύναµη αλληλεπίδρασης, απλά µεταβάλλει την ορµή κάθε σώµατος. Αν όµως η κρούση 

γινόταν σε κάποιο άλλο σηµείο της ράβδου σε απόσταση d από το Ο, τότε η κρούση θα ήταν µεν και πάλι 

µετωπική, αλλά η ασκούµενη στη ράβδο δύναµη, θα µετέβαλλε την µεταφορική ταχύτητα, αλλά θα είχε και 

ροπή, οπότε θα µετέβαλλε και την γωνιακή ταχύτητα περιστροφής της. Αυτό δεν σηµαίνει βέβαια ότι θα 

άρχιζε η σφαίρα να στρέφεται, απλά θα παρουσιαζόταν στροφορµή της σφαίρας ως προς τον άξονα στο Ο, 

ίση µε Μ2·υσφ·d.  

 
Επιµέλεια 

∆ιονύσης Μάργαρης 
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