
Ο

Α
→
F

α
→

α
→

επ cm

Κ

B α
→

cm

α
→
επ

Μια στεφάνη σε λείο επίπεδο. 

Μια στεφάνη ακτίνας R και µάζας M η οποία θεωρείται συγκεντρωµένη στην περι-

φέρειά της, ηρεµεί σε λείο οριζόντιο επίπεδο. Γύρω από τη  στεφάνη έχουµε τυλίξει 

αβαρές νήµα, στο άκρο Α του οποίου ασκούµε σταθερή οριζόντια δύναµη F, όπως 

στο σχήµα. 

Α) Ποιες προτάσεις είναι σωστές και ποιες λανθασµένες. Να δικαιολογήσετε τις 

απαντήσεις σας. 

i)   Η στεφάνη κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. 

ii)  Για µετακίνηση του κέντρου Ο κατά x1 το έργο της δύναµης είναι ίσο µε F·x1. 

iii) Όταν το άκρο Α του νήµατος µετατοπισθεί κατά x η στεφάνη θα έχει µεταφορική κινητική ενέργεια   

½ F·x. 

Β) Ποιες οι αντίστοιχες απαντήσεις αν το οριζόντιο επίπεδο δεν ήταν λείο; 

Απάντηση: 

Α) Στο σχήµα φαίνονται οι δυνάµεις που ασκούνται στη στεφάνη, όπου Τ η τάση 

του νήµατος, ίση κατά µέτρο µε την  ασκούµενη δύναµη F. Η στεφάνη θα κά-

νει µια σύνθετη κίνηση, η οποία θεωρούµε ότι αποτελείται από µια µεταφορι-

κή και µια στροφική γύρω από άξονα κάθετο στο επίπεδο που περνά από το 

κέντρο της Ο. 

Εφαρµόζουµε το δεύτερο νόµο του Νεύτωνα για κάθε επιµέρους κίνηση: 

Για την µεταφορική ΣF=Μ·αcm → Τ=Μ·αcm ή 
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Για την στροφική κίνηση και θεωρώντας θετική φορά την  φορά που στρέφονται οι δείκτες του ρολογιού: 

Στ=Ι·αγων → Τ·R = ΜR2
·αγων ή 
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i) Αλλά τότε το σηµείο επαφής Κ της στεφάνης µε το έδαφος έχει συνολική επι-

τάχυνση στην οριζόντια διεύθυνση: 
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Οπότε αυτό το σηµείο δεν παρουσιάζει καµιά κίνηση ως προς το έδαφος και η 

στεφάνη κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. Η πρόταση είναι σωστή. 

ii)  Το ανώτερο σηµείο Β εξάλλου έχει και τις δύο παραπάνω επιταχύνσεις προς 

τα δεξιά, συνεπώς η συνολική του επιτάχυνση θα είναι: 

αΒ= αcm+αεπ= 2 αcm, ίση µε την επιτάχυνση του άκρου Α του νήµατος. 

Η µετατόπιση του κέντρου Ο δίνεται από τη σχέση x1= ½ αcm·t
2, ενώ η µετατόπιση του άκρου του νήµατος 

Α xΑ= ½ 2 αcm·t
2 = 2x1, συνεπώς το έργο της δύναµης θα είναι ίσο µε 2F·x1 και η πρόταση είναι λάθος. 



iii)  Για µετατόπιση του άκρου Α κατά x, το έργο της δύναµης θα είναι ίσο: 

WF= F·x 

Τόση θα είναι η ενέργεια που δόθηκε στη στεφάνη, συνεπώς τόση θα είναι και η κινητική της ενέργεια, 

Κολ=F·x. 

Αλλά Κολ= ½ mυcm
2 + ½ I·ω2 =  ½ mυcm

2
 + ½ ΜR2

ω
2 = 2· ½ mυcm

2. 

Άρα Κµετ=½ mυcm
2 = ½ Κολ= ½ F·x 

Και η πρόταση είναι σωστή. 

Β) Αν το επίπεδο δεν ήταν λείο, η κατάσταση δεν θα άλλαζε σε τίποτα. Από τη στιγµή που η δράση της δύνα-

µης F εξασφαλίζει ότι η στεφάνη κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει, δεν υπάρχει λόγος να ασκηθεί τριβή… 

Μπορείτε να δοκιµάσετε βάζοντας τριβή και εφαρµόζοντας τους νόµους του Νεύτωνα για να την υπολογίστε. 

 

Σχόλιο: 

Το έργο της δύναµης θα µπορούσε να υπολογιστεί και ως εξής: 

Wολ =WF+Wτ= F·x+FR·θ 

Όπου WF το έργο για τη µεταφορική κίνηση και x η µετατόπιση του κέντρου µάζας Ο, ενώ Wτ το αντίστοιχο 

έργο της ροπής για τη στροφική κίνηση όπου θ η γωνία στροφής. 

Αλλά αφού η στεφάνη κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει x=θ·R και τότε: 

W=WF+Wτ= F·x+FR·θ = 2 F·x. 

Εξάλλου το έργο της F για τη µεταφορική κίνηση είναι ίσο µε την µεταφορική κινητική ενέργεια της στεφάνης, 

ενώ το έργο της ροπής, ίσο αντίστοιχα µε την περιστροφική κινητική της ενέργεια. Στο παραπάνω παράδειγµα 

βέβαια, τα έργα αυτά (και οι αντίστοιχες κινητικές ενέργειες) είναι ίσα. 
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