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Κίνηση κυλίνδρου σε κεκλιµένο επίπεδο. 

Ένας κύλινδρος µάζας 10kg και ακτίνας 0,2m αφήνεται για t=0 να κινηθεί σε µη 

λείο κεκλιµένο επίπεδο κλίσεως θ, όπου ηµθ=0,8. Ο άξονας του κυλίνδρου µετα-

τοπίζεται κατά x=27m, µέχρι τη στιγµή  t1=3s. 

i)   Να υπολογίσετε την τριβή που ασκείται στον κύλινδρο. 

ii)  Πόση είναι η ταχύτητα τη στιγµή t1 ενός σηµείου Α επαφής του κυλίνδρου 

µε το επίπεδο; 

iii) Να υπολογίστε το έργο της τριβής για την παραπάνω µετατόπιση του κυλίν-

δρου; 

iv) Ποιος ο ρυθµός µεταβολής της περιστροφικής κινητικής ενέργειας του κυλίνδρου και µε ποιο ρυθµό πα-

ράγεται θερµότητα εξαιτίας της τριβής, τη χρονική στιγµή t1; 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου ως προς τον άξονα περιστροφής του Ι= ½ ΜR2 και g=10m/s2. 

Απάντηση: 

i) Στο διπλανό σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται στον κύ-

λινδρο, ο οποίος θα εκτελέσει σύνθετη κίνηση, την οποία µπορούµε να 

θεωρήσουµε ότι αποτελείται από µια µεταφορική και µια στροφική. Ε-

φαρµόζουµε το 2ο νόµο του Νεύτωνα για τις κινήσεις αυτές (θεωρούµε θε-

τική φορά περιστροφής τη φορά των δεικτών του ρολογιού): 

Μεταφορική: ΣFx=Μ·αcm → Mgηµθ-Τ= Μ·αcm  (1) 

Στροφική:  Στ=Ι·αγων → Τ·R= ½ ΜR2
·αγων →   

Τ= ½ ΜR·αγων  (2) 

Η ασκούµενη τριβή, δεν υπάρχει λόγος να µεταβληθεί στη διάρκεια της 

κίνησης, συνεπώς από την εξίσωση (1) συµπεραίνουµε ότι η µεταφορική κίνηση είναι ευθύγραµµη οµαλά 

επιταχυνόµενη, για την οποία ισχύουν: 

x= ½ αcm·t
2  (3)  και υcm= αcm·t (4)  τότε: 

22
22cm s/m6s/m

3

272

t

x2
a =

⋅
==  

Και από την (1) παίρνουµε:   Τ= Μg·ηµθ - Μ·αcm =10·10·0,8N-10·6N=20N. 

ii)  Στο παραπάνω σχήµα (τελική θέση) έχουν σχεδιαστεί οι συνιστώσες ταχύτητες του σηµείου Α, υcm εξαι-

τίας της µεταφορικής κίνησης και υγρ=ω·R εξαιτίας της κυκλικής κίνησης του σηµείου, που οφείλεται 

στην περιστροφική κίνηση του κυλίνδρου. 

Αλλά από την (4) έχουµε: υcm= αcm·t= 6·3m/s=18m/s 

Ενώ από την (2) 22 s/rad20s/rad
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==γων , οπότε  

ω=αγων·t= 20·3 rad/s=60rad/s 

συνεπώς υγρ=ω·R = 60·0,2m/s=12m/s 

Αλλά →+= γρυυυ
rrr

cmA  υΑ=υcm – υγρ= 18m/s-12m/s= 6m/s. 



iii)  Η γωνία κατά την οποία στράφηκε ο κύλινδρος είναι θ= ½ αγων·t
2= ½ ·20·32rad=90rad, συνεπώς το µήκος 

της περιφέρειας του κυλίνδρου που ήρθε σε επαφή µε το έδαφος είναι: 

s1=θ·R= 90·0,2m=18m 

Άρα ο κύλινδρος γλίστρησε κατά s=x-s1=27m-18m=9m, και το έργο της τριβής είναι: 

WΤ=Τ·s·συν180°= - Τ·s= -20·9J= -180J. 

Το παραπάνω έργο εκφράζει την (µηχανική) ενέργεια που αφαιρέθηκε από τον κύλινδρο και µετετράπη 

σε θερµική ή όπως έχει επικρατήσει να λέγεται σε θερµότητα. 

iv) Η µεταβολή της περιστροφικής κινητικής ενέργειας του κυλίνδρου, συνδέεται µε το έργο της ροπής της 

τριβής: 

s/J240s/J602,020TRP
dt

dK
=⋅⋅=⋅=⋅== ωωττ

π  

Ενώ η παραγόµενη θερµότητα συνδέεται µε το συνολικό έργο της τριβής (ολίσθησης): 

s/J120s/J620|T||P|
dt

dW

dt

dQ
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T
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Σχόλιο: 

Θεωρώντας σαν επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας το οριζόντιο επίπεδο που διέρχεται από την τελική 

θέση του κυλίνδρου, τότε στην αρχική θέση ο κύλινδρος έχει δυναµική ενέργεια: 

U=Μgh=Μg·x·ηµθ=2.160J 

τόσο θα είναι δε, και το έργο που παράγεται από το βάρος κατά την µετακίνησή του.  

Στην τελική θέση ο κύλινδρος έχει κινητική ενέργεια Κ= ½ Μυcm
2 + ½ Iω2= ½ Μυcm

2 + ½ ½ ΜR2
·ω

2 ή 

Κ= ½ 10·182J+ ¼ 10·0,22
·602J=1.980J 

Βλέπουµε λοιπόν ότι έχουµε απώλεια µηχανικής ενέργειας ίση µε 2.160J-1980J=180J, η οποία οφείλεται στην 

τριβή ολίσθησης, η οποία µέσω του έργου της, την υποβάθµισε, µετατρέποντάς την σε θερµική (αύξηση της 

κινητικής ενέργειας των µορίων του κυλίνδρου και του επιπέδου, που οφείλεται στην άτακτη θερµική τους 

κίνηση. Σαν συνέπεια θα αυξηθεί η θερµοκρασία των  δύο σωµάτων και στη συνέχεια µπορεί να έχουµε µε-

ταφορά ενέργειας από τα σώµατα αυτά προς το περιβάλλον µε τη µορφή της θερµότητας). Όλες αυτές τις µε-

τατροπές, συνήθως δεν τις αναφέρουµε, αλλά µε βάση το σχολικό µας βιβλίο, λέµε ότι παράγεται θερµότητα 

180J εξαιτίας της τριβής. 
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