
Γωνιακή επιτάχυνση και επιταχύνσεις σηµείων. 

Κατασκευάζουµε ένα στερεό συνδέοντας δύο όµοιες οµογενείς ράβδους ΓΑ και Α∆ µε  ενωµέ-

να τα δύο άκρα τους στο σηµείο Α, σχηµατίζοντας γωνία 90°. Οι δύο ράβδοι έχουν µάζες 

m1=m2=m=10kg και µήκος ;=6m. Το στερεό µπορεί να στρέφεται σε κατακόρυφο επίπεδο, γύ-

ρω από οριζόντιο άξονα ο οποίος περνά από ένα σηµείο Ο της ράβδου ΓΑ, όπου (ΟΑ)=4m. 

Φέρνουµε το στερεό σε τέτοια θέση ώστε η ράβδος ΓΑ να είναι οριζόντια και το αφήνουµε να 

κινηθεί. 

 

i)   Ποια η αρχική γωνιακή επιτάχυνση του στερεού; 

ii)  Βρείτε τις αντίστοιχες επιταχύνσεις του άκρου Α καθώς και του µέσου Μ της ράβδου Α∆. 

iii) Να υπολογίστε την ταχύτητα του άκρου Α, στη θέση που η ράβδος ΓΑ γίνεται κατακόρυ-

φη. 

iv)  Ποιος ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής της ράβδου Α∆, ως προς τον άξονα περι-

στροφής που περνά από το Ο, στην παραπάνω θέση; 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας µιας ράβδου ως προς άξονα που διέρχεται από το µέσον της 

Ι=ml2/12  και g=10m/s2. 

Απάντηση: 

Στο παρακάτω σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται στο στερεό, όπου F η δύνα-

µη από τον άξονα. 
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i) Από το δεύτερο νόµο του Νεύτωνα παίρνουµε: 

Στ=Ι·αγων → 

Θεωρώντας τις δεξιόστροφες ροπές ως θετικές έχουµε: 

w1·(ΟΚ) + w2·(ΟΑ) = Ι·αγων  (1) 

Αλλά η ροπή αδράνειας του στερεού ως προς τον άξονα που περνά από το Ο είναι: 

Ι=Ι1+Ι2= [1/12 mℓ2+m(ΟΚ)2] + [1/12 mℓ2 + m(ΟΜ)2]  (2) 

Αλλά (ΟΚ)=1m και (ΟΜ)2 = (ΟΑ)2+(ΑΜ)2 = 16m2+9m2 = 25m2  

Και µε αντικατάσταση στην (2) βρίσκουµε: 

Ι= 1/6·10·36 kg·m2 +10·1kg·m2 + 10·25 kg·m2 =320kg·m2 

Έτσι από την (1) παίρνουµε: 

αγων= (100·1+100·4)/320 rad/s2 = 25/16 rad/s2. 

 

ii)  Στο διπλανό σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι επιτα-

χύνσεις των σηµείων Α και Μ, οι οποίες είναι κά-

θετες στις ακτίνες της κυκλικής τροχιάς, κάθε 

σηµείου. Για τα µέτρα τους έχουµε: 

αΑ= αγων·(ΟΑ) = 25/4 m/s2 και 

αΜ= αγων·(ΟΜ) = 125/16 m/s2. 

 

iii)  Εφαρµόζουµε την Α∆ΜΕ για το σύστηµα στερεό 

σώµα-Γη, αφού πάνω του οι µόνες δυνάµεις που 

παράγουν έργο είναι τα βάρη των δύο ράβδων και το βάρος είναι συντηρητική δύναµη. 

Θεωρούµε επίπεδο µηδενικής ενέργειας, το οριζόντιο επίπεδο που ταυτίζεται µε τον 

άξονα της ράβδου Α∆. 

 

 



Καρχ+ Uαρχ= Κτελ+Uτελ → 

mg·(ΟΑ) + mg(ΟΑ+ℓ/2) = ½ Ιω2 +mg·(ΑΚ) 

και µε αντικατάσταση: 
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Άρα το σηµείο Α έχει ταχύτητα υ=ω·R= 54  m/s 

 

iv) Ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής της ράβδου Α∆ είναι: 

γωνaI
dt

dL
A ⋅= ∆ (3) 

όπου αγων η γωνιακή επιτάχυνση του στερεού στη θέση αυτή. 

Αλλά από το δεύτερο νόµο του Νεύτωνα για τη θέση αυτή έχουµε( θεωρούµε επίσης 

θετικές τις δεξιόστροφες ροπές): 

Στ=Ι·αγων  ή 

w·(ΑΜ) = Ι·αγων → 

αγων=100·3/320 rad/s2 =15/16 rad/s2 

οπότε: 
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και µε αντικατάσταση: 
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Ο παραπάνω ρυθµός είναι διάνυσµα πάνω στον άξονα στο Ο, κάθετος στο επίπεδο του 

σχήµατος µε φορά προς τα µέσα. 

 

Σχόλια: 

1) Ας προσέξουµε πώς υπολογίζουµε τη ροπή αδράνειας που οφείλεται στη ράβδο Α∆ εφαρ-

µόζοντας το νόµο του Steiner. Η απόσταση είναι η (ΟΜ). ∆εν πρέπει αυτό να συγχέεται µε 

τη ροπή του βάρους της Α∆ που είναι w·(ΟΑ). 

2) Όταν ένα στερεό στρέφεται γύρω από σταθερό άξονα, κάθε σηµείο κάνει κυκλική κίνηση 

µε κέντρο  ένα σηµείο (εδώ το Ο) του άξονα. Έτσι το σηµείο Μ π.χ. έχει ακτίνα την ΟΜ 

και κατά συνέπεια έχει επιτρόχια επιτάχυνση κάθετη στην ΟΜ µε µέτρο αΜ=αγων·(ΟΜ). 

3) Προφανώς στη θέση που η ράβδος Α∆ γίνεται οριζόντια, το στερεό δεν έχει αποκτήσει α-

κόµη τη µέγιστη γωνιακή του ταχύτητα, αφού συνεχίζει να επιταχύνεται, εξαιτίας της ρο-

πής του βάρους της ράβδου. Άλλωστε υπολογίσαµε θετικό ρυθµό µεταβολής της στροφορ-



µής του, πράγµα που σηµαίνει ότι η στροφορµή του αυξάνει κατά µέτρο. Η µέγιστη γωνια-

κή ταχύτητα θα είναι στη θέση όπου η συνολική ροπή που ασκείται στο στερεό θα είναι 

µηδέν. Αυτό θα συµβεί αφού στραφεί λίγο ακόµη, ώστε οι δύο ροπές των βαρών να είναι 

αντίθετες. 

4) Προσοχή επίσης απαιτείται στο ρυθµό µεταβολής της στροφορµής της ράβδου Α∆. Να µην 

πάρουµε dL/dt=Στ=w·(ΑΜ), αφού στη ράβδο ασκείται και µια άγνωστη δύναµη από τη 

ράβδο ΑΓ, η οποία έχει ροπή ως προς τον άξονα περιστροφής. Το πρόβληµα παρακάµπτε-

ται αν µείνουµε στην εξίσωση: 

γωνaI
dt

dL
A ⋅= ∆  
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