
Ένας  κύλινδρος  µε  αρχική  γωνιακή  ταχύτητα  πάνω  σε  σανίδα .  

Ένας κύλινδρος µάζας Μ=40kg και ακτίνας R=1m ο οποίος στρέφεται δεξιόστροφα γύρω από 

τον άξονά του ο οποίος συνδέει τα κέντρα των δύο βάσεών του, αφήνεται τη χρονική στιγµή 

t=0, πάνω σε µια σανίδα, η οποία ηρεµεί πάνω σε ένα λείο οριζόντιο επίπεδο. Μεταξύ κυλίν-

δρου και σανίδας υπάρχει τριβή, µε αποτέλεσµα η γωνιακή ταχύτητα του κυλίνδρου να µετα-

βάλλεται όπως στο διάγραµµα (θεωρούµε θετική την γωνιακή του ταχύτητα). 

 

   

i)    Να σχεδιάστε τις δυνάµεις που ασκούνται στον κύλινδρο και στη σανίδα. 

ii)  Τι αποτέλεσµα έχει η τριβή που ασκείται στον κύλινδρο; Πώς επηρεάζει τη γωνιακή και 

πώς την ταχύτητα του κέντρου µάζας Ο; Ποιο το αποτέλεσµα της δράσης της τριβής πά-

νω στη σανίδα; 

iii)  Γιατί τη χρονική στιγµή t1 η γωνιακή ταχύτητα σταθεροποιείται; Τι συµβαίνει µε την τα-

χύτητα ενός σηµείου Α επαφής του κυλίνδρου µε τη σανίδα τη στιγµή t1; 

iv)  Να υπολογιστεί η µάζα της σανίδας. 

v)   Να βρεθεί ο συντελεστής τριβής ολίσθησης µεταξύ σανίδας και κυλίνδρου αν t1=1s. 

v)  Σε µια στιγµή t2  η σανίδα κινείται µε ταχύτητα µέτρου υ2=3m/s. Για τη στιγµή αυτή να 

βρεθούν: 

α)  Με ποιο ρυθµό µειώνεται η περιστροφική κινητική ενέργεια του κυλίνδρου. 

β) Με ποιο ρυθµό αυξάνεται η µεταφορική κινητική ενέργεια του κυλίνδρου και της 

σανίδας. 

γ)  Με ποιο ρυθµό η µηχανική ενέργεια µετατρέπεται σε θερµική εξαιτίας της τριβής. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου ως προς τον άξονα περιστροφής του Ι= ½ ΜR2. 

Απάντηση: 

 



Στο παραπάνω σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις, αριστερά που ασκούνται στον κύλινδρο 

και δεξιά οι δυνάµεις που ασκούνται στη σανίδα, όπου Ν΄ η αντίδραση της Ν και Ν1 η αντίδρα-

ση του εδάφους πάνω στη σανίδα. 

i) Η ροπή της τριβής που ασκείται στον κύλινδρο, επιβραδύνει την  στροφική του κίνηση, 

ενώ ταυτόχρονα η τριβή επιταχύνει τον κύλινδρο προς τα δεξιά. Αντίθετα η αντίδρασή 

της Τ΄ που ασκείται στη σανίδα επιταχύνει τη σανίδα προς τα αριστερά. 

 

ii)  Έστω ένα σηµείο  Α επαφής του κυλίνδρου  µε τη 

σανίδα. Το σηµείο Ε έχει µια ταχύτητα υ1 προς τα 

δεξιά, ίση µε την ταχύτητα του άξονα, λόγω µετα-

φορικής κίνησης και µια γραµµική ταχύτητα προς 

τ’ αριστερά υγρ=ω·R, εξαιτίας της στροφικής κίνη-

σης. Τη στιγµή που η συνολική ταχύτητα του Α υγρ-υ1 θα έχει κατεύθυνση προς τ’ αρι-

στερά και θα γίνει ίση µε την ταχύτητα υ2 που έχει αποκτήσει η σανίδα, δεν θα υπάρχει 

ταχύτητα του Α ως προς τη σανίδα, µε αποτέλεσµα αφού δεν υπάρχει ολίσθηση, να µην 

ασκείται πλέον και τριβή µεταξύ των σωµάτων. Από εκεί και πέρα ο κύλινδρος διατη-

ρεί µια σταθερή ταχύτητα κέντρου µάζας προς τα δεξιά, ενώ στρέφεται επίσης µε στα-

θερή γωνιακή ταχύτητα 6rad/s δεξιόστροφα, ενώ η σανίδα κινείται µε σταθερή ταχύτη-

τα προς τ’ αριστερά. Ας κρατήσουµε τη συνθήκη για τα µέτρα των ταχυτήτων: 

υ2=υγρ-υ1 → 

υ2=ωR-υ1  (1) 

 

iii)  Για το σύστηµα κύλινδρος – σανίδα ισχύει η αρχή διατήρησης της ορµής, αφού είναι 

µονωµένο: 

τελαρχ PP
rr

= → 

0=Μυ1-mυ2  (2) 

Αλλά ισχύει και η αρχή διατήρησης της στροφορµής ως προς τον άξονα του κυλίνδρου 

αφού δεν ασκούνται εξωτερικές ροπές που να µεταβάλουν τη συνολική στροφορµή: 

τελαρχ LL
rr

= → 

Ιω0=Ι·ω+mυ2·R → 

½ Μ·R2
·ω0= ½ Μ·R2

·ω + mυ2·R → 

Μ(ω0-ω)·R=2mυ2 

Και λόγω της (2): 

Μ(ω0-ω)·R=2Μυ1 → 

υ1= ½ ·(ω0-ω)·R = ½ · (10-6)·1m/s=2m/s 

αλλά από τη σχέση (1) παίρνουµε: 



υ2=ωR-υ1=6m/s-2m/s=4m/s 

Επιστρέφοντας στην (2) έχουµε: 
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iv) Για τη γωνιακή επιτάχυνση έχουµε: 
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Η γωνιακή επιτάχυνση βρέθηκε αρνητική, πράγµα που σηµαίνει ότι είναι κάθετη στο 

επίπεδο του σχήµατος µε φορά προς τα έξω, αντίθετης κατεύθυνσης από τη γωνιακή τα-

χύτητα, την οποία θεωρήσαµε θετική. 

Αλλά από το δεύτερο νόµο του Νεύτωνα για τη στροφική κίνηση παίρνουµε: 

Στ=Ι·αγων → 

-Τ·R= ½ ΜR2
·αγων  → 

Τ= - ½ ΜR·αγων= 80Ν. 

Αλλά για τον κύλινδρο ΣFy=0 ή Ν=Μg, οπότε: 

Τ=µ·Ν = µ·Μg → 

2,0
Mg

T
==µ  

v) α) Ο ρυθµός µεταβολής της περιστροφικής κινητικής ενέργειας του κυλίνδρου δίνεται 

από την εξίσωση: 

ωτΣπ ⋅=
dt

dK
 

Θεωρώντας ξανά θετικές τις δεξιόστροφες ροπές έχουµε: 

ωωτΣπ ⋅⋅−=⋅= RT
dt

dK
 

Αλλά από τη διατήρηση της στροφορµής έχουµε ξανά: 

τελαρχ LL
rr

= → 

Ιω0=Ι·ω+mυ2·R → 

MR

m2MR 20 υω
ω

−
=  

και µε αντικατάσταση ω=7rad/s, άρα: 

ωωτΣπ ⋅⋅−=⋅= RT
dt

dK
= - 80·1·7J/s=-560J/s 

β)  Από τη διατήρηση της ορµής παίρνουµε: 

τελαρχ PP
rr

= → 

0=Μυ1-mυ2  → 



υ1=1,5m/s 

Οπότε οι ζητούµενοι ρυθµοί είναι: 

s/J120s/J5,180T
dt

dK
1 =⋅=⋅= υ

µ  

και 

s/J240s/J380T
dt

dK
2

΄ =⋅=⋅= υσαν  

γ) Από τη διατήρηση της ενέργειας, αφού η τριβή µειώνει τη περιστροφική κινητική ε-

νέργεια κατά 560J/s, ενώ αυξάνει τη µεταφορική κατά 120J/s, δίνοντας και 240J/s 

στη ράβδο,  ο ρυθµός µετατροπής σε θερµική ενέργεια θα είναι: 

dQ/dt=(560-120-240)J/s=200J/s. 

 

Σχόλιο: 

1) Σε όλες τις αρχές και τους νόµους που εφαρµόσαµε, χρησιµοποιήσαµε ταχύτητες,  γωνιακή 

ταχύτητα, ορµές και  στροφορµές όπως υπολογίζονται ως προς το ακίνητο λείο οριζόντιο 

επίπεδο. 

2) Την στιγµή t2 το σηµείο Α εφαρµογής της τριβής, έχει ταχύτητα: 

υΑ= ωR-υ1=7m/s-1,5m/s=5,5m/s 

µε φορά προς τα αριστερά, ενώ η σανίδα έχει ταχύτητα υ2=3m/s, επίσης προς τα αριστερά.  

Κατά συνέπεια το σηµείο Α έχει ως προς τη σανίδα ταχύτητα: 

υΑ΄= 5,5m/s-3m/s=2,5m/s. 

Η ισχύς της τριβής για την ολίσθηση του ενός σώµατος ως προς το άλλο είναι: 

ΡΤ= Τ·υΑ΄·συν180°= - 80·2,5W=-200W 

Συνεπώς ο ρυθµός µε τον οποίο η µηχανική ενέργεια µετατρέπεται σε θερµική, είναι ίσος µε 

200J/s. 
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