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Ένας κούφιος κύλινδρος µε λεπτά τοιχώµατα,  µάζας Μ=1Kg και 

ακτίνας R=0,1m, αφήνεται ελεύθερος στο σηµείο Α από ύψος  

h=1,8m. Ο κύλινδρος κυλά χωρίς να γλιστρά στο εσωτερικό 

του οδηγού του σχήµατος. Ο οδηγός έχει τέτοια κλίση ώστε στο 

άκρο Γ, γίνεται κατακόρυφος. Ο κύλινδρος φθάνει στο άκρο Γ, 

το οποίο απέχει απόσταση  h/3 από το οριζόντιο επίπεδο, οπότε 

ξεφεύγει από τον οδηγό και κινείται κατακόρυφα προς τα πάνω. Να υπολογίσετε: 

Α) Το µέγιστο ύψος στο οποίο θα ανέβει ο κύλινδρος, καθώς και τον αριθµό των περιστροφών που θα 

εκτελέσει, από τη στιγµή που εγκαταλείπει τον οδηγό µέχρι να φθάσει στο µέγιστο ύψος. 

Β)  Την ταχύτητα της µεταφορικής κίνησης τη στιγµή που διέρχεται από το κατώτερο σηµείο της τροχιάς 

του στο εσωτερικό του οδηγού καθώς και τη στατική τριβή που δέχεται από τον οδηγό εκείνη τη στιγµή. 

Γ)  Το µέτρο της µεταφορικής και γωνιακής επιβράδυνσης τη στιγµή που εγκαταλείπει τον οδηγό στη 

θέση Γ, καθώς και το ρυθµό µεταβολής της κινητικής περιστροφικής, της κινητικής µεταφορικής και 

της δυναµικής βαρυτικής του ενέργειας, την ίδια στιγµή. Να επαληθεύσετε την Αρχή ∆ιατήρησης της 

Ενέργειας  εκείνη τη στιγµή. 

∆ίνεται: g=10m/s2 

 

ΛΥΣΗ 

 

Εφόσον ο κύλινδρος είναι κούφιος µε λεπτά τοιχώµατα, όλη η µάζα του είναι συγκεντρωµένη στην 

περιφέρειά του. Άρα η ροπή αδράνειας υπολογίζεται από τη σχέση: 
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Α)  Η στατική τριβή που δέχεται ο κύλινδρος από τον οδηγό, δεν προκαλεί απώλεια ενέργειας υπό 

µορφή θερµότητας, άρα διατηρείται η µηχανική του ενέργεια. Τη στιγµή που εγκαταλείπει τον οδηγό 

στη θέση Γ, έχει γωνιακή ταχύτητα: 
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Μόλις ο κύλινδρος εγκαταλείψει τον οδηγό, η µόνη δύναµη που δέχεται είναι το βάρος του, το οποίο όµως 

δεν προκαλεί ροπή ως προς τον άξονα περιστροφής. Άρα δεν έχει γωνιακή επιτάχυνση και έτσι η γωνιακή 

του ταχύτητα διατηρείται σταθερή. Το βάρος όµως επιβραδύνει τη µεταφορική κίνηση, προκαλώντας 

επιβράδυνση σταθερού µέτρου: α=g. Συνεπώς η σύνθετη κίνηση που εκτελεί µόλις εγκαταλείψει τον οδηγό 

περιλαµβάνει µια οµαλή περιστροφική και µια οµαλά επιβραδυνόµενη µεταφορική. Στο µέγιστο ύψος 

φθάνει τη στιγµή που µηδενίζεται η µεταφορική του ταχύτητα: 
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Τη στιγµή που εγκαταλείπει τον οδηγό στη θέση Γ έχει ταχύτητα:  0 0 0
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Εφόσον εκτελεί οµαλά επιβραδυνόµενη µεταφορική ισχύει: 
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Ο αριθµός των περιστροφών που θα εκτελέσει, από τη στιγµή που εγκαταλείπει τον οδηγό µέχρι να φθάσει 

στο µέγιστο ύψος, υπολογίζεται από: 
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Β)  Τη στιγµή που διέρχεται από το κατώτερο σηµείο της τροχιάς του στο εσωτερικό του οδηγού, έχει 

µεταφορική ταχύτητα: 
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Από τη θέση Α µέχρι τη θέση Ζ ο κύλινδρος επιταχύνεται. Στη θέση Ζ η αρχική δυναµική βαρύτητας έχει 

µετατραπεί πλήρως σε κινητική, οπότε έχει αποκτήσει µέγιστη ταχύτητα. Την ίδια στιγµή η επιτάχυνσή 

του µηδενίζεται: 
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Στην ίδια θέση µηδενίζεται στιγµιαία η στατική τριβή, αφού µηδενίζονται η µεταφορική και η γωνιακή 

επιτάχυνση. 

 

Γ)  Από τη θέση Ζ µέχρι τη θέση Γ αυξάνεται η δυναµική και µειώνεται η κινητική ενέργεια του κυλίνδρου, 

άρα ο κύλινδρος επιβραδύνεται. Στη θέση Γ η στατική τριβή είναι κατακόρυφη µε φορά προς τα πάνω, 

ώστε να δηµιουργεί αριστερόστροφη ροπή και να επιβραδύνει τη δεξιόστροφη περιστροφή. Στη θέση Γ 

ισχύει: 
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Προσθέτοντας κατά µέλη έχουµε: 
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Ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής µεταφορικής ενέργειας είναι ίσος µε: 
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Ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής περιστροφικής ενέργειας είναι ίσος µε: 
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Ο ρυθµός µεταβολής της δυναµικής βαρυτικής ενέργειας είναι ίσος µε: 
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Ισχύει ότι: 
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δηλαδή ο ρυθµός ελάττωσης της κινητικής είναι ίσος µε το ρυθµό αύξησης της δυναµικής. 

 

Θοδωρής Παπασγουρίδης 


