
Σύνθετη κίνηση και Κινητική Ενέργεια. 

Ή διαφορετικά αρχή επαλληλίας και Ενέργεια 

 

Στη διάρκεια της φετινής χρονιάς στο δίκτυό µας συζητήθηκε νοµίζω σε αρκετή έκταση το τι 

συµβαίνει σε µια σύνθετη κίνηση. Συζητήσαµε τι συµβαίνει µε την διατήρηση της ενέργειας και 

την αρχή της επαλληλίας. Αν υπάρχει σύνθετη κίνηση ή απλά ένα σώµα κάνει µόνο µια κίνη-

ση, την οποία ΕΜΕΙΣ για διευκόλυνση στη µελέτη µας την αναλύουµε σε δύο ή περισσό-

τερες; 

Νοµίζω στην τελευταία πρόταση όλοι συµφωνήσαµε, ανεξάρτητα των επιµέρους διαφωνιών για 

την αξία ή όχι της αρχής της επαλληλίας.  

 

Και αφού σε µια σύνθετη κίνηση γενικά δεν ισχύει ότι Κ=Κ1+Κ2 όπου Κ  η συνολι-

κή κινητική ενέργεια και Κ1 και Κ2 οι κινητικές ενέργειες για τις επιµέρους κινήσεις, 

τότε γιατί αυτό ισχύει για ένα στερεό που µεταφέρεται και ταυτόχρονα στρέφεται; 

 

Ας δούµε λοιπόν σαν εφαρµογή, πόση είναι η κινητική ενέργεια ενός ελεύθερου στερεού το 

οποίο µεταφέρεται µε ταχύτητα κέντρου µάζας υcm ενώ ταυτόχρονα περιστρέφεται γύρω από 

νοητό άξονα που περνά από το κέντρο µάζας του Κ, µε γωνιακή ταχύτητα ω. 

Πριν προχωρήσουµε θα πρέπει να τονισθούν δυο πράγµατα. 

1) Όταν λέµε ταχύτητα κέντρου µάζας προφανώς εννοούµε ως προς κάποιο σύστηµα αναφο-

ράς, το οποίο θεωρούµε ακίνητο. Αλλά αναφερόµενοι σε αδρανειακά συστήµατα, το στερεό 

έχει την ίδια γωνιακή ταχύτητα ω, ως προς όλα τα συστήµατα αναφοράς που µπορούµε να 

πάρουµε. 

2) Αφού η ταχύτητα αναφέρεται ως προς ένα σύστηµα αναφοράς, προφανώς και η κινητική 

ενέργεια υπολογίζεται ως προς αυτό το σύστηµα αναφοράς. Στην περίπτωσή µας λοιπόν θα 

υπολογίσουµε την κινητική ενέργεια ως προς ένα ακίνητο παρατηρητή στο έδαφος, όπως 

στο σχήµα. 

 

Μια οποιαδήποτε στοιχειώδης µάζα  mi που απέχει από το κέντρο µάζας Κ απόσταση r, θα έχει 

ταχύτητα η οποία µπορεί να υπολογιστεί από το διανυσµατικό άθροισµα της ταχύτητας υcm και 

της γραµµικής ταχύτητας υγρ=ω·r εξαιτίας της περιστροφής. 
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Θα υπάρχει λοιπόν κάποιο σηµείο (που µπορεί να είναι ένα σηµείο του στερεού, µπορεί και όχι) 

όπου η  συνολική ταχύτητά του θα είναι µηδενική. Στο παράδειγµά µας έστω το σηµείο Ο, όπου 



η γραµµική ταχύτητα είναι αντίθετη της ταχύτητας του κέντρου µάζας. Το σηµείο αυτό παρα-

µένει ακίνητο, συνεπώς αρκεί να υπολογίσουµε την κινητική ενέργεια του στερεού ως προς το 

Ο, αφού ουσιαστικά το σηµείο αυτό δεν κινείται ως προς το έδαφος και θα µπορούσαµε να φα-

νταστούµε ότι στο Ο βρίσκεται ακίνητος ο παρατηρητής µας.  
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Αλλά τότε µπορούµε να θεωρήσουµε ένα νοητό άξονα που περνά από το Ο και γύρω από τον 

οποίο στρέφεται το στερεό, χωρίς να µεταφέρεται αφού (στιγµιαία) η ταχύτητα του άξονα  είναι 

µηδενική. Καταλήγουµε δηλαδή να πάρουµε ένα στιγµιαίο άξονα περιστροφής, οπότε η σύν-

θετη κίνηση µετατρέπεται σε µια απλή στροφική κίνηση. Στην απλή αυτή κίνηση το κέντρο 

µάζας έχει ταχύτητα: 

υcm=ω·d 

όπου d η απόσταση του Κ από το σηµείο Ο. 

 

Η κινητική ενέργεια τώρα της στοιχειώδους µάζας mi στο σηµείο Σ θα είναι: 
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Αλλά µε βάση το σχήµα έχουµε για την απόσταση x της σηµειακής µάζας από το Ο: 

συνθθπσυν rdrdrdrdx 2)(2 22222 ++=−−+=  

και η εξίσωση (1) δίνει: 
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Συνεπώς η συνολική κινητική ενέργεια του στερεού είναι: 
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Αλλά µε βάση τον θεώρηµα του Steiner έχουµε: 

Ιο=Ιcm+md2   και η σχέση (2) γίνεται: 
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Γνωστή σχέση, δε συµφωνείτε; Και γνωστές οι παραπάνω ιδέες στην περίπτωση της κύλισης 

ενός τροχού, όπου το σηµείο Ο είναι το σηµείο επαφής µε το έδαφος. 

 

Συµπέρασµα 1°: 

Ένα στερεό που εκτελεί σύνθετη κίνηση έχει κινητική ενέργεια η οποία µπορεί να υπολογιστεί 

από το άθροισµα µιας κινητικής Κ1= ½ mυcm
2, την οποία αποδίδουµε µόνο  στη µεταφορική του 

κίνηση και µια Κ2= ½ Ιcm·ω
2 την οποία αποδίδουµε µόνο στην περιστροφική του κίνηση. 

 

Ας έρθουµε τώρα σε µια άλλη περίπτωση. 

Εφαρµογή 1η: 

Μια οµογενής ράβδος µάζας Μ και  µήκους ℓ στρέφεται, µε γωνιακή ταχύτητα ω, γύρω από ένα 

κατακόρυφο άξονα, όταν είναι καρφωµένη στο άκρο αβαρούς ράβδου µήκους R στο µέσον της 

Κ, όπως στο σχήµα, κινούµενη σε οριζόντιο επίπεδο. 

 

Η κινητική της ενέργεια δίνεται από την εξίσωση: 

i) Κ= ½ Μυcm
2 = ½ ΜR2

·ω
2. 

ii)  K= ½ Ioω
2 

Όπου Ιο η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς τον άξονα περιστροφής της που περνά από το Ο. 

Ποια εξίσωση είναι σωστή; 



Απάντηση: 

 

Κάθε στοιχειώδης µάζα mι στη θέση ∆ του σχήµατος έχει κινητική ενέργεια: 
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Συνεπώς  η ολική κινητική ενέργεια  της ράβδου είναι: 
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και µε βάση τον θεώρηµα του Steiner έχουµε: 
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Συµπέρασµα 2°: 

Η ράβδος εκτελεί µόνο µία στροφική κίνηση γύρω από το Ο οπότε έχει κινητική 

ενέργεια: 

K= ½ Ioω
2 

η οποία όµως θα µπορούσε ΚΑΙ να υπολογιστεί σαν το άθροισµα µιας µεταφορι-

κής λόγω κυκλικής κίνησης  του κέντρου µάζας της µε ταχύτητα ίση µε τη γραµµι-

κή ταχύτητα του σηµείου Κ και µιας περιστροφικής γύρω από παράλληλο άξονα 

που περνά από το κέντρο µάζας της Κ µε γωνιακή ταχύτητα ω. ∆ηλαδή: 
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Σχόλιο: 

Όταν η ράβδος ολοκληρώσει µια περιστροφή γύρω από το Ο, ταυτόχρονα αλλάξει και ο προ-



σανατολισµός της στο χώρο έχοντας στραφεί κατά 360°, κάτι ανάλογο µε τη Σελήνη. Συνεπώς 

µπορεί να θεωρηθεί ότι έχει µια γωνιακή ταχύτητα ω ως προς άξονα που περνά από το κέντρο 

µάζας της.  ∆είτε και το παρακάτω σχήµα. 
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