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Η ταλάντωση της σανίδας λόγω τριβής. 

Μια σανίδα µάζας Μ=2kg και µήκους ℓ, ηρεµεί σε λείο κεκλιµένο επίπεδο 

κλίσεως θ, δεµένη στο ένα άκρο της µε το άκρο ιδανικού ελατηρίου σταθεράς 

k=20Ν/m, όπως στο σχήµα. Σε µια στιγµή (t0=0) αφήνουµε στο πάνω άκρο 

της, ένα σώµα Σ, µάζας m=1kg, αµελητέων διαστάσεων, το οποίο παρουσιάζει 

µε τη σανίδα συντελεστές τριβής µ=µs=3/8. 

i)  Να δείξετε ότι το σώµα Σ θα ολισθήσει πάνω στη σανίδα, υπολογίζοντας 

στη συνέχεια και την επιτάχυνση που θα αποκτήσει. 

ii) Να αποδείξτε ότι και η σανίδα θα κινηθεί, υπολογίζοντας την αρχική επιτάχυνση που θα αποκτήσει. 

iii) Να αποδειχθεί ότι, για όσο χρόνο το σώµα Σ κινείται σε επαφή µε τη σανίδα, αυτή εκτελεί αρµονική 

ταλάντωση, υπολογίζοντας την περίοδο και το πλάτος ταλάντωσης. 

iv) Αν το Σ εγκαταλείπει τη σανίδα τη στιγµή t1=1s, να βρεθούν: 

α) Το µήκος ℓ της σανίδας. 

β) Η ενέργεια της νέας ταλάντωσης που θα πραγµατοποιήσει η σανίδα, µετά την αποµάκρυνση του 

σώµατος Σ. 

γ)  Η µηχανική ενέργεια που µετατρέπεται σε θερµική κατά την κίνηση του σώµατος Σ πάνω στη σανί-

δα. 

∆ίνονται ηµθ=0,6, συνθ=0,8, π2
≈10 και g=10m/s2. 

Απάντηση: 

i) Στο διπλανό σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται στο σώµα Σ, µό-

λις αφεθεί πάνω στη σανίδα. Η δύναµη που τείνει να το κινήσει είναι η συνιστώ-

σα του βάρους w2x=mg·ηµθ=1·10·0,6Ν=6Ν. 

Αλλά τότε θα κάνει την εµφάνισή της η τριβή. ∆εν ξέρουµε αν αυτή είναι στατική 

τριβή, ή τριβή ολίσθησης, οπότε το σώµα Σ θα κινηθεί πάνω στη σανίδα. 

 Έστω ότι η ασκούµενη τριβή µεταξύ των δύο σωµάτων είναι στατική, οπότε τα 

σώµατα θα κινηθούν µαζί µε την ίδια επιτάχυνση. Εφαρµόζοντας το 2ο νόµο του 

Νεύτωνα για κάθε σώµα χωριστά και για τη στιγµή t0 παίρνουµε: 

ΣFx1=Μα → Μgηµθ+Τs1-Fελ =Μα0 

ΣFx2=mα → mgηµθ-Τs2=mα0 

Αρχικά η σανίδα ισορροπεί,  έχοντας επιµηκύνει το ελατήριο κατά ∆ℓ, όπου: 

ΣFx=0 → m6,0m
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Με πρόσθεση κατά µέλη και λαµβάνοντας υπόψη ότι Τs1=Τs2 (ίσα µέτρα λόγω δράσης-αντίδρασης), 

ενώ  Μg·ηµθ=Fελ,  παίρνουµε: 
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Αλλά τότε επιστρέφοντας στο σώµα Σ: 

mgηµθ-Τs2=mα0→ 

Τs2=mg·ηµθ-mα0=1·10·0,6Ν-1·2Ν=4Ν 

ενώ η µέγιστη τιµή της στατικής τριβής, η οποία µπορεί να εµφανιστεί, η οριακή τριβή έχει µέτρο: 

Τορ=µs·Ν2=µs·mg·συνθ=3/8·1·10·0,8Ν=3Ν 

αφού το σώµα ισορροπεί στην κάθετη προς το επίπεδο διεύθυνση και ΣFy=0 ή Ν2=mg·συνθ. 

Αλλά τότε δεν µπορεί να ασκηθεί στατική τριβή µεταξύ των σωµάτων µέτρου 4Ν και το σώµα Σ θα ο-

λισθήσει πάνω στη σανίδα και η ασκούµενη τριβή, θα είναι τριβή ολίσθησης µέτρου Τολ=Τ=3Ν. 

Τότε όµως: 

ΣF2x=m·α2 → .s/m3s/m
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ii) Στο διπλανό σχήµα, έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται στη σανίδα, 

µόλις τοποθετηθεί πάνω της  το σώµα Σ. Από το 2ο νόµο του Νεύτωνα έχουµε: 

ΣF1x=m·α01 → .s/m5,1s/m
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iii) Η επιτάχυνση που βρήκαµε παραπάνω για την σανίδα, δεν θα 

παραµείνει σταθερή, αφού κινούµενη προς τα κάτω, επιµηκύ-

νεται περισσότερο το ελατήριο και αυξάνεται το µέτρο της δύ-

ναµης του ελατηρίου, µε αποτέλεσµα να µειώνεται η επιτάχυν-

ση. Αλλά τότε κάποια στιγµή η σανίδα θα φτάσει σε µια θέση, 

όπου ΣF=0, µια νέα θέση ισορροπίας (Θ.Ι.1) , για την οποία: 

ΣFx=0 → 

ελFTw x1 =′+  (1) 
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Βλέπουµε δηλαδή ότι η νέα θέση ισορροπίας είναι χαµηλότερα της προηγούµενης κατά: 

m15,0m6,0m75,0d =−=−′= ll ∆∆ . 

Έστω τώρα µια τυχαία θέση, η οποία απέχει κατά x, από την Θ.Ι.1. Με θετική φορά προς τα κάτω έχου-

µε: 
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x
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Συνεπώς η  σανίδα εκτελεί αρµονική ταλάντωση µε σταθερά επαναφοράς k, µε πλάτος Α1=0,15m (α-

φού ξεκίνησε από ακραία θέση, η οποία απέχει κατά 0,15m από την θέση ισορροπίας) και περίοδο: 
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iv)  α) Μέχρι τη στιγµή t1=1s, το σώµα Σ έχει µετατοπισθεί κατά: 

∆x2= m5,1m13
2

1
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1 22
12 =⋅=  

ενώ αφού το χρονικό αυτό διάστηµα είναι ίσο µε µισή περίοδο, η σανίδα ξεκινώ-

ντας από µια ακραία θέση, φτάνει στην άλλη ακραία θέση της, µετατοπισµένη 

κατά ∆x1=Α+Α=0,3m. Αλλά τότε µε βάση το διπλανό σχήµα έχουµε: 

m2,1m3,0m5,1xxxx 1212 =−=−=→+= ∆∆∆∆ ll  

β) Τη στιγµή που το Σ εγκαταλείπει τη σανίδα, αυτή απέχει από την αρχική θέση ισορροπίας της κατά: 

m3,0A2d 11 ==  

χωρίς να έχει ταχύτητα. Συνεπώς θα επακολουθήσει µια απλή αρµονική ταλάντωση, γύρω από την 

αρχική θέση ισορροπίας της µε πλάτος Α=0,3m. Αλλά τότε η ενέργεια της ταλάντωσης είναι: 

J9,0J3,020
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γ) Το έργο της τριβής που ασκείται στο σώµα Σ, µετράει την ενέργεια που αφαιρείται από το σώµα Σ 

και είναι ίσο µε: 

J5,4J5,13xTW 2T −=⋅−=⋅−= ∆  

Εξάλλου το έργο της τριβής που ασκείται στη σανίδα: 

J9,0J3,03xTW 1T =⋅=⋅′+=′ ∆  

Και µετράει την ενέργεια που µεταφέρεται στη σανίδα. Αλλά τότε η µηχανική ενέργεια που αφαιρείται 

από το σώµα Σ, χωρίς να µεταφέρεται ως µηχανική ενέργεια στη σανίδα, είναι ίση µε: 

J6,3J9,0J5,4WWE TT =−=−= ′µηχ∆  

Το παραπάνω ποσό ενέργειας εµφανίζεται ως θερµική αυξάνοντας την εσωτερική ενέργεια των δύο 

σωµάτων και η οποία τελικά µεταφέρεται στην ατµόσφαιρα µε τη µορφή της θερµότητας, λόγω διαφο-

ράς θερµοκρασίας. 

 

*Σχόλιο για Καθηγητές: 

Η εξίσωση  kxFx −=Σ την οποία βρήκαµε για τη σανίδα µε την επίδραση της τριβής Τ΄ δεν είναι τίπο-

τα άλλο από την διαφορική εξίσωση: kxMa −=  ή 0kx
dt

xd
M

2

2

=+  η λύση της οποίας έχει τη µορφή 

x=Α·ηµ(ωt+φ0), πράγµα που σηµαίνει ότι η κίνηση είναι αρµονική. ∆εν την ονόµασα βέβαια ΑΑΤ, α-

φού δεν µπορούµε να αποδώσουµε δυναµική ενέργεια που να συνδέεται µε την τριβή ολίσθησης που 

ασκείται στη σανίδα! 

Υ λ ι κ ό  Φ υ σ ι κ ή ς - Χ η μ ε ί α ς  
Γιατί το να µοιράζεσαι ̟ράγµατα, είναι καλό για όλους… 

Επιµέλεια: 

∆ιονύσης Μάργαρης 
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