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Ένας τροχός σε κεκλιμένο επίπεδο 

Ένας τροχός µάζας 8kg ισορροπεί σε κεκλιµένο επίπεδο κλίσεως θ, µε την 

επίδραση δύναµης F, η οποία µέσω κατάλληλου µηχανισµού, ασκείται στο 

κέντρο του Ο, όπως στο σχήµα. 

i)  Να υπολογιστούν οι δυνάµεις που ασκούνται στον τροχό. 

ii) Σε µια στιγµή (t0=0) αυξάνουµε το µέτρο της δύναµης στην τιµή 

F1=60Ν. Να υπολογιστεί η ταχύτητα του κέντρου Ο του τροχού τη στιγµή t1=4s. 

iii) Τη στιγµή t1, το µέτρο της δύναµης αυξάνεται στην τιµή F2=160Ν. 

 α) Να γίνει η γραφική παράσταση της ταχύτητας υcm του κέντρου Ο, σε συνάρτηση µε το 

χρόνο από 0-6s. 

β) Να υπολογιστούν τα έργα της δύναµης και της τριβής, από t0 µέχρι τη στιγµή t2=6s. 

γ) Να υπολογιστεί ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργειας λόγω περιστροφής του 

τροχού, τη στιγµή t2. 

∆ίνονται: Για τον τροχό Ι= ½ ΜR
2
  ως προς οριζόντιο άξονα, κάθετο στο επίπεδό του που περ-

νά από το κέντρο του Ο, ηµθ=0,6 και συνθ=0,8, g=10m/s
2
, ενώ για τους συντελεστές τριβής 

µεταξύ τροχού και επιπέδου µ=µs=0,5. 

Απάντηση: 

i) Ο τροχός ισορροπεί µε την επίδραση τριών δυνάµεων. Της δύναµης 

F
r

, του βάρους w
r

 και της δύναµης από το επίπεδο. Αλλά αφού το βά-

ρος και η F περνούν από το Ο, από το ίδιο σηµείο θα διέρχεται και η 

δύναµη  από το επίπεδο, αφού ως προς το Ο θα ισχύει Στ=0 (ισορροπία 

του τροχού). Έτσι οι δυνάµεις είναι αυτές του σχήµατος, χωρίς να κά-

νει την εµφάνισή της δύναµη τριβής. Από την ισορροπία του τροχού παίρνουµε: 

ΣFx=0 → F=wx=Μg·ηµθ=8·10·0,6Ν=48Ν 

ΣFy=0 → Ν=wy=Μg·συνθ=8·10·0,8Ν=64Ν 

ii) Μόλις αυξήσουµε το µέτρο της ασκούµενης δύναµης F, ο τροχός τεί-

νει να κινηθεί προς τα πάνω, οπότε θα κάνει την εµφάνισή της δύναµη 

τριβής, όπως  στο σχήµα, η οποία αφενός τείνει να αντισταθεί στην ο-

λίσθηση του τροχού, αφετέρου η ροπή της θα επιταχύνει περιστροφικά 

τον τροχό. Εφαρµόζοντας το 2
ο
 νόµο του Νεύτωνα παίρνουµε: 

Μεταφορική κίνηση: ΣFx=Μ·αcm → F1-Μg·ηµθ-Τ1 =Μ·αcm,1  (1) 

Στροφική κίνηση:  Στ=Ι·αγων → Τ1·R= ½ ΜR
2
·αγων → Τ1= ½ ΜR·αγων,1  (2) 

Τι κίνηση κάνει ο τροχός; Υποθέτουµε ότι ο τροχός κυλίεται (χωρίς να ολισθαίνει), οπότε 

θα ισχύει και αcm,1=αγων,1R, οπότε µε πρόσθεση των (1) και (2) παίρνουµε: 
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Μπορεί να ασκηθεί κατάλληλη τριβής που να εξασφαλίζει την παραπάνω επιτάχυνση; Από 

την (2) βρίσκουµε Τ1 = ½ Μαcm,1=4Ν, ενώ η µέγιστη δυνατή τιµή της στατικής τριβής έχει 

µέτρο Τορ=µs·Ν=0,5·64Ν=32Ν. Άρα η ασκούµενη τριβή είναι στατική και ο τροχός κυλίε-

ται. Αλλά τότε τη στιγµή t1=4s η ταχύτητα του κέντρου Ο του τροχού έχει µέτρο: 

υcm=αcm,1·t1=1·4m/s=4m/s 

iii) Τι θα αλλάξει στην κίνηση όταν αυξάνουµε το µέτρο της ασκούµενης δύναµης; Προφανώς 

οι σχέσεις (1) και (2) ισχύουν, θεωρώντας σύνθετη την κίνηση του τροχού. Το θέµα είναι η 

κίνηση είναι κύλιση ή όχι; Υποθέτουµε ξανά ότι έχουµε κύλιση οπότε από την (3) βρίσκου-

µε: 
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Αλλά τότε απαιτείται τριβή µέτρου Τ2= ½ Μ·αcm,2≈37,3Ν>Τορ! 

Η υπόθεση δηλαδή ότι έχουµε κύλιση µας οδήγησε σε άτοπο.  

Αυτό σηµαίνει ο τροχός περιστρέφεται ενώ ταυτόχρονα ολισθαίνει και η ασκούµενη τριβή, 

είναι τριβή ολίσθησης, µέτρου Τολ=32Ν. Αλλά τότε από τις σχέσεις (1) και (2) παίρνουµε: 
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α)  Η κίνηση του κέντρου µάζας, στο χρονικό διάστηµα από 4s-

6s, θα είναι λοιπόν ευθύγραµµη οµαλά επιταχυνόµενη, οπότε 

θα έχουµε: 

υ=υ1+αcm,2·(t-t1)  και ∆x=υ1(t-t1) + ½ αcm,2·(t-t1)
2
 

όπου τη στιγµή t2 θα έχουµε: 

 υ2=4m/s+10·2m/s=24m/s. 

Οπότε η ζητούµενη γραφική παράσταση, είναι όπως στο δι-

πλανό σχήµα. 

β) Στο χρονικό διάστηµα 0-4s το κέντρο µάζας του τροχού µετατοπίζεται κατά: 

x1= ½ αcm,1·t1
2
= ½ ·1·16m=8m 

Ενώ από 4s-6s κατά: 

x2=υ1(t-t1) + ½ αcm,2·(t-t1)
2
=4·2m+ ½ 10·2

2
m=28m 

Αλλά τότε η δύναµη µεταφέρει ενέργεια στον τροχό, ίση µε το έργο της: 
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WF=F1·x1+F2·x2=60·8J+160·28J=4.960J 

Στο χρονικό διάστηµα 0-4s η ασκούµενη τριβή είναι στατική και ασκείται σε σηµείο το 

οποίο έχει µηδενική ταχύτητα, οπότε δεν παράγει έργο. 

Για το διάστηµα 4s-6s, το σηµείο επαφής Α του τροχού µε το έδαφος, 

στη διεύθυνση της κίνησης, έχει λόγω µεταφορικής κίνησης επιτά-

χυνση 2,cma
r

και λόγω περιστροφικής κίνησης γρa
r

όπως στο σχήµα, 

όπου αγρ=αγων,2·R (έχει και κεντροµόλο επιτάχυνση στην κάθετη διεύ-

θυνση, η οποία δεν µας ενδιαφέρει αυτή τη στιγµή…). Αλλά τότε η 

επιτάχυνση του σηµείου εφαρµογής της τριβής (σηµείο Α) έχει επιτάχυνση: 

αΑ=αcm,2-αγων,2·R=10m/s
2
-8 m/s

2
=2 m/s

2
 µε κατεύθυνση προς τα πάνω. 

Έτσι στο χρονικό αυτό διάστηµα, το σηµείο εφαρµογής της τριβής µετατοπίζεται κατά: 

∆xτ= ½ αΑ·(∆t)
2
= ½ ·2·2

2
m=4m 

Με αποτέλεσµα το έργο της τριβής (που µετράει τη µηχανική ενέργεια που µετατρέπεται 

σε θερµική) είναι ίσο: 

WΤ=-Τ·∆xτ=-32·4J=-128J 

γ) Η κινητική ενέργεια του τροχού λόγω περιστροφής µεταβάλλεται εξαιτίας της ροπής της 

τριβής, οπότε: 
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Αλλά τη στιγµή t1 ο τροχός στρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα 
R

1
1

υ
ω = (κύλιση) ενώ τη στιγ-

µή t2 έχει γωνιακή ταχύτητα )tt(a 122.12 −+= γωνωω οπότε: 
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Σχόλιο: 

Θα µπορούσαµε να εµπλέξουµε τη µεταφορική και τη στροφική κίνηση του τροχού στον υπο-

λογισµό του έργου της τριβής. Παραπάνω προτιµήθηκε να δουλέψουµε ενιαία, µε τη µετακίνη-

ση του σηµείου εφαρµογής της… 

 

dmargaris@gmail.com 
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