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Άλλη μια ράβδος στρέφεται 

Η οµογενής ράβδος του σχήµατος µάζας Μ=3kg και µήκους l=2m, 

είναι αρθρωµένη στο άκρο της Ο, γύρω από το οποίο µπορεί να 

στρέφεται χωρίς τριβές. Η ράβδος ισορροπεί, κρεµασµένη στο ά-

κρο κατακόρυφου νήµατος, το οποίο έχει προσδεθεί στο σηµείο Β, 

όπου (ΒΑ)=0,4m, σχηµατίζοντας γωνία θ µε την οριζόντια διεύ-

θυνση. Σε µια στιγµή κόβουµε το νήµα, οπότε η ράβδος κατέρχεται 

και τη στιγµή που γίνεται οριζόντια, το άκρο της Α έχει ταχύτητα 

υΑ=6m/s. 

i)  Για την αρχική θέση (πριν να κοπεί το νήµα), να βρεθεί η τά-

ση του νήµατος, καθώς και η γωνία θ που σχηµατίζει η ράβδος µε την οριζόντια διεύθυν-

ση. 

ii) Να βρεθεί η κατακόρυφη επιτάχυνση του µέσου Κ της ράβδου καθώς και η οριζόντια και 

κατακόρυφη συνιστώσα της δύναµης που ασκείται στη ράβδο από την άρθρωση, στην ο-

ριζόντια θέση. 

iii) Αναφερόµενοι στην οριζόντια θέση, δυο µαθητές, ο Χ και ο Υ, θέλουν να υπολογίσουν τη 

στροφορµή και το ρυθµό µεταβολής της στροφορµής ως προς το άκρο Ο (ισοδύναµα ως 

προς σταθερό οριζόντιο άξονα z κάθετο στο επίπεδο περιστροφής που περνά από το άκρο 

Ο). Ο Χ θεωρεί την κίνηση στροφική γύρω από τον άξονα z, ο Υ θεωρεί την κίνηση σύν-

θετη, µια µεταφορική του κέντρου µάζας και µια περιστροφή γύρω από κάθετο άξονα που 

περνά από το Κ. 

Ποιες είναι οι απαντήσεις που θα δώσουν; 

iv) Να υπολογιστεί επίσης η στροφορµή και ο αντίστοιχος ρυθµός µεταβολής της ως προς: 

 α) σταθερό οριζόντιο άξονα, κάθετο στο επίπεδο περιστροφής που περνά από το µέσον 

της Κ της ράβδου. 

  β) σταθερό οριζόντιο άξονα, κάθετο στο επίπεδο περιστροφής, ο οποίος περνά από το 

άκρον Α της ράβδου. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς κάθετο άξονα που περνά από το µέσον της Ιcm= 

(1/12)· Μl
2
 και g=10m/s

2
. 

Απάντηση: 

i) Στο διπλανό σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις στην κρεµα-

σµένη ράβδο, όπου Fx και Fy η οριζόντια και κατακόρυφη συνι-

στώσα της δύναµης από την άρθρωση.  

Από την ισορροπία της ράβδου, παίρνουµε: 
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Εξάλλου κατά την κίνηση της ράβδου, µόλις κόψουµε το νήµα, η µηχανική ενέργεια παρα-

µένει σταθερή, αφού η µόνη  δύναµη που παράγει έργο είναι το βάρος, δύναµη συντηρητι-

κή. Έτσι θεωρώντας τελική θέση της ράβδου, την θέση που είναι οριζόντια, όπου και U=0, 

παίρνουµε 
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Όπου εφαρµόσαµε Steiner 
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l   για να υπολογίσουµε τη 

ροπή αδράνειας ως προς τον άξονα που περνά από το άκρο Ο, γύρω από τον οποίο περι-

στρέφεται η ράβδος.  

Όµως στην οριζόντια θέση υΑ=ω· s/rad3s/rad
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ii) Παίρνοντας το 2
ο
 νόµο του Νεύτωνα για την περιστροφι-

κή κίνηση της ράβδου, γύρω από το άκρο Ο, στην οριζό-

ντια θέση, βρίσκουµε: 
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Οπότε το κέντρο µάζας Κ της ράβδου έχει κατακόρυφη επιτά-

χυνση (κάθετη στην ακτίνα ΟΚ), µέτρου: 

2

cmK s/m5,7
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l
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Αλλά τότε εφαρµόζοντας το 2
ο
 νόµο του Νεύτωνα για την κίνη-
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ΣFx=0 → Fx=0 

ΣFy=0 → Τ+Fy=Μg  

Στο=0 → Τ·(ΟΒ)·συνθ-Μg·(ΟΚ)·συνθ=0 → 
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ση του κέντρου µάζας, όπου εκτός από την επιτάχυνση αcm έχει και κεντροµόλο επιτάχυν-

ση, παίρνουµε: 

ΣFy=Μ·αcmy → Μg-Fy=Μ·αcm → Fy=Μ(g-αcm)=3·(10-7,5)Ν=7,5Ν 

ΣFx=Μ·αcmx → N27N133
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iii) Ο µαθητής Χ «βλέπει» µια στροφική κίνηση της ράβδου γύρω από τον άξονα z, συνεπώς 

υπολογίζει στροφορµή, µέτρου: 

s/mkg12s/mkg323
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Κάθετη στο επίπεδο περιστροφής µε φορά προς τα µέσα, όπως 

στο σχήµα. 

Εξάλλου για το ρυθµό µεταβολής της στροφορµής λέει: 
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Ίδιας κατεύθυνσης µε τη στροφορµή. 

(ισοδύναµα 
22 s/kgm30

2
w

dt

dL
=⋅+==

l
τΣ ) 

Ο µαθητής Υ «βλέπει» το κέντρο µάζας να κινείται σε κύκλο ακτίνας R=
2

l  συνεπώς να 

έχει στροφορµή, όπως ένα υλικό σηµείο µέτρου L1=ΜυR και ταυτόχρονα  να στρέφεται 

γύρω από κάθετο άξονα που περνά από το κέντρο µάζας του, οπότε «του αποδίδει» στρο-

φορµή L2=Ιcm·ω. 

Οι δυο αυτές συνιστώσες στροφορµής έχουν την ίδια κατεύθυνση, οπότε: 
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Με κατεύθυνση την ίδια που βρήκε και ο Χ. 

Ενώ για το ρυθµό µεταβολής της στροφορµής, λέει: 

→⋅+=
+

= γων
ωυ

aM
12

1

2
Ma

dt

)IRM(d

dt

dL 2

cm
cmcm

l
l

 

2222222 s/kgm30s/kgm5,723
12

1
s/kgm15,73

dt

dL
=⋅⋅+⋅⋅=  

Συµφωνώντας µε τον µαθητή Χ και για την κατεύθυνση. 

Στο ερώτηµα που του τίθεται, γιατί δεν δούλεψε µε ροπές, απάντησε: 
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Για την αλλαγή της στροφορµής (ως προς το Ο) λόγω κίνησης του κ.µ. υπεύθυνη είναι η 

συνισταµένη δύναµη (w-Fy) η οποία θεωρώ ότι ασκείται στο Κ, αφού παίρνω τη ράβδο ως 

υλικό σηµείο και 
2

)Fw(
dt

dL
yo

1 l
−== τΣ . Ενώ για τη µεταβολή της «ιδιοστροφορµής» 

έχω 
2

F
dt
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yK

2 l
== τΣ . Έτσι συνολικά έχω: 
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Σχόλιο:  

∆εν συµφωνείτε ότι οι δυο παραπάνω τρόποι των µαθητών είναι ισοδύναµοι; 

 

iv) Ως προς κάθετο  προς τη ράβδο που περνά από το κέντρο µάζας Κ, η ράβδος 

εκτελεί στροφική κίνηση, οπότε: 
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Με κατευθύνσεις όπως στο σχήµα. 

β) Ως προς αντίστοιχο άξονα που περνά από το άκρο Α, δουλεύοντας 

σύµφωνα µε «τη λογική» του Υ µαθητή παραπάνω, θα έχουµε: 
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Όπου το (-) και στις δύο παραπάνω τιµές των διανυσµάτων, σηµαίνει ότι αυτά είναι κάθετα 

στο επίπεδο της σελίδας, µε φορά προς τον αναγνώστη. 

Συµπέρασµα;  

∆εν υπάρχει µια στροφορµή της ράβδου και ένας ρυθµός µεταβολής της. Η στροφορµή ο-

ρίζεται ως προς ένα σηµείο ή ως προς (κατά) ένα άξονα. Αν αλλάξουµε άξονα, αλλάζουν 

και οι τιµές που βρίσκουµε. 

dmargaris@gmail.com 
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