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7. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΚΒΑΝΤΙΚΗΣ ΦΥΣΙΚΗΣ 
 
- Ακτινοβολία µέλανος σώµατος  

- Φωτοηλεκτρικό  φαινόµενο 

- Φαινόµενο Compton 

- Κυµατικές  ιδιότητες  σωµατιδίων   Louis de Broglie  

- Η εξίσωση  του Schrοdinger  

- Πηγάδια  ∆υναµικού  - Φαινοµένου  σήραγγας  

 

 

 

§7.2 Ακτινοβολία  µέλανος σώµατος  

 

1) Μέλαν σώµα θεωρούµε  εκείνο  το σώµα  που απορροφάει όλη την 

ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία  που 

προσπίπτει  πάνω του σε όλο το φάσµα της 

(όλες τις συχνότητες).                                                                                     

∆ηλαδή είναι µια ιδανική  τελείως  

απορροφητική  επιφάνεια.  

Ένα µέλαν  σώµα µπορεί να προσεγγιστεί  

από την κοιλότητα του  σχήµατος .  

Κάθε  ακτινοβολία  που περνάει από την οπή   

α   και εισέρχεται  µέσα  στην κοιλότητα , ανακλάται στην  ανώµαλη  επιφάνεια µέχρι  

να απορροφηθεί  πλήρως. Έτσι η οπή   α  είναι ένα µέλαν σώµα .  

 

Η ακτινοβολία  του µέλανος  σώµατος  έχει δυο χαρακτηριστικά : 

 

α) Η ολική ένταση  της ακτινοβολίας  που εκπέµπεται  από την επιφάνεια  (ισχύς / 

µονάδα επιφάνειας ) του µέλανος  σώµατος   (ιδανικός ακτινοβολητής ) είναι  

Ι = σ⋅⋅⋅⋅Τ4
 

όπου      σ: σταθερά των Stefan – Boltzmann  και σε S . I είναι 

σ = 5,6 . 10
-8

 42 .km

W
. 

 

β) Η ένταση  της , (ισχύς / µονάδα επιφάνειας ) δεν  είναι οµοιόµορφα  κατανεµηµένη 

σ’ όλα  τα µήκη κύµατος . Η  κατανοµή της έντασης Ι 

(λ) στα διάφορα  µήκη κύµατος της ακτινοβολίας  του 

µέλανος σώµατος (ιδανικός ακτινοβολητής)  φαίνεται 

στο σχήµα.  

• Υπάρχει  σε κάθε  θερµοκρασία  ένα µήκος 

κύµατος  (λ1 , λ2 , λ3 ) αντίστοιχα) για το  οποίο  η 

εκπεµπόµενη ισχύς  είναι µέγιστη . 

• Καθώς όµως η θερµοκρασία  αυξάνει , αυξάνεται 

και η µέγιστη ισχύς της εκπεµπόµενης 

ακτινοβολίας  αλλά το µήκος  στο οποίο  

παρατηρείται  το µέγιστο , µετατοπίζεται προς τ’  

αριστερά  σε µικρότερα µήκη κύµατος . ∆ηλαδή  

το µήκος  κύµατος λm  στο οποίο  παρατηρείται  η 

µέγιστη  ένταση (κορυφή της καµπύλης ) , είναι 

α
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αντιστρόφως  ανάλογο της απόλυτης  θερµοκρασίας  T . ∆ηλαδή   

λm⋅⋅⋅⋅T = σταθερά  = 2,9 ⋅⋅⋅⋅ 10
-3

 ( m ⋅⋅⋅⋅ οK 
) 

Νόµος  µετατόπισης  του Wien . 

• ∆ηλαδή  καθώς  η θερµοκρασία  αυξάνει ,  το ύψος  της κορυφής  Ι (λ)  µεγαλώνει 

και η κορυφή  µετατοπίζεται   προς µικρότερα  µήκη  κύµατος . ∆ηλαδή  όταν 

αυξάνει  η T καµπύλη  πηγαίνει  αριστερά και πάνω . Γι’ αυτό  ένα σώµα  που 

ακτινοβολεί και φαίνεται µπλε  είναι πιο θερµό  από αυτό που έχει κόκκινο  

χρώµα γιατί  έχει µικρότερο µήκος κύµατος λm  .   

• Το συνολικό  εµβαδό  της επιφάνειας  κάτω από την καµπύλη  είναι σε κάθε  

θερµοκρασία , η ολική  ακτινοβολούµενη ισχύς  ανά µονάδα επιφάνειας  όπως   

υπολογίζεται από  τη σχέση Ι  = σ⋅T4
. 

 

2α) Υπόθεση  Rayleigh – Jeans :  Πηγή  της ακτινοβολίας  του µέλανος  σώµατος  

είναι τα ηλεκτρικά φορτία  , που υπάρχουν  στα τοιχώµατα της κοιλότητας . Αυτά  

συµπεριφέρονται , ως απλοί  αρµονικοί  ταλαντωτές και µπορούν  να εκπέµπουν  και 

να  απορροφούν  ακτινοβολία καθένας  µε τη χαρακτηριστική  του συχνότητα  

ταλάντωσης . Επειδή  λοιπόν  στα τοιχώµατα  της κοιλότητας  υπάρχει πολύ µεγάλο 

πλήθος  από τέτοιος  ταλαντωτές , µε  ανάλογο πλήθος συχνοτήτων , ακτινοβολία 

εµφανίζεται  να έχει συνεχές φάσµα  συχνοτήτων . Όπως  ένας  απλός  αρµονικός 

ταλαντωτής  ορισµένης  συχνότητας  µπορεί να έχει  οποιαδήποτε  ενέργεια  µεταξύ  

Ο και µιας ανώτατης  τιµής , έτσι  και οι ταλαντωτές  της  κοιλότητας , µπορούσαν  

να εκπέµπουν  ή να απορροφούν  ακτινοβολία  µε οποιαδήποτε ενέργεια  µεταξύ  Ο  

και µιας  ανώτατης  τιµής . 

(Πράγµα που όπως  έδειξε  ο Planck  ήταν λανθασµένο )  

 

β) Υπόθεση Max Planck : Η σύλληψη  όµως Planck ,  ήταν πως οι αρµονικοί 

ταλαντωτές  που υπέθεσε  ο Rayleigh  εκπέµπουν  ή απορροφούν  ενέργεια  όχι  

συνεχώς  αλλά ασυνεχώς  (αδιάκριτα) (κβαντική υπόθεση) .  

Έτσι  κάθε  ταλαντωτής  εκπέµπει  ή απορροφά  ενέργεια  στη συχνότητα f µόνο  

κατά E = N h f  όπου το h f ονοµάζεται κβάντουµ ενέργειας (N = 0,1,2,3....) ∆ηλαδή  

η ενέργεια  του αρµονικού  ταλαντωτή  είναι κβαντισµένη και µπορεί  να πάρει 

διάκριτες  τιµές   (0 , h , f , 2 h f , 3 h f ...)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Κβαντική θεώρηση  

για την ενέργεια κάθε ταλαντωτή 

 

** Παρόλο  , που κάθε  ταλαντωτής  της κοιλότητας  εκπέµπει  ή απορροφά  

ακτινοβολία  σε ορισµένες  συχνότητες  , το φάσµα  της εκπεµπόµενης  ακτινοβολίας  

E

x0

3hf

2hf

 hf

E

x0

  Κλασική θεώρηση  
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του µέλανος  σώµατος  είναι συνεχές, λόγω του µεγάλου πλήθους  των ταλαντωτών 

**. 

 

 

Παραδείγµατα  

 

1)Η θερµοκρασία  της επιφάνειας  του Ήλιου είναι T= 6000 K  

Α) τότε  το µήκος κύµατος  της µέγιστης  έντασης  είναι  

α) λm = 480 nm 

β) λm = 600 nm  

γ) λm = 100 nm 

δ) λm = 1600 nm.  

 

Απάντηση: 

Ισχύει : Wien  λm . T = 2,9 . 10
-3

 ⇒ λm = 3

-3

6.10

2,9.10
= 0,48 . 10

-6
 = 480 nm.  

 

Β) Η ολική  ακτινοβολούµενη  ισχύς / µονάδα  επιφάνειας (ένταση της ακτινοβολίας), 

είναι  

α) Ι = 7,25.10
7
 W/m

2
 

β) Ι = 1296. 10
12

 W/m
2
  

γ) Ι = 7,25. 10
-7

 W/m
2
 

δ) Ι = 1296. 10
12

 W/m
2
 k

4
 . 

 

Απάντηση: 

 

Ισχύει : Stefan – Boltzmann  

Ι = σ⋅ T4
 ⇒  I = 5,6 . 10

-8
 . ( 6 . 10

3
)
4
 ⇒ I = 7257 . 10

4
 = 7,25 . 10

7
 W/m

2
 . 

 

2)Α) Αναφερόµαστε  στο φαινόµενο Compton . Ακτίνες  x  µε µήκος κύµατος  λ = 1 
o
A  = 10

-10
 m  κτυπούν  στόχο από γραφίτη  και  η εξερχόµενη  (σκεδαζόµενη) 

ακτινοβολία  µετρείται  σε γωνία  90
ο
  ως προς  την προσπίπτουσα . Τότε  η 

µετατόπιση  ∆λ  µεταξύ του µήκους κύµατος  της εξερχόµενης και της 

προσπίπτουσας  ακτινοβολίας αν λc = 2,4 . 10
-12

m, είναι: 

α) ∆λ = 0  

β) ∆λ = 1 
o
A  

γ) ∆λ =0,024
o

A  

δ) ∆λ =10
-10

 
o
A . 

 

Απάντηση:                                          

                                                                 0 

∆λ = 
mc

h
(1 – συνθ) ⇒ ∆λ = λc (1- συνθ) ⇒ ∆λ = 2,4 . 10

-12
 m  = 0,024 

o
A . 

 

Β) Τότε  η κινητική  του ενέργεια  µετά την  κρούση  είναι :  

α) 290 e V  

β) 290 J  
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γ)0,4 . 10
-16

 e V  

δ) 0 e V  

 

Απάντηση: 

 

Ισχύει  Κ = h  f – h f΄  δηλαδή  αν από την αρχική  ενέργεια  (h f ) του προσπίπτοντος  

φωτονίου , αφαιρέσουµε την ενέργεια  του σκεδαζόµενου  φωτονίου.  Άρα  K = h 
λ

c
- 

h 
λ΄

c
= h c (

λ΄λ 

λ-λ΄
) = h c 

λ΄λ 

Δλ
⇒  

⇒K = 6,63.10
-34

 .3.10
8
 .( 10-1,024.10

0,024
)⇒ K = 19,89 . 10

-16
 . 0,02 ⇒  

⇒K = 0,466 . 10
-16

 J = 19-

-16

1,6.10

0,466.10
= =0,29 . 10

3
 = 290 eV.  

 

3) Αν  η χαρακτηριστική  ακτινοβολία ενός  µέλανος  σώµατος  (ιδανικού 

ακτινοβολητή) έχει µέγιστο σε µήκος κύµατος  λm = 290 nm  τότε  

Α) Η θερµοκρασία  του µένος σώµατος  είναι  

α) T = 100  K 

β) T = 10
4
 K 

γ) T = 2,9 K 

δ)  T = 8,41 . 10
-10

 K. 

 

Απάντηση: 

λm  . T = σταθ = 2,9 . 10
-3

 ⇒ T = 7-

-3

2,9.10

2,9.10
⇒ T = 10

4
 K.  

 

Β) Και η συνολική ακτινοβολούµενη ισχύς  / µονάδα  επιφάνειας του µέλανος 

σώµατος  είναι  

α) Ι = 5,6 . 10
8
 W/m

2
  

β) I = 5,6 . 10
-8

 W/m
2
 

γ) I = 5,6 W/m
2
 

δ) I = 5,6 . 10
-4

 W/m
2
  

 

Απάντηση: 

 

I = σ . T
4
 = 5,6 . 10

-8
 . 10

16
 ⇒ I = 5,6 . 10

8
 W/m

2
 . 

 

Γενικά  ∆x ∆ρ > h  

 K = 
2m

ρ2

⇒ e V = 
2m

ρ2

⇒ ρ = 2meV άρα  λ = 
ρ

h
= 

2meV

h
. 
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§7.3 Φωτοηλεκτρικό  φαινόµενο 

 

� Το φωτοηλεκτρικό φαινόµενο είναι το φαινόµενο κατά το οποίο, από µια 

µεταλλική επιφάνεια, ελευθερώνονται ηλεκτρόνια στο περιβάλλον όταν πάνω της 

προσπίπτει φως. 

 

� Το φωτοηλεκτρικό φαινόµενο αναφέρεται στη σωµατιδιακή φύση του 

φωτός. 

Το φως, ως ηλεκτροµαγνητικό κύµα, µεταφέρει ενέργεια. Η κλασική θεωρία όµως 

αδυνατούσε να ερµηνεύσει το γεγονός, ότι η εξαγωγή των ηλεκτρονίων από το 

µέταλλο καθώς και η κινητική ενέργεια µε την οποία εξέρχονται αυτά από την 

κάθοδο, εξαρτάται µόνο από τη συχνότητα της προσπίπτουσας ακτινοβολίας και όχι 

από την συνολική ενέργεια (άρα από την ένταση της ακτινοβολίας), που µεταφέρει η 

φωτεινή δέσµη που προσπίπτει στο µέταλλο.  

 

Σύµφωνα όµως µε τον Einstein, κάθε φωτόνιο της δέσµης που προσπίπτει και φωτίζει 

την κάθοδο µεταδίδει όλη του την ενέργεια hf σε ένα µόνο από τα ηλεκτρόνια του 

µετάλλου. Αν η ενέργεια hf του φωτονίου είναι µικρότερη από το έργο εξαγωγής W, 

το ηλεκτρόνιο δε µπορεί να εγκαταλείψει το µέταλλο. Κάτι τέτοιο γίνεται µόνο αν η 

ενέργεια hf είναι µεγαλύτερη ή ίση µε το έργο εξαγωγής W.  Έτσι στην 

πραγµατικότητα µπορεί η κινητική ενέργεια των φωτοηλεκτρονίων να µην εξαρτάται 

από την συνολική ενέργεια της ακτινοβολίας αλλά εξαρτάται από το κβάντουµ 

ενέργειας Ε= hf. 

 

� Το φωτοηλεκτρικό  φαινόµενο  παρατηρείται όταν  πάνω  σε µεταλλική  

κάθοδο, (π.χ µε επίστρωση από ένα αλκαλιµέταλλο όπως Κ ή Cs)  προσπέσει  

µονοχρωµατικό φως  του οποίου   η συχνότητα  είναι µεγαλύτερη  από µια ελάχιστη  

τιµή  που ονοµάζεται   σ υ χ ν ό τ η τ α   κ α τ ω φ λ ί ο υ  (f = fop).  

� Για να συµβεί το φωτοηλεκτρικό φαινόµενο  το -e  του ατόµου  θα πρέπει  να 

είναι  συνδεδεµένο και όχι  ελεύθερο   έτσι ώστε να διατηρείται και η Α.∆.Ε και 

η Α.∆.Ο.   

� Το φωτοηλεκτρικό φαινόµενο περιγράφεται µε την Φωτοηλεκτρική εξίσωση  

του Einstein.  

Kmax=
2

1
⋅⋅⋅⋅m υmax

2
= h⋅⋅⋅⋅f-Wεξ. 

Από την παραπάνω εξίσωση υπολογίζεται η κινητική ενέργεια µε την οποία ένα 

ηλεκτρόνιο της καθόδου εγκαταλείπει το µέταλλο. 

Ακόµη από τη φωτοηλεκτρική εξίσωση του Einstein  προκύπτει  για  

Kmax = 0 (ή φωτοηλεκτρικό ρεύµα = 0), ότι  h⋅f= Wεξ ⇒ f =
h

Wεξ
 άρα   

fop = 
h

Wεξ
. 

Παρατηρούµε ότι :  

α) Η συχνότητα  κατωφλίου  εξαρτάται  µόνο  από το υλικό της ανόδου , (Wεξ ), ενώ  

είναι  ανεξάρτητη  από την ένταση  της προσπίπτουσας ακτινοβολίας .  

Για τα περισσότερα  µέταλλα  βρίσκεται στην περιοχή  του  υπεριώδους  και µάλιστα 

για  λ µεταξύ 200 και 300 nm ενώ  για  το Να και τα οξείδια  του Cs  βρίσκεται στο 

ορατό φάσµα  400–700 nm . 

 



Μιχαήλ Π. Μιχαήλ 

              Φυσικός 

 

6

β) Όταν η συχνότητα της ΗΛΜ ακτινοβολίας  είναι µεγαλύτερη από τη συχνότητα 

κατωφλίου , τότε εκπέµπονται ηλεκτρόνια  από την κάθοδο  µε αρκετά µεγάλες  

ταχύτητες  και ακόµη  και χωρίς  τάση V στο εξωτερικό κύκλωµα . Ακόµη και όταν  

η πολικότητα V  αντιστραφεί  υπάρχει ρεύµα e  µέχρι που η αντίστροφη τάση  V  να 

γίνει  ίση µε την  τάση (δυναµικό)  αποκοπής  V = Vα  οπότε  σταµατά  εντελώς  η 

ροή  ηλεκτρονίων . ∆ηλαδή  η ροή -
e σταµατά  όταν e⋅V ≥ Kmax  δηλαδή  για  e⋅V ≥ 

Kmax,  δεν  παρατηρείται φωτοηλεκτρικό  φαινόµενο  . Για V = Vα  έχουµε  e⋅Vα  = 

Kmax = 
2

1
⋅m υ

2
max.  

 

• Έτσι  η ένταση ( i ) του 

φωτοηλεκτρικού  ρεύµατος  σε 

συνάρτηση  µε την τάση για µια  

σταθερή συχνότητα  f  είναι :  

 

 

 

• Η ένταση  ( i )  του φωτοηλεκτρικού  

ρεύµατος  είναι  ευθέως  ανάλογη  

της έντασης  της προσπίπτουσας  

ακτινοβολίας  (του φωτός) . Έτσι  

όταν  διπλασιάζεται  η ένταση  της 

προσπίπτουσας ακτινοβολίας  

διπλασιάζεται  και η ένταση του  

φωτοηλεκτρικού  ρεύµατος  

δηλαδή εκπέµπονται περισσότερα 

ηλεκτρόνια . Παρατηρούµε  όµως  

ότι η τάση αποκοπής   Vα είναι  

ανεξάρτητη  της I του  

προσπίπτοντος  φωτός .  

 

� Είπαµε  για την τάση  αποκοπής Vα  ότι:  

e⋅Vα = Kmax = h⋅f–Wεξ ⇒ 

⇒Vα = 
e

h
⋅f -

e

Wεξ
(Vα = Va ).   

Άρα  η τάση  αποκοπής κατά απόλυτη τιµή 

εξαρτάται (αυξάνεται γραµµικά) από τη 

συχνότητα της προσπίπτουσας  ακτινοβολίας 

(f) και  άρα από το κβάντουµ ενέργειας  (E = 

h⋅f ) της  προσπίπτουσας  ακτινοβολίας  

καθώς και από το υλικό της ανόδου  (Wεξ).  

 

Η πιθανότητα  να λάβει  χώρα  το φωτοηλεκτρικό φαινόµενο  είναι ανάλογη  της 

πέµπτης  δύναµης  του Z   του υλικού  (∝ Ζ
5
).  

 

Έτσι  για σταθερή  ένταση  ακτινοβολίας  και για δυο συχνότητες  f1  και f2 µε f2 > f1  

έχουµε  2Va  > 1Va π.χ αν Va1 = - 10 V  τότε  Va2 = - 12 V  

f

VVa

i

O

VVa

i

O

2i

i (ρεύµατος)

I  (ακτινοβολίας)

2I

Va1
Va2

i

O

i (ρεύµατος)

f1

f2

Σταθερή ακτινοβολίαςI 
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∆ηλαδή  καθώς  η συχνότητα  f αυξάνεται  γραµµικά και η τάση  αποκοπής  και άρα  

και η µέγιστη  κινητική  ενέργεια  των φωτοηλεκτρικών  αφού  

 e·Va = Kmax = 
2

1
 m·υmax

2
 .  

Παρατηρήστε ακόµη  από  τη γραφική παράσταση  ότι για σταθερή  έντασης  Ι φωτός 

παρόλο που έχουµε  διαφορετική  f και άρα διαφορετική  τάση αποκοπής  (Vα)  η 

µέγιστη ένταση  του ρεύµατος  των ηλεκτρονίων ( i )  παραµένει σταθερή.  

 

Η γραφική  παράσταση  της  τάσης της αποκοπής  Vα   σε συνάρτηση  µε τη 

συχνότητα του φωτός  είναι:    

                                                                                 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Vα = 
e

h
f - 

e

Wεξ
 

Για  f = 0 ⇒  Vα = - 
e

Wεξ
 

Για Vα = 0 ⇒ f  = fop = 
h

Wεξ
 και  (e⋅Vα = Kmax = 0). 

 

• Παρατηρήστε  πως η κλίση  της ευθείας είναι ίση µε 
e

h
, άρα  είναι σταθερή . 

Έτσι  ένα διαφορετικό υλικό  καθόδου  µε διαφορετικό έργο  εξαγωγής  η ευθεία  θα 

µετακινηθεί  προς  τα πάνω  ή προς τα κάτω  αλλά  µε την ίδια κλίση (
e

h
).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Va

O f

e

Wεξ−

ορ

εξ
f

h

W
=−

Va

O f

e

W1−

e

W2−

ορ1f

ορ2f
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Η αντίστοιχη  γραφική παράσταση  της Kmax   σε συνάρτηση  µε την f  της 

προσπίπτουσας  ακτινοβολίας  είναι:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ισχύει Kmax = h⋅f – Wεξ. Παρατηρούµε τότε πως:   

Για  f = 0 , Kmax  = - Wεξ  

Για Kmax = 0 , fop = 
h

Wεξ
.  

Παρατηρούµε ακόµη πως η κινητική ενέργεια των φωτοηλεκτρονίων  και άρα και η 

ταχύτητά τους δεν εξαρτάται από την ένταση της φωτεινής ακτινοβολίας αλλά µόνο 

από τη συχνότητά της και µάλιστα αυξάνεται, καθώς αυξάνεται η συχνότητα της 

προσπίπτουσας ακτινοβολίας. 

 

Παραδείγµατα 

  

4)Στο φωτοηλεκτρικό  φαινόµενο  ένα ορισµένο  µέταλλο  και για φως κάποιας  

συχνότητας  έχει δυναµικό αποκοπής . 

Va = 1 Volt . Τότε  η µέγιστη κινητική ενέργεια  των  εκπεµπόµενων  ηλεκτρονίων 

είναι .  

α)  2 eV 

β) 1 eV 

γ) 1,6 eV 

δ) 10
-19

 J 

 

Απάντηση: 

 

Kmax = e ⋅Va  = 1 eV  = 1,6⋅10
-19

 J . 

 

5) Για ένα ορισµένο  µέταλλο που χρησιµοποιείται στην  φωτοκάθοδο  η τάση  

αποκοπής για προσπίπτουσα  ακτινοβολία  µε µήκος  κύµατος  λ = 300n m   είναι Vα 

=  3 V  

Τότε το έργο  εξαγωγής του µετάλλου  είναι:  

α) Wεξ = 9 . 10
-7

 J   

Kmax

O f

εξW−
h

W
f

εξ

ορ =
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β) Wεξ =  1,6 e V 

γ) Wεξ =1,83⋅⋅⋅⋅10
-19

 J  

δ) Wεξ =  4,8⋅10
-19

 J.  

 

Απάντηση: 

Ισχύει : Vα = 
e

h
 f - 

e

Wεξ
⇒ 3 . 1,6 . 10

-19
 = 6,63 . 10

-34
 . 10

15
 - Wεξ ⇒  

Wεξ =6,63 . 10
-19

 – 4,8 . 10
-19

 ⇒ Wεξ = 1,83 . 10
-19

 J.  

 

6)Ένα µέταλλο  που χρησιµοποιείται  σε πείραµα  φωτοηλεκτρικού φαινοµένου  έχει 

έργο εξαγωγής  Wεξ =1eV  για συχνότητα  προσπίπτοντος φωτός  ίση µε  f = 2,75 . 

10
15

 Hz . Τότε  αν  h = 6,4 . 10
-34

 J s και me = 9 . 10
-31

 Kg  η µέγιστη  ταχύτητα  των 

φωτοηλεκτρικών  είναι  

 α) 
3

24
⋅⋅⋅⋅10

6
 m/s  

β)6,4 ⋅10
6
 m/s  

γ) 6 ⋅10
8
 m/s 

δ) 
3

2
⋅10

6
 m/s.  

 

Απάντηση: 

 

Ισχύει : Kmax = h f – Wεξ ⇒ Kmax = 6,4 . 10
-34

  . 2,75 . 10
15

 – 1,6 . 10
-19

 ⇒ Kmax = 16 . 

10
-19

 J.  

Όµως  Kmax = 
2

1
m υmax

2
 ⇒ υmax

2
 = 31-

-19

9.10

2.16.10
⇒ υmax

2
 = 2.

9

16
.10

2
 ⇒ υmax = 

3

24
 . 

10
6
 m/s.  

 

7) Φως µήκος κύµατος  λ = 300nm πέφτει στην επιφάνεια  µετάλλου. Αν  το 

δυναµικό  αποκοπής  είναι Vα = 1 Volt  τότε  το µήκος κύµατος  κατωφλίου(ελάχιστο 

µήκος κύµατος)  για να  παρατηρηθεί  το φωτοηλεκτρικό φαινόµενο είναι : (c = λ f ⇒ 

f = 7-

8

3.19

3.10
= 10

15
 Hz). 

α) λορ = 395 nm 

β) λορ =300 nm  

γ) λορ =290 nm 

δ) λορ = 300⋅10
-7

 m.  

 

Απάντηση: 

Ισχύει  Vα = 
e

h
⋅f-

e

Wεξ
⇒ 1,6⋅10

-19
 = 6,63⋅10

-34
 ⋅10

15
 – Wεξ ⇒ Wεξ = =5,03⋅ 10

-19
J. 

Όµωςfορ =
h

Wεξ
= 34-

-19

6,63.10

5,03.10
= 0,758.10

15
Hz, ή c=λ⋅f ⇒ λορ = 15

8

0,758.10

3.10
⇒ ⇒λορ 

=3,95.10
-7

=395  nm.  
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8) Αν αυξήσουµε την ένταση µιας µονοχρωµατικής ακτινοβολίας που προσπίπτει 

στην κάθοδο ενός φωτοκυτάρου τότε ο αριθµός τον ηλεκτρονίων που εκπέµπονται 

από την κάθοδο σε ορισµένο χρόνο 

α) µειώνεται 

β) αυξάνεται 

γ) παραµένει σταθερός 

δ) εξαρτάται µόνο από το µήκος κύµατος της ακτινοβολίας.  

 

 

 

 

9) Τα φωτοηλεκτρόνια βγαίνουν µε µεγαλύτερη ταχύτητα από την κάθοδο όταν  

α) η συχνότητα της προσπίπτουσας ακτινοβολίας αυξάνεται  

β) το µήκος κύµατος της προσπίπτουσας ακτινοβολίας αυξάνεται 

γ) η ένταση της ακτινοβολίας αυξάνεται 

δ) αυτή φωτίζεται µε κόκκινο φως από ότι όταν φωτίζεται µε µπλε. 

 

 

10) Η συχνότητα κατωφλίου (fορ),  

α) εξαρτάται µόνο από το έργο εξαγωγής του µετάλλου  

β)είναι µεγαλύτερη για το Cs µε Wεξ=1,4eV, από ότι για το Κ, µε Wεξ=2,2eV  

γ) εξαρτάται µόνο από την ένταση της ακτινοβολίας  

δ) ανήκει υποχρεωτικά στην υπεριώδη περιοχή. 

 

 

11) Η τάση αποκοπής (Va),  

α) εξαρτάται µόνο από το έργο εξαγωγής του µετάλλου και είναι µεγαλύτερη για το 

Κ, µε Wεξ=2,2eV από ότι για το Cs µε Wεξ=1,4eV,  

β)  είναι µεγαλύτερη για την ακτινοβολία (1), από ότι για την (2) αν f2>f1, 

γ) εξαρτάται µόνο από την ένταση της ακτινοβολίας  

δ) εξαρτάται (αυξάνεται γραµµικά) από τη συχνότητα της προσπίπτουσας 

ακτινοβολίας. 

 

 

12) Τα ηλεκτρόνια που βγαίνουν από την επιφάνεια ενός µετάλλου που φωτίζεται µε 

µονοχρωµατική ακτινοβολία µήκους κύµατος 600nm έχουν κινητική ενέργεια 1eV. 

Τότε τα φωτοηλεκτρόνια που εκπέµπονται από την ίδια επιφάνεια όταν αυτή 

φωτίζεται µε ακτινοβολία µήκους κύµατος 300nm, έχουν κινητική ενέργεια: 

α) 2eV 

β) 0,5eV 

γ) 3eV 

δ) δεν παρατηρείται το φαινόµενο 

∆ίνονται: h= 6,4(10-34j(s, c=3(108m/s και 1eV=1,6(10-19J. 

 

Απάντηση: 

 

Ισχύει : K1 = h 
1λ

c
 – Wεξ και K2 = h 

2λ

c
 – Wεξ.Τότε Κ1-Κ2=h⋅c⋅

21

12

λλ

λ-λ
 και τελικά 

προκύπτει Κ2=3eV. 
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13) Το µήκος κύµατος που πρέπει να έχει µια ΗΛΜ ακτινοβολία ώστε κάθε φωτόνιό 

της να έχει την ίδια ορµή µε ένα ηλεκτρόνιο που κινείται µε ταχύτητα υ=2,2⋅10
5
m/s 

είναι : 

α) 3⋅10
-8

m 

β) 1/3⋅⋅⋅⋅10
-8

m 

γ) 333nm 

δ) 0,33m 

∆ίνονται: h= 6,6⋅10
-34

j⋅s, me= 9(10-31Kg.  

 

Απάντηση: 

 

Για το µήκος κύµατος του φωτονίου της δεσµης ισχύει λ=
p

h
 και p=

λ

h
. Όµως για την 

ορµή του ηλεκτρονίου ισχύει p=m⋅υ. Τότε έχουµε 
λ

h
= m⋅υ ή 

λ=
mυ

h
= 531-

-34

10.2,2.10 9

10 6,6
=1/3⋅10

-8
m ή 3,33nm. 

 

 

14) Ο αριθµός των φωτονίων µε µήκος κύµατος λ=663 nm που πρέπει να 

προσκρούουν ανά δευτερόλεπτο κάθετα σε µια απόλυτα ανακλαστική επιφάνεια, 

ώστε να ασκήσουν σ’ αυτή δύναµη 2Ν είναι: 

α) 5⋅10
26

 φωτόνια/s 

β) 10
27 
φωτόνια/s 

γ) 2⋅10
27

 φωτόνια/s 

δ) 5⋅10
23

 φωτόνια/s. 

  

Απάντηση: 

 

F=
Δt

Δp
. Όµως για τέλεια ανακλαστική επιφάνεια για κάθε φωτόνιο ισχύει 

∆p=2p=2
λ

h
. Τότε για ∆Ν φωτόνια θα έχουµε ∆p =∆Ν

λ

2h
. Τελικά προκύπτει: 

Δt

Δp
=
Δt

ΔN

λ

2h
 ή F =

Δt

ΔN

λ

2h
 ή 

Δt

ΔN
=
2h

F.λ
= 34-

9

2.6,63.10

2.663.10 -

=10
27 
φωτόνια/s. 

 

 

 

 

 

 

 

§7.4 Φαινόµενο Compton 
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Το φαινόµενο Compton , αναφέρεται  στη σωµατιδιακή φύση  του φωτός  όπως και 

το φωτοηλεκτρικό φαινόµενο.  

Στο φαινόµενο Compton ένα φωτόνιο  των ακτίνων x (ή γ )  αλληλεπιδρά  µ’ ένα 

ελεύθερο  ή χαλαρά  συνδεδεµένο  e
-
 (π.χ ενός  µετάλλου ή γραφίτη ) και σκεδάζεται  

(αλλάζει κατεύθυνση), µε µικρότερη  ενέργεια και άρα  συχνότητα  ή µεγαλύτερο 

µήκος κύµατος . Το υπόλοιπο της  ενέργειας του  προσπίπτοντας  φωτονίου  το 

παίρνει το e
-
 (ηλεκτρόνιο), το οποίο  ανακρούεται .  

∆ηλαδή   φανταζόµαστε τη 

διαδικασία  σκέδασης  ως µια 

σύγκρουση  δυο  σωµατιδίων. Του 

φωτονίου  και ενός ελεύθερου -e  

που είναι  αρχικά  ακίνητο.   

h⋅f΄<h⋅f ⇒ f΄<f ⇒ λ΄>λ.  

Στα φωτόνια  η ειδική θεωρία της 

σχετικότητας  αποδίδει ορµή ρ που 

υπολογίζεται  ως εξής:  

E
2
 = (m c

2
)
2
 + (pc)

2
   

Επειδή για τα φωτόνια  η µάζα  

ηρεµίας είναι µηδέν  θα έχουµε   

E = pc ⇒ h 
λ

c
 = pc ⇒ p = 

λ

h
. 

  

Τελικά από την Α.∆.Μ.Ε και την Α.∆.Ο προκύπτει  

∆λ = λ΄- λ =
mc

h
⋅⋅⋅⋅(1–συνθ). 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: 

 

Η ολική σχετικιστική ενέργεια ενός σωµατιδίου είναι E
2
 = (m c

2
)
2
 + (pc)

2
   

Για τα άµαζα σωµατίδια όπως είναι το φωτόνιο έχουµε E
2
 = (pc)

2
  ⇒ E =pc, ενώ ένα 

ακίνητο σωµατίδιο όπως το ηλεκτρόνιο έχει ενέργεια Ε=Κ+mc
2
 ή  

Ε= mc
2
 (Κ=0). 

Έτσι αρχικά το φωτόνιο έχει ενέργεια Εφ=pc ενώ το ακίνητο ηλεκτρόνιο (υ=0), έχει 

ενέργεια Εηλ= mc
2
. Μετά τη κρούση και σκέδαση το σκεδαζόµενο φωτόνιο έχει 

ενέργεια Εφ΄=p΄c, ενώ το ηλεκτρόνιο έχει ενέργεια Εηλ΄ µε  

Εηλ
2
΄=(m c

2
)
2
 + (pηλc)

2
  όπου pηλ=mυ. 

Άρα από τη αρχή διατήρησης της ενέργειας (Α.∆.Ε) ⇒  

⇒ Εφ + Εηλ= Εφ΄ + Εηλ΄⇒ pc+ mc
2
= p΄c+ Εηλ΄⇒(p-p΄)c +mc

2
 = Εηλ΄⇒ 

⇒[(p-p΄)c +mc
2
 ]

2
= Εηλ

2
΄⇒[(p-p΄)c +mc

2
 ]

2
=(m c

2
)
2
 + (pηλc)

2
. Όµως από την αρχή 

διατήρησης της ορµής (Α.∆.Ο) , η οποία σχηµατικά παριστάνεται παρακάτω  

 

 

 

 

προκύπτει για τα µέτρα των ορµών η σχέση: 

  p
2
ηλ= P

2
=p

2
+p΄

2
-2pp΄συνθ, άρα  

[(p-p΄)c +mc
2
 ]

2
=(m c

2
)
2
 + (p

2
+p΄

2
-2pp΄συνθ)c

2⇒ 

⇒(p-p΄)
2
 c

2
+m

2
c

4
+2(p-p΄)mc

3
=m

2
c

4
+(p

2
+p΄

2
-2pp΄συνθ)c

2⇒  µε απλοποίηση του c
2
 

προκύπτει (p-p΄)
2
 +2(p-p΄)mc=p

2
+p΄

2
-2pp΄συνθ⇒ 

⇒p
2
+p΄

2
-2pp΄+2pmc-2p΄mc= p

2
+p΄

2
-2pp΄συνθ⇒ 

X

Y

e

h.f

h.f΄

θ
φ

υ

θ

Pp΄

p
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⇒2mc(p-p΄)=2pp΄-2pp΄συνθ⇒
pp

mc

′
 (p-p΄)=1-συνθ⇒ 

⇒
p

1

′
-
p

1
=

mc

1
(1-συνθ). Όµως p΄=

λ

h

′
 και p=

λ

h
, άρα 

h

λ′
-
h

λ
=

mc

1
(1-συνθ) ⇒ 

⇒λ΄-λ=
mc

h
(1-συνθ) ή ∆λ=

mc

h
(1-συνθ)= λc⋅⋅⋅⋅(1-συνθ). 

 

Όπου θ είναι η γωνία της σκεδαζόµενης δέσµης των ακτινών Χ ,m είναι η µάζα του 

-e , και 
mc

h
που έχει  διαστάσεις µήκους κύµατος  ονοµάζεται µήκος κύµατος 

Compton λc του ηλεκτρονίου : λc = 
mc

h
 και έχει  σταθερή τιµή ίση µε λ c = 

831-

-34

.3.109.10

6,63.10
= 2,42 . 10

-12
 m . 

 

• Για µεγάλες  γωνίες  σκέδασης θ , έχουµε  µεγαλύτερο ∆λ  άρα έχουµε   

µεγαλύτερη απώλεια  ενέργειας  των ακτίνων  X . 

• Όταν  τα -
e  δεν είναι  ελεύθερα  , αλλά  είναι  ισχυρώς  δέσµια  τότε στη σχέση  

∆ λ = 
mc

h
 (1 – συνθ) , µάζα m είναι  η µάζα όλου  του ατόµου  και όχι  του 

ελεύθερου -
e . Επειδή  όµως  η µάζα  του ατόµου  είναι πολύ  µεγαλύτερη (10

4
 

φορές) γι’ αυτό  σ΄ αυτήν  την περίπτωση  ∆ λ ≈10
-4 
Α

ο≈0  δηλαδή   οι µεταβολές  

στο µήκος  κύµατος  είναι πολύ µικρές  και δεν µπορούν  να ανιχνευθούν  

πειραµατικά και ουσιαστικά τότε δεν παρατηρείται το φαινόµενο Compton.  

• Κατά  την σκέδαση των  

ακτίνων  x ,  κατά µια  

ορισµένη  κατεύθυνση  

παρατηρούνται  δυο 

µέγιστα  της έντασης. 

Το πρώτο (λ0),  

αντιστοιχεί  στο µήκος  

κύµατος  των αρχικών 

ακτίνων  x δηλαδή  σε 

σκέδαση  από δέσµια e, 

ενώ το µεγαλύτερο  

µήκος κύµατος  (λ΄), αντιστοιχεί  στη σκέδαση Compton . 

 

• Σύµφωνα µε την κλασική θεωρία θα έπρεπε τα ηλεκτρόνια του υλικού να 

εκτελούν εξαναγκασµένη ταλάντωση όταν προσπίπτει η ΗΛΜ ακτινοβολία και να 

ταλαντώνονται µε την ίδια συχνότητα. Έτσι θα έπρεπε και αυτά µε τη σειρά τους 

να παράγουν σαν µικρές κεραίες ηλεκτροµαγνητικό κύµα της ίδιας συχνότητας f . 

Σύµφωνα µε την κλασική θεωρία, λοιπόν, θα έπρεπε η σκεδαζόµενη δέσµη να έχει 

την ίδια συχνότητα και, άρα, το ίδιο µήκος κύµατος µε την προσπίπτουσα δέσµη.  

Παραδείγµατα 

 

15)Αν σε µια σκέδαση Compton  το µήκος κύµατος  Compton  είναι  

λλ0

Ένταση /µονάδα 
µήκους κύµατος

λ΄
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λc= 2,4 . 10
-12

  m  και η γωνία σκέδασης (παρατήρησης)  είναι θ = 90
ο
  τότε  η 

µεταβολή  του µήκους  κύµατος  της προσπίπτουσας  ακτινοβολίας  είναι  

α) ∆λ = 1,2⋅10
-12

 m 

β) ∆λ = 4,8⋅10
-12

  m  

γ) ∆λ = 0  

δ) ∆λ =2,4⋅⋅⋅⋅10
-12

 m.  

 

Απάντηση: 

Ισχύει  ∆λ = 
mc

h
 (1 – συνθ) όµως  λc = 

mc

h
  άρα ∆λ = λc .( 1 – συν 90

ο
)  

⇒∆λ = λc = 2,4 . 10
-12

 m.  

 

 

16) Στο φαινόµενο  Compton   

α) το µήκος κύµατος της σκεδαζόµενης ακτινοβολίας Χ είναι µεγαλύτερο από 

αυτό της προσπίπτουσας, 

β) τα  σκεδαζόµενα φωτόνια έχουν µεγαλύτερη ενέργεια από τα προσπίπτοντα, 

γ) ∆λ = 0  

δ) η διαφορά της ενέργειας των προσπίπτωντων και σκεδαζοµένων φωτονίων είναι 

µεγαλύτερη από την ενέργεια του ανακρουόµενου ηλεκτρονίου.  

 

 

17) Στο φαινόµενο  Compton, θεωρούµε ότι σκεδάζονται σε ηλεκτρόναι δυο δέσµες 

ακτινών Χ, µε µήκη κύµατος λ1 και λ2 µε λ1>λ2. Τότε για την ίδια γωνία σκέδασης,     

α) η αύξηση (∆λ), στο µήκος κύµατος της σκεδαζόµενης ακτινοβολίας Χ είναι 

µεγαλύτερη για την ακτινοβολία µε µήκος κύµατος λ1, 

β) η αύξηση (∆λ), στο µήκος κύµατος της σκεδαζόµενης ακτινοβολίας Χ είναι 

ίδια και στις δυο περιπτώσεις µια και εξαρτάται µόνο από τη γωνία σκέδασης, 

γ) µεγαλύτερη κινητική ενέργεια αποκτά το ηλεκτρόνιο στο οποίο προκύπτει η 

ακτινοβολία µε µήκος κύµατος λ1  

δ) Το ∆λ γίνεται µέγιστο σε κάθε περίπτωση όταν η γωνία της προσπίπτουσας και της 

σκεδαζόµενης δέσµης είναι  0
0
. 

 

Απάντηση: 

 

Για τις περιπτώσεις (α) και (β), ισχύει  ∆λ = 
mc

h
 (1 – συνθ) οπότε για την ίδια γωνία 

σκέδασης θ, ισχύει ∆λ1=∆λ2. 

Στην περίπτωση (γ), επειδή λ1΄=λ1+
mc

h
 (1 – συνθ) και παρόµοια  

λ2΄=λ2+
mc

h
 (1 – συνθ) και λ1>λ2, συµπεραίνουµε ότι λ1΄> λ2΄. Αυτό όµως σηµαίνει 

ότι η ενέργεια του σκεδαζόµενου φωτονίου στην πρώτη περίπτωση είναι µεγαλύτερη 

από ότι στη δεύτερη και άρα η κινητική ενέργεια αποκτά το ηλεκτρόνιο στο οποίο 
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προκύπτει η ακτινοβολία µε µήκος κύµατος λ2. Ή διαφορετικά Κ1=
1λ

h.c
- ′λh.c1  

=
)λΔ+λ(λ

Δλ

11
⋅hc. Παρόµοια  

Κ2=
)λΔ+λ(λ

Δλ

22
⋅ hc και επειδή λ1>λ2 ισχύει Κ2>Κ1. 

Τέλος στην περίπτωση (δ) και επειδή ισχύει ∆λ = 
mc

h
 (1 – συνθ), συµπεραίνουµε ότι 

το ∆λ γίνεται µέγιστο όταν το συνθ, γίνεται ελάχιστο κατά απόλυτητ τιµή, δηλαδή 

όταν συνθ=0 ή όταν θ=90
0
. 

 

 

18)Σε µια σκέδαση Compton και για γωνία σκέδασης (παρατήρησης)  θ = 180
ο
   η 

µεταβολή  του µήκους  κύµατος  της προσπίπτουσας  ακτινοβολίας  είναι  

α) ∆λ = 0  

β) ∆λ =2⋅⋅⋅⋅
mc

h
  

γ) ∆λ = 
mc

h
  

δ) ∆λ =1/2⋅
mc

h
.  

 

Απάντηση: 

Ισχύει  ∆λ = 
mc

h
 (1 – συνθ) όµως  συν180

0
=-1  άρα ∆λ = 

mc

h
 .( 1+1)⇒  

⇒∆λ =2⋅
mc

h
.  

 

19)Σε µια σκέδαση Compton η ενέργεια ενός φωτονίου της δέσµης είναι Ε=0,5ΜeV. 

Τότε για γωνία σκέδασης θ =60
ο
   η κινητική ενέργεια του ελεύθερου ηλεκτρονίου 

είναι:  

α) Κ = 0  

β) K=0,25 MeV  

γ) Κ = 0,165 ΜeV  

δ) K=1,65 MeV.  

 

Απάντηση: 

 

Επειδή Ε=h⋅c/λ προκύπτει λ=
E

h.c
=24⋅10

-13
m. 

Ακόµη ισχύει  ∆λ = 
mc

h
 (1 – συν60

0
)= 

2mc

h
=11,8⋅10

-13
m και ∆λ=λ΄-λ ή 

λ΄=λ+∆λ=35,8⋅10
-13

m. 

Άρα η ενέργεια του σκεδαζόµενου φωτονίου θα είναι Ε΄= h⋅c/λ΄=0,335 MeV. Τότε 

όµως η ενέργεια του ελεύθερου ηλεκτρονίου θα είναι ίση µε τη µεταβολή της 

ενέργειας του φωτονίου άρα Κ=Ε-Ε΄=0,165 ΜeV. 
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20) Αποδείξτε  ότι το φωτοηλεκτρικό φαινόµενο  δεν  µπορεί να συµβεί  για  

ελεύθερα ηλεκτρόνια .  

 

Απάντηση: 

Έστω  ότι τα -e  είναι  ελεύθερο  και ακίνητο  και έχει  ενέργεια  ηρεµίας  Eo = m c
2
 . 

Τότε  Α.∆. Ε ⇒ h f = E – Eo    
(1)

 όπου Ε είναι  η τελική  ενέργεια  του 

φωτοηλεκτρονίου και h f  η ενέργεια  του φωτονίου  

Ακόµη  

Α.∆.Ο ⇒ ραρχ = ρτελ  

ραρχ = ρφ + ρηλ ⇒ ραρχ = 
c

hf
. 

ρτελ = ρφ΄ + ρηλ΄ ⇒ ρτελ = ρηλ΄ όµως  Ε
2
 = (m c

2
)
2
 + (ρ c)

2
 ⇒ E

2
 = Eo

2
 + (ρ c)

2
 ⇒ ρ = 

c

E-E 2
o

2

= ρηλ΄. 

Άρα  
c

hf
= 

c

E-E 2
o

2

⇒ h f = 2
o

2 E-E ⇒ 
(1)

   Ε – Εο = )E+)(EE-(E oo ⇒ (Ε-Εο)
2
 = 

(Ε – Εο) (Ε + Εο) ⇒ Ε – Εο = Ε + Εο ⇒ Εο = 0 , που είναι άτοπο και  δεν ισχύει γιατί η 

µάζα ηρεµίας του ηλεκτρονίου δεν είναι µηδέν .  

 

 

 

§7.5 και 7.6 Κυµατικές  ιδιότητες  σωµατιδίων 

Louis de Broglie  

 

1) Louis de Broglie  
 

Ένα σωµάτιο µε µηδενική µάζα ηρεµίας - τέτοιο είναι το φωτόνιο - έχει ενέργεια  E = 

pc . Όµως είδαµε επίσης ότι η ενέργεια ενός φωτονίου είναι  

E = h 
λ

c
 , συµπεραίνουµε λοιπόν ότι η ορµή του φωτονίου συνδέεται µε το µήκος 

κύµατός του µε τη σχέση:  E = h 
λ

c
⇒ pc = h 

λ

c
⇒ λ = 

p

h
. 

Ο Louis de  Broglie, πιστεύοντας στη συµµετρία της φύσης υπέθεσε ότι, όχι µόνο το 

φωτόνιο αλλά κάθε κινούµενο σωµατίδιο έχει και κυµατικές ιδιότητες. Τα πειράµατα 

περίθλασης δέσµης ηλεκτρονίων που κινούνται µε µεγάλη ταχύτητα έδειξαν ότι και 

αυτά περιθλώνται όπως ακριβώς τα φωτόνια (ακτίνες Χ), άρα είναι λογικό να 

υποθέσουµε ότι έχουν και κυµατική συµπεριφορά. Παρόµοια πειράµατα έγινα και µε 

σωµάτια α καθώς και µε νετρόνια µε τα ίδια αποτελέσµατα.   

Γενικά  λοιπόν για ένα  κινούµενο  σωµατίδιο µε ταχύτητα υ, ισχύει  

λ = 
m.υ

h
= 

p

h
. 

Μήκος κύµατος  de  Broglie. 

µε  E = h⋅f  και  υ = λ⋅f. 
Η παραπάνω σχέση συνδέει την ορµή, που είναι µία καθαρά σωµατιδιακή ιδιότητα, 

µε µια καθαρά κυµατική ιδιότητα, όπως είναι το µήκος κύµατος. Ο µεταξύ τους 

σύνδεσµος είναι η σταθερά h του Planck. Πάντως τα κινούµενα σωµατίδια δεν 
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εµφανίζουν ταυτόχρονα και τις δυο φύσεις τους. Έτσι υπάρχουν φαινόµενα που 

ερµηνεύονται µε τη σωµατιδιακή τους φύση και άλλα µε την κυµατική τους φύση. 

 

2) Αρχή  της αβεβαιότητας ή  της απροσδιοριστίας  του Heisenberg   

 

� Αν η ορµή p, ενός κινούµενου σωµατιδίου είναι πλήρως καθορισµένη τότε σε 

αυτήν αντιστοιχεί κατά de  Broglie και ένα µήκος κύµατος που θα είναι επίσης 

πλήρως καθορισµένο λ=
p

h
. Αν θεωρήσουµε ότι το κινούµενο σωµατίδιο έχει και 

κυµατικές ιδιότητες, τότε το στιγµιότυπο ενός γραµµικού αρµονικού κύµατος µε 

συγκεκριµένο λ και τη χρονική στιγµή t=0, περιγράφεται από µια εξίσωση της 

µορφής y=Α⋅ηµ2π
λ

x
. Όµως τότε το x, µπορεί να πάρει όλες τις τιµές από - ∞ έως + 

∞. Στο ερώτηµα λοιπόν που βρίσκεται το σωµατίδιο εισάγεται µια αβεβαιότητα. Το 

σωµατίδιο µπορεί να βρίσκεται οπουδήποτε στο διάστηµα από - ∞ έως + ∞. Έτσι 

λοιπόν όσο ποιο βέβαιοι είµαστε για το µήκος κύµατος (λ), άρα και την ορµή (p), του 

κινούµενου σωµατιδίου τόσο µεγαλύτερη είναι η αβεβαιότητα (απροσδιοριστία) ∆x, 

ως προς τη θέση του (x).  

� Ένα σωµατίδιο συνήθως όµως δεν είναι ελεύθερο να κινείται σε όλο το χώρο 

ή έστω σε όλον τον άξονα xox΄, αλλά συνήθως είναι παγιδευµένο σε µια ορισµένη 

περιοχή του χώρου. Μια τέτοια παγίδα για το ηλεκτρόνιο είναι συνήθως το άτοµο στο 

οποίο ανήκει αυτό. Έχουµε λοιπόν ένα κύµα περιορισµένο στο χώρο. Ένα τέτοιο 

κύµα θα το ονοµάζουµε κυµατοπακέτο και τέτοια κυµατοπακέτα θα χρησιµοποιούµε 

για να περιγράψουµε την κυµατική συµπεριφορά των κινούµενων σωµατιδίων. 

� Ισχύει όµως και το αντίστροφο. Με την υπέρθεση µεγάλου αριθµού κυµάτων 

( µεγάλη αβεβαιότητα στο λ άρα και στην ορµή (∆p)), µπορούµε να συνθέσουµε ένα 

κυµατοπακέτο περιορισµένο σε µια συγκεκριµένη περιοχή του χώρου. Τότε λέµε ότι 

έχουµε περιορισµένη αβεβαιότητα ∆x, ως προς τη θέση του στο χώρο και τόσο 

πλησιάζουµε την σωµατιδιακή εικόνα του σωµατίου. 

� Έτσι λοιπόν σύµφωνα µε την αρχή της αβεβαιότητα (ή απροσδιοριστίας) του 

Heisenberg είναι αδύνατο να προσδιορίσουµε ταυτόχρονα και τη θέση και την ορµή 

(άρα ταχύτητα) ενός σωµατιδίου στο χώρο. 

Τα παραπάνω κωδικοποιούνται µε τις σχέσεις:  

• ∆x⋅ ∆ρx ≥ 
2π

h
 και ∆y . ∆ρy ≥ 

2π

h
 και ∆z . ∆ρz ≥ 

2π

h
.  Όµως  η βεβαιότητα σε 

µια  συντεταγµένη  δεν  σχετίζεται  µε διαφορετική  συνιστώσα  ορµής  π.χ   , η  

∆x  δεν σχετίζεται  άµεσα  µε τη ∆ρy.  

• Γενικά  ∆x :  αβεβαιότητα ως προς τη θέση   και ∆ρ : αβεβαιότητα ως προς  την 

ορµή . 

• Ακόµη ∆x⋅ ∆(m⋅υx) ≥ 
2π

h
⇒ ∆x⋅∆υx ≥ 

πm2

h
. 

• Αν ∆ρ → 0   τότε  ∆x → ∞. 

 

 

 

 

 

 

• Αβεβαιότητα  στην ενέργεια: 
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Μια άλλη διατύπωση της αρχής της αβεβαιότητας  είναι η ∆Ε⋅∆t ≥ 
2π

h
. ∆ηλαδή για 

να µετρήσουµε µε ακρίβεια την ενέργεια ενός κινούµενου σωµατιδίου πρέπει να 

διαθέτουµε άπειρο χρόνο. ∆ηλαδή για ∆Ε→0, πρέπει ∆t→ ∞. Έτσι όσο  πιο µεγάλο 

είναι το ∆t  τόσο µικρότερη  είναι η βεβαιότητα ως προς την ενέργεια  (∆Ε)  και τόσο 

πιο καλά  καθορισµένη είναι αυτή . Όσο  πάλι πιο µικρό  είναι το ∆t   τόσο πιο 

µεγάλη είναι η αβεβαιότητα ως προς την ενέργεια . 

Έτσι π.χ, γνωρίζουµε πως ένα διεγερµένο άτοµο εκπέµπει ακτινοβολία όταν 

αποδιεγείρεται από µια διεγερµένη κατάσταση και γνωρίζουµε πως σε κάθε 

ενεργειακό άλµα εκπέµπεται ένα φωτόνιο. Από τη µελέτη των φασµάτων εκποµπής 

συµπεραίνουµε ότι οι φασµατικές γραµµές δεν είναι αυστηρά καθορισµένες 

(µαθηµατικές γραµµές), αλλά η κάθε µια εµφανίζει ένα φυσικό εύρος. Το εύρος των 

φασµατικών γραµµών εξηγείται µε την αρχή της αβεβαιότητας. 

Ένα διεγερµένο άτοµο παραµένει στη διεγερµένη κατάσταση για χρόνο της τάξης του 

10
-8

s και στη συνέχεια αποδιεγείρεται µε ένα ή περισσότερα ενεργειακά άλµατα  

εκπέµποντας ακτινοβολία. 

Τότε από τη σχέση ∆Ε⋅∆t ≥ 
2π

h
, προκύπτει ∆(hf)⋅ ∆t ≥ 

2π

h
 ή  

h⋅∆f ≥ 
πΔt2

h
 ή ∆f ≥ 

πΔt2

1
 και για ∆t=10

-8
s προκύπτει ∆f ≥1,6⋅10

7
Ηz όπου το ∆fmin 

=1,6⋅10
7
Ηz, είναι το ελάχιστο εύρος µιας φασµατικής γραµµής. 

 

Παραδείγµατα  

 

21)Ένα -e περιορίζεται  σ’ ένα  κυβικό  κουτί πλευράς α =6,63⋅10
-11

 m . Τότε  η 

ελάχιστη  αβεβαιότητα  στην ορµή -
e  είναι  

α) ∆ρx = 6,63 ⋅10
-34

 kg m/s  

β) ∆ρx =19,89 ⋅ 10
-24

 kg m/s 

γ) ∆ρx =6,63⋅10
-24

 kg m/s 

δ) ∆ρx = 
π

5
⋅⋅⋅⋅10

-24
 kg m/s. 

 

Απάντηση: 

Ισχύει  ∆ρx . ∆x ≥ 
2π

h
 την  ελάχιστη  αβεβαιότητα ∆ρx  θα  την έχουµε όταν  το ∆x   

είναι  µέγιστο ,  δηλαδή  ∆x  = α = 6,63 . 10
-11

 m .  Οπότε ∆ρx  . ∆x = 
2π

h
⇒  ∆ρx = 

πΔx2

h
= 11-

34-

10.63,6π.2

10.63,6
= 

2π

10 -23

= 
π

5
⋅10

-24
 kg. m/s.  

 

22) Το άτοµο  το υδρογόνου  παραµένει στην πρώτη  διεγερµένη  στάθµη  (n = 2)  για 

χρόνο της τάξης  ∆t = 10
-8

 sec . Αν  Ε1 = - 13,6 e V   τότε  η αβεβαιότητα  ως προς 

την ενέργεια  στη στάθµη  αυτή του υδρογόνου  είναι: 

Α) 

α) ∆Ε = 6,25⋅⋅⋅⋅10
-8

 eV  
β) ∆Ε = 10

-26
 eV 

γ) ∆Ε = 6,25 ⋅10
-8

 J  
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δ) ∆Ε = 13,6 ⋅10
-8

 eV. 

 

Απάντηση: 

Ισχύει  ∆Ε  . ∆t ≥ 
2π

h
⇒ ∆Ε ≥ 

π.Δt2

h
. 

Για την ελάχιστη  αβεβαιότητα  ως προς την ενέργεια  έχουµε  ∆Ε = 
π.Δt2

h
= 

8-

34-

10π.2

10.63,6
⇒ ∆Ε ≈ 10

-26
 J  ή ∆Ε = 19-

-26

1,6.10

10
= 0,625⋅ 10

-7
 = 6,25⋅10

-8
 e V.  

 

Β) Το µήκος κύµατος  του φωτονίου  που εκπέµπεται καθώς  το προηγούµενο  άτοµο 

αποδιεγείρεται  από τη n = 2 στη n = 1  είναι  

α) λ = 600nm 

β) λ = 750nm 

γ) λ = 121nm 

δ) λ = 500nm.  

 

Απάντηση: 

 Ισχύει  Ε2 – Ε1 = h 
λ

c
⇒ λ = 

12 E-E

hc
⇒ λ = 19-

8-34

1013,6).1,6.+(-3,4

.3.106,63.10
⇒  

λ = 19-

-26

16,32.10

19,89.10
⇒ λ = 1,21⋅10

-7
 ⇒ λ = 121 nm.  

 

Γ) Το φυσικό εύρος  στο µήκος κύµατος της φασµατικής  γραµµής είναι  

α) ∆λ = 121 nm 

β) ∆λ = 74⋅⋅⋅⋅10
-8

nm  
γ) ∆λ  = 74 nm 

δ) ∆λ = 121⋅10
-8

  nm.  

 

Απάντηση: 

 

Κατά την αποδιέγερση  εκπέµπεται φωτόνιο ενέργειας  Ε = Ε2 – Ε1 ⇒ Ε = 10,2 e V . 

Τότε  η κλασµατική  αβεβαιότητα ενέργειας  είναι 
Ε

ΔΕ
= 

10,2

6,25.10 -8

= 0,61⋅10
-8

.  

Άρα  ∆λ = 0,61⋅10
-8

 ⋅λ = 0,61⋅ 10
-8⋅ 121 ⇒ ∆λ = 74⋅ 10

-8
 nm  

Αυτό  το ∆λ  ονοµάζεται φυσικό εύρος γραµµής . 

 

23) Τα άτοµα του αερίου που περιέχονται σε σωλήνα διαφηµίσεων διεγείρονται σε 

µια ενεργειακή στάθµη , που έχει µέσο χρόνο ζωής τ = 10
-8

 s . Ποια  είναι η τάξη  

µεγέθους  του  φυσικού εύρους ∆ν  της ηλεκτροµαγνητικής  ακτινοβολίας που 

εκπέµπεται κατά την αποδιέγερση; (Εξ 2002)   

α) KHZ  

β)MHZ 

γ)HZ 

δ)GHZ. 

 

Απάντηση: 
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Για την ελάχιστη αβεβαιότητα ως προς την ενέργεια ισχύει  

∆Ε ⋅∆t = 
2π

h
⇒ ∆Ε = 

π.Δt2

h
⇒ h . ∆f = 

π.Δt2

h
⇒ ∆f = 

2π

108

≈ 16 . 10
6
 Hz ή 16 MHz. 

 

 

24) Ένα σωµατίδιο κινείται στον άξονα x΄ox  µε ταχύτητα πολύ µικρότερη της 

ταχύτητας του φωτός. Αν η αβεβαιότητα της θέσης του είναιίση µε το µήκος κύµατός 

του κατά de Broglie, τότε η ελάχιστη αβεβαιότητα της ταχύτητάς του είναι: 

α) ∆υx=
π.Δt2

υx
  

β) ∆υx= 
2π

υx
 

γ) ∆υx=
p

h
 

δ) ∆υx=
tΔ.p

h
 

 

Απάντηση: 

 

Για το µήκος κύµατος κατά de Broglie ισχύει λ=
p

h
. Επειδή υ<<c, ισχύει και p=m⋅υx, 

άρα έχουµε λ=
xυ.m

h
. Ακόµη ∆x=λ=

xυ.m

h
. Ισχύει  ∆ρx . ∆x ≥ 

2π

h
 ή  

 

m∆υx⋅ ∆x ≥ 
2π

h
 ή m∆υx⋅

xυ.m

h
 ≥ 

2π

h
 ή ∆υx≥

π2

υx
. Άρα η ελάχιστη αβεβαιότητα της 

ταχύτητάς του είναι ∆υx=
π2

υx
. 

 

 

§7.7 Η εξίσωση του Schrödinger 

 

� Είπαµε προηγουµένως ότι ένα σωµατίδιο συνήθως δεν είναι ελεύθερο να 

κινείται σε όλο το χώρο ή έστω σε όλον τον άξονα xox΄, αλλά είναι παγιδευµένο σε 

µια ορισµένη περιοχή του χώρου και ότι µια τέτοια παγίδα για το ηλεκτρόνιο είναι 

συνήθως το άτοµο στο οποίο ανήκει αυτό.  

� Έχουµε λοιπόν ένα κύµα περιορισµένο στο χώρο (κυµατοπακέτο). Ένα κύµα 

όµως περιορισµένο στο χώρο µας θυµίζει το στάσιµο «κύµα». 

� Στη µονοδιάστατη περίπτωση κίνησης, θεωρούµε ένα ελεύθερο σωµατίδιο  

που κινείται  κατά µήκος του άξονα x µέσα σε κουτί ή αλλιώς πηγάδι απείρου βάθους 

. Το σωµατίδιο κινείται µέσα στο κουτί ανακλώµενο  ελαστικά µεταξύ  δυο 

ακλόνητων τοίχων σε απόσταση L . 

� Επειδή  0 ≤≤≤≤ x ≤≤≤≤ L πρέπει  η κυµατοσυνάρτησή του  να µηδενίζεται  έξω απ’ 

αυτό  το διάστηµα. Επιπλέον πρέπει η Ψ  να είναι συνεχής συνάρτηση  του x  και θα 

πρέπει  να µηδενίζεται στα σηµεία  x = 0 και x = L  (συνοριακές  συνθήκες).  
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Αυτές  όµως  οι παραδοχές  µας θυµίζουν  τον κανονικό  τρόπο ταλάντωσης  χορδής 

µε ακλόνητα  τα δυο της άκρα . Οπότε έχουµε τη δηµιουργία  στάσιµου  κύµατος που 

προκύπτει από την επαλληλία των  

 y1 = Α΄ ηµ 2π ( 
T

t
 - 

λ

x
) και  y2 = - Α΄ ηµ 2π (

T

t
+
λ

x
) όποτε  η  εξίσωση  για το 

στάσιµο κύµα είναι: 

 y = 2 Α΄ ηµ 2π 
λ

x
 συν 2π 

T

t
.  

Το πλάτος του  στάσιµου  κύµατος  είναι  ψ = Α  ηµ 2π 
λ

x
 ή  

ψ = Α ηµ K x    

(K = 
λ

2π
 κυµατάριθµος  και Α=2

 
Α΄).  

Τότε και η συνάρτηση   που περιγράφει την κυµατική  συµπεριφορά  του κινούµενου 

σωµατιδίου δηλαδή το κυµατοπακέτο  θα είναι της µορφής 

ψ (x) = A ηµ 2π  
λ

x
. 

Η εξίσωση µορφής  ψ(x)=A⋅⋅⋅⋅ηµ 2π
λ

x
 είναι η γενική  µορφή κυµατοσυνάρτησης  

σωµατιδίου σε κουτί.  

 

Όµως  για να δηµιουργηθεί στάσιµο κύµα σε χορδή µήκους L, θα πρέπει για το   

µήκος  της χορδής  να  ισχύει η σχέση  L = n⋅⋅⋅⋅
2

λ
.  Έτσι  και για το  

κυµατοπακέτο  ισχύει η ίδια  σχέση, όπου L  είναι το µήκος του κουτιού και λ το 

µήκος κύµατος κατά de Broglie  του κινούµενου  σωµατιδίου . 

Άρα  ισχύει  ρ = 
λ

h
και Ε= 

2m

ρ2

.  Όµως  λ = 
n

2L
 άρα  ρ = 

2L

nh
 και  

 Ε = 
2

22

8mL

hn
 κβαντισµένη ενέργεια . 

Η παραπάνω σχέση υπολογίζει την ενέργεια του e
-
, σε πηγάδι δυναµικού απείρου 

βάθους. Παρατηρούµε ότι σε αυτή την περίπτωση ισχύει Εn=n
2⋅E1, δηλαδή η 

ενέργειά του είναι ανάλογη του n
2
. 

 

Παρατηρήστε  ότι η ολική ενέργεια  δεν µπορεί να είναι  µηδέν n ≠ 0 γιατί θα 

παραβιάζονταν  η αρχή της αβεβαιότητας. 

 

∆ηλαδή  για κάθε  τιµή  του n  έχουµε  διαφορετικό λ , ρ και Ε  οπότε αν τα 

ονοµάσουµε λn , ρn  και Εn  προκύπτει   ρn = 
2L

nh
 = 

nλ

h
 και  Εn = 

2m

ρ 2
n
⇒  En = 2

22

8mL

hn
 n 

= 1,2,3 ...   ενώ  και οι  κυµατοσυναρτήσεις ψn (x)  για το σωµατίδιο  µέσα στο κουτί 

για της διάφορες  τιµές του n θα έχουν τη γενική µορφή : 

 Ψn (x) = Α ηµ 2π 
λ

x
 επειδή όµως  λ = 

n

2L
 τελικά για πηγάδι απείρου βάθους έχουµε: 

  

ψn (x) = Α⋅⋅⋅⋅ηµ 
L

 xπ n
 για  0 ≤≤≤≤ x ≤≤≤≤ L   n ≥≥≥≥1,2,3 ...  ενώ   
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ψn (x) = 0  για  x < 0 ή  x > L                                           

 

• Το 
2Ψ dx εκφράζει την πιθανότητα να βρίσκεται το σωµατίδιο  στο µικρό 

διάστηµα dx  κοντά στο x.   

Άρα  
2Ψ dx  = Α

2
 ηµ

2
 

L

xnπ
dx. Όµως  τότε το άθροισµα  των πιθανοτήτων δηλαδή  η 

ολική  πιθανότητα  να βρίσκεται το σωµατίδιο στο διάστηµα 0 ≤  x ≤ L   πρέπει  να 

είναι ίσο µε την µονάδα  δηλαδή:  

∫
L

0

2Ψ dx = ∫
L

0

A
2
  ηµ

2
 

L

xnπ
dx = 1  

Όµως ∫
L

0

Α
2
 ηµ

2
 

L

xnπ
= Α

2
 
2

L
, άρα  Α

2
  
2

L
= 1 ⇒ Α = 

L

2
. 

Μια  κυµατοσυνάρτηση  Ψn (x) µε Α  = 
L

2
 δηλαδή  τέτοιο  ώστε  να ικανοποιείται  

η σχέση ∫
L

0

2Ψ dx =1 (συνθήκη  κανονικοποίησης) , ονοµάζεται  κανονικοποιηµένη ή 

νορµαλοποιηµένη  ενώ η διαδικασία  προσδιορισµού της σταθεράς Α  ονοµάζεται 

κανονικοποίηση (νορµαλοποίηση) . 

Άρα οι κανονικοποιηµένες  κυµατοσυναρτήσεις του σωµατιδίου σε κουτί για 

διάφορες  τιµές του n   είναι:  

Ψn (x) = 
L

2
 ηµ 

L

 xπ n
 

Παρατηρείστε :  ότι αν η αβεβαιότητα ως προς τη θέση  είναι ∆x = L και  η 

αβεβαιότητα ως προς την ορµή είναι ∆ρ = 
2L

h
 για n = 1 τότε ∆x ∆ρ = L 

2L

h
= 

2

h
. 

 

� Στην περίπτωση κίνησης στο χώρο το γινόµενο 
2Ψ dV, εκφράζει την 

πιθανότητα να βρίσκεται το e
-
, γύρω από ένα συγκεκριµένο σηµείο (x,y,z)  και σε 

έναν ορισµένο όγκο dV. Τότε η συνθήκη κανονικοποίησης γίνεται 
∫

2Ψ  dV =1. 

 

� Την απάντηση στο πως βρίσκουµε µια κυµατοσυνάρτηση την έδωσε ο Erwin 

Schrödinger.  

 

Επειδή οι κυµατοσυναρτήσεις  Ψn (x)  περιγράφουν   ενεργειακές  καταστάσεις στις 

οποίες  µπορεί δυνητικά  να βρεθεί  ένα σωµατίδιο  ο Schrödinger  προσπάθησε  να 

βρει τη βασική σχέση µεταξύ των κυµατοσυναρτήσεων Ψn (x) και των ενεργειακών 

σταθµών Εn.  

Η γενική  λύση των κυµατοσυναρτήσεων  σε κουτί  είναι όπως είπαµε  

Ψ(x) = A ηµ 
λ

πx2
. 

Παρατήρησε  λοιπόν  ότι η δεύτερη  παραγωγός της Ψn (x) ως προς  x είναι  

2

2

dx

ψd
= 

dx

d
(
dx

dψ
) = 

dx

d
 (

λ

πA2
 συν 

λ

πx2
) ⇒ 2

2

dx

ψd
= - 2

2

λ

4π
 Α ηµ 

λ

πx2
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Ακόµη  η ενέργεια  µιας κατάστασης  είναι ως γνωστό  Ε = 
2m

ρ2

 µε  ρ = 
λ

h
 άρα  Ε = 

2

2

mλ2

h
. 

Αν  πολλαπλασιάσουµε  την ενέργεια Ε µε την κυµατοσυνάρτηση  Ψ τότε προκύπτει  

Ε . Ψ = 2

2

2mλ

h
 Α ηµ 

λ

πx2
     (1)  

Όµως  αν πολλαπλασιάσουµε  και την 2

2

dx

ψd
 µε τον  παράγοντα 

mπ8

-h
2

2

 προκύπτει :  

 

mπ8

-h
2

2

 . 2

2

dx

ψd
= +

mπ8

h
2

2

 . 2

2

λ

π4
Α ηµ 

λ

πx2
= 2

2

2mλ

h
 Α ηµ 

λ

πx2
       (2)  

 

Άρα  από τις  (1) και (2)  προκύπτει  

- 
mπ8

h
2

2

 . 2

2

dx

ψd
 = Ε . Ψ  ή επειδή  � = 

π2

h
 γράφεται  

- 
2m

2
�

⋅⋅⋅⋅ 2

2

dx

ψd
= Ε⋅⋅⋅⋅Ψ , 

που αποτελεί  και την απλούστερη  µορφή της εξίσωσης  του Schrödinger  

και  αναφέρεται  σ’ ένα  ελεύθερο  σωµατίδιο που κινείται κατά µήκος  του   άξονα  

των  x σε κουτί , άρα  χρονοανεξάρτητη εξίσωση , χωρίς  την επίδραση  κάποιας  

δύναµης άρα  ύπαρξης  δυναµικού . 

Οι µόνες  δυνάµεις  που ασκούνται είναι κατά τη διάρκεια  της σύγκρουσης  µε τα 

τοιχώµατα  του δοχείου. 

Ακόµη στη συγκεκριµένη περίπτωση η ολική ενέργεια Ε είναι ίση µε την κινητική 

ενέργεια του ηλεκτρονίου αφού η δυναµική του ενέργεια είναι µηδεν. Άρα Ε=Κ=
2m

ρ2

. 

 

• Αν όµως  το σωµατίδιο υπόκειται στην επίδραση µιας  συντηρητικής   

δύναµης  F (x)  κατά µήκος  του άξονα  των x  τότε  λαβαίνοντας υπόψη  µας και την 

αντίστοιχη  δυναµική ενέργεια  U(x) , τότε η γενίκευση αυτή  για τη µονοδιάστατη  

εξίσωση  του Schrödinger  µας οδηγεί στη σχέση    

- 
2m

2
�

⋅⋅⋅⋅ 2

2

dx

ψd
+ U⋅⋅⋅⋅Ψ= Ε⋅⋅⋅⋅Ψ . 

Η  δυναµική ενέργεια είναι µηδέν  U = 0   στο διάστηµα  0 ≤ x ≤ L και απειρίζεται 

οπουδήποτε αλλού, έξω από το διάστηµα αυτό. 

Στην περίπτωση αυτή η ολική ενέργεια Ε είναι ίση µε το άθροισµα της κινητικής και 

της δυναµικής του ενέργειας δηλαδή Ε=
2m

p2

+U=K+U. 

Χωρίς όµως να είναι δυνατή σε κάποιο σηµείο του χώρου η ταυτόχρονη γνώση της 

δυναµικής και  της κινητικής ενέργειας γιατί τότε θα χρειάζονταν η ταυτόχρονη 

γνώση της θέσης και της ορµής πράγµα το οποίο παραβιάζει την αρχή της 

αβεβαιότητας. 
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� Στις τρεις διαστάσεις η χρονοανεξάρτητη εξίσωση του Schrödinger γίνεται - 

2m

2
�

⋅⋅⋅⋅ Ψ∇∇∇∇2 + U⋅⋅⋅⋅Ψ= Ε⋅⋅⋅⋅Ψ 

� Στη γενικότερη περίπτωση πάντως η κυµατοσυνάρτηση είναι µία συνάρτηση 

όχι µόνο της θέσης αλλά και του χρόνου δηλαδή Ψ=Ψ(x,y,z,t). 

Για την χρονοεξαρτηµένη εξίσωση του Schrödinger, προκύπτει ότι ισχύει:  

- 
2m

2
�

⋅⋅⋅⋅ Ψ∇∇∇∇2 + U⋅⋅⋅⋅Ψ= i⋅⋅⋅⋅ � ⋅⋅⋅⋅ ∂t∂t∂t∂t∂∂∂∂ΨΨΨΨ, η οποία για ελεύθερο σωµαίδιο µάζας m γίνεται - 

2m

2
�

⋅⋅⋅⋅ Ψ∇∇∇∇2 = i⋅⋅⋅⋅ � ⋅⋅⋅⋅ ∂t∂t∂t∂t∂∂∂∂ΨΨΨΨ. Σε αυτή την περίπτωση για ελεύθερο σωµατίδιο µάζας m, σε µια 

αυθαίρετη διεύθυνση k
�

, η παραπάνω εξίσωση Schrödinger, έχει λύση την 

κυµατοσυνάρτηση Ψ=e
i( x.k
��

-ωt)
, µε p

�
=ħ⋅k
�

 και Ε= ħ⋅ω. Επειδή όµως ισχύει και 

Ε=
2m

p2

 έχουµε και  

ħ⋅ω= 
2m

k 22
�

ή ω= 
2m

k2
�

. 

� Η σύγχρονη κβαντοµηχανική θεµελιώνεται και µε τις παρακάτω προτάσεις: 

 

Α. Σε κάθε µετρήσιµο φυσικό µέγεθος Α αντιστοιχεί ένας γραµµικός ερµιτιανός 

τελεστής Â  έχοντας υπόψη µας ότι : 

r
�
→ r̂
�

=r
�

 και  

p
�
→ p̂
�

=-iħ∇� . 

Αυτό πιο απλά σηµαίνει ότι ο τελεστής του x είναι το ίδιο το x δηλαδή x̂=x 

παρόµοια ŷ =y και ẑ =z. Ακόµη xp̂ =- iħ
dx

d
 και  yp̂ =- iħ

dy

d
 και  zp̂ =- iħ

dz

d
. 

Ακόµη για την ενέργεια ορίζεται ο τελεστής ενέργειας Ê µε Ê = iħ
t∂∂.  

Τέλος ο Hamiltonian τελεστής είναι Ĥ = T̂ + V̂ =
m2

p̂2

+V=-
m2

2
�

+V. Τότε και η 

χρονοεξαρτηµένη εξίσωση του Schrödinger, γράφεται:  

- 
2m

2
�

⋅⋅⋅⋅ Ψ∇∇∇∇2 + V⋅⋅⋅⋅Ψ= i⋅⋅⋅⋅ � ⋅⋅⋅⋅ ∂t∂t∂t∂t∂∂∂∂ΨΨΨΨ ή ĤΨ= i⋅⋅⋅⋅ � ⋅⋅⋅⋅ ∂t∂t∂t∂t∂∂∂∂ΨΨΨΨ.Ενώ για την χρονοανεξάρτητη εξίσωση - 

2m

2
�

⋅⋅⋅⋅ Ψ∇∇∇∇2 + V⋅⋅⋅⋅Ψ= ΕΨ προκύπτει ĤΨ=ΕΨ. 

 

B. Οι τιµές του φυσικού µεγέθους Α, ταυτίζονται µε τις ιδιοτιµές του αντίστοιχου 

ερµιτιανού τελεστού του Â  οι οποίες είναι πραγµατικοί αριθµοί. 

 

Γ. Η κυµατοσυνάρτηση Ψ η οποία προκύπτει ως λύση της εξίσωσης του Schrödinger, 

είναι εν γένει µια µιγαδική συνάρτηση. 

 

∆. Αντιµεταθέτης [ Â , B̂ ], δυο τελεστών ονοµάζεται ο τελεστής Â B̂ - B̂ Â  δηλαδή 

[ Â , B̂ ]= Â B̂ - B̂ Â . Όταν [ Â , B̂ ]=0 τότε λέµε ότι οι δυο τελεστές αντιµετατίθενται. 
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ΘΕΜΕΛΙΩ∆ΕΣ ΘΕΩΡΗΜΑ: 

 

Η ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε δυο γραµµικοί τελεστές να έχουν ένα πλήρες 

σύνολο ιδιοσυναρτήσεων κοινό , είναι να αντιµετατίθενται. 

  

Ε.  Η κυµατοσυνάρτηση Ψ(r
�

,t) (τροχιακό),  δεν έχει από µόνη της κάποια φυσική 

σηµασία. Απλώς αν Ψ(r
�

,t)=0 δεν υπάρχει σωµατίδιο ενώ αν Ψ(r
�

,t)≠0 σίγουρα 

υπάρχει σωµατίδιο. 

Αυτό όµως που έχει σηµασία είναι η | Ψ(r
�

,t)|
2
= Ψ(r

�
,t)

*
 Ψ(r
�

,t), η οποία εκφράζει 

την πυκνότητα πιθανότητας να βρεθεί το σωµατίδιο σε κάποια περιοχή του χώρου. 

Επειδή όµως εφόσον Ψ(r
�

,t) ≠0 σίγουρα υπάρχει σωµατίδιο στην περιοχή του χώρου  

όγκου V, µε ενέργεια Ε, δηλαδή η πιθανότητα είναι p=1 θα έχουµε και 

p=
∫

V

*ΨΨ dV=1. 

 

 

25) Για τον αντιµεταθέτη [ x̂ , xp̂ ] ισχύει: 

α) [ x̂ , xp̂ ]=0  

β) [ x̂ , xp̂ ]=i ħ 

γ) [ x̂ , xp̂ ]=1  

δ) [ x̂ , xp̂ ] δεν ορίζεται. 

 

Απάντηση: 

 

Θεωρώντας τη συνάρτηση Ψ(x) θα έχουµε [ x̂ , xp̂ ]Ψ(x)= x̂ xp̂  Ψ(x)- xp̂ x̂Ψ(x). Όµως 

x̂=x και xp̂ =- iħ
dx

d
, άρα θα έχουµε [ x̂ , xp̂ ]Ψ(x) =-xi ħ

dx

Ψd
 + i ħ

dx

)Ψx(d
= 

=-i ħx
dx

Ψd
 + i ħx

dx

Ψd
 +i ħΨ= i ħΨ⇒  [ x̂ , xp̂ ]=i ħ. 
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§7.8 Πηγάδια  ∆υναµικού 

 

Είπαµε  πως  η διαφορική εξίσωση  του Schrödinger  για ένα  σωµατίδιο που: 

α) κινείται  πάνω  στον άξονα των x  

β) σε µια  περιοχή  όπου  υπάρχει ένα  συντηρητικό πεδίο δυνάµεων και  

γ) για µια συγκεκριµένη χρονική  στιγµή  (χρονοανεξάρτητη  εξίσωση )  

έχει τη µορφή:  

- 
2m

2
�

⋅ 2

2

dx

ψd
+ U(x) ⋅Ψ(x) = E⋅Ψ(x)      (1) 

 

 η λύση  της εξίσωσης  αυτής  είναι  η κυµατοσυνάρτηση  του σωµατιδίου .  

Εξάλλου από τη συνθήκη  κανονικοποίησης  έχουµε 
L

o

Σ
2Ψ .d x = 1  δηλαδή το 

σωµατίδιο  σίγουρα  βρίσκεται κάπου , πάνω  στον άξονα  των x και στο διάστηµα 

από 0 έως L. 

 

Α) Πηγάδι  δυναµικού  απείρου  βάθους 

 

Είναι το κουτί  που είπαµε  και  στην προηγούµενη παράγραφο .  

Χαρακτηριστική περίπτωση είναι  ο πυρήνας των ατόµων και η κίνηση των 

ηλεκτρονίων σ΄ένα µέταλλο. 

 

Σ’ ένα  τέτοιο πηγάδι δυναµικού  είναι  

U = 0 για  0 ≤ x ≤ L   και   

U = ∞  για  x < 0  και  x > L.   

Τότε  η λύση  της εξίσωσης   (1)  για τις κυµατοσυναρτήσεις  του σωµατίου είναι :  

Ψn (x) = 0  για x  < 0 και x >L και   

Ψn (x) = A ηµ  
L

x π n
  για  0 ≤ x  ≤  L  µε  n  = 1,2,3 ...   µε  ορµή  ρ = 

λ

h
= 

2L

nh
 αφού  

L=n⋅
2

λ
και ενέργεια Ε του ηλεκτρονίου, η οποία είναι ίση µόνο µε την κινητική του 

ενέργεια, άρα Κ=Ε =
m2

p2

= 2

22

mL8

hn
⇒ 

⇒ Ε  = 2

222

mL8

4πn �
= 2

222

mL2

πn �
=n

2⋅E1. 

 

Απ’ όπου  συµπεραίνουµε ότι η ολική ενέργεια  είναι κβαντισµένη και διάφορη  του 

µηδενός (n≠0), παντού  µέσα στο κουτί . 

 

Ακόµη παρατηρούµε ότι η ενεργειακή διαφορά µεταξύ δυο ενεργειακών σταθµών 

αυξάνεται καθώς αυξάνεται το n και τέλος  

 

Όσο µικρότερο είναι το πλάτος L  του πηγαδιού τόσο µεγαλύτερη είναι η ενέργεια 

των ενεργειακών καταστάσεων. Σε αυτό το µικρό πλάτος του πυρήνα των ατόµων 

οφείλεται και η µεγάλη ενέργεια των νουκλεονίων του. 
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Ακόµη αφού Ψn (x) = 0  για x < 0  και  x > L  τότε και 
2

Ψ =0 δηλαδή η 

πιθανότητα  να βρεθεί  το σωµάτιο  έξω από το κουτί  είναι µηδέν . 

∆ηλαδή το µονοδιάστατο φρέαρ (κουτί), ανακλά πλήρως το σωµάτιο, το οποίο 

κινείται µόνο µεταξύ 0 και L. 

Παρακάτω φαίνονται οι γραφικές παραστάσεις της κυµατοσυνάρτησης Ψ(x) για τους 

τρεις πρώτους κβαντικούς αριθµούς, καθώς και οι αντίστοιχες πιθανότητες 
2

Ψ(x) . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

•  

• Παρατηρείστε  από τις γραφικές  παραστάσεις  ότι  η κυµατοσυνάρτηση   Ψn (x)  

είναι µηδέν  παντού έξω  από το κουτί  καθώς  και για x = 0 και x = L , Ψn (x)  = 

0.  

(για x=0 έχουµε Ψn (0) = A ηµ  
L

π0 n
=Α⋅ηµ0=0) 

• Ακόµη η πιθανότητα  
2Ψ  να  βρίσκεται το σωµάτιο (π.χ -e ),  έξω  από το  

πηγάδι   δυναµικού απείρου  βάθους  είναι µηδέν  δηλ  
2Ψ = 0  για   x < 0  και  x> 

L  ενώ  ακόµη  η 
2Ψ  είναι και ανεξάρτητη  του χρόνου . Επίσης  παρατηρούµε  

από τη γραφική  παράσταση     
2Ψ  (x)  ότι  όλες οι θέσεις  δεν έχουν  την ίδια  

πιθανότητα για να βρεθεί το σωµάτιο στο  

διάστηµα     0 ≤ x ≤ L . 

• Τέλος  το πλήθος  των ενεργειακών σταθµών  

είναι  άπειρο   n = 1 . . .  ∞  και η απόσταση  

ανάµεσα  σε  δυο ενεργειακές στάθµες  δεν 

είναι σταθερή , αλλά   µεγαλώνει  όσο αυξάνει 

, η τιµή  του n , σε αντίθεση µε το άτοµο του 

Η, όπου η απόσταση δυο διαδοχικών 

ενεργειακών σταθµών ελαττώνεται µε την 

αύξηση του n. 

 

X

Ψ

n=1

n=2

n=3

0 L X

n=1

n=2

n=3

0 L

2
Ψ

n=1

n=2

n=3

E1

4E1

9E1
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∆ηλαδή  ένα τετραγωνικό πηγάδι  µε άπειρο  βάθος έχει και άπειρες  τιµές για το n  

δηλαδή  άπειρο αριθµό δέσµιων  καταστάσεων κάτι που δεν ισχύει για πηγάδι 

πεπερασµένου βάθους .  

 

Β) Πηγάδι  δυναµικού πεπερασµένου βάθους  ή αλλιώς  δυναµικό τετραγωνικού  

πηγαδιού .  

 

Σ’ ένα  τέτοιο  πηγάδι η συνάρτηση  δυναµικού U(x)  (στην πραγµατικότητα  

συνάρτηση  δυναµικής ενέργειας ), που παρουσιάζεται  στην εξίσωση  του 

Schrödinger είναι   

U(x) = 0  για  0 ≤≤≤≤ x ≤≤≤≤ L  και   

U = Uo για   x < 0  και x > L  

 

Τότε  αποδεικνύεται ότι η λύση  της εξίσωσης  του Schrödinger  

µας δίνει   

Ψn (x) = C1 ηµ 
L

xnπ
+ C2  συν 

L

xnπ
 για  0 ≤≤≤≤ x ≤≤≤≤ L   και   

Ψn (x) = D1 e
kx

 + D2 e
-kx

 για x < 0  και x > L  

 

∆ηλαδή  και έξω από  το πηγάδι δεν είναι Ψ (x)  = 0 αλλά  υπάρχει η πιθανότητα το 

σωµατίδιο  να είναι και έξω από το πηγάδι  δυναµικού  ακόµη  και αν δεν  έχει την 

απαιτούµενη ενέργεια  (φαινόµενο  σήραγγας ) . Η πιθανότητα  αυτή  αυξάνεται όσο 

το -
e    βρίσκεται σε υψηλότερη ενεργειακή στάθµη (µεγαλύτερη  τιµή για   το n). 

• Έτσι σ’  ένα πηγάδι πεπερασµένου   βάθους  οι κυµατοσυναρτήσεις  των δέσµιων  

καταστάσεων  είναι  ηµιτονοειδείς   µέσα  στο πηγάδι και εκθετικές  έξω απ΄ 

αυτό  , και πλησιάζουν  εκθετικά την τιµή Ψ = 0  για µεγάλα  x . Έτσι  στη 

γραφική παράσταση  της Ψ(x)  εµφανίζονται  τα εκθετικά τµήµατα σαν ουρές που 

εκτείνονται έξω από το πηγάδι  όπου σύµφωνα  µε τη Νευτώνεια  µηχανική  δεν  

θα’ έπρεπε  να βρίσκεται  το σωµάτιο γιατί  θα έχει αρνητική κινητική  ενέργεια . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

� Για n = 1  το σωµατίδιο  έχει µεγαλύτερη  πιθανότητα   να βρίσκεται στο µέσο 

της απόστασης  (0 – L), παρά στα άκρα της. Μόνο για µεγάλες τιµές του κύριου 

κβαντικού αριθµού n, δηλαδή για υψηλές ενεργειακές στάθµες η πιθανότητα να 

βρίσκεται το ηλεκτρόνιο σε κάποια θέση της παγίδας (0-L) κατανέµεται πιο 

οµοιόµορφα και συγκλίνει στην άποψη της κλασικής θεωρίας που θεωρεί όλες 

τιςθέσεις ισοπίθανες.  

X0 L

n=1

n=2

2
Ψ

X0 L

n=1

n=2
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� Και  η συνάρτηση  Ψ (x)  και η πρώτη παραγωγός  της είναι συνεχείς  στα 

οριακά  σηµεία  x = 0  και x = L . Αλλιώς  η δεύτερη  παραγωγός  2

2

dx

ψd
(x)  θα 

απειρίζονταν  στα σηµεία αυτά ενώ  πρέπει  να είναι  ανάλογη της διαφοράς Uo – 

E , ( 2

2

dx

ψd
= 2

o

h

E)-2m(U
⋅Ψ). 

� Παρατηρούµε  ότι  και η 
2Ψ  δεν µηδενίζεται  απότοµα  έξω από το  πηγάδι  

αλλά  ελαττώνεται εκθετικά (ηµιπερατά τοιχώµατα) και ακόµη  όπως και στο 

πηγάδι  απείρου  βάθους  δεν  έχουν  όλες  οι θέσεις  την ίδια  πιθανότητα.  

∆ηλαδή το ηλεκτρόνιο µπορεί να διαφύγει από την παγίδα του και να βρεθεί έξω από 

το πηγάδι ακόµη και αν δεν έχει θεωρητικά την απαιτούµενη ενέργεια. Είναι σαν να 

κλείνουµε ένα µπαλάκι σε ένα κουτί και αυτό να βρίσκεται έξω από αυτό, (φαινόµενο 

σήραγγας). 

 

 Πάντως  η πιθανότητα  να βρεθεί  το σωµατίδιο  έξω από το πηγάδι  µεγαλώνει  όσο 

το ηλεκτρόνιο  βρίσκεται σε υψηλότερη ενεργειακή   στάθµη .  

 

Έστω ακόµη ότι Ε∞ είναι  η ενέργεια  της θεµελιώδης  στάθµης (n = 1)  όταν  το 

πηγάδι  έχει άπειρο βάθος και Ε1 = 0,625 Ε∞ είναι η θεµελιώδης στάθµη όταν το 

πηγάδι έχει πεπερασµένο βάθος. Παρατηρούµε  ότι  για πηγάδι  πεπερασµένου 

δυναµικού η ενέργεια  της θεµελιώδης στάθµης είναι λίγο µικρότερη από την Ε∞ . 

Αυτό  ισχύει και για όλες  τις υπόλοιπες  ενεργειακές  στάθµες. Έτσι  και το µήκος 

κύµατος   λ   του σωµατίου  µέσα στο πεπερασµένο πηγάδι θα είναι λίγο  µεγαλύτερο 

απ΄ αυτό  που θα είχε σε πηγάδι απείρου βάθους . ∆ηάδή το πεπερασµένο βάθος του 

πηγαδιού χαµηλώνει τις ενεργειακές στάθµες σε σύγκριση µε τις τιµές για πηγάδι µε 

άπειρο βάθος. 

 

Επίσης  το πηγάδι  µε πεπερασµένο βάθος Uο έχει  πεπερασµένο αριθµό δέσµιων 

καταστάσεων και άρα  ενεργειακών  καταστάσεων και όχι άπειρο  όπως  έχει το 

πηγάδι  µε άπειρο  βάθος . 

 

Το πλήθος  των ενεργειακών  

καταστάσεων  εξαρτάται από το 

δυναµικό Uο . Έτσι  όταν:  

α) η Uο  είναι πολύ  µεγαλύτερη από την 

Ε∞ (πολύ βαθύ πηγάδι)  υπάρχουν  

πολλές   ενεργειακές  στάθµες . 

β) η Uο  είναι  µερικές  φορές  

µεγαλύτερη της Ε∞ π.χ  Uο = 6 Ε∞  

υπάρχουν  λίγες  δέσµιες  καταστάσεις 

(εδώ 3 ) . 

γ) Όµως  υπάρχει πάντοτε  τουλάχιστον  

µια   δέσµια κατάσταση  ακόµη και όταν  η Uο  είναι µικρότερη  της Ε∞  , τότε  

έχουµε ακριβώς  µια δέσµια  κατάσταση  και  

δ) όταν  η Uο  είναι πολύ  µικρότερη  της Ε∞    τότε η ενέργεια  της µιας και 

µοναδικής δέσµιας κατάστασης  είναι Ε = 0,68 Uο . 

ε) Όταν  η ενέργεια της κατάστασης  Ε  είναι µεγαλύτερη από το ύψος  του 

δυναµικού Uο , τότε το σωµατίδιο  δεν   είναι δέσµιο ,  αλλά  ελεύθερο και κινείται 

0 L

Ux

U0
U0

n=1

n 2=

n=3

∞E

∞EE =1
0,625
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κατά  µήκος όλου  του άξονα  xx΄  και όχι  µόνο  στο  διάστηµα  0 ≤ x ≤ L ,  µάλιστα  

τότε  η ενέργεια  του δεν είναι κβαντισµένη  και µπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιµή ,  

(συνεχές ενεργειακό φάσµα ) .  

Για  ένα ελεύθερο  σωµατίδιο οι  κυµατοσυναρτήσεις  του είναι ηµιτονοειδείς και 

µέσα και έξω  από το πηγάδι . 

Όµως  µέσα   στο πηγάδι  το κινούµενο σωµατίδιο  έχει µεγαλύτερη  κινητική  

ενέργεια απ’ ότι  έξω, άρα µέσα   στο πηγάδι  έχει και µικρότερο µήκος κύµατος λ . 

στ)  Τέλος  µέσα στο πηγάδι είπαµε  ότι η κινητική ενέργεια  του σωµατιδίου  είναι 

κβαντισµένη  όµως απαγορεύεται  να πάρει την τιµή  µηδέν (n ≠ 0)  

Άρα  µέσα στο πηγάδι το σωµατίδιο δεν  ηρεµεί .  

 

Απόδειξη: Αν Κ=Ε=0, τότε αυτό σηµαίνει πως 
m2

p2

=0, άρα και p=0. Τότε όµως η 

ορµή του σωµατίου είναι πλήρως καθορισµένη και άρα η αβεβαιότητα ως προς την 

ορµή είναι ∆p=0. Σύµφωνα όµως τότε και µε την αρχή της αβεβαιότητας θα είναι 

∆x=∞. Όµως η αβεβαιότητα ως προς τη θέση είναι όση και το εύρος του πηγαδιού 

δηλαδή ∆x=L. Έτσι λοιπόν το προηγούµενο συµπέρασµα είναι άτοπο και άρα θα 

έχουµε Ε≠0. 

 

§7.9 Φαινόµενο  σήραγγας 

 

Ανάλογα µε τα πηγάδια δυναµικού έχουµε και τα φράγµατα δυναµικού. 

 

Εδώ ένα ηλεκτρόνιο έχει µικρότερη ενέργεια (Ε), από την ηλεκτρική δυναµική 

ενέργεια (U0), ενός ηλεκτρικού πεδίου (φράγµα δυναµικού). 

Μια σχηµατική παράσταση ενός φράγµατος δυναµικού είναι η παρακάτω 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ενώ τότε σύµφωνα µε την κλασική Φυσική θα έπρεπε το ηλεκτρόνιο που έρχεται 

αντιµέτωπο µε ένα τέτοιο φράγµα δυναµικού, να ανακλαστεί και να επιστρέψει προς 

τα πίσω, σύµφωνα µε την κβαντική θεωρία είναι δυνατόν µερικές φορές το 

ηλεκτρόνιο να διέλθει του φράγµατος.  

Σαν να υπάρχει  µια σήραγγα  µέσα από το φράγµα δυναµικού και  είναι δυνατό το 

ηλεκτρόνιο να διαπεράσει το εµπόδιο  και να βρεθεί  από την άλλη πλευρά , χωρίς να 

έχει απαραίτητα  την ενέργεια που θα χρειαζόταν για να  υπερπηδήσει το εµπόδιο .  

 

U0

U(x)

E

0 L

x
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Οι περιορισµοί που επιβάλλονται από το φράγµα δυναµικού είναι 

U=0 για x<0  και x>L  και  

U=U0 για 0≤x≤L. 

 

Τότε από τη λύση της διαφορικής εξίσωσης του Schrödinger 

- 
2m

2
�

⋅⋅⋅⋅ 2

2

dx

ψ(x)d
+ U(x)⋅⋅⋅⋅Ψ(x)= Ε⋅⋅⋅⋅Ψ(x),  

προκύπτει  ότι δεξιά  και αριστερά του  φράγµατος δηλαδή  

για x < 0 και x > L και για την  

περίπτωση που η ενέργεια  Ε του 

ηλεκτρονίου είναι µικρότερη της U0  

ότι  οι λύσεις  της εξίσωσης του 

Schrödinger και άρα η 

κυµατοσυνάρτηση είναι  

ηµιτονοειδής,  ενώ  µέσα  στο 

φράγµα  η λύση  έχει εκθετική 

µορφή, όπως φαίνεται στο διπλανό 

σχήµα. 

 

Η συνάρτηση  είναι εκθετική  µέσα  στο  φράγµα  0 ≤ x ≤ L  και ηµιτονοειδής  έξω 

από το φράγµα . 

•  Επίσης  στα σηµεία x = 0 και x = L  η συνάρτηση  Ψn (x)  και η πρώτη  

παραγωγός της είναι συνεχής . 

• Βλέπουµε  λοιπόν  ότι  η συνάρτηση δεν είναι µηδέν  µέσα στο φράγµα αλλά 

υπάρχει πιθανότητα να βρεθεί το σωµατίδιο  όχι µόνο µέσα στο φράγµα αλλά και 

δεξιά απ’ αυτό . 

 

Από τι εξαρτάται η πιθανότητα να διέλθει ένα  σωµατίδιο µέσα από το φράγµα ;  

Η πιθανότητα  εξαρτάται από το πλάτος L  του φράγµατος  και από το ύψος U0 του 

φράγµατος  σε σύγκριση  µε την κινητική ενέργεια  Ε του σωµατιδίου (Ε = 
2m

ρ2

).  

Η πιθανότητα να διέλθει το κινούµενο σωµατίδιο µέσα από το φράγµα δυναµικού, 

ονοµάζεται συντελεστής  διέλευσης Τ και  είναι ανάλογος  του τετραγώνου του λόγου 

των πλατών  των ηµιτονικών  συναρτήσεων δεξιά και αριστερά  του φράγµατος  . 

Αποδεικνύεται ότι : 

T = Ae
-2KL

 όπου A = 16 
οU

E
(1 - 

οU

E
) και  Κ  = 

�

E)-2m(Uo
.  

Πάντως όσο πιο µεγάλο είναι το πλάτος L  του φράγµατος  τόσο µικρότερη είναι  η 

πιθανότητα  διέλευσης  του σωµατιδίου  µέσα  απ’ αυτό. Εξαρτάται  επίσης από τη 

διαφορά ενέργειας  Uο – Ε .  

 

§7.10 Κβαντικός Αρµονικός ταλαντωτής 

 

Υπάρχει όµως περίπτωση  η συνάρτηση   δυναµικής ενέργειας,U (x)  της 

χρονοανεξάρτητης  εξίσωσης  του Schrödinger 

-
2m

h2

 . 2

2

dx

ψd
+ U(x) = E . Ψ (x)  να  είναι της µορφής  U (x) = 

2

1
Κ x

2
 . Τότε  η 

εξίσωση  του Schrödinger παίρνει τη µορφή:  

U0

U(x)

E

0 L

x
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-
2m

h2

⋅ 2

2

dx

ψd
 +

2

1
Κ x

2⋅Ψ = Ε⋅Ψ 

Και τότε  η παραπάνω  εξίσωση  έχει λύση Ψ (x)  = �2/xmK- 2

Ce  όπου   η C είναι η 

σταθερά  κανονικοποίησης  και προκύπτει  από τη συνθήκη  κανονικοποίησης:  

∫
∞

∞−

 
2

ψ dx  = 1 . 

Η ενέργεια  της θεµελιώδους  στάθµης του αρµονικού ταλαντωτή αποδεικνύεται ότι 

είναι Εο = 
2

1
h f = 

2

1
 h 

2π

ω
⇒ Eo = 

2

1
ħ ω επειδή T=2π

K

m
 άρα  ω = 

Τ

2π
= 

m

K
 άρα  

και  Εο = 
2

1
 ħ

m

K
.  

Απόδειξη:  

Η ενέργεια του ταλαντωτή γράφεται Ε=Κ+U=
m2

pΔ 2

+
2

1
mω

2
∆x

2
  ή  

Ε=(
m2

pΔ
)
2
 + (

2

xΔ.ω.m
)
2≥2⋅(

m2

pΔ
)⋅(

2

m
⋅ω⋅∆x) αφού α

2
+β

2≥2⋅α⋅β. Τότε έχουµε 

και Ε≥ω⋅∆p⋅∆x. Επειδή όµως και ∆p⋅∆x≥
2

�
, προκύπτει τελικά Ε≥

2

�
ω. Άρα 

Εmin=
2

1
⋅ħ⋅ω=

2

1
⋅h⋅f. 

 

 

Τότε  για τις  υπόλοιπες στάθµες  αποδεικνύεται ότι είναι  

En = ( n + 
2

1
) ħ ω = ( n + 

2

1
) ħ 

m

K
 =( n + 

2

1
) h.f   (n = 0,1,2,3 . . . ). 

 

∆ηλαδή  οι ενεργειακές  στάθµες είναι περιττά  ηµιπολλαπλάσια 

 (
2

1
 , 
2

3
 , 
2

5
. . . ) της ποσότητας ħ . ω  

 

Προσέξτε: 

Α) Ότι στον κβαντικό αρµονικό ταλαντωτή η µικρότερη επιτρεπόµενη ενέργεια δεν 

είναι Ε0=0 αλλά Ε0=
2

1
 h.f=

2

1
 ħ.ω 

Β) Ακόµη οι αποστάσεις µεταξύ δυο διαδοχικών ενεργειακών σταθµών για τον 

αρµονικό ταλαντωτή είναι σταθερές ∆Ε=h.f, ενώ στο άτοµο του Η ελαττώνονται και 

για  σωµάτιο σε κουτί αυξάνονται. 

Αυτό ισχύει γιατί στον αρµονικό ταλαντωτή έχουµε En = ( n + 
2

1
) h.f  n=0,1,2,… στο 

άτοµο του Η έχουµε Εn=
2

1

n

E
 n=1,2,3,…. και για σωµάτιο σε κουτί έχουµε  En=n

2
.E1   

n=1,2,3,…. 
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Γ) Ακόµη στον κβαντικό αρµονικό 

ταλαντωτή η 
2Ψ  δεν µηδενίζεται 

απότοµα έξω από τα  

όρια  -Α, Α αλλά ελαττώνεται εκθετικά 

(εκθετικές ουρές) όπως στο  πηγάδι 

δυναµικού πεπερασµένου βάθους. 

Έτσι για n=0 είναι  

Ε0=(n + 
2

1
)ħ ω =

2

1
 ħ.ω και έχουµε το 

διπλανό σχήµα: 

Παρατηρείστε ότι για τον κλασικό 

αρµονικό ταλαντωτή και για n=0, η πιθανότητα είναι µέγιστη να βρεθεί το σωµάτιο 

στα ακραία σηµεία (-Α,Α) της κίνησης γιατί εκεί το σωµάτιο κινείται αργά, ενώ έχει 

ελάχιστη πιθανότητα να βρεθεί στη θέση x=0. Αντίθετα για τον κβαντικό αρµονικό 

ταλαντωτή το σωµάτιο έχει µέγιστη πιθανότητα να βρεθεί  στη θέση x=0, δηλαδή στο 

µέσο της απόστασης -ΑΑ. Για µεγάλες όµως τιµές του n, ο κβαντικός ταλαντωτής 

τείνει να συµπεριφέρεται όπως και ο κλασικός. 

 

26) Ένα σώµα µάζας m=1 Kg πραγµατοποιεί γραµµική αρµονική ταλάντωση πλάτους 

Α= π cm,δεµένo σε ελατήριο σταθεράς Κ= 100 Ν/m. Τότε αν θεωρήσουµε ότι το 

σύστηµα αποτελεί κβαντικό ταλαντωτή  τότε ο κβαντικός αριθµός (n), της στάθµης 

στην οποία βρίσκεται ο ταλαντωτής είναι: 

α) n=π 

β) n=10
33

/66 

γ) n→0 

δ) n=K⋅A2
/2m. 

 

Απάντηση: 
 

Η περίοδος T του ταλαντωτή είναι T=2π⋅
K

m
=
5

π
s. Τότε επειδή οι αποστάσεις 

µεταξύ δυο διαδοχικών ενεργειακών σταθµών για τον αρµονικό ταλαντωτή είναι 

σταθερές ∆Ε=h.f=6,6⋅10
-34⋅

π

5
=

π

33.10-34

J. Η ολική ενέργεια του κβαντικού 

τακαντωτή µας είναι Εn=
2

1
⋅Κ⋅Α2

=
200

π
J. 

 

Ακόµη έχουµε En = ( n + 
2

1
) h.f =n΄⋅ ∆Ε ή n΄= 

ΔΕ

En
= 33-33.10

π/200
=

66

1033

J. 

 

 

Μιχαήλ Π. Μιχαήλ 

              Φυσικός                                mix-mix@sch.gr 

-A A x0

2

0Ψ Κλασσικός 
ταλαντωτής

Κβαντικός 
ταλαντωτής


