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Μια κρούση σφαίρας και αυτή…. η τριβή…. 

 

 

Ένα σώµα Σ µάζας Μ=20kg ηρεµεί σ’ οριζόντιο επίπεδο, µε το οποίο παρουσιάζει συντελεστές τριβής 

µ=µs=0,075, δεµένο στο άκρο οριζόντιου ελατηρίου σταθεράς k=50Ν/m που έχει το φυσικό του µήκος. Μια 

σφαίρα µάζας m1=10kg και διαµέτρου 2R=h, όπου h το ύψος του σώµατος Σ, η οποία δεν παρουσιάζει τριβή 

µε το επίπεδο, κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει µε ταχύτητα κέντρου µάζας υ0=1,5m/s και µε κατεύθυνση τον 

άξονα του ελατηρίου, όπως στο σχήµα. Σε µια στιγµή η σφαίρα συγκρούεται µετωπικά και ελαστικά µε το 

σώµα Σ. Στη διάρκεια της κρούσης δεν αναπτύσσεται δύναµη τριβής µεταξύ σφαίρας και σώµατος Σ. 

i) Πόσο τοις εκατό µειώνεται η κινητική ενέργεια της σφαίρας λόγω κρούσης; 

ii)  Ποια είναι η µέγιστη συσπείρωση του ελατηρίου, µέχρι τη θέση που  µηδενίζεται η ταχύτητα του σώµα-

τος Σ; 

iii)  Πόσο συνολικά διάστηµα θα διανύσει το σώµα Σ µέχρι να σταµατήσει και ποια τα µέτρα των δυνάµεων 

που ασκούνται πάνω του στην θέση που σταµατά; 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της σφαίρας ως προς µια διάµετρό της Ι= 
2

5
 m1·R

2 και g=10m/s2. 

Απάντηση: 

Στο σχήµα φαίνονται οι δυνάµεις που ασκούνται στα δύο σώµατα σφαίρα - σώµα Σ στη διάρκεια της 

κρούσης. Με µπλε χρώµα είναι οι εσωτερικές και µε κόκκινο οι εξωτερικές δυνάµεις που ασκούνται στα 

σώµατα του συστήµατος. 
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i) Για την κρούση ισχύουν: 

Α) Η αρχή διατήρηση της ορµής  (ΣFεξ=0) : 

→→

= µετάπριν PP  → 

m1· υ0= m1·υ1΄+ Μ V (1) 

Β) Η αρχή διατήρησης της στροφορµής ως προς τον άξονα περιστροφής της σφαίρας: 

→→

= µετάπριν LL  

Ι·ω0 + 0 = Ι·ω1 → ω1= ω0= 
R

υ0  (2) 
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Γ) Αφού η κρούση είναι ελαστική, η κινητική ενέργεια πριν την κρούση είναι ίση µε αυτήν µετά την 

κρούση: 

Κπριν=Κµετά→ 
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Το σύστηµα των εξισώσεων (1) και (3) µας δίνει τις γνωστές µας σχέσεις: 
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Και µε αντικατάσταση παίρνουµε: 

υ1= - 0,5m/s  και V=1m/s 

∆ηλαδή η σφαίρα κινείται προς τ’ αριστερά µε ταχύτητα κέντρου µάζας µέτρου 0,5m/s, ενώ συνεχίζει 

να στρέφεται δεξιόστροφα µε γωνιακή ταχύτητα όση είχε και πριν την κρούση. 

Το ποσοστό µείωσης της κινητικής ενέργειας της σφαίρας είναι: 
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Αλλά η περιστροφική κινητική ενέργεια της σφαίρας είναι: 

Κπερ= 2
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Και η σχέση (4) γίνεται: 

π= %100
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και µε αντικατάσταση  π=63,5% 

ii)  Οι δυνάµεις που ασκούνται στο σώµα Σ µετά την κρούση 

φαίνονται στο σχήµα. Εφαρµόζουµε το ΘΜΚΕ από την αρ-

χική θέση, αµέσως µετά την κρούση, µέχρι την µέγιστη συ-

σπείρωση του ελατηρίου, που µηδενίζεται η ταχύτητα του 

σώµατος και έχουµε: 

Κτελ-Καρχ=Ww+WΝ+WFελ+WΤ → 

0- ½ ΜV2 = - ½ kx1
2 - Τ·x1 (5) 

όπου x1 η µέγιστη συσπείρωση του ελατηρίου, ενώ Τ=µ·Ν= µΜg  και µε αντικατάσταση Τ=15Ν, οπότε 
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µε αντικατάσταση στην (5) παίρνουµε x1= 0,4m. 

iii)  Έστω το σώµα κινούµενο προς τα αριστερά σταµατά σε απόσταση x από την θέση φυσικού µήκους του 

ελατηρίου διανύοντας απόσταση s=x1-x. 

(Η θέση αυτή είναι δεξιά της αρχικής θέσης ισορροπίας και το ελατήριο είναι συσπειρωµένο κατά x. 

Γιατί; Στην µέγιστη συσπείρωση το ελατήριο έχει δυναµική ενέργεια Uελmax= ½ k x1
2 = 4J, ενώ αν θα 

έφτανε µέχρι τη θέση φυσικού µήκους, η θερµότητα που θα παρήγετο εξαιτίας της τριβής θα ήταν 

Q=|WΤ|= Τ·x1= 6J, πράγµα φυσικά αδύνατον). 

Εφαρµόζουµε ξανά το ΘΜΚΕ από την προηγούµενη θέση 

όπου το σώµα είχε σταµατήσει στιγµιαία,  µέχρι την θέση 

που σταµατά τελικά  και έχουµε: 

Κτελ-Καρχ=Ww+WΝ+WFελ+WΤ → 

0-0= ( ½ kx1
2- ½ kx2) - Τ·(x1-x) 

και µε αντικατάσταση: 

25x2 – 15x + 2=0 

Λύνοντας την εξίσωση βρίσκουµε ή x=0,4m ή x=0,2m 

Άρα το σώµα θα σταµατήσει αφού µετακινηθεί προς τ’ αριστερά, από την θέση µέγιστης συσπείρωσης, 

κατά s=x1-x=0,2m. 

Στην θέση αυτή το σώµα, στον οριζόντιο άξονα, δέχεται την δύναµη από το ελατήριο µε µέτρο 

Fελ=kx=10Ν και φορά προς τα αριστερά και την τριβή, προς τα δεξιά και µέτρο Τs=10Ν, αφού το σώµα 

ισορροπεί και ΣF= 0. Η ασκούµενη δηλαδή τριβή είναι πλέον στατική. 

Άρα η συνολική απόσταση που διανύει το σώµα είναι sολ=x1+s= 0,6m. 

 

Σχόλιο: Συχνά το τελευταίο ερώτηµα αντιµετωπίζεται εφαρµόζοντας το ΘΜΚΕ από την αρχική θέση µέχρι 

την τελική, όπου σαν τελική θέση παίρνεται αυτή όπου: 

Fελ=Τορ → k·∆:=µmg 

Από εκεί και πέρα έχουµε: Το έργο της δύναµης του ελατηρίου, που είναι συντηρητική δύναµη, οπό-

τε WFελ= 0- ½ k∆;2, ενώ το έργο της τριβής, µιας µη συντηρητικής δύναµης είναι WΤ= - Τ·sολ.  

Η παραπάνω ανάλυση δείχνει ότι η τελική θέση που θα σταµατήσει το σώµα δεν είναι εκ των προτέ-

ρων γνωστή…. και συνεπώς µια τέτοια αντιµετώπιση δεν είναι ορθή. 

 
Επιµέλεια 

∆ιονύσης Μάργαρης 

 


