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Ellsworth Kelly (Áìåñéêáíüò, 1923).
«Ãêñé ðáíü 2»

2 ðáíü, ëÜäéá óå êáìâÜ, 1974.
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ÅÉÓÁÃÙÃÇ ÓÔÇÍ ÅÕÊËÅÉÄÅÉÁ ÃÅÙÌÅÔÑÉÁ

1.1 Ôï áíôéêåßìåíï ôçò Åõêëåßäåéáò Ãåùìåôñßáò

Ôï áíôéêåßìåíï ôçò Åõêëåßäåéáò Ãåùìåôñßáò åßíáé ç ìåëÝôç ôïõ ÷þñïõ êáé ôùí ó÷çìÜôùí,
åðßðåäùí êáé óôåñåþí, ðïõ ìðïñïýí íá õðÜñîïõí ìÝóá óå áõôüí. ÌÝóá óôï ÷þñï âñßóêåôáé ï
öõóéêüò êüóìïò, óôïí ïðïßï æïýìå, êáé üëá ôá áíôéêåßìåíá, ìåãÜëá Þ ìéêñÜ, Ýìøõ÷á Þ Üøõ÷á.

Óôï ÷þñï äéáêñßíïõìå ôéò åðéöÜíåéåò, ôéò ãñáììÝò êáé ôá óçìåßá. Ïé åðéöÜíåéåò Ý÷ïõí äýï
äéáóôÜóåéò, ïé ãñáììÝò ìßá, ôá óçìåßá êáìßá. Ïé åðéöÜíåéåò äéá÷ùñßæïõí ôá áíôéêåßìåíá ìåôá-
îý ôïõò Þ áðü ôï ðåñéâÜëëïí. ÐÜíù óå ìéá åðéöÜíåéá ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ãñáììÝò, ïé
ïðïßåò ìÜëéóôá ìðïñåß íá ôçí ïñéïèåôïýí. Åäþ ÷ñåéÜæåôáé ìéá äéåõêñßíéóç. Óôçí êáèçìåñéíÞ
ãëþóóá ìéëÜìå ãéá «ãñáììÝò» ôçò áóöÜëôïõ Þ ãéá óéäçñïäñïìéêÝò «ãñáììÝò», åðåéäÞ ôï ðëÜ-
ôïò óôç ìßá ðåñßðôùóç, ôï ðëÜôïò êáé ôï ýøïò óôçí Üëëç åßíáé áìåëçôÝá ùò ðñïò ôï ìÞêïò.
ÃåíéêÜ, üëá ôá õëéêÜ áíôéêåßìåíá åêôåßíïíôáé óå ôñåéò äéáóôÜóåéò. Óôçí êáèçìåñéíÞ ãëþóóá
äå÷üìáóôå ôéò ðñïóåããßóåéò, óôç Ãåùìåôñßá ü÷é. Ëåéôïõñãïýìå áíáãêáóôéêÜ ìå áöçñçìÝíåò
Ýííïéåò, ðïõ ôéò áðïêáëïýìå üñïõò ôçò Ãåùìåôñßáò.

Ç Ãåùìåôñßá Þôáí ï ðñþôïò êëÜäïò ôçò áíèñþðéíçò ãíþóçò ðïõ äéáìïñöþèçêå ùò åðéóôÞ-
ìç êáé åðß áéþíåò ï ìüíïò. Ôï áíôéêåßìåíü ôçò, ï ÷þñïò êáé ôá ó÷Þìáôá, åßíáé êáé ðñïóéôü êáé
ðëïýóéï, ðñüóöïñï ãéá èåùñçôéêÞ ìåëÝôç áëëÜ êáé ãéá ðñáêôéêÝò åöáñìïãÝò. Áðü ôçí åðï÷Þ
ôïõ Áñ÷éìÞäç êáé ôïõ ¹ñùíá ìÝ÷ñé óÞìåñá, ôá ðåäßá åöáñìïãÞò ôçò Ãåùìåôñßáò óõíå÷þò äé-
åõñýíïíôáé. Ãéá ôá óðßôéá ðïõ æïýìå, ôá êáñÜâéá ðïõ ôáîéäåýïõìå Þ ôéò åðåîåñãáóìÝíåò åéêüíåò
ôçò ôçëåüñáóçò åßíáé áíáãêáßá ç ÷ñÞóç ôçò Ãåùìåôñßáò, Üìåóç Þ Ýììåóç.

Áñ÷éêÜ, ç ìåëÝôç ôùí éäéïôÞôùí ôùí äéÜöïñùí ãåùìåôñéêþí ó÷çìÜôùí Ýãéíå ìå ôñüðï
åìðåéñéêü, üðùò ôç óõíáíôÞóáìå óôï ÃõìíÜóéï. Ç ìÝèïäïò ðïõ áêïëïõèÞóáìå ôüôå Þôáí ç
åýñåóç Þ åðáëÞèåõóç ôùí éäéïôÞôùí êáé ó÷Ýóåùí áíÜìåóá óôá ãåùìåôñéêÜ ó÷Þìáôá ìå âÜóç
ôç ìÝôñçóç, ãéá ôçí ïðïßá ÷ñçóéìïðïéïýóáìå ôï äéáâáèìéóìÝíï êáíüíá (õðïäåêÜìåôñï) êáé
ôï ìïéñïãíùìüíéï. Ç ìÝôñçóç üìùò äåí ìðïñåß íá åßíáé áêñéâÞò êáé ôá áðïôåëÝóìáôÜ ôçò äå
ãåíéêåýïíôáé.

Ç äéáöïñïðïßçóç ôçò ÐñáêôéêÞò Ãåùìåôñßáò áðü ôç ÈåùñçôéêÞ Þ Åõêëåßäåéá Ãåùìåôñßá,
ôçí ïðïßá èá ìåëåôÞóïõìå óôï Ëýêåéï, óõíßóôáôáé óôç óõóôçìáôéêÞ ÷ñÞóç ôçò ëïãéêÞò ãéá íá
èåìåëéþóåé ôéò ãíþóåéò ìáò ãéá ôï ÷þñï, îåöåýãïíôáò áðü ìåôñÞóåéò êáé åðéìÝñïõò óõìðåñÜ-
óìáôá. Ïé ãíþóåéò áõôÝò õðÜñ÷ïõí Þäç: üëïé îÝñïõí ôé åßíáé êýêëïò êáé ôé ôåôñÜãùíï � ïé
áíôßóôïé÷åò ëÝîåéò õðÜñ÷ïõí óå üëåò ôéò ãíùóôÝò ãëþóóåò. Ðñüêåéôáé üìùò ãéá ãíþóåéò óêüñ-
ðéåò, áóýíäåôåò ìåôáîý ôïõò. Ç Ãåùìåôñßá ôéò èåìåëéþíåé, äçëáäÞ ôéò ïñãáíþíåé óå Ýíá óý-
óôçìá, êáé öõóéêÜ ðñïóèÝôåé êáé íÝåò ãíþóåéò óå áõôÝò ðïõ Þäç õðÜñ÷ïõí. ÊÜèå êáéíïýñãéï
áðïôÝëåóìá ðñïêýðôåé áðü ôá ðñïçãïýìåíá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç äéáäéêáóßá ðïõ ëÝãåôáé
áðüäåéîç êáé ðïõ óôçñßæåôáé óôïõò êáíüíåò ôçò ËïãéêÞò.

Ðþò ðñï÷ùñÜåé áõôÞ ç äéáäéêáóßá; Áò äïýìå ëßãï ôï ôåôñÜãùíï. Ôï ôåôñÜãùíï, üóï áðëü
êáé áí öáßíåôáé, åßíáé óýíèåôç Ýííïéá. ¸÷åé ßóåò ðëåõñÝò êáé ìÜëéóôá áíÜ äýï ðáñÜëëçëåò,
ßóåò ãùíßåò êáé ìÜëéóôá üëåò ïñèÝò. ÐñÝðåé, åðïìÝíùò, ðñþôá íá îåêáèáñßóïõìå ôé óçìáßíåé
éóüôçôá êáé áíéóüôçôá (ðëåõñþí Þ ãùíéþí), ôé ðáñáëëçëßá êáé ôé ïñèÞ ãùíßá (Þ êáèåôüôçôá).
Ìüíï ìåôÜ áðü áõôÜ ìðïñïýìå íá ìéëÞóïõìå ãéá ôåôñÜãùíï, áöïý ðñþôá äþóïõìå ôïí ïñé-
óìü ôïõ. Ç Ãåùìåôñßá ðñï÷ùñÜåé áðü ôï ðéï áðëü óôï ðéï óýíèåôï.
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Èá ðñÝðåé, ùóôüóï, áðü êÜðïõ íá îåêéíÞóïõìå, áðü Ýííïéåò ïé ïðïßåò ðñïêýðôïõí Üìåóá
áðü ôçí åìðåéñßá ìáò, üðùò ïé Ýííïéåò óçìåßï, åõèåßá êáé åðßðåäï ôéò ïðïßåò äå÷üìáóôå ùò
ðñùôáñ÷éêÝò ÷ùñßò ðåñáéôÝñù äéåõêñéíßóåéò. ¼ìùò ïé Ýííïéåò áõôÝò õðüêåéíôáé óôéò ðáñáêÜôù
ðáñáäï÷Ýò:
� Áðü äýï óçìåßá äéÝñ÷åôáé ìïíáäéêÞ åõèåßá.
� Ãéá êÜèå åõèåßá õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá óçìåßï ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ äåí áíÞêåé óå áõôÞ.
� ÊÜèå åõèåßá Ý÷åé Üðåéñá óçìåßá êáé åêôåßíåôáé áðåñéüñéóôá êáé ðñïò ôéò äýï êáôåõèýíóåéò,

÷ùñßò äéáêïðÝò êáé êåíÜ.
Éó÷õñéóìïýò üðùò ïé ðáñáðÜíù, ðïõ ôïõò äå÷üìáóôå ùò áëçèåßò ÷ùñßò áðüäåéîç, ôïõò ïíï-

ìÜæïõìå áîéþìáôá. ÅðïìÝíùò, ôá áîéþìáôá äåí áðïäåéêíýïíôáé, åðéëÝãïíôáé. Ãéá ôçí Åõêëåß-
äåéá Ãåùìåôñßá Ý÷ïõí ðñïôáèåß ðÜñá ðïëëÜ áîéùìáôéêÜ óõóôÞìáôá, äçëáäÞ äéáöïñåôéêÝò åðé-
ëïãÝò áîéùìÜôùí (âë. ÐáñÜñôçìá Á). Ç äïìÞ ôïõ âéâëßïõ, ç óåéñÜ ôùí áðïôåëåóìÜôùí åîáñ-
ôþíôáé áðü ôçí åðéëïãÞ ôùí áîéùìÜôùí, ôá ïðïßá äßíïíôáé åêåß ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé. Ãåíéêüôåñá,
ãßíåôáé ðñïóðÜèåéá þóôå, ìåôÜ áðü ìßá íÝá Ýííïéá Þ Ýíá íÝï óçìáíôéêü áðïôÝëåóìá, íá åîåôÜ-
æåôáé ôé êáéíïýñãéï ìðïñåß íá ðñïêýøåé óå óõíäõáóìü ìå ôá ðñïçãïýìåíá. ÊÜèå íÝï áðïôÝëå-
óìá ðïõ ðñïêýðôåé áðü ìßá óåéñÜ óõëëïãéóìþí èåìåëéùìÝíç óôá áîéþìáôá ëÝãåôáé èåþñçìá,
åíþ ïé Üìåóåò óõíÝðåéåò åíüò èåùñÞìáôïò ëÝãïíôáé ðïñßóìáôá.

¼ðùò ðñïáíáöÝñáìå áíôéêåßìåíï ôçò Ãåùìåôñßáò åßíáé ç ìåëÝôç ôùí ó÷çìÜôùí ôïõ åðé-
ðÝäïõ êáé ôïõ ÷þñïõ. Ç ìåëÝôç áõôÞ óõ÷íÜ õðïâïçèåßôáé áðü Ýíá ó÷Ýäéï ôïõ ó÷Þìáôïò.

Óôçí ðïñåßá åîáãùãÞò ôùí óõìðåñáóìÜôùí óçìáíôéêü ñüëï ðáßæåé ç äéáßóèçóç êáé ç åðï-
ðôåßá. Ôá óõìðåñÜóìáôá, ãéá íá åßíáé ãåíéêÜ, äåí ðñÝðåé íá åßíáé óõíÝðåéåò ìüíï ôçò ðáñáôÞ-
ñçóçò ôïõ ó÷åäßïõ. Åßíáé áíáãêáßï íá ðñïêýðôïõí ìå ïñèü óõëëïãéóìü áðü ôéò éäéüôçôåò ôïõ
ó÷Þìáôïò, ïé ïðïßåò Üëëùóôå åßíáé äõíáôü íá ìçí åßíáé üëåò ïñáôÝò óôï ó÷Þìá. Ãéá íá êáôá-
ëÞîïõìå óå ìßá áðüäåéîç ï äñüìïò ìðïñåß íá åßíáé ìáêñýò êáé íá ðåñíÜåé ìÝóá áðü åéêáóßåò,
ëÜèç, åðáíáôïðïèåôÞóåéò, ìÝ÷ñé íá ïäçãçèïýìå óôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ.

Åßíáé ëïéðüí öáíåñü üôé ïé óõëëïãéóìïß ìáò, ãéá ôçí áíôéìåôþðéóç åíüò ãåùìåôñéêïý ðñï-
âëÞìáôïò, ðñÝðåé íá åßíáé èåùñçôéêïß, ãåíéêïß êáé ôï ó÷Ýäéï ôïõ ó÷Þìáôïò íá Ýñ÷åôáé áñùãüò
óôçí ðñïóðÜèåéá áíáêÜëõøçò åêåßíùí ôùí éäéïôÞôùí ðïõ èá ìáò ïäçãÞóïõí óôç ëýóç ôïõ
ðñïâëÞìáôïò.

Ç Åõêëåßäåéá Ãåùìåôñßá åñìçíåýåé ôéò ìïñöÝò ôïõ ðåñéâÜëëïíôïò ÷þñïõ ÷ñçóéìïðïéþíôáò
ëßãåò ðñþôåò áñ÷Ýò êáé áîéïðïéþíôáò ôç óêÝøç êáé ôïí ïñèü ëüãï.
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Ç ãÝíåóç ôùí ðñþôùí åííïéþí ôçò Ãåùìåôñßáò åßíáé ìéá äéáäéêáóßá ðïõ êñÜôçóå ðïëëïýò áéþ-
íåò. Ç äéáìüñöùóÞ ôïõò Þôáí áðïôÝëåóìá íïçôéêÞò áöáßñåóçò üëùí ôùí Üëëùí éäéïôÞôùí êáé
ó÷Ýóåùí ôùí áíôéêåéìÝíùí ôïõ êüóìïõ ðïõ ìáò ðåñéâÜëëåé, åêôüò áðü ôéò éäéüôçôåò ôçò áìïé-
âáßáò èÝóçò êáé ôïõ ìåãÝèïõò. Ïé éäéüôçôåò áõôÝò åêöñÜæïíôáé ìå ôçí éäÝá üôé äýï áíôéêåßìåíá
åßíáé «êïíôÜ» Þ üôé «Üðôïíôáé» ôï Ýíá ôïõ Üëëïõ, ôç ó÷Ýóç ôïõò üôáí ôï Ýíá åßíáé «ìÝñïò» ôïõ
Üëëïõ Þ üôáí Ýíá áíôéêåßìåíï âñßóêåôáé «ìåôáîý» äýï Üëëùí Þ ôï Ýíá «ìÝóá» óôï Üëëï, êáé
ôçí éäÝá ôçò óýãêñéóçò äýï áíôéêåéìÝíùí, ôçò åîáêñßâùóçò üôé ôï Ýíá åßíáé «ìåãáëýôåñï»,
«ìéêñüôåñï» Þ «ßóï» ìå Ýíá Üëëï. Óôç äéáìüñöùóç ôùí ãåùìåôñéêþí åííïéþí, áðïöáóéóôéêÞò
óçìáóßáò ðñÝðåé íá Þôáí ç ðñïóðÜèåéá áðåéêüíéóçò ôùí ãåùìåôñéêþí áíôéêåéìÝíùí êáé
ó÷Ýóåùí ìå æùãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò, ðïõ ëåéôïõñãïýóáí ùò ìïíôÝëá ôùí ðñáãìáôéêþí
áíôéêåéìÝíùí. Ç äéáäéêáóßá áõôÞ üìùò äåí ìðïñåß íá ÷ñïíïëïãçèåß éóôïñéêÜ.

Ïé ðñþôåò ãñáðôÝò ìáñôõñßåò ãåùìåôñéêþí ãíþóåùí áíÜãïíôáé óôçí ôñßôç ìå äåýôåñç ÷éëé-
åôßá ð.×. êáé ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôïõò ëáïýò ôçò áñ÷áßáò Áéãýðôïõ êáé ôçò Ìåóïðïôáìßáò. Áí
êáé ïé ìáñôõñßåò áõôÝò äåí åßíáé ðëïýóéåò, ùóôüóï ìðïñïýìå íá ó÷çìáôßóïõìå ìéá éäÝá ãéá ôï
÷áñáêôÞñá ôçò Ãåùìåôñßáò óôïõò ðïëéôéóìïýò áõôïýò. Ïé ãåùìåôñéêÝò ãíþóåéò ôùí ëáþí
áõôþí óõíßóôáíôáé, êáôÜ êýñéï ëüãï, óôïí õðïëïãéóìü åðéöáíåéþí êáé üãêùí áêïëïõèþíôáò
ìéá «áëãïñéèìéêÞ» äéáäéêáóßá, Ýíáí êáíüíá, ï ïðïßïò åöáñìüæåôáé ãéá óõãêåêñéìÝíåò áñéèìç-
ôéêÝò ôéìÝò. Ìå ìéêñÝò åîáéñÝóåéò, ôá ðñïâëÞìáôá ðïõ áíôéìåôùðßæïíôáé åßíáé åìðåéñéêÞò ðñï-
Ýëåõóçò êáé ç ëýóç ðïõ äßíåôáé äå óõíéóôÜ ëïãéêÞ áðüäåéîç, áí êáé óå ìåìïíùìÝíåò ðåñéðôþ-
óåéò ðñïâëçìÜôùí áíáðôýóóïíôáé ìÝèïäïé ãåùìåôñéêþí ìåôáó÷çìáôéóìþí, ïé ïðïßåò ìðï-
ñïýí íá èåùñçèïýí ùò Ýíá åßäïò áðïäåéêôéêÞò äéáäéêáóßáò. ÁõôÞ ç ìïñöÞ Ãåùìåôñßáò äéÞñêå-
óå ðïëëïýò áéþíåò ÷ùñßò íá óçìåéùèåß áéóèçôÞ ðñüïäïò.

Ìßá íÝá ðåñßïäïò åãêáéíéÜæåôáé óôçí áñ÷áßá ÅëëÜäá, üðïõ ç Ãåùìåôñßá ìåôáó÷çìáôßæåôáé
óå áöçñçìÝíç áðïäåéêôéêÞ åðéóôÞìç. Åìöáíßæåôáé ç Ýííïéá ôçò ëïãéêÞò áðüäåéîçò ðïõ ëåéôïõñ-
ãåß ùò ìÝèïäïò åðéâåâáßùóçò ôçò áëÞèåéáò ìéáò ãåùìåôñéêÞò ðñüôáóçò, áëëÜ êáé ùò óôïé÷åßï
ðïõ óõóôçìáôïðïéåß ôéò ãåùìåôñéêÝò ãíþóåéò. ¸ôóé åìöáíßæïíôáé ïé ðñþôåò óõóôçìáôéêÝò
ãåùìåôñéêÝò ðñáãìáôåßåò, üðùò ôïõ ÉððïêñÜôç ôïõ ×ßïõ êáé, ðåñß ôï 440 ð.×., ôá «Óôïé÷åßá» ôïõ
Åõêëåßäç, ðïõ áðïôÝëåóáí ôï åðéóôÝãáóìá ôçò áñ÷áßáò ÅëëçíéêÞò ìáèçìáôéêÞò ðáñÜäïóçò,
áëëÜ êáé ðñüôõðï åðéóôçìïíéêïý éäåþäïõò ãéá ðïëëïýò áéþíåò. Áðü ìåëÝôç ôçò èÝóçò, ôïõ ìå-
ãÝèïõò êáé ôçò ìïñöÞò ôùí ãåùìåôñéêþí ó÷çìÜôùí ãéá Üìåóåò ðñáêôéêÝò åöáñìïãÝò ç Ãåùìå-
ôñßá ìåôáìïñöþíåôáé óå åðéóôÞìç ðïõ ìåëåôÜ áöçñçìÝíá íïçôéêÜ áíôéêåßìåíá, ïé ó÷Ýóåéò ôùí
ïðïßùí áðïäåéêíýïíôáé ìå ôç âïÞèåéá ìéáò ëïãéêÞò áêïëïõèßáò ðñïôÜóåùí, îåêéíþíôáò áðü
ïñéóìÝíåò õðïèÝóåéò ðïõ ëáìâÜíïíôáé ÷ùñßò áðüäåéîç. 

Ôçí ÅëëçíéóôéêÞ áêüìá ðåñßïäï áíáðôýóóïíôáé èåìåëéáêÜ íÝåò ìÝèïäïé õðïëïãéóìïý åðé-
öáíåéþí êáé üãêùí (ð.÷. ç ìÝèïäïò ôçò åîÜíôëçóçò óôá Ýñãá ôïõ Áñ÷éìÞäç), ðïõ óôçñßæïíôáé
óå áöçñçìÝíåò èåùñçôéêÝò ðñïóåããßóåéò êáé âáèéÝò ìáèçìáôéêÝò èåùñßåò. Åðßóçò,
åìöáíßæïíôáé áöçñçìÝíåò èåùñßåò ãéá íÝá ãåùìåôñéêÜ áíôéêåßìåíá, ç äõíáôüôçôá åöáñìïãÞò
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ôùí ïðïßùí èá äéåõêñéíéóôåß ðïëëïýò áéþíåò ìåôÜ, üðùò ð.÷. ç èåùñßá ôùí êùíéêþí ôïìþí ôïõ
Áðïëëùíßïõ, ðïõ èá âñåé åöáñìïãÞ óôç ÖõóéêÞ ìüëéò ôï 17ï áéþíá. Ôçí ßäéá ðåñßðïõ åðï÷Þ
öáßíåôáé üôé Üñ÷éóáí êáé ïé Ýñåõíåò óôá èåìÝëéá ôçò Ãåùìåôñßáò ìå ôéò ðñïóðÜèåéåò áðüäåéîçò
ôïõ ðÝìðôïõ áéôÞìáôïò ôïõ Åõêëåßäç (ôùí ðáñáëëÞëùí), ïé ïðïßåò óõíå÷ßóôçêáí áðü ðïëëïýò
ìáèçìáôéêïýò ôïõ Áñáâéêïý êüóìïõ.

Ç ÅõñùðáúêÞ ÁíáãÝííçóç ïäÞãçóå óå íÝá Üíèçóç ôçò Ãåùìåôñßáò. ¸íá íÝï âÞìá ðñáãìá-
ôïðïéåßôáé ìå ôçí åéóáãùãÞ ôçò ìåèüäïõ ôùí óõíôåôáãìÝíùí áðü ôïí ÍôåêÜñô ôï ðñþôï ìéóü
ôïõ 17ïõ áé. Ï íÝïò ìåôáó÷çìáôéóìüò ôçò Ãåùìåôñßáò óõíßóôáôáé óôç óýíèåóç ôçò áíáðôõó-
óüìåíçò ôüôå ¢ëãåâñáò ìå ôçí ÁíÜëõóç ðïõ âñéóêüôáí óôï óôÜäéï ôçò ãÝíåóÞò ôçò êáé ôç äçìé-
ïõñãßá ôçò ÁíáëõôéêÞò Ãåùìåôñßáò, ç ïðïßá ìåëåôÜ ôá ãåùìåôñéêÜ ó÷Þìáôá ìå ôç âïÞèåéá ôùí
ìåèüäùí ôçò ¢ëãåâñáò.

H åöáñìïãÞ ôùí íÝùí ìåèüäùí ôïõ äéáöïñéêïý ëïãéóìïý óôçí ÁíáëõôéêÞ Ãåùìåôñßá ïäÞ-
ãçóå óôïí ðïëëáðëáóéáóìü ôùí êëÜäùí ôçò Ãåùìåôñßáò. Ôï 18ï áé. äéáìïñöþíåôáé ç Äéáöï-
ñéêÞ Ãåùìåôñßá óôá Ýñãá ôïõ ¼õëåñ êáé ôïõ Ìüíæ, áíôéêåßìåíï ôçò ïðïßáò áñ÷éêÜ ãßíïíôáé
ïðïéåóäÞðïôå ëåßåò êáìðýëåò êáé åðéöÜíåéåò êáé ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß ôïõò. Óôá ìÝóá ôïõ 17ïõ
áé. áíáðôýóóåôáé êáé ç ÐñïâïëéêÞ Ãåùìåôñßá óôéò ìåëÝôåò ôïõ ÍôåæÜñãê êáé ôïõ ÐáóêÜë ðÜ-
íù óôçí áðåéêüíéóç óùìÜôùí óôï åðßðåäï. Ôï áíôéêåßìåíï ôïõ íÝïõ êëÜäïõ åðéêåíôñþíåôáé
áðü ôïí ÐïíóåëÝ (1822) óôç ìåëÝôç ôùí éäéïôÞôùí ôùí åðßðåäùí ó÷çìÜôùí ðïõ ðáñáìÝíïõí
áíáëëïßùôåò êáôÜ ôçí ðñïâïëÞ ôïõò áðü Ýíá åðßðåäï óå Üëëï, åíþ ç êáèáõôü èåùñßá ôçò ãåù-
ìåôñéêÞò áðåéêüíéóçò (óå óõíäõáóìü ìå ôá ðñïâëÞìáôá ó÷åäßáóçò) ïäÞãçóå óôï óýóôçìá ôçò
ÐáñáóôáôéêÞò Ãåùìåôñßáò ôïõ Ìüíæ.

Óå üëïõò ôïõò ðáñáðÜíù êëÜäïõò ïé èåìåëéáêÝò Ýííïéåò êáé áîéþìáôá ðáñÝìåíáí ó÷åäüí
ôá ßäéá áðü ôçí åðï÷Þ ôçò áñ÷áßáò ÅëëÜäáò. ¢ëëáæå ôï ðåäßï ôùí ãåùìåôñéêþí áíôéêåéìÝíùí
ðïõ ìåëåôüíôáí êáé ïé ìÝèïäïé ðïõ åöáñìüæïíôáí. ÑéæéêÞ áíáôñïðÞ ôçò åéêüíáò áõôÞò
ðáñïõóéÜæåôáé óôéò áñ÷Ýò ôïõ 19ïõ áé. ìå ôçí áíáêÜëõøç ôçò ìç Åõêëåßäåéáò Ãåùìåôñßáò áðü
ôïí Í. ËïìðáôóÝöóêé (1829) êáé ôïí Ã. Ìðüëõáú (1832). Ï ËïìðáôóÝöóêé, îåêéíþíôáò áðü
ôçí Üñíçóç ôïõ ðÝìðôïõ áéôÞìáôïò ôïõ Åõêëåßäç, êáôáóêåýáóå Ýíá ëïãéêÜ Üøïãï óýóôçìá
Ãåùìåôñßáò, ðáñÜ ôï ãåãïíüò üôé ïé éäéüôçôåò ôùí ãåùìåôñéêþí ó÷çìÜôùí óôï óýóôçìá ðïõ
ðåñéÝãñáöå âñßóêïíôáí óå êáôÜöùñç áíôßèåóç ìå ôç óõíÞèç åðïðôéêÞ áíôßëçøç ôïõ ÷þñïõ.

Ç íÝá ðåñßïäïò ðïõ åãêáéíéÜæåôáé ìå ôïí ËïìðáôóÝöóêé ÷áñáêôçñßæåôáé áðü ôçí áíÜðôõîç
íÝùí ãåùìåôñéêþí èåùñéþí (íÝùí «Ãåùìåôñéþí»), ôçí áëëáãÞ ôïõ áíôéêåéìÝíïõ ôçò Ãåùìå-
ôñßáò (áíôéêåßìåíï ôçò Ãåùìåôñßáò ãßíïíôáé ôþñá «÷þñïé» äéÜöïñùí åéäþí) êáé ôï äéá÷ùñéóìü
ôçò Ýííïéáò ôïõ «ìáèçìáôéêïý» áðü ôçí Ýííïéá ôïõ «ðñáãìáôéêïý» ÷þñïõ. Ç íÝá Ýííïéá ôïõ
ãåíéêåõìÝíïõ ìáèçìáôéêïý ÷þñïõ äéáôõðþíåôáé óáöþò áðü ôïí ÑÞìáí ôï 1854 êáé áíïßãåé
íÝåò ðñïïðôéêÝò óôçí áíÜðôõîç ôçò Ãåùìåôñßáò ïäçãþíôáò óôç äçìéïõñãßá ôçò ëåãüìåíçò Ñç-
ìÜíåéáò Ãåùìåôñßáò, ç ïðïßá âñßóêåé åöáñìïãÞ óôç èåùñßá ôçò ó÷åôéêüôçôáò. Ìå ôç äýóç ôïõ
19ïõ áé. ôá èåìÝëéá ôçò Åõêëåßäåéáò Ãåùìåôñßáò, áëëÜ êáé ôùí Üëëùí (ìç Åõêëåßäåéùí) «Ãåù-
ìåôñéþí» áðïóáöçíßæïíôáé êáé åêôßèåíôáé ìå ôç ìïñöÞ óõóôÞìáôïò áîéùìÜôùí.



Tá âáóéêÜ ãåùìåôñéêÜ ó÷Þìáôá

Óôü÷ïò ôïõ êåöáëáßïõ áõôïý åßíáé ç åìðÝäùóç êáé ç óõóôçìáôéêÞ ìåëÝôç
ôùí ðñùôáñ÷éêþí åííïéþí: óçìåßï, åõèåßá, åðßðåäï êáèþò êáé ôùí âáóéêþí
ãåùìåôñéêþí ó÷çìÜôùí: åõèýãñáììï ôìÞìá, ãùíßá, êýêëïò, åðßðåäï åõèý-
ãñáììï ó÷Þìá. ¼ðùò åßäáìå, ïé ðñùôáñ÷éêÝò Ýííïéåò óçìåßï, åõèåßá, åðßðå-
äï äßíïíôáé ÷ùñßò ïñéóìü êáé ìå âÜóç áõôÝò ïñßæïíôáé ôá âáóéêÜ ãåùìåôñéêÜ
ó÷Þìáôá, ôá ïðïßá èá ìåëåôÞóïõìå óôç óõíÝ÷åéá.

22
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Andrea Mantegna (Éôáëüò, ðåñßðïõ 1431 - 1506).
ÏñïöÞ áðü ôçí �Camera degli Sposi� (ÄùìÜôéï ôùí Óõæýãùí),

ôïé÷ïãñáößá áðü ôï Äïõêéêü ÐáëÜôé , óôç ÌÜíôïâá ôçò Éôáëßáò.
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Ïé ðñùôáñ÷éêÝò ãåùìåôñéêÝò Ýííïéåò 

¼ðùò áíáöÝñáìå Þäç óôçí ÅéóáãùãÞ, ç ìåëÝôç ôçò Ãåù-
ìåôñßáò îåêéíÜ áðü Ýííïéåò ïé ïðïßåò ðñïêýðôïõí Üìåóá áðü
ôçí åìðåéñßá ìáò, üðùò ïé Ýííïéåò óçìåßï, åõèåßá êáé åðßðåäï
ôéò ïðïßåò äå÷üìáóôå ùò ðñùôáñ÷éêÝò ÷ùñßò ðåñáéôÝñù äéåõ-
êñéíßóåéò. Oé Ýííïéåò áõôÝò õðüêåéíôáé óôéò ðáñáêÜôù
ðáñáäï÷Ýò:
� Áðü äýï óçìåßá äéÝñ÷åôáé ìïíáäéêÞ åõèåßá.
� Ãéá êÜèå åõèåßá õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá óçìåßï ôïõ åðéðÝ-

äïõ ðïõ äåí áíÞêåé óå áõôÞ.
� ÊÜèå åõèåßá Ý÷åé Üðåéñá óçìåßá êáé åêôåßíåôáé áðåñéüñéóôá

êáé ðñïò ôéò äýï êáôåõèýíóåéò, ÷ùñßò äéáêïðÝò êáé êåíÜ.

2.1 Óçìåßá, ãñáììÝò êáé åðéöÜíåéåò

¸íá óçìåßï äåí Ý÷åé äéáóôÜóåéò. Ôï ðáñéóôÜíïõìå ìå ìéá ôå-
ëåßá êáé ôï ïíïìÜæïõìå ìå Ýíá êåöáëáßï ãñÜììá (ð.÷. Óçìåßï
Á, Óçìåßï Â (ó÷.1)).
Áí ìåôáêéíÞóïõìå ÷ùñßò äéáêïðÞ ôç ìýôç ôïõ ìïëõâéïý ðÜíù
óå Ýíá ÷áñôß, ôüôå ôï ß÷íïò ôçò ãñÜöåé ìßá ãñáììÞ (ó÷.2). Óå
êÜèå èÝóç ôïõ ìïëõâéïý ôï ß÷íïò ôçò ìýôçò ôïõ ðáñéóôÜíåé
Ýíá óçìåßï.
ÅðïìÝíùò, ç ãñáììÞ ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ìéá óõíå÷Þò óåé-
ñÜ èÝóåùí ðïõ ðáßñíåé Ýíá êéíçôü óçìåßï.
Ôç ìïñöÞ (ó÷Þìá) êÜèå óôåñåïý óþìáôïò ôçí áíôéëáìâáíü-
ìáóôå áðü ôçí åðéöÜíåéÜ ôïõ. Ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí ôá
ïðïßá ôï ÷ùñßæïõí áðü ôï ðåñéâÜëëïí ôïõ ïíïìÜæåôáé åðéöÜ-
íåéá ôïõ óþìáôïò.
Áñ÷éêÜ èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôç ìåëÝôç ó÷çìÜôùí Þ ãñáììþí,
ðïõ âñßóêïíôáé óå ìéá åéäéêïý ôýðïõ åðéöÜíåéá, ôï åðßðåäï.

2.2 Ôï åðßðåäï

Ç áðëïýóôåñç áðü üëåò ôéò åðéöÜíåéåò åßíáé ç åðßðåäç åðéöÜ-
íåéá Þ áðëÜ ôï åðßðåäï. Ç åðéöÜíåéá ôïõ ðßíáêá, ç åðéöÜíåéá
åíüò ëåßïõ äáðÝäïõ, ç åðéöÜíåéá ìéáò Þñåìçò ëßìíçò êôë. ìáò
äßíïõí ôçí åéêüíá åíüò åðéðÝäïõ.
Óôï ðñþôï ìÝñïò ôçò Ãåùìåôñßáò, ðïõ ëÝãåôáé åðéðåäïìåôñßá
äå èá ïñßóïõìå ôï åðßðåäï ïýôå ôá áîéþìáôá ðïõ ôï ÷áñáêôç-
ñßæïõí, áëëÜ èá ôï ìåëåôÞóïõìå åîåôÜæïíôáò ôéò éäéüôçôåò ôùí
ó÷çìÜôùí, ôùí ïðïßùí üëá ôá óôïé÷åßá ðåñéÝ÷ïíôáé óôï ßäéï
åðßðåäï. Ôá ó÷Þìáôá áõôÜ ïíïìÜæïíôáé åðßðåäá ó÷Þìáôá.

9

ÔÁ ÂÁÓÉÊÁ ÃÅÙÌÅÔÑÉÊÁ  Ó×ÇÌÁÔÁ

Ó÷Þìá 1

Ó÷Þìá 2
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2.3 Ç åõèåßá

Ãíùñßæïõìå üôé áðü äýï äéáöïñåôéêÜ óçìåßá Á,Â äéÝñ÷åôáé ìïíá-
äéêÞ åõèåßá. Ôçí åõèåßá áõôÞ ïíïìÜæïõìå åõèåßá ÁÂ Þ ÂÁ (ó÷.3).
Åðßóçò ìßá åõèåßá óõìâïëßæåôáé åßôå ìå Ýíá ìéêñü ãñÜììá
(å,æ,...) ôïõ åëëçíéêïý áëöáâÞôïõ åßôå ùò x´x.
Ðñïöáíþò äýï äéáöïñåôéêÝò åõèåßåò äåí ìðïñåß íá Ý÷ïõí äýï
êïéíÜ óçìåßá. ¢ñá èá Ý÷ïõí Ýíá ìüíï êïéíü óçìåßï Þ êáíÝíá.
Äýï åõèåßåò ðïõ Ý÷ïõí Ýíá ìüíï êïéíü óçìåßï ëÝãïíôáé ôåìíü-
ìåíåò åõèåßåò êáé ôï êïéíü óçìåßï ôïõò ëÝãåôáé ôïìÞ ôùí äýï
åõèåéþí, åíþ äýï åõèåßåò ðïõ äåí Ý÷ïõí êïéíü óçìåßï ëÝãïí-
ôáé ðáñÜëëçëåò.

Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá

2.4 Ç çìéåõèåßá 

ÊÜèå åõèåßá Ý÷åé Üðåéñá óçìåßá êáé åêôåßíåôáé áðåñéüñéóôá
÷ùñßò äéáêïðÝò êáé êåíÜ. ¸óôù ìßá åõèåßá x´x êáé óçìåßï ôçò
Á (ó÷.4). Ôüôå ôï óçìåßï ÷ùñßæåé ôçí åõèåßá óå äýï ìÝñç ôá
ïðïßá óõìâïëßæïõìå Áx êáé Ax´ êáé ôá ïíïìÜæïõìå çìéåõèåßåò
ìå áñ÷Þ ôï óçìåßï Á.

Ç åõèåßá x´x ëÝãåôáé öïñÝáò ôçò çìéåõèåßáò Áx (ó÷.5).
Äýï çìéåõèåßåò Áx, Áy ìå ìüíï êïéíü óçìåßï ôçí áñ÷Þ ôïõò
Á, üôáí Ý÷ïõí ôïí ßäéï öïñÝá ëÝãïíôáé áíôéêåßìåíåò (ó÷.6).

2.5 Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá

Óå åõèåßá å èåùñïýìå äýï äéáöïñåôéêÜ óçìåßá Á,Â.
Åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ Þ ÂÁ (ó÷.7) ëÝãåôáé ôï ó÷Þìá ðïõ
áðïôåëåßôáé áðü ôá äýï óçìåßá Á, Â êáé ôá óçìåßá ôçò åõèåßáò
å ðïõ âñßóêïíôáé ìåôáîý ôïõò.
Ôá óçìåßá Á êáé Â ëÝãïíôáé Üêñá ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìá-
ôïò, åíþ ç åõèåßá å ëÝãåôáé öïñÝáò ôïõ ôìÞìáôïò. Ôá óçìåßá
åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò, åêôüò ôùí Üêñùí ôïõ, ëÝãïíôáé
åóùôåñéêÜ óçìåßá ôïõ ôìÞìáôïò. Áí ð.÷. ôï Ã åßíáé åóùôåñéêü
óçìåßï ôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ (ó÷.7), ëÝìå üôé ôá Á,Â âñßóêïíôáé
åêáôÝñùèåí ôïõ Ã, åíþ ôá Â,Ã åßíáé ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò ôïõ
Á. Äýï ôìÞìáôá, ðïõ Ý÷ïõí êïéíü Ýíá Üêñï êáé äåí Ý÷ïõí
êïéíÜ åóùôåñéêÜ óçìåßá, ëÝãïíôáé äéáäï÷éêÜ.

10

ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

Ó÷Þìá 4

Ó÷Þìá 5

Ó÷Þìá 6

Ó÷Þìá 7

Óçìåßùóç:
¼ôáí ëÝìå üôé ðñïåêôåßíïõìå ôï
ôìÞìá ÁÂ, èá åííïïýìå ðñïò ôï
ìÝñïò ôïõ Â, åíþ ôï ÂÁ ðñïò ôï
ìÝñïò ôïõ Á.

Ó÷Þìá 3
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2.6 Ìåôáôïðßóåéò óôï åðßðåäï

Ãéá êÜèå åðßðåäï ó÷Þìá äå÷üìáóôå üôé ìðïñåß íá ìåôáôïðé-
óèåß ìÝóá óôï åðßðåäï ðçãáßíïíôáò áðü ôçí áñ÷éêÞ ôïõ èÝ-
óç óå ìéá ïðïéáäÞðïôå Üëëç èÝóç êáé íá ðáñáìÝíåé áíáë-
ëïßùôï ùò ðñïò ôç ìïñöÞ êáé ôï ìÝãåèïò.
Ôï ôåëéêü ó÷Þìá ðïõ ðñïêýðôåé (äçëáäÞ ôï áñ÷éêü ó÷Þìá
óôçí ôåëéêÞ èÝóç) ëÝãåôáé ïìüëïãï (Þ åéêüíá) ôïõ áñ÷éêïý.

2.7 Óýãêñéóç åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí

� ºóá åõèýãñáììá ôìÞìáôá

Äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá ëÝãïíôáé ßóá, üôáí ìå êáôÜëëçëç
ìåôáôüðéóç óõìðßðôïõí.
Ãéá ôçí éóüôçôá åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí äå÷üìáóôå ôï ðáñá-
êÜôù áîßùìá:
¸óôù Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ. Ôüôå ãéá êÜèå çìéåõèåßá
Ãx õðÜñ÷åé ìïíáäéêü óçìåßï ôçò Ä, þóôå ÁÂ = ÃÄ (ó÷.8).
¢ìåóç óõíÝðåéá ôïõ ðáñáðÜíù áîéþìáôïò åßíáé ç åðüìåíç
êáôáóêåõÞ.

� ÊáôáóêåõÞ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ßóïõ ðñïò äïóìÝíï
¸óôù ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ êáé ç çìéåõèåßá Ãx. 
Åöáñìüæïõìå ôç ìéá áêßäá ôïõ äéáâÞôç óôï Á êáé ôçí Üëëç
óôï Â êáé, óôç óõíÝ÷åéá, êñáôþíôáò óôáèåñü ôï Üíïéãìá ôïõ
äéáâÞôç ôïðïèåôïýìå ôï Ýíá Üêñï ôïõ óôï Ã, ïðüôå ôï Üëëï
Üêñï ôïõ ïñßæåé ôï óçìåßï Ä ôçò Ãx (ó÷.8). Ôüôå ôï ôìÞìá ÃÄ
åßíáé ßóï ìå ôï áñ÷éêü.

� ÃåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò
Ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá ëÝãåôáé ãåùìåôñéêÞ êáôáóêåõÞ. Èá
ëÝìå üôé Ýíá ó÷Þìá êáôáóêåõÜæåôáé ãåùìåôñéêÜ, üôáí ìðï-
ñïýìå íá ôï ó÷åäéÜóïõìå ÷ñçóéìïðïéþíôáò áðïêëåéóôéêÜ ôá
ãåùìåôñéêÜ üñãáíá, äçëáäÞ ôïí êáíüíá (÷ùñßò õðïäéáéñÝ-
óåéò) êáé ôï äéáâÞôç.

� ÌÝóï åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò

ÌÝóï åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ ïíïìÜæåôáé Ýíá åóù-
ôåñéêü ôïõ óçìåßï Ì ôÝôïéï, þóôå ÁÌ=ÌÂ (ó÷.9).
Äå÷üìáóôå üôé êÜèå ôìÞìá Ý÷åé ìïíáäéêü ìÝóï.

11
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Ó÷Þìá 8

Ó÷Þìá 9
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� ¢íéóá åõèýãñáììá ôìÞìáôá
¸óôù äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÃÄ. Ðñïåêôåßíïõìå
ôï ÃÄ ïðüôå ðñïêýðôåé ç çìéåõèåßá Ãx. Ìåôáôïðßæïõìå ôï ÁÂ
þóôå ôï Á íá ôáõôéóôåß ìå ôï Ã. Ôüôå èá õðÜñ÷åé ìïíáäéêü
óçìåßï Å ôçò Ãx, þóôå ÁÂ=ÃÅ.
� Áí ôï Å åßíáé åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ ôìÞìáôïò ÃÄ, èá ëÝìå

üôé ôï ôìÞìá ÁÂ åßíáé ìéêñüôåñï áðü ôï ÃÄ. Óõìâïëßæïõìå
ÁÂ<ÃÄ (ó÷. 10á).
� Áí ôï Å ôáõôßæåôáé ìå ôï Ä, ôüôå ÁÂ=ÃÄ, üðùò ðñïçãïýìåíá
(ó÷.10â).
� Áí ôï Å äåí åßíáé åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ ôìÞìáôïò ÃÄ, èá

ëÝìå üôé ôï ôìÞìá ÁÂ åßíáé ìåãáëýôåñï áðü ôï ÃÄ. Óõìâïëß-
æïõìå ÁÂ>ÃÄ (ó÷.10ã).

2.8 ÐñÜîåéò ìåôáîý åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí

¸óôù äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÁÂ, ÃÄ.

(i) Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ äéáâÞôç ïñßæïõìå ðÜíù óå ìßá åõèåßá å ôá
äéáäï÷éêÜ ôìÞìáôá ÅÆ=ÁÂ êáé ÆÇ=ÃÄ (ó÷.11). ¸ôóé êáôá-
óêåõÜæïõìå ôï ôìÞìá ÅÇ, ðïõ ëÝãåôáé Üèñïéóìá ôùí ÁÂ êáé
ÃÄ êáé ãñÜöïõìå ÅÇ=ÁÂ+ÃÄ. Ç äéáäéêáóßá áõôÞ ëÝãåôáé
ðñüóèåóç äýï åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí. Óôçí ðñüóèåóç åõèý-
ãñáììùí ôìçìÜôùí éó÷ýïõí éäéüôçôåò áíÜëïãåò ìå áõôÝò ðïõ
éó÷ýïõí óôçí ðñüóèåóç áñéèìþí (âë. Äñáóôçñéüôçôá).

(ii) Áí ÁÂ<ÃÄ ôüôå õðÜñ÷åé åóùôåñéêü óçìåßï Å ôïõ ÃÄ, þóôå
ÃÅ=ÁÂ (ó÷.12). Ôï ôìÞìá ÅÄ ëÝãåôáé äéáöïñÜ ôïõ ÁÂ
áðü ôï ÃÄ êáé óõìâïëßæåôáé ÅÄ=ÃÄ�ÁÂ.

(iii) Áí í öõóéêüò áñéèìüò, ôüôå ïíïìÜæåôáé ãéíüìåíï ôïõ ôìÞ-
ìáôïò ÁÂ åðß ôï öõóéêü áñéèìü í ôï åõèýãñáììï ôìÞìá
ÅÆ, ôï ïðïßï åßíáé ôï Üèñïéóìá í äéáäï÷éêþí åõèýãñáì-
ìùí ôìçìÜôùí ßóùí ðñïò ôï ÁÂ (ó÷.13). ÃñÜöïõìå 

ÅÆ = í · ÁÂ Þ éóïäýíáìá ÁÂ = }
Å

í

Æ
}.

ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

Ó÷Þìá 10

Ó÷Þìá 11

Ó÷Þìá 12

Ó÷Þìá 13

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Áí ÁÂ=ÃÄ, ôüôå ç äéáöïñÜ
ÃÄ�ÁÂ åßíáé Ýíá åõèýãñáììï
ôìÞìá, ôá Üêñá ôïõ ïðïßïõ óõ-
ìðßðôïõí. Ôï ôìÞìá áõôü ëÝãåôáé
ìçäåíéêü åõèýãñáììï ôìÞìá.

Äñáóôçñéüôçôá

Íá áðïäåßîåôå ôéò ðáñáêÜôù éäéüôçôåò ðïõ
éó÷ýïõí óôçí ðñüóèåóç ôùí åõèýãñáììùí
ôìçìÜôùí: 

i) ÁÂ+ÃÄ =ÃÄ+ÁÂ (áíôéìåôáèåôéêÞ)

ii) (ÁÂ+ÃÄ) +ÅÆ = ÁÂ+(ÃÄ +ÅÆ) (ðñïóåôáéñéóôéêÞ).

12
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2.9 ÌÞêïò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò - Áðüóôáóç
äýï óçìåßùí 

� ÌÞêïò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò

Åßðáìå ðáñáðÜíù üôé ìðïñïýìå íá óõãêñßíïõìå êÜèå åõèý-
ãñáììï ôìÞìá ìå Ýíá Üëëï åõèýãñáììï ôìÞìá. ¸íá ôìÞìá ìå
ôï ïðïßï óõãêñßíïõìå üëá ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá ëÝãåôáé
ìïíÜäá ìÞêïõò. Èá äïýìå óôç óõíÝ÷åéá (ÊåöÜëáéï 7) üôé ãéá
äýï ïðïéáäÞðïôå åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÃÄ êáé ÁÂ õðÜñ÷åé Ýíáò
èåôéêüò áñéèìüò ñ (ü÷é áðáñáßôçôá öõóéêüò), þóôå ÃÄ = ñÁÂ.
¸ôóé, áí èåùñÞóïõìå ùò ìïíÜäá ìÞêïõò ôï ÁÂ, ôüôå ï áñéèìüò
ñ ëÝãåôáé ìÞêïò ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÃÄ.

� Áðüóôáóç äýï óçìåßùí 

¸óôù äýï óçìåßá Á,Â (ó÷.14). Ôï ìÞêïò ôïõ åõèýãñáììïõ
ôìÞìáôïò ÁÂ ëÝãåôáé áðüóôáóç ôùí óçìåßùí Á êáé Â.

2.10 Óçìåßá óõììåôñéêÜ ùò ðñïò êÝíôñï

¸óôù Ï óçìåßï ôïõ åðéðÝäïõ. Ôüôå ãéá êÜèå óçìåßï Á, õðÜñ÷åé
ìïíáäéêü óçìåßï Â ôÝôïéï, þóôå ôï Ï íá åßíáé ôï ìÝóï ôïõ ÁÂ.
ÐñÜãìáôé áñêåß íá ðñïåêôåßíïõìå ôï ôìÞìá ÁÏ êáé óôçí
çìéåõèåßá Ïx íá ðÜñïõìå ôìÞìá ÏÂ = ÏÁ (ó÷.15). Ôï óçìåßï
Â ëÝãåôáé óõììåôñéêü ôïõ Á ùò ðñïò Ï. Ðñïöáíþò êáé ôï Á
åßíáé óõììåôñéêü ôïõ Â ùò ðñïò ôï Ï. Tá óçìåßá Á êáé Â
ëÝãïíôáé óõììåôñéêÜ óçìåßá ùò ðñïò êÝíôñï óõììåôñßáò ôï
óçìåßï Ï. Ðáñáôçñïýìå üôé ôá Üêñá åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞ-
ìáôïò åßíáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôï ìÝóï ôïõ.

13
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Ó÷Þìá 14

ÓÇÌÅÉÙÓÇ

Ôï ìÞêïò ôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ èá
óõìâïëßæåôáé ìå (ÁÂ) Þ áðëïý-
óôåñá ìå ÁÂ, üôáí äåí õðÜñ÷åé
ðåñßðôùóç óýã÷õóçò.

Ó÷Þìá 15

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Äýï äéáöïñåôéêÝò åõèåßåò ìðïñåß íá Ý÷ïõí:
i) êáíÝíá êïéíü óçìåßï ii) Ýíá êïéíü óçìåßï
iii) äýï êïéíÜ óçìåßá iv) Üðåéñá êïéíÜ óçìåßá
ÁéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.
2. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá ðïéåò çìéåõèåßåò ïñßæïíôáé:
i) ìå áñ÷Þ ôï Á,
ii) ìå áñ÷Þ ôï Â.

Ðïéåò áðü áõôÝò åßíáé áíôéêåßìåíåò;

3. Ôá óçìåßá Á,Â,Ã êáé Ä åßíáé óõíåõèåéáêÜ. Áí ôï Â
åßíáé ìåôáîý ôùí Á, Ã êáé ôï Ã ìåôáîý ôùí Á, Ä, íá äé-
êáéïëïãÞóåôå ãéáôß ôï Ã åßíáé ìåôáîý ôùí Â, Ä.

4. Ïé çìéåõèåßåò Ox´ êáé Ox ôïõ ðáñáêÜôù ó÷Þìáôïò
åßíáé áíôéêåßìåíåò;

5. Ðüóåò åõèåßåò ïñßæïõí ôñßá äéáöïñåôéêÜ óçìåßá;
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Ãùíßåò

2.11 Çìéåðßðåäá

Ãéá ôï åðßðåäï äå÷üìáóôå üôé: 
ÊÜèå åõèåßá å åíüò åðéðÝäïõ Ð ÷ùñßæåé ôï åðßðåäï áõôü óå
äýï ìÝñç Ð1 êáé Ð2, ôá ïðïßá âñßóêïíôáé åêáôÝñùèåí áõôÞò.

Ôá óçìåßá ôïõ Ð1, ìáæß ìå ôá óçìåßá ôçò å (ó÷.16) áðïôåëïýí

Ýíá ó÷Þìá ðïõ ëÝãåôáé çìéåðßðåäï.

Ãéá íá êáèïñéóèåß Ýíá çìéåðßðåäï, áñêåß íá îÝñïõìå, åêôüò
áðü ôçí åõèåßá å, Ýíá áêüìá óçìåßï ôïõ. ¸óôù Á áõôü ôï óç-
ìåßï (ó÷.16), ôüôå ôï Ð1 óõìâïëßæåôáé êáé (å,Á). ¼ìïéá ôï Ð2

óõìâïëßæåôáé (å,Â). 
Ãéá ôá çìéåðßðåäá Ð1 êáé Ð2 äå÷üìáóôå üôé:

Áí äýï óçìåßá ôïõ åðéðÝäïõ âñßóêïíôáé åêáôÝñùèåí ìßáò
åõèåßáò å, ôüôå ç åõèåßá å ôÝìíåé ôï åõèýãñáììï ôìÞìá
ðïõ ïñßæïõí ôá äýï óçìåßá.

¸ôóé ç å ôÝìíåé ôï ÁÂ óôï óçìåßï Ã, ðïõ âñßóêåôáé ìåôáîý
ôùí Á êáé Â, åíþ äåí ôÝìíåé ôï ÄÆ (ó÷.16).

14

ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

Ó÷Þìá 16

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá ãñÜøåôå ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá ðïõ ïñßæïíôáé
áðü üëá ôá óçìåßá ôùí ðáñáêÜôù ó÷çìÜôùí:

2. Ó÷åäéÜóôå ôñåéò åõèåßåò, ïé ïðïßåò íá ôÝìíïíôáé áíÜ
äõï, ÷ùñßò íá äéÝñ÷ïíôáé üëåò áðü ôï ßäéï óçìåßï êáé
âñåßôå: i) ðüóá åßíáé ôá óçìåßá ôïìÞò ôùí åõèåéþí, ii)
ðüóåò çìéåõèåßåò êáé ðüóá åõèýãñáììá ôìÞìáôá ïñßæï-
íôáé.
3. Óå åõèåßá å ðáßñíïõìå ôá äéáäï÷éêÜ óçìåßá Á, Â, Ã
êáé Ä þóôå ÁÂ = ÃÄ. Íá äéêáéïëïãÞóåôå üôé ÁÃ = ÂÄ.
4. Óå åõèåßá å ðáßñíïõìå ôá äéáäï÷éêÜ óçìåßá Á, Â êáé
Ã. Áí Ì êáé Í ôá ìÝóá ôùí ÁÂ êáé ÂÃ áíôßóôïé÷á, íá
äéêáéïëïãÞóåôå üôé ÁÃ = 2ÌÍ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Óå åõèåßá å ðáßñíïõìå ôá äéáäï÷éêÜ åõèýãñáììá
ôìÞìáôá ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ. Áí  Å, Æ åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÁÂ êáé
ÃÄ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé:

i) , ii) AÃ+ÂÄ=ÁÄ+ÂÃ.

2. Óå åõèåßá å èåùñïýìå ôìÞìá ÁÂ,  ôï ìÝóï ôïõ Ì, Ã
ôõ÷áßï åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ ôìÞìáôïò ÌÂ êáé Ä ôõ-
÷áßï óçìåßï åîùôåñéêü ôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ. Íá áðïäåß-
îåôå üôé:

i) , ii) .

3. i) Íá áðïäåßîåôå üôé ãéá êÜèå ôñéÜäá óõíåõèåéáêþí
óçìåßùí Á,Â,Ã, éó÷ýåé ÁÂ # ÁÃ+ÃÂ.

4. ii) Áí ôá óçìåßá Á, Â, Ã, Ä åßíáé óõíåõèåéáêÜ, íá
áðïäåßîåôå üôé ÁÄ # ÁÃ+ÃÂ+ÂÄ.

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Áí  Á,Â,Ã  åßíáé ôñßá óõíåõèåéáêÜ óçìåßá êáé Ä, Å
ôá ìÝóá ôùí ÁÂ, ÁÃ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé 

ÄÅ = }
Â

2

Ã
} .

2. Áðü ìéá ðåñéï÷Þ äéÝñ÷ïíôáé ôÝóóåñéò åõèåßåò ïäïß,
Ýôóé þóôå áíÜ äýï íá äéáóôáõñþíïíôáé êáé áíÜ ôñåéò
íá ìç äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï. Ç ôñï÷áßá ãéá íá
äéåõêïëýíåé ôçí êßíçóç èÝëåé íá ôïðïèåôÞóåé Ýíáí
ôñï÷ïíüìï óå êÜèå äéáóôáýñùóç. Ðüóïé ôñï÷ïíüìïé
÷ñåéÜæïíôáé; Íá åîåôáóèåß ôï ßäéï ðñüâëçìá ãéá í
äñüìïõò (í $ 2).

ÄÌ
ÄÁ ÄÂ

=
+
2

ÃÌ
ÃÁ ÃÂ

=
-
2

ÅÆ
ÁÄ ÂÃ

=
+
2
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2.12 Ç ãùíßá

Áðü ôõ÷áßï óçìåßï Ï åíüò åðéðÝäïõ öÝñïõìå äýï çìéåõèåßåò
Ïx êáé Ïy (ó÷.17), ïé ïðïßåò äåí Ý÷ïõí ôïí ßäéï öïñÝá.
¸óôù óçìåßá Á, Â ôùí çìéåõèåéþí Ox, Oy áíôßóôïé÷á. Ôï ó÷Þìá
ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôá êïéíÜ óçìåßá ôùí çìéåðéðÝäùí (Ox, B) êáé
(Oy, A) ëÝãåôáé êõñôÞ ãùíßá ìå êïñõöÞ Ï êáé ðëåõñÝò Ïx êáé Ïy.
Óõìâïëßæåôáé ìå xÔy Þ yÔx Þ Ô Þ AÔB Þ BÔA (ó÷.17) êáé
åßíáé öáíåñü üôé êáèïñßæåôáé áðü ôéò ðëåõñÝò ôçò.
Ôá óçìåßá ôïõ åðéðÝäïõ, ðïõ äåí áíÞêïõí óôçí êõñôÞ ãùíßá
xÔy, ìáæß ìå ôá óçìåßá ôùí çìéåõèåéþí Ïx êáé Oy ëÝãåôáé ìç
êõñôÞ ãùíßá ìå êïñõöÞ Ï êáé ðëåõñÝò Ox êáé Oy. 
Ôá óçìåßá ìßáò ãùíßáò, ðïõ äåí áíÞêïõí óôéò ðëåõñÝò ôçò ëÝãï-
íôáé åóùôåñéêÜ óçìåßá ôçò êáé áðïôåëïýí ôï åóùôåñéêü ôçò ãù-
íßáò. Ôá óçìåßá ðïõ äåí áíÞêïõí óôç ãùíßá ëÝãïíôáé åîùôåñéêÜ
óçìåßá ôçò êáé áðïôåëïýí ôï åîùôåñéêü ôçò ãùíßáò.
Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ ïé çìéåõèåßåò Ïx êáé Ïy Ý÷ïõí ôïí
ßäéï öïñÝá ôüôå:
� Áí ïé çìéåõèåßåò Ïx êáé Ïy ôáõôßæïíôáé, ôüôå ïñßæïõí ìßá

ìüíï çìéåõèåßá Ïx (ó÷.18) êáé ç êõñôÞ ãùíßá xÔy ëÝãåôáé
ìçäåíéêÞ ãùíßá, åíþ ç ìç êõñôÞ ãùíßá xÔy ôáõôßæåôáé ìå
üëï ôï åðßðåäï (ó÷.19) êáé ëÝãåôáé ðëÞñçò ãùíßá.

� Aí ïé çìéåõèåßåò Ïx, Oy åßíáé áíôéêåßìåíåò (ó÷.20), ôüôå
êáèÝíá áðü ôá äýï çìéåðßðåäá ðïõ ïñßæåé ç åõèåßá xy ëÝ-
ãåôáé åõèåßá ãùíßá.

Óôá åðüìåíá, üôáí èá ëÝìå áðëþò ãùíßá, èá åííïïýìå êõñôÞ ãùíßá.

2.13  Óýãêñéóç ãùíéþí

Áò èåùñÞóïõìå äýï ãùíßåò AÔB êáé AÔB´ ðïõ Ý÷ïõí êïéíÞ
êïñõöÞ Ï, ôçí ÏÁ êïéíÞ ðëåõñÜ êáé ôéò ÏÂ, ÏÂ´ ðñïò ôï ßäéï
çìéåðßðåäï ùò ðñïò ôï öïñÝá ôçò ÏÁ (ó÷.21á). Ôüôå:
(i) Áí ïé ðëåõñÝò ÏÂ êáé ÏÂ´ óõìðßðôïõí, ëÝìå üôé ïé ãùíßåò
åßíáé ßóåò êáé ãñÜöïõìå AÔB = AÔB´.
(ii) Áí ç ðëåõñÜ ÏÂ´ âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü ôçò ãùíßáò
AO

^
B, ëÝìå üôé ç ãùíßá AÔB´ åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôç ãùíßá

AÔB êáé ãñÜöïõìå AÔB´,AÔB.
(iii) Áí ç ðëåõñÜ ÏÂ´ âñßóêåôáé åêôüò ôçò ãùíßáò AÔB, ëÝìå
üôé ç ãùíßá AÔB´ åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôç ãùíßá AÔB êáé
ãñÜöïõìå AÔB´.AÔB.
Ãéá íá óõãêñßíïõìå äýï ãùíßåò AÔB êáé ÃÊ̂Ä ðïõ âñßóêïíôáé
óå ôõ÷áßá èÝóç ìåôáôïðßæïõìå ôçí ÃÊ̂Ä Ýôóé þóôå, ç êïñõöÞ
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ôçò Ê íá ôáõôéóèåß ìå ôï Ï êáé ç ìßá ôçò ðëåõñÜ ÃÊ íá óõ-
ìðÝóåé ìå ôçí ðëåõñÜ ÏÁ ôçò ãùíßáò AÔB.
Ôüôå Ý÷ïõìå ôéò åîÞò ðåñéðôþóåéò:
� Áí ç ðëåõñÜ ÊÄ óõìðßðôåé ìå ôçí ÏÂ, ôüôå ïé ãùíßåò åßíáé
ßóåò: AÔB = ÃÊ̂Ä (ó÷.21â)
� Áí ç ðëåõñÜ ÊÄ âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü ôçò ãùíßáò AÔB, ôü-
ôå ç ãùíßá ÃÊ̂Ä åßíáé ìéêñüôåñç ôçò AÔB:ÃÊ̂Ä < AÔB (ó÷.21ã). 
� Áí ç ðëåõñÜ ÊÄ âñßóêåôáé óôï åîùôåñéêü ôçò ãùíßáò AÔB,
ôüôå ç ãùíßá ÃÊ̂Ä åßíáé ìåãáëýôåñç ôçò AÔB: ÃÊ̂Ä > AÔB
(ó÷.21ä).

Äé÷ïôüìïò ãùíßáò

Äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò xÔy ëÝãåôáé ç çìéåõèåßá Ïä, ðïõ âñß-
óêåôáé óôï åóùôåñéêü ôçò ãùíßáò êáé ôç ÷ùñßæåé óå äýï ßóåò
ãùíßåò, äçëáäÞ xÔä = äÔy (ó÷.22).
Äå÷üìáóôå üôé êÜèå ãùíßá Ý÷åé ìïíáäéêÞ äé÷ïôüìï.

ÊÜèåôåò åõèåßåò - Åßäç ãùíéþí

¸óôù xÔy ìéá åõèåßá ãùíßá êáé Ïä ç äé÷ïôüìïò ôçò (ó÷.23).
Êáèåìßá áðü ôéò ßóåò ãùíßåò xÔä êáé äÔy ðïõ ðñïêýðôïõí ëÝ-
ãåôáé ïñèÞ ãùíßá, êáé èá ôç óõìâïëßæïõìå z.
Ïé öïñåßò ôùí ðëåõñþí ìßáò ïñèÞò ãùíßáò ïíïìÜæïíôáé åõèåß-
åò êÜèåôåò ìåôáîý ôïõò. Äýï êÜèåôåò åõèåßåò å1, å2 ôéò óõìâï-

ëßæïõìå ìå å1^å2 (ó÷.24).

Ìéá êõñôÞ ãùíßá èá ëÝãåôáé ïîåßá áí åßíáé ìéêñüôåñç áðü
ïñèÞ ãùíßá, åíþ èá ëÝãåôáé áìâëåßá áí åßíáé ìåãáëýôåñç áðü
ïñèÞ ãùíßá (ó÷.25).

2.14  Åõèåßá êÜèåôç áðü óçìåßï óå åõèåßá

Áò èåùñÞóïõìå åõèåßá x´x êáé Ýíá óçìåßï Á (ó÷.26). 
Aí ôï Á åßíáé óçìåßï ôçò åõèåßáò êáé Áä ç äé÷ïôüìïò ôçò åõ-
èåßáò ãùíßáò xÁ^ x´, ôüôå áðü ôïí ïñéóìü ôçò ïñèÞò ãùíßáò
ðñïêýðôåé üôé Áä^x´x. 
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Áí õðïèÝóïõìå üôé êáé ìéá Üëëç åõèåßá Áz (ó÷.26), äéáöïñåôé-
êÞ ôçò Áä, åßíáé êÜèåôç óôçí xx´, ôüôå èá åßíáé xÁ^ z = zÁ^ x´=1z,
äçëáäÞ ç Áz åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò xÁ^ x´. Aõôü, üìùò, åßíáé Üôïðï,
ãéáôß ç äé÷ïôüìïò åßíáé ìïíáäéêÞ. Áðïäåßîáìå ëïéðüí üôé:

Áðü êÜèå óçìåßï åõèåßáò Üãåôáé ìßá ìüíï êÜèåôïò óå áõôÞ.

Ôï ßäéï óõìâáßíåé (ó÷.27) üôáí ôï Á äåí åßíáé óçìåßï ôçò åõ-
èåßáò. Ìðïñïýìå ëïéðüí íá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí ýðáñîç êáé ôç
ìïíáäéêüôçôá ôçò êáèÝôïõ, Ýííïéåò ôéò ïðïßåò èá äéáðñáãìá-
ôåõèïýìå ìå ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò ðáñáêÜôù (âë. §.3.5),
üðïõ êáé èá ãßíåé ç êáôáóêåõÞ ôçò êáèÝôïõ ìå ÷ñÞóç êáíüíá
êáé äéáâÞôç.
Ôï ìÞêïò ôïõ ìïíáäéêïý êÜèåôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÏ
ðïõ Üãåôáé áðü ôï óçìåßï Á óôçí åõèåßá x´x ëÝãåôáé áðüóôá-
óç ôïõ óçìåßïõ Á áðü ôçí åõèåßá x´x (ó÷.27).

� ÌåóïêÜèåôïò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò � Óçìåßá óõììå-
ôñéêÜ ùò ðñïò Üîïíá

Ç åõèåßá å ðïõ åßíáé êÜèåôç óôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ êáé
äéÝñ÷åôáé áðü ôï ìÝóï ôïõ ëÝãåôáé ìåóïêÜèåôïò ôïõ åõèý-
ãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ (ó÷.28).

Ôá óçìåßá Á, Â ëÝãïíôáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôçí åõèåßá å. Ç
åõèåßá å ëÝãåôáé Üîïíáò óõììåôñßáò. 
Ãéá íá âñïýìå åðïìÝíùò ôï óõììåôñéêü åíüò óçìåßïõ Ì ùò
ðñïò ìéá åõèåßá å, öÝñïõìå ôï êÜèåôï ôìÞìá áðü ôï Ì ðñïò
ôçí åõèåßá êáé ðñïåêôåßíïõìå êáôÜ ßóï ôìÞìá. Ôï Üêñï Ì´ ôçò
ðñïÝêôáóçò áõôÞò åßíáé ôï óõììåôñéêü ôïõ Ì (ó÷.29).
Ôï óõììåôñéêü ùò ðñïò ôçí åõèåßá å êÜèå óçìåßïõ ôçò ïñßæå-
ôáé íá åßíáé ôï ßäéï ôï óçìåßï.

2.15 ÐñÜîåéò ìåôáîý ãùíéþí

� ÅöåîÞò ãùíßåò
Äýï ãùíßåò ëÝãïíôáé åöåîÞò, áí Ý÷ïõí êïéíÞ êïñõöÞ, ìßá
ðëåõñÜ êïéíÞ êáé ôéò ìç êïéíÝò ðëåõñÝò åêáôÝñùèåí ôçò êïé-
íÞò, ð.÷. ïé ãùíßåò xO^ y êáé yO^ z (ó÷.30) åßíáé åöåîÞò.
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Ç ãùíßá ÁÏ
^
Â (ó÷. 31) åßíáé åöåîÞò ìå ôç ÂÏ

^
Ã, êáé ç ÂÏ

^
Ã

åßíáé åöåîÞò ìå ôç ÃÏ
^
Ä. Ïé ãùíßåò ÁÏ

^
Â, ÂÏ

^
Ã, ÃÏ

^
Ä ëÝãïíôáé

äéáäï÷éêÝò.

� Ðñüóèåóç ãùíéþí - Ãéíüìåíï ãùíßáò åðß öõóéêü áñéèìü

(i) ¢èñïéóìá äýï åöåîÞò ãùíéþí ÁÏ
^
Â êáé ÂÏ

^
Ã ëÝãåôáé ç

ãùíßá ÁÏ
^
Ã ìå ðëåõñÝò ôéò äýï ìç êïéíÝò ðëåõñÝò ôùí åöåîÞò

ãùíéþí (ó÷.31).

Áí ïé ãùíßåò äåí åßíáé åöåîÞò ôéò ìåôáôïðßæïõìå þóôå íá
ãßíïõí. Áí Ý÷ïõìå ðáñáðÜíù áðü äýï ãùíßåò, ôéò êáèéóôïýìå
äéáäï÷éêÝò, ð.÷. ÁÏ

^
Ä = ÁÏ

^
Â+ÂÏ

^
Ã+ÃÏ

^
Ä (ó÷.31).

(ii) ¸óôù ÁÏ
^
Â > ÃÅ

^
Ä (ó÷.32). Ìåôáôïðßæïõìå ôç ãùíßá ÃÅ

^
Ä,

þóôå ç ðëåõñÜ ôçò ÅÃ íá óõìðÝóåé ìå ôçí ÏÁ åíþ ç ðëåõñÜ
ôçò ÅÄ ìåôáôïðßæåôáé óå çìéåõèåßá ÏÆ óôï åóùôåñéêü ôçò
ÁÏ

^
Â (ó÷.32). Ç ãùíßá ÆÏ

^
Â ëÝãåôáé äéáöïñÜ ôçò ãùíßáò ÃÅ

^
Ä

áðü ôçí ÁÏ
^
Â êáé óõìâïëßæåôáé ÁÏ

^
Â�ÃÅ

^
Ä. Åßíáé öáíåñü üôé

ÃÅ
^
Ä+ÆÏ

^
Â = ÁÏ

^
Â.

Ç äéáöïñÜ äýï ßóùí ãùíéþí åßíáé ç ìçäåíéêÞ ãùíßá.
(iii) Ãéíüìåíï ôçò ãùíßáò ÁÏ

^
Â åðß ôï öõóéêü áñéèìü í ïíïìÜ-

æåôáé ôï Üèñïéóìá í äéáäï÷éêþí ãùíéþí ßóùí ìå ÁÏ
^
Â.

ÃñÜöïõìå ,

ð.÷. ÁÏ
^
Ä = ÁÏ

^
Â+ÂÏ

^
Ã+ÃÏ

^
Ä = 3ÁÏ

^
Â Þ éóïäýíáìá 

ÁÏ
^
Â = }

ÁÏ

3

^
Ä

} (ó÷.33).

2.16 AðëÝò ó÷Ýóåéò ãùíéþí

� ÓõìðëçñùìáôéêÝò ãùíßåò

Äýï ãùíßåò ëÝãïíôáé óõìðëçñùìáôéêÝò áí Ý÷ïõí Üèñïéóìá
ìßá ïñèÞ ãùíßá. Êáèåìßá áðü áõôÝò ëÝãåôáé êáé óõìðëÞñùìá
ôçò Üëëçò, ð.÷. ïé ãùíßåò ÁÏ

^
Â êáé ÂÏ

^
Ã (ó÷.34) åßíáé óõìðëç-

ñùìáôéêÝò.

� ÐáñáðëçñùìáôéêÝò ãùíßåò

Äýï ãùíßåò ëÝãïíôáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò áí Ý÷ïõí Üèñïéóìá
ìéá åõèåßá ãùíßá. Êáèåìßá áðü áõôÝò ëÝãåôáé êáé ðáñáðëÞ-
ñùìá ôçò Üëëçò (ó÷.35). 

í ÁÏÂ ÁÏÂ ÁÏÂ ÁÏÂ
í ïñïé

× = + + +
¢

$ $ $ ... $
1 24444 34444
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Ðñïöáíþò ôá ðáñáðëçñþìáôá Þ óõìðëçñþìáôá ôçò ßäéáò
ãùíßáò (Þ ßóùí ãùíéþí) åßíáé ßóåò ãùíßåò.

Áðüäåéîç 
Áí ïé åöåîÞò ãùíßåò ÁÏ

^
Â, ÂÏ

^
Ã (ó÷.35) åßíáé ðáñáðëçñùìá-

ôéêÝò, ôï ÜèñïéóìÜ ôïõò ÁÏ
^
Ã åßíáé ìßá åõèåßá ãùíßá. ÅðïìÝ-

íùò, áðü ôïí ïñéóìü ôçò åõèåßáò ãùíßáò ïé ðëåõñÝò ÏÁ êáé
ÏÃ åßíáé áíôéêåßìåíåò çìéåõèåßåò.
Áíôßóôñïöá. Áí ïé åöåîÞò ãùíßåò ÁÏ

^
Â, ÂÏ

^
Ã (ó÷.35) Ý÷ïõí

ôéò ìç êïéíÝò ðëåõñÝò ôïõò áíôéêåßìåíåò çìéåõèåßåò, ôüôå áðü
ôïí ïñéóìü ôïõ áèñïßóìáôïò äýï ãùíéþí ðñïêýðôåé üôé ôï
Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí ÁÏ

^
Â êáé ÂÏ

^
Ã åßíáé ç åõèåßá ãùíßá

ÁÏ
^
Ã. ¢ñá, ïé ãùíßåò ÁÏ

^
Â êáé ÂÏ

^
Ã åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

� ÊáôáêïñõöÞí ãùíßåò

Äýï ãùíßåò ëÝãïíôáé êáôáêïñõöÞí, áí Ý÷ïõí êïéíÞ êïñõöÞ
êáé ïé ðëåõñÝò ôçò ìßáò åßíáé ðñïåêôÜóåéò ôùí ðëåõñþí ôçò
Üëëçò. 
Ð.÷. ïé ãùíßåò xO^ y êáé x´O^ y´ êáèþò êáé ïé ãùíßåò yO^ x´ êáé
xO^ y´ åßíáé êáôáêïñõöÞí (ó÷.36).

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôéò êáôáêïñõöÞí ãùíßåò xO^ y êáé x´O^ y´ (ó÷.36).
Ðáñáôçñïýìå üôé ïé äýï ãùíßåò åßíáé ßóåò ùò ðáñáðëçñþìáôá
ôçò ßäéáò ãùíßáò yO^ x´.
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Äýï åöåîÞò êáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò ãùíßåò Ý÷ïõí ôéò
ìç êïéíÝò ðëåõñÝò ôïõò áíôéêåßìåíåò çìéåõèåßåò êáé
áíôßóôñïöá.

Èåþñçìá

Ó÷Þìá 35

Ó×ÏËÉÏ
Áíôßóôñïöá ÈåùñÞìáôá ëÝãïíôáé
áõôÜ óôá ïðïßá ç õðüèåóç ôïõ åíüò
åßíáé óõìðÝñáóìá ôïõ Üëëïõ. ¼ôáí
áðïäåßîïõìå Ýíá èåþñçìá (åõèåßá
ðñüôáóç) äåí ðñïêýðôåé üôé êáé ôï
áíôßóôñïöï åßíáé áëçèÝò, ð.÷.:
Åõèåßá Ðñüôáóç: Aí äýï ãùíßåò åß-
íáé ïñèÝò, ôüôå åßíáé ßóåò.
Áíôßóôñïöç Ðñüôáóç: Áí äýï ãù-
íßåò åßíáé ßóåò, ôüôå åßíáé ïñèÝò. Ðñï-
öáíþò ç ðñüôáóç áõôÞ äåí áëçèåýåé.

Ïé êáôáêïñõöÞí ãùíßåò åßíáé ßóåò.

Èåþñçìá I

Ó÷Þìá 36

Ç ðñïÝêôáóç ôçò äé÷ïôüìïõ ìéáò ãùíßáò åßíáé äé÷ï-
ôüìïò ôçò êáôáêïñõöÞí ôçò ãùíßáò.

Èåþñçìá II
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Áðüäåéîç
¸óôù ïé êáôáêïñõöÞí ãùíßåò xO^ y êáé x´O^ y´êáé ç äé÷ïôüìïò
Ïä ôçò xO^ y. Ôüôå äO^ x = äO^ y.
Áí Ïä´ åßíáé ç ðñïÝêôáóç ôçò Ïä, ôüôå O^ 1 = äO^ x êáé O^ 2 = äO^ y

(ùò êáôáêïñõöÞí) .
¢ñá O^ 1 = O^ 2, äçëáäÞ ç Ïä´ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò x´O^ y´.

Áðüäåéîç
¸óôù ÁÏ

^
Â êáé ÂÏ

^
Ã äýï åöåîÞò êáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò ãù-

íßåò êáé ÏÄ, ÏÅ ïé äé÷ïôüìïé ôïõò (ó÷.38).
Ôüôå ÁÏ

^
Â+ÂÏ

^
Ã = 2z Þ 2ÄÏ

^
Â+2ÂÏ

^
Å = 2z Þ 

ÄÏ
^
Â+ÂÏ

^
Å = 1z Þ ÄÏ

^
Å = 1z. ¢ñá ÏÄ^ÏÅ.
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Ó÷Þìá 37

Ïé äé÷ïôüìïé äýï åöåîÞò êáé ðáñáðëçñùìáôéêþí ãù-
íéþí åßíáé êÜèåôåò.

Èåþñçìá III

Ó÷Þìá 38

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Ðïéï åßíáé ôï óõììåôñéêü 
ôïõ óçìåßïõ Á ùò ðñïò:

i) ôçí åõèåßá å1 ,

ii) ôçí åõèåßá å2 ,

iii) ôï óçìåßï Ì.
ÁéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.
2. Óôï äéðëáíü ó÷Þìá íá âñåß-
ôå ôéò ïîåßåò, ôéò ïñèÝò êáé ôéò
áìâëåßåò ãùíßåò ðïõ õðÜñ-
÷ïõí.
3. Íá ãñÜøåôå ôñßá æåýãç åöå-
îÞò êáé ðáñáðëçñùìáôéêþí
ãùíéþí ðïõ õðÜñ÷ïõí óôï äé-
ðëáíü ó÷Þìá.

4. i) Oé ãùíßåò AO
^
B êáé ÃO

^
Ä

åßíáé åöåîÞò;

ii) Ïé ãùíßåò AO
^
Ã êáé AO

^
B åßíáé äéáäï÷éêÝò;

ÁéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

5. ÕðÜñ÷åé ðåñßðôùóç ç óõìðëçñùìáôéêÞ ìéáò ãùíßáò
íá åßíáé ßóç ìå ôçí ðáñáðëçñùìáôéêÞ ôçò;

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Èåùñïýìå ôñåéò äéáäï÷éêÝò ãùíßåò xO^y, yO^z êáé

zO^t, þóôå xO^z = yO^t. 

Íá äéêáéïëïãÞóåôå üôé xO^y = zO^t.

2. Íá õðïëïãßóåôå, óå ìÝñç ïñèÞò, ôç ãùíßá ù ôïõ ðá-
ñáêÜôù ó÷Þìáôïò.

3. ¸íá ñïëüé ôïß÷ïõ äåß÷íåé åííÝá ç þñá áêñéâþò. Ôé
ãùíßá ó÷çìáôßæïõí ïé äåßêôåò ôïõ ñïëïãéïý; ÌåôÜ áðü
ðüóåò þñåò (öõóéêü áñéèìü) ïé äåßêôåò ôïõ ñïëïãéïý
èá ó÷çìáôßæïõí ßóç ãùíßá;

ÁðïäåéêôéêÝò áóêÞóåéò
1. Íá áðïäåßîåôå üôé ïé äé÷ïôüìïé äýï åöåîÞò ãùíéþí
ó÷çìáôßæïõí ãùíßá ßóç ìå ôï çìéÜèñïéóìá ôùí ãùíéþí
áõôþí.
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Êýêëïò

2.17 ¸ííïéá êáé óôïé÷åßá ôïõ êýêëïõ

Èåùñïýìå Ýíá óôáèåñü óçìåßï Ï êáé Ýíá ôìÞìá ÊË = ñ
(ó÷.39).
Êýêëïò ìå êÝíôñï Ï êáé áêôßíá ñ ëÝãåôáé ôï åðßðåäï ó÷Þìá ôïõ
ïðïßïõ üëá ôá óçìåßá áðÝ÷ïõí áðü ôï Ï áðüóôáóç ßóç ìå ñ.
Äå÷üìáóôå üôé ï êýêëïò åßíáé ìßá êëåéóôÞ ãñáììÞ ÷ùñßò äéá-
êïðÝò êáé êåíÜ. ¸íáò êýêëïò ìå êÝíôñï Ï êáé áêôßíá ñ óõì-
âïëßæåôáé ìå (Ï,ñ) Þ ìå (Ï) áí äåí åßíáé áðáñáßôçôç ç áíáöï-
ñÜ ôçò áêôßíáò êáé ó÷åäéÜæåôáé ìå ôï ãíùóôü ìáò äéáâÞôç
(ó÷.40). ÊÜèå ôìÞìá ÏÌ , üðïõ Ì óçìåßï ôïõ êýêëïõ (Ï,ñ)
(ó÷.40), ëÝãåôáé åðßóçò áêôßíá ôïõ êýêëïõ.
Ãéá ôá óçìåßá Ì åíüò êýêëïõ (Ï,ñ) êáé ìüíï ãé� áõôÜ éó÷ýåé
ÏÌ=ñ. Ç éóüôçôá áõôÞ åßíáé, åðïìÝíùò, «÷áñáêôçñéóôéêÞ»
ãéá ôá óçìåßá ôïõ.
Ôï óýíïëï üëùí ôùí óçìåßùí ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ Ý÷ïõí ìéá
(êïéíÞ) ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá ëÝãåôáé ãåùìåôñéêüò ôüðïò.
¸ôóé ï êýêëïò (Ï,ñ) åßíáé ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí Ì
ôïõ åðéðÝäïõ ãéá ôá ïðïßá, êáé ìüíï ãé� áõôÜ, éó÷ýåé ÏÌ = ñ.

� Ôüîá - ×ïñäÝò

Áò èåùñÞóïõìå Ýíáí êýêëï, êÝíôñïõ Ï êáé äýï óçìåßá ôïõ Á
êáé Â (ó÷.41á). Ôá óçìåßá áõôÜ ÷ùñßæïõí ôïí êýêëï óå äýï ìÝ-
ñç. Ôï Ýíá âñßóêåôáé óôï çìéåðßðåäï Ð1, ðïõ ïñßæåé ç åõèåßá

ÁÂ, êáé ôï Üëëï óôï Ð2.
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2. Èåùñïýìå êõñôÞ ãùíßá ÁO^Â, ôç äé÷ïôüìï ôçò ÏÄ

êáé ôõ÷áßá çìéåõèåßá ÏÃ åóùôåñéêÞ ôçò ãùíßáò Á¢O^Â,
üðïõ ÏÁ¢ ç áíôéêåßìåíç çìéåõèåßá ôçò ÏÁ. Íá áðï-

äåßîåôå üôé ÃO^Ä = }
ÃO^Á+

2

ÃO^Â
} .

3. Èåùñïýìå êõñôÞ ãùíßá ÁO^Â, ôç äé÷ïôüìï ôçò ÏÄ

êáé ôõ÷áßá çìéåõèåßá ÏÃ åóùôåñéêÞ ôçò ãùíßáò ÄO^Â.

Íá áðïäåßîåôå üôé ÃO^Ä = }
ÃO^Á �

2

ÃO^Â
} .

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Äßíïíôáé ïé äéáäï÷éêÝò ãùíßåò ÁO^Â, BO^Ã, ÃO^Ä ìå
Üèñïéóìá ìéêñüôåñï áðü äýï ïñèÝò. Áí Ïx, Ïy åßíáé ïé

äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí ÁO^Â, ÃO^Ä áíôßóôïé÷á, íá áðï-

äåßîåôå üôé xO^y = }
AO^Ä+

2

ÂO^Ã
} .

2. Èåùñïýìå áìâëåßá ãùíßá ÁO^Â êáé óôï åóùôåñéêü
ôçò ôçí çìéåõèåßá ÏÃ^ÏÁ.  Áí ÏÄ, ÏÅ ïé äé÷ïôüìïé

ôùí ãùíéþí ÁO^Â êáé BO^Ã áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå

üôé ÄO^Å = }
1

2
} z.

Ó÷Þìá 39

Ó÷Þìá 40
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ÊáèÝíá áðü ôá ìÝñç áõôÜ ëÝãåôáé ôüîï ôïõ êýêëïõ ìå Üêñá
Á êáé Â êáé óõìâïëßæåôáé ìå Á

C
Â. ÊÜèå óçìåßï åíüò ôüîïõ,

äéáöïñåôéêü áðü ôá Üêñá ôïõ ëÝãåôáé åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ
ôüîïõ. Ãéá íá áíáöåñèïýìå óôï Ýíá áðü ôá ôüîá ìå Üêñá ôá
Á êáé Â, ÷ñçóéìïðïéïýìå êáé Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï. ¸ôóé, ôá
ôüîá ôïõ ó÷.41á ìå Üêñá Á,Â óõìâïëßæïíôáé ìå Á

C
ÃÂ ôï Ýíá

êáé ìå Á
C
ÄÂ ôï Üëëï.

Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ (ó÷.41â) ðïõ ïñßæåôáé áðü ôá Üêñá
Á,Â åíüò ôüîïõ ëÝãåôáé ÷ïñäÞ ôïõ ôüîïõ. Ç ÷ïñäÞ åíüò ôüîïõ
ëÝãåôáé êáé ÷ïñäÞ ôïõ êýêëïõ.
To ìïíáäéêü êÜèåôï ôìÞìá ÏÊ (ó÷.41â) ðïõ Üãåôáé áðü ôï
êÝíôñï Ï ðñïò ôç ÷ïñäÞ ÁÂ ëÝãåôáé áðüóôçìá ôçò ÷ïñäÞò.
Ìéá ÷ïñäÞ ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï êÝíôñï ôïõ êýêëïõ ëÝãåôáé
äéÜìåôñïò ôïõ êýêëïõ.
Ôá Üêñá ìéáò äéáìÝôñïõ ëÝãïíôáé áíôéäéáìåôñéêÜ óçìåßá ôïõ
êýêëïõ. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï ôìÞìá ÅÆ (ó÷. 41â) åßíáé ìéá äéÜ-
ìåôñïò ôïõ êýêëïõ êáé ôá óçìåßá Å, Æ åßíáé áíôéäéáìåôñéêÜ
óçìåßá. Åßíáé öáíåñü üôé ç äéÜìåôñïò åßíáé äéðëÜóéá ôçò áêôß-
íáò êáé ôï êÝíôñï ôïõ êýêëïõ åßíáé ôï ìÝóï ôçò.
ÅðåéäÞ ôï ìÝóï åíüò ôìÞìáôïò åßíáé ìïíáäéêü, ðñïêýðôåé üôé
ôï êÝíôñï êÜèå êýêëïõ åßíáé ìïíáäéêü.

� ÈÝóç óçìåßïõ ùò ðñïò êýêëï

¸óôù Ýíáò êýêëïò (Ï,ñ) êáé ìßá çìéåõèåßá Ïx ðïõ ôïí ôÝìíåé
óôï óçìåßï Á. Ãéá êÜèå óçìåßï Â (ó÷.42) ôçò áêôßíáò ÏÁ, äéá-
öïñåôéêü ôïõ Á éó÷ýåé ÏÂ<ñ, åíþ ãéá êÜèå óçìåßï Ã ôçò ðñïÝ-
êôáóçò ôçò ÏÁ éó÷ýåé ÏÃ>ñ. Ôá óçìåßá Â,Ã ëÝãïíôáé áíôßóôïé-
÷á åóùôåñéêü êáé åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ êýêëïõ.
ÃåíéêÜ, Ýíá óçìåßï Ì ôïõ åðéðÝäïõ åíüò êýêëïõ (Ï,ñ) (ó÷.42)
ëÝãåôáé åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ êýêëïõ, üôáí ÏÌ<ñ, åíþ Ýíá
óçìåßï Í ëÝãåôáé åîùôåñéêü ôïõ êýêëïõ, üôáí ÏÍ>ñ.

� ºóïé êýêëïé

Äýï êýêëïé ëÝãïíôáé ßóïé, üôáí ï Ýíáò ìå êáôÜëëçëç ìåôá-
ôüðéóç ôáõôßæåôáé ìå ôïí Üëëïí (ó÷.43). Åßíáé öáíåñü üôé äýï
êýêëïé åßíáé ßóïé, áí êáé ìüíï áí Ý÷ïõí ßóåò áêôßíåò.

22
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Ó÷Þìá 41

Ó÷Þìá 43

Ó÷Þìá 42
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2.18 Eðßêåíôñç ãùíßá - Ó÷Ýóç åðßêåíôñçò
ãùíßáò êáé ôüîïõ

Ìßá ãùíßá ëÝãåôáé åðßêåíôñç üôáí ç êïñõöÞ ôçò åßíáé ôï
êÝíôñï åíüò êýêëïõ.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, óôï ó÷.44 ç xO
^

y åßíáé ìßá åðßêåíôñç ãùíßá.

Ïé ðëåõñÝò ôçò ôÝìíïõí ôïí êýêëï óôá óçìåßá Á êáé Â. Ôï ôü-
îï Á

C
ÃÂ ðïõ ðåñéÝ÷åôáé óôï åóùôåñéêü ôçò ãùíßáò êáé Ý÷åé

Üêñá ôá Á, Â ëÝãåôáé áíôßóôïé÷ï ôüîï ôçò åðßêåíôñçò ãùíßáò.
Åðßóçò, ëÝìå üôé ç åðßêåíôñç ãùíßá ÁO

^
Â âáßíåé óôï ôüîï

Á
C
ÃÂ.

� Óýãêñéóç ôüîùí
Ç óýãêñéóç äýï ôüîùí ãßíåôáé üðùò êáé ç óýãêñéóç ôùí åõèý-
ãñáììùí ôìçìÜôùí.
Äýï ôüîá Á

C
Â êáé Ã

C
Ä ôïõ ßäéïõ êýêëïõ Þ ßóùí êýêëùí ëÝãï-

íôáé ßóá, üôáí ìå êáôÜëëçëç ìåôáôüðéóç ôï Ýíá ôáõôßæåôáé ìå
ôï Üëëï êáé ãñÜöïõìå Á

C
Â = Ã

C
Ä (ó÷.45á).

Ôï ôüîï Á
C

Â ëÝãåôáé ìåãáëýôåñï áðü ôï ôüîï Ã
C

Ä (Þ ôï ôüîï
Ã
C

Ä ìéêñüôåñï ôïõ Á
C

Â) êáé ãñÜöïõìå  Á
C

Â . Ã
C

Ä , üôáí ìåôÜ
áðü êáôÜëëçëç ìåôáôüðéóç ôï Ã

C
Ä ôáõôßæåôáé ìå ìÝñïò ôïõ

Á
C

Â (ó÷.45â).

Åðéóçìáßíïõìå üôé ôá ôüîá Üíéóùí êýêëùí äåí åßíáé óõ-
ãêñßóéìá.

� Ó÷Ýóç åðßêåíôñçò ãùíßáò êáé áíôßóôïé÷ïõ ôüîïõ 

Ç óýãêñéóç äýï ôüîùí ìðïñåß íá ãßíåé ìå ôç âïÞèåéá ôùí åðß-
êåíôñùí ãùíéþí ðïõ âáßíïõí óå áõôÜ, óýìöùíá ìå ôï åðüìåíï
èåþñçìá.

Áðüäåéîç
¸óôù Á

C
Â êáé Ã

C
Ä äýï ôüîá åíüò êýêëïõ (Ê) (ó÷.46). Ôá ôüîá

Á
C

Â êáé Ã
C

Ä, áöïý åßíáé ßóá ìåôÜ áðü êáôÜëëçëç ìåôáôüðéóç
óõìðßðôïõí, ïðüôå ôï Ã óõìðßðôåé ìå ôï Á êáé ôï Ä ìå ôï Â.
ÅðïìÝíùò ç ÊÃ èá óõìðÝóåé ìå ôçí ÊÁ êáé ç ÊÄ ìå ôçí ÊÂ,
ðïõ óçìáßíåé üôé ïé ãùíßåò ÁÊ

^
Â êáé ÃÊ

^
Ä åßíáé ßóåò.
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Ó÷Þìá 45

Ó÷Þìá 46

Ó÷Þìá 44

Äýï ôüîá åíüò êýêëïõ åßíáé ßóá, áí êáé ìüíï áí ïé
åðßêåíôñåò ãùíßåò ðïõ âáßíïõí óå áõôÜ åßíáé ßóåò.

Èåþñçìá I
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Áíôßóôñïöá. ¸óôù äýï ßóåò åðßêåíôñåò ãùíßåò ÁÊ
^
Â êáé  ÃÊ

^
Ä

óôïí êýêëï (Ê). Ôüôå, áöïý ôá óçìåßá Á,Â,Ã,Ä åßíáé óçìåßá
ôïõ ßäéïõ êýêëïõ, ìåôÜ áðü ìåôáôüðéóç ôçò ÃÊ

^
Ä ç ãùíßá áõôÞ

èá ôáõôéóèåß ìå ôçí ÁÊ
^
Â, ôï Ã èá ôáõôéóèåß ìå ôï Á êáé ôï Ä

ìå ôï Â. ¸ôóé ôá ôüîá Á
C

Â êáé Ã
C

Ä Ý÷ïõí ôá ßäéá Üêñá êáé åðåé-
äÞ âñßóêïíôáé óôï åóùôåñéêü ôùí ãùíéþí ðïõ ôáõôßæïíôáé èá
åßíáé ßóá, äçëáäÞ Á

C
Â = Ã

C
Ä.

ÊáèÝíá áðü ôá ßóá ôüîá Á
C
ÃÂ êáé B

C
ÄÁ (ó÷.47á) óôá ïðïßá äé-

áéñåßôáé ï êýêëïò (Ê) áðü ôçí äéÜìåôñï ôïõ ÁÂ, ëÝãåôáé
çìéêýêëéï, åíþ ôï êáèÝíá áðü ôá ßóá ôüîá Á

C
Ã, Ã

C
Â, Â

C
Ä êáé Ä

C
Á

(ó÷.47â) óôá ïðïßá äéáéñåßôáé áðü ôéò êÜèåôåò äéáìÝôñïõò ÁÂ
êáé ÃÄ, ëÝãåôáé ôåôáñôïêýêëéï.

� ÌÝóï ôüîïõ

¸íá åóùôåñéêü óçìåßï Ì åíüò ôüîïõ Á
C

Â (ó÷.48) ëÝãåôáé ìÝóï
ôïõ, üôáí ôá ôüîá Á

C
Ì êáé Ì

C
Â åßíáé ßóá, äçëáäÞ üôáí 

Á
C
Ì = Ì

C
Â.

Áðüäåéîç

¸óôù Á
C

Â ôüîï êýêëïõ, êÝíôñïõ Ï, êáé Ì ôï ìÝóï ôïõ (ó÷.49).
ÅðåéäÞ Ì

C
A = Ì

C
Â, ïé åðßêåíôñåò ãùíßåò AO

^
M êáé MO

^
B åßíáé

ßóåò êáé åðïìÝíùò ç ÏÌ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò AO
^

Â. Áí õðïèÝ-
óïõìå üôé ôï ôüîï Á

C
Â Ý÷åé êáé äåýôåñï ìÝóï ôï M´, ôüôå ç

ÏÌ´ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò ÁÏ
^
Â, ðïõ åßíáé Üôïðï ãéáôß ç äé÷ï-

ôüìïò ìéáò ãùíßáò åßíáé ìïíáäéêÞ.

24

ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

Ó÷Þìá 47

ÐÏÑIÓÌÁÔÁ

(i) ÊÜèå äéÜìåôñïò åíüò êýêëïõ ôïí äéáéñåß óå äýï ßóá ôüîá.

(ii) Äýï êÜèåôåò äéÜìåôñïé åíüò êýêëïõ ôïí äéáéñïýí óå
ôÝóóåñá ßóá ôüîá.

(iii) Äýï ôüîá åíüò êýêëïõ åßíáé Üíéóá, üôáí ïé áíôßóôïé÷åò
åðßêåíôñåò ãùíßåò ðïõ âáßíïõí óå áõôÜ åßíáé ïìïéï-
ôñüðùò Üíéóåò.

Ó÷Þìá 48

Ó÷Þìá 49

Ôï ìÝóï åíüò ôüîïõ åßíáé ìïíáäéêü.

Èåþñçìá II
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2.19  ÌÝôñï ôüîïõ êáé ãùíßáò

Äýï ôüîá åíüò êýêëïõ ìå Ýíá Üêñï êïéíü êáé ÷ùñßò êïéíÜ åóù-
ôåñéêÜ óçìåßá ëÝãïíôáé äéáäï÷éêÜ, ð.÷. ôá ôüîá Á

C
Â êáé B

C
Ã

(ó÷.51) åßíáé äéáäï÷éêÜ. Tñßá Þ ðåñéóóüôåñá ôüîá ìå
êáèïñéóìÝíç óåéñÜ ëÝãïíôáé äéáäï÷éêÜ, üôáí ôï êáèÝíá åßíáé 

25

ÔÁ ÂÁÓÉÊÁ ÃÅÙÌÅÔÑÉÊÁ  Ó×ÇÌÁÔÁ

ÅÖÁÑÌÏÃÇ

Ïé ãùíßåò xÔy êáé zÔt ôïõ äéðëáíïý ó÷Þìáôïò åßíáé åðßêå-
íôñåò óå äýï ïìüêåíôñïõò êýêëïõò, (äçëáäÞ êýêëïõò ìå ôï
ßäéï êÝíôñï), (Ï,R) êáé (O,R´) ìå R´<R. Áí Á

CC
Â = Ã

CC
Ä, íá

áðïäåßîåôå üôé êáé Á´
CC

Â´ = Ã´
CC

Ä´ (ó÷.50).

Áðüäåéîç
ÅðåéäÞ Á

C
Â = Ã

C
Ä, èá åßíáé ÁÔÂ = ÃÔÄ, 

ïðüôå êáé Á´
C

Â´ = Ã´
C

Ä´.

Ó÷. 50

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Íá äþóåôå ôïí ïñéóìü ôïõ êýêëïõ (O,ñ) . Ðüôå äýï
êýêëïé ëÝãïíôáé ßóïé; Ðþò åëÝã÷åôáé ç éóüôçôá äýï
êýêëùí;
2. Ðüôå Ýíá óçìåßï ëÝãåôáé åóùôåñéêü óçìåßï åíüò
êýêëïõ êáé ðüôå åîùôåñéêü;
3. Ôé ëÝãåôáé ãåùìåôñéêüò ôüðïò;

4. Ôé ëÝãåôáé äéÜìåôñïò åíüò êýêëïõ êáé ðïéá ç ó÷Ýóç
ôçò ìå ôçí áêôßíá ôïõ êýêëïõ;
5. Ôé ëÝãåôáé ôüîï êýêëïõ ìå Üêñá Á,Â êáé ôé ÷ïñäÞ
ôïõ; Ðþò ïñßæåôáé ç éóüôçôá êáé ç áíéóüôçôá äýï
ôüîùí åíüò êýêëïõ;
6. Ôé ëÝãåôáé åðßêåíôñç ãùíßá êáé ôé áíôßóôïé÷ï ôüîï
ôçò; Ðïéá ó÷Ýóç éóüôçôáò � áíéóüôçôáò õðÜñ÷åé ìåôáîý
åðßêåíôñùí ãùíéþí êáé áíôßóôïé÷ùí ôüîùí;
7. Ôé ëÝãåôáé ìÝóï ôüîïõ; Áí ôá óçìåßá Ì,Í åßíáé ìÝóá

åíüò ôüîïõ Á
C

Â, ôé óõìðåñáßíåôå ãé� áõôÜ;
8. Óôï äéðëáíü ó÷Þìá åßíáé 
Ê̂1 = Ê̂2 . Ìðïñïýìå íá

óõìðåñÜíïõìå üôé 
Á
C

Â = Ã
C

Ä;

ÁóêÞóåéò EìðÝäùóçò
1. Ó÷åäéÜóôå Ýíáí êýêëï áêôßíáò ñ, ðïõ íá äéÝñ÷åôáé
áðü óôáèåñü óçìåßï Ê. Ðüóïõò ôÝôïéïõò êýêëïõò
ìðïñïýìå íá ÷áñÜîïõìå óôï åðßðåäï; Ðïý âñßóêïíôáé
ôá êÝíôñá ôïõò;
2. Ó÷åäéÜóôå äýï êýêëïõò (Ï,ñ) êáé (Ï, R) ìå R>ñ. Íá
âñåßôå ôá óçìåßá ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ åßíáé åóùôåñéêÜ ôïõ
êýêëïõ (Ï, R) êáé åîùôåñéêÜ ôïõ êýêëïõ (Ï, ñ).

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Äßíïíôáé äýï ïìüêåíôñïé êýêëïé (O,R) êáé (Ï,ñ) ìå
R>ñ. Ìßá åõèåßá å äéÝñ÷åôáé áðü ôï Ï êáé ôÝìíåé ôïõò
êýêëïõò óôá äéáäï÷éêÜ óçìåßá Á,Â,Ã,Ä. Íá áðïäåßîåôå
üôé ÁÂ = ÃÄ êáé ÁÃ = ÂÄ.
2. Áí äýï äéÜìåôñïé ó÷çìáôßæïõí äýï åöåîÞò ãùíßåò
ßóåò, ôüôå íá áðïäåßîåôå üôé äéáéñïýí ôïí êýêëï óå ôÝó-
óåñá ßóá ôüîá.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

Ó÷Þìá 51
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äéáäï÷éêü ìå ôï åðüìåíü ôïõ, ð.÷. ôá ôüîá Á
C

Â, Â
C

Ã êáé Ã
C

Ä
(ó÷.51) åßíáé äéáäï÷éêÜ. Åßíáé öáíåñü üôé ôá ôüîá Á

C
Â, Â

C
Ã êáé

Ã
C

Ä åßíáé äéáäï÷éêÜ, üôáí ïé áíôßóôïé÷åò åðßêåíôñåò ãùíßåò
ÁÏ^ Â, ÂÏ^ Ã êáé ÃÏ^Ä åßíáé äéáäï÷éêÝò.

¸óôù Á
C

Â êáé Â
C

Ã äýï äéáäï÷éêÜ ôüîá åíüò êýêëïõ (ó÷.52). Ôï
ôüîï Á

C
ÂÃ ëÝãåôáé Üèñïéóìá ôùí ôüîùí Á

C
Â êáé Â

C
Ã êáé

óõìâïëßæåôáé ìå Á
C

Â + Â
C

Ã, äçëáäÞ Á
C

Â + Â
C

Ã = Á
C
ÂÃ. Áí ôï

ôüîï Â
C

Ã åßíáé ßóï ìå ôï Á
C

Â, ôüôå ôï ôüîï Á
C
ÂÃ óõìâïëßæåôáé

ìå 2 Á
C

Â êáé ëÝãåôáé äéðëÜóéï ôïõ Á
C

Â. ¼ìïéá ïñßæåôáé êáé ôï
í?Á

C
Â, üðïõ í öõóéêüò.

Áí ãéá äýï ôüîá Á
C

Â êáé Ã
C

Ä åíüò êýêëïõ éó÷ýåé Ã
C

Ä = íÁ
C

Â,
ôüôå ôï Á

C
Â ëÝãåôáé Ýíá í-ïóôü ôïõ Ã

CC
Ä êáé óõìâïëßæåôáé ìå

}
1

í
} Ã

C
Ä, äçëáäÞ Á

C
Â = }

1

í
} Ã

C
Ä.

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôá ôüîá äåí åßíáé äéáäï÷éêÜ, ìðïñïýìå
íá ìåôáôïðßóïõìå ôï Ýíá áðü áõôÜ, þóôå íá ãßíïõí äéáäï÷éêÜ.
Óôçí § 3.18 èá áíáöÝñïõìå ôç ó÷åôéêÞ ãåùìåôñéêÞ êáôá-
óêåõÞ.

Áí Á
C

Â êáé Á
C

Ã åßíáé äýï ìç äéáäï÷éêÜ ôüîá åíüò êýêëïõ ìå
Á
C

Â . Á
C

Ã (ó÷.53) ðïõ Ý÷ïõí êïéíü óçìåßï ôï Ýíá Üêñï ôïõò Á,
ôüôå ôï ôüîï Ã

C
Â ëÝãåôáé äéáöïñÜ ôïõ Á

C
Ã áðü ôï Á

C
Â êáé

óõìâïëßæåôáé ìå Á
C

Â � Á
C

Ã. ¼ôáí Á
C

Â = Á
C

Ã, ôüôå ç äéáöïñÜ
ôïõò åßíáé ôï ìçäåíéêü ôüîï 

C
0.

Åßäáìå üôé ìðïñïýìå íá óõãêñßíïõìå Ýíá ôüîï åíüò êýêëïõ ìå
Ýíá Üëëï ôüîï ôïõ ßäéïõ êýêëïõ. ¸íá ôüîï ìå ôï ïðïßï
óõãêñßíïõìå üëá ôá Üëëá ôï ëÝìå ìïíÜäá ìÝôñçóçò.. ¸÷åé
åðéêñáôÞóåé íá ÷ñçóéìïðïéïýìå ùò ìïíÜäá ìÝôñçóçò ôï ôüîï

ìßáò ìïßñáò ðïõ ïñßæåôáé ùò ôï }
3

1

60
} ôïõ ôüîïõ åíüò êýêëïõ

êáé óõìâïëßæåôáé ìå 1°. Ãéá êÜèå ôüîï õðÜñ÷åé Ýíáò èåôéêüò
áñéèìüò (ü÷é áðáñáßôçôá öõóéêüò), ðïõ åêöñÜæåé ðüóåò öïñÝò
ôï ôüîï ðåñéÝ÷åé ôç ìïßñá Þ ìÝñç áõôÞò. Ï áñéèìüò áõôüò ëÝãå-
ôáé ìÝôñï ôïõ ôüîïõ.

Áðü ôïí ïñéóìü ôçò ìïßñáò ðñïêýðôåé üôé ôï ôüîï åíüò êýêëïõ
åßíáé 360° êáé åðïìÝíùò ôï çìéêýêëéï êáé ôï ôåôáñôïêýêëéï
åßíáé ôüîá 180° êáé 90° áíôßóôïé÷á. Ç ìïßñá õðïäéáéñåßôáé óå
60 ðñþôá ëåðôÜ (óõìâïëéêÜ 60´) êáé êÜèå ðñþôï ëåðôü óå 60
äåýôåñá ëåðôÜ (óõìâïëéêÜ 60´´).

Èåùñïýìå ìéá ãùíßá xÔy (ó÷.54), ðïõ ôçí êáèéóôïýìå
åðßêåíôñç óå Ýíáí êýêëï (Ï, ñ), êáé Ýóôù Á

C
Â ôï ôüîï óôï

26

ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

Ó÷Þìá 52

Ó÷Þìá 53

Ó÷Þìá 54
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ïðïßï âáßíåé. Ïñßæïõìå ùò ìÝôñï ôçò ãùíßáò xÔy ôï ìÝôñï ôïõ
ôüîïõ Á

C
Â. Ôï ìÝôñï ôçò xÔy ôï óõìâïëßæïõìå ìå (xÔy) Þ

áðëÜ xÔy.

Ôï ìÝôñï ìßáò ïñèÞò, åõèåßáò êáé ìéáò ðëÞñïõò ãùíßáò åßíáé
áíôßóôïé÷á 90°, 180° êáé 360°.

27

ÔÁ ÂÁÓÉÊÁ ÃÅÙÌÅÔÑÉÊÁ  Ó×ÇÌÁÔÁ

ÅÖÁÑÌÏÃÇ

Óå êýêëï êÝíôñïõ Ï, èåùñïýìå ôá äéáäï÷éêÜ ôüîá Á
CC

Â,

Â
CC

Ã êáé Ã
CC

Á (ó÷.55), þóôå Á
CC

Â = 3Â
CC

Ã= 6Ã
CC

Á.

Íá õðïëïãéóèïýí: 

(i) ôá ìÝôñá ôùí ôüîùí Á
CC

Â, Â
CC

Ã êáé Á
CC

Ã,

(ii) ôá ìÝôñá ôùí ãùíéþí AÔB, BÔÃ êáé ÃÔÄ.

Ëýóç
(i) Áðü ôçí õðüèåóç Ý÷ïõìå üôé Á

C
Â = 6Ã

C
Á êáé Â

C
Ã = 2Ã

C
Á, ïðüôå ìå áíôéêáôÜóôáóç óôç

ó÷Ýóç Á
C

Â + Â
C

Ã + Ã
C

Á = 360° ðñïêýðôåé üôé 9Ã
C

Á = 360° Þ 
Ã
C

Á = 40°. ¢ñá Á
C

Â = 240° êáé Â
C

Ã = 80°.
(ii) Ç AÔB åßíáé åðßêåíôñç ìå áíôßóôïé÷ï ôüîï ôï Á

C
Â, åðïìÝíùò AÔB = Á

C
Â = 240° 

(ìç êõñôÞ). ¼ìïéá BÔÃ = 80° êáé ÃÔÄ = 40°.

Ó÷Þìá 55

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá, íá âñåèïýí ôá ôüîá:

i) Á
C

Â + Â
C

Ã, 
ii) Á

C
Â + Â

C
Ã + Ã

C
Ä , 

iii) Á
C
ÂÃ � Â

C
Ã. 

2. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá íá âñåèïýí ôá ôüîá:

i) 2 Á
C

Â, 
ii) 2 Á

C
Â + Ã

C
Ä, 

iii) 2 Á
C

Â � Â
C

Ã, 
iv) Á

C
Â � Â

C
Ã.

3. Ôï ìÝôñï åíüò ôüîïõ åßíáé áñéèìüò:
á. áñíçôéêüò   â. ìçäÝí   ã. èåôéêüò   ä. ìç áñíçôéêüò.
Êõêëþóôå ôï ãñÜììá ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç óùóôÞ áðÜ-
íôçóç.
4. Ðþò ïñßæåôáé ôï ìÝôñï ìéáò ãùíßáò;

5. Áí Á
C

Â = ì° (ðáñáêÜôù ó÷Þìá), ôüôå ç ãùíßá AÊ̂B
èá åßíáé ì°;

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ
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Åõèýãñáììá ó÷Þìáôá

2.20 ÔåèëáóìÝíç ãñáììÞ - Ðïëýãùíï -
Óôïé÷åßá ðïëõãþíïõ

Èåùñïýìå óçìåßá ðïõ Ý÷ïõí êáèïñéóìÝíç óåéñÜ êáé áíÜ ôñßá
äéáäï÷éêÜ äåí åßíáé óõíåõèåéáêÜ, ð.÷. ôá Á, Â, Ã, Ä êáé Å, ìå
ôçí áëöáâçôéêÞ ôïõò óåéñÜ êáé èÝóç, üðùò óôï ó÷.56. Ôï ó÷Þ-
ìá ðïõ ïñßæïõí ôá ôìÞìáôá ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ êáé ÄÅ ëÝãåôáé ôåèëá-
óìÝíç ãñáììÞ Þ áðëÜ ôåèëáóìÝíç. Ç ôåèëáóìÝíç áõôÞ óõì-
âïëßæåôáé ìå ÁÂÃÄÅ.
Ôá óçìåßá Á, Â, Ã, Ä êáé Å ëÝãïíôáé êïñõöÝò ôçò ôåèëáóìÝíçò
êáé åéäéêüôåñá ïé êïñõöÝò Á êáé Å ëÝãïíôáé Üêñá ôçò. Ôá ôìÞ-
ìáôá ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ êáé ÄÅ ëÝãïíôáé ðëåõñÝò ôçò ôåèëáóìÝíçò
êáé ôï ÜèñïéóìÜ ôïõò ëÝãåôáé ðåñßìåôñïò ôçò ôåèëáóìÝíçò.
Ìßá ôåèëáóìÝíç ëÝãåôáé áðëÞ, üôáí äýï ïðïéåóäÞðïôå ìç
äéáäï÷éêÝò ðëåõñÝò ôçò äåí Ý÷ïõí êïéíü åóùôåñéêü óçìåßï.
¸ôóé, ç ôåèëáóìÝíç ÁÂÃÄÅ (ó÷.56) åßíáé áðëÞ, åíþ ç
ÇÈÉÊË (ó÷.57) äåí åßíáé.
Ìßá ôåèëáóìÝíç ëÝãåôáé êõñôÞ, üôáí ï öïñÝáò êÜèå ðëåõñÜò
ôçò áöÞíåé üëåò ôéò Üëëåò êïñõöÝò ôçò ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò ôïõ,

28

ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

ÁéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò EìðÝäùóçò
1. Óå çìéêýêëéï äßíïíôáé ôá óçìåßá Á, Â êáé óçìåßï Ì

ôïõ ôüîïõ Á
C

Â, þóôå Ì
C

Á = Ì
C

Â.
i) Áí Ñ óçìåßï ôïõ çìéêõêëßïõ ðïõ äåí áíÞêåé óôï ôüîï

Á
C

Â, íá áðïäåßîåôå üôé Ñ
C

Ì = }
1
2

} (Ñ
C

Á + Ñ
C

Â).

ii) Áí Ó óçìåßï ôïõ ôüîïõ Ì
C

Â, íá áðïäåßîåôå üôé 

Ó
C

Ì = }
1
2

} (Ó
C

Á � Ó
C

Â).

2. Óå çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ ÁÂ èåùñïýìå óçìåßï Ã

ôÝôïéï þóôå Á
C

Ã � Â
C

Ã = 80°. Íá âñåßôå ôá ìÝôñá: 

i) ôùí ôüîùí Á
C

Ã êáé Ã
C

Â,

ii) ôùí ãùíéþí ÁO
^

Ã êáé ÃO
^

B (Ï åßíáé ôï êÝíôñï ôïõ
êýêëïõ).
3. Äõï ãùíßåò åßíáé óõìðëçñùìáôéêÝò. Áí ç ìßá åßíáé
äéðëÜóéá áðü ôçí Üëëç, íá âñåßôå ðüóåò ìïßñåò åßíáé
êáèåìßá áðü ôéò ãùíßåò áõôÝò.
4. Áí ìéá ãùíßá ù åßíáé ôá 6/5 ìéáò ïñèÞò ãùíßáò, íá
õðïëïãßóåôå óå ìïßñåò ôçí ðáñáðëçñùìáôéêÞ ôçò. Ç
ãùíßá ù Ý÷åé óõìðëçñùìáôéêÞ ãùíßá;

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Ç ðáñáðëçñùìáôéêÞ ìéáò ãùíßáò ù åßíáé ôñéðëÜóéá
ôçò óõìðëçñùìáôéêÞò ãùíßáò ôçò ù. Íá õðïëïãßóåôå
ôçí ù.
2. Ìéá ãùíßá ö åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôç óõìðëçñùìá-
ôéêÞ ôçò êáôÜ 20°. Íá õðïëïãßóåôå ôéò äýï ãùíßåò.
3. ÔÝóóåñéò çìéåõèåßåò ÏÁ, ÏÂ, ÏÃ, ÏÄ ó÷çìáôßæïõí

ôéò äéáäï÷éêÝò ãùíßåò ÁO
^

Â, ÂO
^

Ã, ÃO
^

Ä, ÄO
^

Á, ðïõ
Ý÷ïõí ìÝôñá áíÜëïãá ìå ôïõò áñéèìïýò 1, 2, 3, 4. Íá
õðïëïãßóåôå ôéò ãùíßåò áõôÝò.

Ó÷Þìá 56

Ó÷Þìá 57
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äéáöïñåôéêÜ ëÝãåôáé ìç êõñôÞ. ¸ôóé ç ãñáììÞ ÁÂÃÄÅ (ó÷.56)
åßíáé êõñôÞ, åíþ ïé ÇÈÉÊË (ó÷.57) êáé ÍÑÓÔ× (ó÷.58) åßíáé ìç
êõñôÝò.
Åðßóçò, ìéá ôåèëáóìÝíç, ôçò ïðïßáò ôá Üêñá ôáõôßæïíôáé,
ëÝãåôáé êëåéóôÞ, ð.÷. ç ÁÂÃÄÅ, üðïõ ôï Á ôáõôßæåôáé ìå ôï Å
(ó÷.59).
Ìéá êëåéóôÞ êáé áðëÞ ôåèëáóìÝíç ëÝãåôáé ðïëýãùíï.
Áí ç ôåèëáóìÝíç åßíáé êõñôÞ, ôüôå ôï ðïëýãùíï ëÝãåôáé êõñ-
ôü, åíþ áí åßíáé ìç êõñôÞ, ôï ðïëýãùíï ëÝãåôáé ìç êõñôü. 

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôá ðïëýãùíá ÁÂÃ (ó÷.60) êáé ÊËÌÍÏ 
(ó÷.60) åßíáé êõñôÜ, åíþ ôï ÄÅÆÇ (ó÷.60) åßíáé ìç êõñôü. Ôï
ðïëýãùíï ìå ôñåéò êïñõöÝò ëÝãåôáé ôñßãùíï (ó÷.60), ìå ôÝó-
óåñéò ôåôñÜðëåõñï (ó÷.60), ìå ðÝíôå ðåíôÜãùíï (ó÷.60) êáé
ãåíéêÜ ìå í, í-ãùíï. Óôï åîÞò ëÝãïíôáò ðïëýãùíï èá åííïïýìå
êýñôï ðïëýãùíï.
ÊÜèå ôìÞìá ðïõ Ý÷åé Üêñá äýï ìç äéáäï÷éêÝò êïñõöÝò ôïõ ðï-
ëõãþíïõ ëÝãåôáé äéáãþíéïò ôïõ ðïëõãþíïõ. ¸ôóé ôá ôìÞìáôá
ÁÃ êáé ÂÄ åßíáé ïé äéáãþíéïé ôïõ ôåôñáðëåýñïõ ÁÂÃÄ (ó÷.61).

Ãùíßåò ðïëõãþíïõ ëÝãïíôáé ïé ãùíßåò ðïõ ó÷çìáôßæïõí ïé
ðëåõñÝò ôïõ. Óå Ýíá êõñôü ðïëýãùíï ôá êïéíÜ åóùôåñéêÜ óç-
ìåßá ôùí ãùíéþí ôïõò ëÝãïíôáé åóùôåñéêÜ óçìåßá ôïõ ðïëõ-
ãþíïõ êáé áðïôåëïýí ôï åóùôåñéêü ôïõ ðïëõãþíïõ. 
ÅîùôåñéêÞ ãùíßá ðïëõãþíïõ ëÝãåôáé êÜèå ãùíßá ðïõ åßíáé
åöåîÞò êáé ðáñáðëçñùìáôéêÞ ìéáò åóùôåñéêÞò ãùíßáò ôïõ.
Ãéá íá ôç ó÷çìáôßóïõìå, áñêåß íá ðñïåêôåßíïõìå ìéá ðëåõñÜ
ôïõ ðïëõãþíïõ, ð.÷. ç ãùíßá ËÌ

^
x (ó÷. 60) åßíáé åîùôåñéêÞ

ãùíßá ôïõ ðåíôáãþíïõ ÊËÌÍÏ êáé óõìâïëßæåôáé Ì
^

åî.

29
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Ó÷Þìá 58

Ó÷Þìá 59

Ó÷Þìá 60

Ó÷Þìá 61
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Äñáóôçñéüôçôá

Íá âñåßôå êáôÜ ðüóï áõîÜíåé ï áñéèìüò ôùí äéáãùíßùí êõñôïý í-ãþíïõ üôáí ï áñéèìüò ôùí ðëåõñþí ôïõ
áõîçèåß êáôÜ 1.

Åñãáóßá

Íá âñåßôå ôï ðëÞèïò ä ôùí äéáãùíßùí êõñôïý í-ãþíïõ ùò óõíÜñôçóç ôïõ
ðëÞèïõò ôùí ðëåõñþí ôïõ (í ³ 3), áêïëïõèþíôáò ôá ðáñáêÜôù âÞìáôá:
i) Íá êáôáóêåõÜóåôå ôñßãùíï, ôåôñÜðëåõñï, ðåíôÜãùíï êáé åîÜãùíï

êáé íá âñåßôå: 
á) ôï ðëÞèïò ôùí äéáãùíßùí ìå ìéá êïéíÞ êïñõöÞ, 
â) ôï óõíïëéêü ðëÞèïò ôùí äéáãùíßùí.

ii) Ìðïñåßôå íá «áíáêáëýøåôå» ðïéïò ôýðïò äßíåé ôï ä ùò óõíÜñôçóç ôïõ í;
iii) ÕðïèÝóôå üôé ï ôýðïò éó÷ýåé ãéá ðïëýãùíï ìå í ðëåõñÝò êáé íá áðïäåßîåôå

üôé éó÷ýåé ãéá ðïëýãùíï ìå í+1 ðëåõñÝò. Õðüäåéîç: ÐñïóèÝóôå ìéá êï-
ñõöÞ êáé âñåßôå ôï ðëÞèïò ôùí åðéðëÝïí äéáãùíßùí.

30

ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

ÃÅÍÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. Óå åõèåßá å èåùñïýìå ôá äéáäï÷éêÜ ôìÞìáôá ÁÂ,

ÂÃ, ÃÄ, þóôå ÁÂ ,}
Á

2

Ã
}, ÂÃ , }

Â

2

Ä
} êáé ïíïìÜæïõìå Å,

Æ  ôá ìÝóá ôùí ÁÃ, ÂÄ áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé

ÅÆ = }
ÁÄ

2

� ÂÃ
}.

2. Óå åõèåßá å ðáßñíïõìå äýï äéáäï÷éêÜ ôìÞìáôá ÁÂ,
ÂÃ. Áí Ä,Å,Æ åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÁÂ, ÂÃ ,ÃÁ áíôßóôïé÷á,
íá áðïäåßîåôå üôé ôá ôìÞìáôá ÄÅ, ÂÆ Ý÷ïõí êïéíü
ìÝóï.
3. Óå åõèåßá å èåùñïýìå ôá äéáäï÷éêÜ ôìÞìáôá ÁÂ,

ÂÃ, ÃÄ êáé ïíïìÜæïõìå Å ôï ìÝóï ôïõ ÂÄ. Íá áðïäåß-

îåôå üôé ÁÅ .}
Á

2

Ã
}.

4. Èåùñïýìå êýêëï (Ï,R) êáé ôá äéáäï÷éêÜ óçìåßá
ôïõ Á, Â, Ã êáé Ä, þóôå Á

C
Â = 150°, Ã

C
Ä = 45° êáé

Á
C

Ä = 105°. Íá áðïäåßîåôå üôé ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò

ÂO
^

Ã åßíáé áíôéêåßìåíç çìéåõèåßá ôçò ÏÁ.
5. Äßíåôáé çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ ÁÂ, Ì ôï ìÝóï ôïõ
ôüîïõ Á

C
Â êáé Ê ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ ôüîïõ Â

C
Ì. Áí Ã êáé

Ä åßíáé ôá ìÝóá ôùí ôüîùí Á
C

Ê êáé Ì
C

Ê áíôßóôïé÷á, íá
õðïëïãßóåôå ôï ìÝôñï ôïõ ôüîïõ Ã

C
Ä.
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ÔÁ ÂÁÓÉÊÁ ÃÅÙÌÅÔÑÉÊÁ  Ó×ÇÌÁÔÁ

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

Óôï êåöÜëáéï áõôü äþóáìå ôéò ðñùôáñ÷éêÝò ãåùìåôñéêÝò Ýííïéåò: óçìåßï, åõèåßá, åðßðåäï êáé ïñßóáìå ôá
âáóéêÜ ãåùìåôñéêÜ ó÷Þìáôá: åõèýãñáììï ôìÞìá, ãùíßá êáé êýêëï. ÔÝëïò, äþóáìå ôçí Ýííïéá ôçò
ôåèëáóìÝíçò ãñáììÞò êáé ôïõ ðïëõãþíïõ. 
Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ìå Üêñá ôá óçìåßá Á, Â ïñßóôçêå ùò ôï ó÷Þìá ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôá óçìåßá
Á, Â êáé ôá óçìåßá ôçò åõèåßáò ÁÂ ðïõ åßíáé ìåôáîý ôùí Á, Â. Óôç óõíÝ÷åéá ìéëÞóáìå ãéá óýãêñéóç
ôìçìÜôùí, ãéá ôï ìÝóï åíüò ôìÞìáôïò êáé äå÷èÞêáìå ôç ìïíáäéêüôçôÜ ôïõ. Êáôüðéí ïñßóáìå ðñÜîåéò ìå
ôìÞìáôá, ôçí Ýííïéá ôïõ ìÞêïõò åíüò ôìÞìáôïò êáé ôçí áðüóôáóç äýï óçìåßùí.
Ç ãùíßá ïñßóôçêå ùò ôï ó÷Þìá ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôá êïéíÜ óçìåßá äýï çìéåðéðÝäùí. Óôç óõíÝ÷åéá
ìßëçóáìå ãéá óýãêñéóç ãùíéþí, ãéá ôç äé÷ïôüìï ìéáò ãùíßáò êáé äå÷èÞêáìå ôç ìïíáäéêüôçôÜ ôçò.
Êáôüðéí ïñßóáìå ôçí Ýííïéá ôçò ïñèÞò (êáèåìßá áðü ôéò ãùíßåò óôéò ïðïßåò ÷ùñßæåôáé ç åõèåßá ãùíßá áðü
ôç äé÷ïôüìï ôçò), ïîåßáò, áìâëåßáò ãùíßáò êáé ôçò êáèåôüôçôáò äýï åõèåéþí. Åðßóçò, ïñßóáìå ôéò ðñÜîåéò
ìå ãùíßåò êáé ôéò Ýííïéåò óõìðëçñùìáôéêÝò, ðáñáðëçñùìáôéêÝò êáé êáôáêïñõöÞí ãùíßåò.
Ï êýêëïò (Ï,ñ) ïñßóôçêå ùò ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí Ì ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ áðÝ÷ïõí áðü ôï óçìåßï Ï,
áðüóôáóç ñ. Óôç óõíÝ÷åéá áó÷ïëçèÞêáìå ìå ôüîá, ÷ïñäÝò êáé óýãêñéóç ôüîùí. Áðïäåßîáìå ôç ìïíáä-
êüôçôá ôïõ ìÝóïõ åíüò ôüîïõ óôçñéæüìåíïé óôç ìïíáäéêüôçôá ôçò äé÷ïôüìïõ ìéáò ãùíßáò êáé
áîéïðïéþíôáò ôç âáóéêÞ ó÷Ýóç ôçò åðßêåíôñçò ãùíßáò ìå ôï áíôßóôïé÷ï ôüîï ôçò. ÔÝëïò, ïñßóáìå ôï
ìÝôñï ôüîïõ êáé ãùíßáò (ùò ôï ìÝôñï ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ôüîïõ ôçò, üôáí áõôÞ ãßíåé åðßêåíôñç óå êýêëï).

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÔÉÊÏ ÄÉÁÃÑÁÌÌÁ

Ôá âáóéêÜ ÃåùìåôñéêÜ Ó÷Þìáôá

� Ðñùôáñ÷éêÝò Ýííïéåò: óçìåßï, åõèåßá, åðßðåäï

� Åõèýãñáììï ôìÞìá �  Óýãêñéóç ôìçìÜôùí
�  ÌÝóï ôìÞìáôïò
�  ÐñÜîåéò ìå ôìÞìáôá
�  ÌÞêïò ôìÞìáôïò - Áðüóôáóç óçìåßùí

� Ãùíßåò �  Óýãêñéóç ãùíéþí
�  Äé÷ïôüìïò ãùíßáò
�  Ïîåßá, ïñèÞ, áìâëåßá ãùíßá, êÜèåôåò åõèåßåò
�  ÐñÜîåéò ìå ãùíßåò
�  ÓõìðëçñùìáôéêÝò, ðáñáðëçñùìáôéêÝò, êáôáêïñõöÞí

ãùíßåò

� Êýêëïò �  ÄéÜìåôñïò
�  Ôüîá - ÷ïñäÝò, óýãêñéóç ôüîùí, ìÝóï ôüîïõ
�  Åðßêåíôñç ãùíßá êáé ó÷Ýóç ìå ôï áíôßóôïé÷ï ôüîï
�  ÌÝôñï ôüîïõ êáé ãùíßáò

� Åõèýãñáììá ó÷Þìáôá: ôåèëáóìÝíç ãñáììÞ, ðïëýãùíï, óôïé÷åßá ðïëõãþíïõ
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Tñßãùíá

Óôï êåöÜëáéï áõôü áó÷ïëïýìáóôå ìå ôï ðëÝïí èåìåëéþäåò ó÷Þìá ôçò Åõ-
êëåßäåéáò Ãåùìåôñßáò, ðïõ åßíáé ôï ôñßãùíï. Áñ÷éêÜ äßíïõìå ôá êñéôÞñéá
éóüôçôáò ôùí ôñéãþíùí. Ùò åöáñìïãÞ ôùí êñéôçñßùí áõôþí ðáñïõóéÜæïõìå
éäéüôçôåò ôùí óôïé÷åßùí ôïõ êýêëïõ, ôùí éóïóêåëþí ôñéãþíùí, ôçò ìåóï-
êáèÝôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò êáé ôçò äé÷ïôüìïõ ìéáò ãùíßáò. Ç ìåóï-
êÜèåôïò êáé ç äé÷ïôüìïò åîåôÜæïíôáé êáé ùò âáóéêïß ãåùìåôñéêïß ôüðïé. Óôç
óõíÝ÷åéá áíáöÝñïõìå óõíïðôéêÜ ôçí Ýííïéá ôçò óõììåôñßáò ùò ðñïò êÝíôñï
êáé Üîïíá êáé ìåëåôÜìå áíéóïôéêÝò ó÷Ýóåéò óôï ôñßãùíï êáé ôéò åöáñìïãÝò
ôïõò óôç óýãêñéóç êÜèåôùí êáé ðëÜãéùí ôìçìÜôùí. Åðßóçò, ðáñïõóéÜæïõìå
ôéò ó÷åôéêÝò èÝóåéò åõèåßáò êáé êýêëïõ, êáèþò êáé ôéò ó÷åôéêÝò èÝóåéò äýï
êýêëùí. Ôï êåöÜëáéï êëåßíåé ìå êÜðïéåò âáóéêÝò ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò.

33ÊÅÖÁËÁÉÏ
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

Ï Èçóáõñüò ôùí Áèçíáßùí óôïõò Äåëöïýò, 508 ð.×.
ÁíáðáñÜóôáóç A. Tournaire
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ÔÑÉÃÙÍÁ

3.1 Óôïé÷åßá êáé åßäç ôñéãþíùí

¸íá ôñßãùíï ÁÂÃ (ó÷.1) Ý÷åé ôñåéò êïñõöÝò Á, Â, Ã, ôñåéò
ðëåõñÝò BÃ, ÃÁ, ÁÂ êáé ôñåéò ãùíßåò ÂÁ^ Ã, ÁÂ^ Ã êáé ÂÃ^Á. Ãéá
åõêïëßá ïé ðëåõñÝò ÂÃ, ÃÁ, ÁÂ óõìâïëßæïíôáé ìå á, â, ã áíôß-
óôïé÷á, êáé ïé ãùíßåò ÂÁ^ Ã, ÁÂ^ Ã êáé ÂÃ^Á ìå Á^ , Â^ êáé Ã^. Ïé
ðëåõñÝò êáé ïé ãùíßåò åíüò ôñéãþíïõ ëÝãïíôáé êýñéá óôïé÷åßá
ôïõ ôñéãþíïõ. Ôï Üèñïéóìá á + â + ã ôùí ðëåõñþí ôïõ ôñéãþ-
íïõ, äçëáäÞ ç ðåñßìåôñüò ôïõ óõìâïëßæåôáé óõíÞèùò ìå 2ô.
Óõãêñßíïíôáò ôéò ðëåõñÝò åíüò ôñéãþíïõ, ìåôáîý ôïõò, ðñïêý-
ðôïõí ôñßá åßäç ôñéãþíùí: ôï óêáëçíü, ôï éóïóêåëÝò êáé ôï
éóüðëåõñï.¸ôóé, Ýíá ôñßãùíï ëÝãåôáé:
� óêáëçíü, üôáí Ý÷åé üëåò ôéò ðëåõñÝò ôïõ Üíéóåò (ó÷.2),
� éóïóêåëÝò, üôáí Ý÷åé äýï ðëåõñÝò ôïõ ßóåò (ó÷.3). Óå Ýíá

éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ = ÁÃ ç ðëåõñÜ ÂÃ ëÝãåôáé
âÜóç ôïõ êáé ôï Á êïñõöÞ ôïõ,

� éóüðëåõñï, üôáí Ý÷åé üëåò ôéò ðëåõñÝò ôïõ ßóåò (ó÷.4).

¸íá ôñßãùíï, áíÜëïãá ìå ôï åßäïò ôùí ãùíéþí ôïõ, ëÝãåôáé
� ïîõãþíéï, üôáí Ý÷åé üëåò ôéò ãùíßåò ôïõ ïîåßåò (ó÷.5),
� ïñèïãþíéï, üôáí Ý÷åé ìéá ãùíßá ïñèÞ (ó÷.6). Óå Ýíá ïñèï-
ãþíéï ôñßãùíï ç ðëåõñÜ ðïõ âñßóêåôáé áðÝíáíôé áðü ôçí ïñèÞ
ãùíßá ëÝãåôáé õðïôåßíïõóá êáé ïé Üëëåò äýï ëÝãïíôáé êÜèåôåò
ðëåõñÝò ôïõ ôñéãþíïõ,
� áìâëõãþíéï, üôáí Ý÷åé ìéá ãùíßá áìâëåßá (ó÷.7).

� Äåõôåñåýïíôá óôïé÷åßá ôñéãþíïõ

ÄéÜìåóïò åíüò ôñéãþíïõ ëÝãåôáé ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ
åíþíåé ìéá êïñõöÞ ìå ôï ìÝóï ôçò áðÝíáíôé ðëåõñÜò. Óôï ó÷.8
ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÌ åßíáé ç äéÜìåóïò ðïõ áíôéóôïé÷åß
óôçí ðëåõñÜ á ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé óõìâïëßæåôáé ìå ìá. Ïé

äéÜìåóïé ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôéò ðëåõñÝò â êáé ã óõìâïëßæïíôáé
ìå ìâ êáé ìã áíôßóôïé÷á.

Äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò åíüò ôñéãþíïõ ëÝãåôáé ôï åõèýãñáììï
ôìÞìá ôçò äé÷ïôüìïõ ôçò ãùíßáò, áðü ôçí êïñõöÞ ôçò ìÝ÷ñé
ôçí áðÝíáíôé ðëåõñÜ. Óôï ó÷.9 ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÄ åßíáé
ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò Á

^
ôïõ ôñéãþíïõ êáé óõìâïëßæåôáé ìå äá.

Ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí Â
^

êáé Ã
^

ôïõ ôñéãþíïõ óõìâïëßæïíôáé
ìå äâ êáé äã áíôßóôïé÷á.

Ó÷Þìá 1

Ó÷Þìá 2

Ó÷Þìá 3

Ó÷Þìá 4

Ó÷Þìá 5

Ó÷Þìá 6

Ó÷Þìá 7
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¾øïò ôñéãþíïõ ëÝãåôáé ôï êÜèåôï åõèýãñáììï ôìÞìá, ðïõ
öÝñåôáé áðü ìéá êïñõöÞ ðñïò ôçí åõèåßá ôçò áðÝíáíôé ðëåõ-
ñÜò. Ôá ýøç ðïõ öÝñïíôáé áðü ôéò êïñõöÝò Á, Â êáé Ã óõìâï-
ëßæïíôáé áíôßóôïé÷á ìå õá ,õâ êáé õã. 

Óôï ó÷.10 ôï ÁÄ åßíáé ôï ýøïò áðü ôçí êïñõöÞ Á. Ôï óçìåßï
Ä ëÝãåôáé ðñïâïëÞ ôïõ Á ðÜíù óôçí åõèåßá ÂÃ Þ êáé ß÷íïò
ôçò êáèÝôïõ, ðïõ öÝñåôáé áðü ôï Á óôçí åõèåßá ÂÃ.

Ïé äéÜìåóïé, ïé äé÷ïôüìïé êáé ôá ýøç åíüò ôñéãþíïõ ëÝãï-
íôáé äåõôåñåýïíôá óôïé÷åßá ôïõ.

ÊñéôÞñéá éóüôçôáò ôñéãþíùí
Åßäáìå üôé äýï åõèýãñáììá ó÷Þìáôá, åðïìÝíùò êáé äýï ôñß-
ãùíá, åßíáé ßóá áí ìåôÜ áðü êáôÜëëçëç ìåôáôüðéóç ôáõôßæï-
íôáé. Óõíåðþò:
� Äýï ßóá ôñßãùíá Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò êáé ôéò ãùíßåò

ôïõò ßóåò ìßá ðñïò ìßá.
� Óå äýï ßóá ôñßãùíá áðÝíáíôé áðü ßóåò ðëåõñÝò âñßóêï-

íôáé ßóåò ãùíßåò êáé áíôßóôñïöá.
Ïé ßóåò ðëåõñÝò ðïõ âñßóêïíôáé áðÝíáíôé áðü ßóåò ãùíßåò
ëÝãïíôáé áíôßóôïé÷åò Þ ïìüëïãåò.
Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá äþóïõìå ðñïôÜóåéò, ðïõ èá ìáò åîá-
óöáëßæïõí ôçí éóüôçôá äýï ôñéãþíùí áðü ôçí éóüôçôá ôñéþí
ìüíï êáôÜëëçëùí óôïé÷åßùí ôïõò. 
Oé ðñïôÜóåéò áõôÝò áðïôåëïýí ôá êñéôÞñéá éóüôçôáò ôñéãþíùí.

3.2 1ï ÊñéôÞñéï éóüôçôáò ôñéãþíùí

Áðüäåéîç
Áò õðïèÝóïõìå üôé ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé A¢B¢Ã¢ Ý÷ïõí ÁÂ =
Á¢Â¢, ÁÃ = Á¢Ã¢ êáé Á^ = Á^¢ (ó÷.11). Ìåôáôïðßæïõìå ôï ôñßãù-
íï A¢B¢Ã¢, þóôå ôï óçìåßï Á¢ íá ôáõôéóôåß ìå ôï Á êáé ç
çìéåõèåßá Á´Â´ íá ôáõôéóôåß ìå ôçí ÁÂ. ÅðåéäÞ Á^ = Á^¢ êáé ç
çìéåõèåßá Á´Ã´ èá ôáõôéóèåß ìå ôçí ÁÃ. Ôüôå, áöïý ÁÂ = Á¢Â¢
êáé ÁÃ = Á¢Ã¢, ôï óçìåßï Â¢ ôáõôßæåôáé ìå ôï Â êáé ôï Ã¢ ìå ôï
Ã. ÅðïìÝíùò ôá äýï ôñßãùíá óõìðßðôïõí, Üñá åßíáé ßóá.

36

ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

Ó÷Þìá 8

Ó÷Þìá 9

Ó÷Þìá 10

Ó÷Þìá 11

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí äýï ðëåõñÝò ßóåò ìßá ðñïò ìßá
êáé ôéò ðåñéå÷üìåíåò óå áõôÝò ãùíßåò ßóåò, ôüôå åßíáé
ßóá.

Èåþñçìá I (1o ÊñéôÞñéï � ÐÃÐ)

Ó×ÏËÉÏ
Ç óõíôïìïãñáößá ÐÃÐ óçìáß-
íåé ðëåõñÜ, ãùíßá, ðëåõñÜ.
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Áðüäåéîç 
¸óôù éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ=ÁÃ (ó÷.12).
ÖÝñïõìå ôç äé÷ïôüìï ôïõ ÁÄ. Ôá ôñßãùíá ÁÄÂ êáé ÁÄÃ
Ý÷ïõí ÁÂ = ÁÃ, ÁÄ êïéíÞ êáé Á^ 1 = Á^ 2 (ÐÃÐ), åðïìÝíùò åßíáé

ßóá, ïðüôå Â
^

= Ã
^
.

Áðü ôçí ßäéá éóüôçôá ôñéãþíùí ðñïêýðôåé üôé ÂÄ = ÄÃ, ïðü-
ôå ç ÁÄ åßíáé äéÜìåóïò êáé Ä^ 1 = Ä^ 2. Áðü ôçí ôåëåõôáßá éóüôç-

ôá êáé åðåéäÞ Ä^ 1 + Ä^ 2 = 180° ðñïêýðôåé üôé Ä^ 1 = Ä^ 2 = 90°, ïðü-

ôå óõìðåñáßíïõìå üôé ôï ÁÄ åßíáé ýøïò ôïõ ôñéãþíïõ.

Áðüäåéîç 
¸óôù å ç ìåóïêÜèåôïò åíüò ôìÞìáôïò ÁÂ (ó÷.13) êáé Ì Ýíá
óçìåßï ôçò. Ôá ôñßãùíá ÌÊÁ êáé ÌÊÂ Ý÷ïõí ÊÁ=ÊÂ, ÌÊ
êïéíÞ êáé Ê

^
1 = Ê

^
2 = 90° (ÐÃÐ), åðïìÝíùò åßíáé ßóá, ïðüôå

ÌÁ = ÌÂ.

Áðüäåéîç

¸óôù Á
C

Â êáé Ã
C

Ä äýï ßóá ôüîá åíüò êýêëïõ (Ï,ñ) (ó÷.14).
Ôüôå åßíáé ÁÏ

^
Â = ÃÏ

^
Ä. Ôá ôñßãùíá ÏÁÂ êáé ÏÃÄ Ý÷ïõí ÏÁ

= ÏÃ(= ñ), ÏÂ = ÏÄ(= ñ) êáé ÁÏ
^

Â = ÃÏ
^

Ä. ÅðïìÝíùò åßíáé
ßóá, ïðüôå ÁÂ = ÃÄ.

ÐÏÑIÓÌÁ É

Óå êÜèå éóïóêåëÝò ôñßãùíï:

� Ïé ðñïóêåßìåíåò óôç âÜóç ãùíßåò åßíáé ßóåò.
� Ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò ôçò êïñõöÞò åßíáé äéÜìåóïò
êáé ýøïò.

ÐÏÑIÓÌÁ ÉÉ

Ïé ãùíßåò éóüðëåõñïõ ôñéãþíïõ åßíáé ßóåò.

ÐÏÑIÓÌÁ ÉÉÉ

ÊÜèå óçìåßï ôçò ìåóïêáèÝôïõ åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞ-
ìáôïò éóáðÝ÷åé áðü ôá Üêñá ôïõ.

ÐÏÑIÓÌÁ ÉV

Áí äýï ôüîá åíüò êýêëïõ åßíáé ßóá, ôüôå êáé ïé ÷ïñäÝò
ôïõò åßíáé ßóåò.

Ó÷Þìá 12

Ó÷Þìá 13

Ó÷Þìá 14
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ÅÖÁÑÌÏÃÇ

Äßíåôáé åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ, ç ìåóïêÜèåôüò ôïõ å êáé
óçìåßï Ì ôçò å (ó÷.15). Óôéò ðñïåêôÜóåéò ôùí ÁÌ êáé ÂÌ
ðñïò ôï Ì ðáßñíïõìå áíôßóôïé÷á ôá óçìåßá Ã, Ä, þóôå 
ÌÃ = ÌÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé:
(i) MA

^
B = MB

^
A,

(ii) ÁÄ = ÂÃ.
Ëýóç
(i) ÅðåéäÞ ôï Ì åßíáé óçìåßï ôçò ìåóïêáèÝôïõ å ôïõ ÁÂ åßíáé
ÌÁ = ÌÂ, åðïìÝíùò ôï ôñßãùíï ÌÁÂ åßíáé éóïóêåëÝò, ïðüôå
MA

^
B = MB

^
A.

(ii) Ôá ôñßãùíá ÌÁÄ êáé ÌÂÃ Ý÷ïõí ÌÁ = ÌÂ, ÌÃ = ÌÄ (õðüèåóç) êáé M
^

1 = M
^

2 (êáôá-

êïñõöÞí), Üñá (ÐÃÐ) åßíáé ßóá, ïðüôå ÁÄ = ÂÃ.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Óôï åîùôåñéêü åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ èåùñïýìå ôìÞ-
ìáôá ÁÄ = ÁÂ êáé ÁÅ = ÁÃ, þóôå ÂÁ^Ä = ÃÁ^Å. Íá áðï-
äåßîåôå üôé ÂÅ = ÃÄ.
2. Óå éóüðëåõñï ôñßãùíï ÁÂÃ ðñïåêôåßíïõìå ôéò ðëåõ-
ñÝò ÁÂ, ÂÃ, ÃÁ êáé óôéò ðñïåêôÜóåéò ôïõò èåùñïýìå
ôìÞìáôá ÂÊ = ÃË = ÁÌ. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï
ÊËÌ åßíáé éóüðëåõñï.
3. Íá áðïäåßîåôå üôé óôéò ïìüëïãåò ðëåõñÝò äýï ßóùí
ôñéãþíùí áíôéóôïé÷ïýí ßóåò äéÜìåóïé.
4. ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ÁÄ ç äé÷ïôüìïò ôçò Á^ óôçí
ïðïßá èåùñïýìå ôìÞìáôá ÁÅ = ÁÂ êáé ÁÆ = ÁÃ. Íá
áðïäåßîåôå üôé ÁÃ^Å = ÁÆ^Â.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé Ê óçìåßï åîùôåñéêü ôïõ ôñé-
ãþíïõ. Áí óôéò ðñïåêôÜóåéò ôùí ÁÊ, ÂÊ, ÃÊ èåùñÞ-
óïõìå ôìÞìáôá ÊÄ = ÁÊ, ÊÅ = ÂÊ, ÊÆ = ÃÊ, íá áðï-
äåßîåôå üôé ÅÄ^Æ = ÂÁ^Ã.
2. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ. Óôéò ðñïåêôÜóåéò
ôùí ßóùí ðëåõñþí ôïõ ÂÁ, ÃÁ èåùñïýìå ßóá ôìÞìáôá
ÁÄ, ÁÅ áíôßóôïé÷á. Áí Ì ôï ìÝóï ôçò âÜóçò ÂÃ, íá
áðïäåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï ÌÄÅ åßíáé éóïóêåëÝò.
3. Äßíåôáé êýêëïò êÝíôñïõ Ï êáé ÷ïñäÞ ôïõ ÁÂ. Ðñïå-
êôåßíïõìå ôçí ÁÂ êáé ðñïò ôá äýï ôçò Üêñá, êáôÜ ßóá
ôìÞìáôá ÁÃ êáé ÂÄ áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé 
ÏÃ^Á = ÏÄ^Â.

Ó÷Þìá 15

Ó×ÏËÉÏ
H éóüôçôá ôñéãþíùí åßíáé ç âáóéêÞ ìÝèïäïò ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò éóüôçôáò ôìçìÜôùí Þ ãùíéþí.
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3.3  2ï ÊñéôÞñéï éóüôçôáò ôñéãþíùí

Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ 1ïõ êñéôçñßïõ áðïäåéêíýïõìå ôï 2ï êáé 3ï

êñéôÞñéï éóüôçôáò ôñéãþíùí.

Áðüäåéîç
¸óôù üôé ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ (ó÷.16) Ý÷ïõí ÂÃ = Â¢Ã¢,
Â
^

= Â
^ ¢ êáé Ã

^
= Ã

^ ¢. 
Èá áðïäåßîïõìå üôé Ý÷ïõí êáé ÁÂ = Á¢Â¢. ¸óôù üôé ÁÂ Þ Á¢Â¢,
ð.÷. ÁÂ > Á¢Â¢. Ôüôå õðÜñ÷åé óçìåßï Ä óôçí ÁÂ, þóôå íá åßíáé
ÂÄ = Â¢Á¢. Ôá ôñßãùíá ÄÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ Ý÷ïõí ÂÃ = Â¢Ã¢, ÂÄ =
Â¢Á¢ êáé Â

^
= Â

^ ¢, åðïìÝíùò (ÐÃÐ) åßíáé ßóá, ïðüôå BÃ
^

Ä = Ã
^¢.

ÁëëÜ Ã
^ ¢ = Ã

^
, ïðüôå BÃ

^
Ä= Ã

^
ðïõ åßíáé Üôïðï, ãéáôß ôï Äåßíáé åóù-

ôåñéêü óçìåßï ôçò ãùíßáò ÁÃ
^

Â êáé åðïìÝíùò BÃ
^
Ä<Ã

^
. ÏäçãçèÞ-

êáìå óå Üôïðï ãéáôß õðïèÝóáìå üôé ÁÂ Þ Á¢Â¢ , Üñá ÁÂ = Á¢Â¢.
Ôá ôñßãùíá, ëïéðüí, ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã Ý÷ïõí ÂÃ = Â¢Ã¢, ÁÂ = Á¢Â¢
êáé Â

^
= Â

^ ¢, Üñá (ÐÃÐ) åßíáé ßóá.
* Óçìåßùóç: Ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß êáé  ìå ôç ìÝèïäï
ôçò ìåôáôüðéóçò, üðùò ôï èåþñçìá É (óåë. 36).

3.4  3ï ÊñéôÞñéï éóüôçôáò ôñéãþíùí

Ç éóüôçôá äýï ôñéãþíùí åîáóöáëßæåôáé êáé áðü ôçí éóüôçôá
ôùí ôñéþí ðëåõñþí ôïõò, ìßá ðñïò ìßá, üðùò ìáò âåâáéþíåé ôï
åðüìåíï èåþñçìá.

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ ìå ÁÂ = Á¢Â¢, 
ÂÃ = Â¢Ã¢, ÃÁ = Ã¢Á¢ (ó÷.17). Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé 
Á
^

= Á
^ ¢. ÕðïèÝôïõìå üôé ôá ôñßãùíá åßíáé ïîõãþíéá.

Èåùñïýìå ôçí çìéåõèåßá Âx, þóôå ÃÂ
^

x = Â
^¢ (ó÷.17) êáé óç-

ìåßï ôçò Ä, þóôå ÂÄ = Á¢Â¢. Ôá ôñßãùíá ÄÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ åßíáé
ßóá, ãéáôß Ý÷ïõí ÂÃ = Â¢Ã¢, ÂÄ = Á¢Â¢ êáé ÃÂ

^
Ä = Â

^¢. Áðü ôçí
éóüôçôá áõôÞ ðñïêýðôåé üôé ÃÄ = Ã¢Á¢ êáé Ä

^
= Á

^ ¢. 

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí ìéá ðëåõñÜ êáé ôéò ðñïóêåßìå-
íåò óå áõôÞ ãùíßåò ßóåò ìßá ðñüò ìßá, ôüôå ôá ôñßãùíá
åßíáé ßóá.

Èåþñçìá (2o ÊñéôÞñéï � ÃÐÃ)

Ó×ÏËÉÏ
Ç óõíôïìïãñáößá ÃÐÃ óçìáßíåé
ãùíßá, ðëåõñÜ, ãùíßá.

Ó×ÏËÉÏ
Ç óõíôïìïãñáößá ÐÐÐ óçìáß-
íåé ðëåõñÜ, ðëåõñÜ, ðëåõñÜ.

Ó÷Þìá 16

Ó÷Þìá 17

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò ßóåò ìßá ðñïò
ìßá, ôüôå ôá ôñßãùíá åßíáé ßóá.

Èåþñçìá (3o ÊñéôÞñéï � ÐÐÐ)
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ÅðåéäÞ ÂÄ = Á¢Â¢ êáé Á¢Â¢ = ÁÂ, ôï ôñßãùíï ÁÂÄ åßíáé éóï-
óêåëÝò, ïðüôå 

Á
^

1 = Ä
^

1 (1).

Åðßóçò, áöïý ÃÄ = Á¢Ã¢ êáé Á¢Ã¢ = ÁÃ, ðñïêýðôåé üôé
Á
^

2 = Ä
^

2 (2).

ÅðåéäÞ ôá ôñßãùíá åßíáé ïîõãþíéá ôï ôìÞìá ÁÄ âñßóêåôáé óôï
åóùôåñéêü ôùí ãùíéþí Á

^
êáé Ä

^
, ïðüôå ìå ðñüóèåóç ôùí (1)

êáé (2) ðñïêýðôåé üôé Á
^

= Ä
^
. ÅðåéäÞ Ä

^
= Á

^¢, Ý÷ïõìå Á
^

= Á
^¢, ðïõ

åßíáé ôï æçôïýìåíï.

Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ êñéôçñßïõ ÐÐÐ áðïäåéêíýïíôáé ôá åðüìå-
íá ðïñßóìáôá.

Áðüäåéîç
¸óôù éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ=ÁÃ êáé ÁÄ ç äéÜìåóüò
ôïõ (ó÷.18). Ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÁÃÄ Ý÷ïõí ÁÂ=ÁÃ, ÁÄ
êïéíÞ êáé ÂÄ=ÄÃ, Üñá (ÐÐÐ) åßíáé ßóá, ïðüôå Á

^

1 = Á
^

2, êáé 

Ä
^

1 = Ä
^

2. Áðü ôéò éóüôçôåò áõôÝò ðñïêýðôåé áíôßóôïé÷á üôé ç

ÁÄ åßíáé äé÷ïôüìïò êáé ýøïò.

Áðüäåéîç
¸óôù åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ (ó÷.19), Ì Ýíá óçìåßï, þóôå
ÌÁ = ÌÂ êáé Ê ôï ìÝóï ôïõ ÁÂ. Ôüôå ôï ôñßãùíï ÁÌÂ åßíáé
éóïóêåëÝò êáé ç ÌÊ äéÜìåóüò ôïõ, ïðüôå óýìöùíá ìå ôï
ðñïçãïýìåíï ðüñéóìá, ç ÌÊ èá åßíáé êáé ýøïò äçëáäÞ ç ÌÊ
åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôïõ ÁÂ.

Äñáóôçñéüôçôá

ÅîåôÜóôå ôéò Üëëåò äýï ðåñéðôþóåéò ôçò áðü-
äåéîçò ôïõ 3ïõ Êñéôçñßïõ:

i) B
^

> 90°  êáé  B
^

¢ > 90°.
ii) B

^
= 90°  êáé  B

^
¢ = 90°.

ÐÏÑIÓÌÁ I

H äéÜìåóïò éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ, ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç
âÜóç ôïõ, åßíáé äé÷ïôüìïò êáé ýøïò.

ÐÏÑIÓÌÁ II

ÊÜèå óçìåßï ðïý éóáðÝ÷åé áðü ôá Üêñá åíüò ôìÞìáôïò
áíÞêåé óôç ìåóïêÜèåôü ôïõ.

Ó÷Þìá 18

Ó÷Þìá 19
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Áðü ôï ðáñáðÜíù ðüñéóìá êáé ôï ðüñéóìá ÉÉÉ ôïõ èåùñÞ-
ìáôïò É (§3.2) ðñïêýðôåé üôé ç ìåóïêÜèåôïò åíüò åõèý-
ãñáììïõ ôìÞìáôïò åßíáé ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óç-
ìåßùí ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ éóáðÝ÷ïõí áðü ôá Üêñá ôïõ ôìÞ-
ìáôïò.

Áðüäåéîç 
¸óôù äýï ôüîá Á

C
Â êáé Ã

C
Ä åíüò êýêëïõ (Ï,ñ) ìéêñüôåñá ôïõ

çìéêõêëßïõ, ìå ÁÂ = ÃÄ. Ôüôå ôá ôñßãùíá ÏÁÂ êáé ÏÃÄ
(ó÷.20) Ý÷ïõí: ÏÁ = ÏÃ (= ñ), ÏÂ = ÏÄ (= ñ) êáé ÁÂ = ÃÄ, Üñá
(ÐÐÐ) åßíáé ßóá. ÅðïìÝíùò, ÁÏ

^
Â = ÃÏ

^
Ä, ïðüôå Á

C
Â = Ã

C
Ä.

Äñáóôçñéüôçôá

Íá âñåèåß óçìåßï ðïõ éóáðÝ÷åé áðü ôéò
êïñõöÝò åíüò ôñéãþíïõ.

ÐÏÑIÓÌÁ III

Aí ïé ÷ïñäÝò äýï ôüîùí åíüò êýêëïõ, ìéêñüôåñùí ôïõ
çìéêõêëßïõ, åßíáé ßóåò, ôüôå êáé ôá ôüîá åßíáé ßóá.

Ó÷Þìá 20

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Áðü ôá ðïñßóìáôá ÉÉÉ êáé IV
ðñïêýðôåé üôé ãéá íá êáôáóêåõÜ-
óïõìå ßóá ôüîá ðÜíù óå Ýíáí
êýêëï Þ óå ßóïõò êýêëïõò áñêåß
íá ðÜñïõìå, ìå ôï äéáâÞôç, ßóåò
÷ïñäÝò.

ÐÏÑIÓÌÁ IV

Áí ïé ÷ïñäÝò äýï ôüîùí åíüò êýêëïõ ìåãáëýôåñùí ôïõ
çìéêõêëßïõ åßíáé ßóåò, ôüôå êáé ôá ôüîá åßíáé ßóá.

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

¼ëåò ïé ðáñáðÜíù ðåñéðôþóåéò éóüôçôáò ôñéãþíùí äéáôõðþíïíôáé óõíïðôéêÜ ùò åîÞò: 

Äýï ôñßãùíá åßíáé ßóá üôáí Ý÷ïõí:

� äýï ðëåõñÝò ßóåò ìßá ðñïò ìßá êáé ôéò ðåñéå÷üìåíåò óå áõôÝò ãùíßåò ßóåò (ÐÃÐ),

� ìéá ðëåõñÜ êáé ôéò ðñïóêåßìåíåò óå áõôÞ ãùíßåò ßóåò ìßá ðñïò ìßá (ÃÐÃ),

� êáé ôéò ôñåéò ðëåõñÝò ßóåò ìßá ðñïò ìßá (ÐÐÐ).
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ÅÖÁÑÌÏÃÇ 1ç

Èåùñïýìå ãùíßá xO
^

y êáé äýï êýêëïõò (Ï,ñ), (Ï,R) ìå
ñ<R (ó÷.21). Áí ï ðñþôïò êýêëïò ôÝìíåé ôéò ðëåõñÝò Ïx,
Oy óôá Á, Â, ï äåýôåñïò óôá Ã, Ä êáé Ì åßíáé ôï óçìåßï ôï-
ìÞò ôùí ÁÄ, ÂÃ, íá áðïäåé÷èåß üôé: 
(i) ôá ôñßãùíá ÏÁÄ êáé ÏÂÃ åßíáé ßóá,
(ii) ôá ôñßãùíá ÌÁÃ êáé ÌÂÄ åßíáé ßóá, 
(iii) ôá ôñßãùíá ÏÁÌ êáé ÏÂÌ åßíáé ßóá, 
(iv) ç OM åßíáé ç äé÷ïôüìïò ôçò xO

^
y.

Áðüäåéîç
(i) Ôá ôñßãùíá ÏÁÄ êáé ÏÂÃ Ý÷ïõí ÏÁ = ÏÂ (= ñ), ÏÃ = ÏÄ(= R) êáé O

^
êïéíÞ (ÐÃÐ),

åðïìÝíùò åßíáé ßóá.
(ii) Áðü ôçí ðñïçãïýìåíç éóüôçôá ðñïêýðôåé üôé Á

^

1 = Â
^

1 Þ   180 ° � Á
^

2 = 180 ° � B
^

2 Þ   

Á
^

2 = B
^

2 êáé Ã
^

1 = Ä
^

1. ÅðïìÝíùò, ôá ôñßãùíá ÌÁÃ êáé ÌÂÄ Ý÷ïõí ÁÃ = ÂÄ, Á
^

2 = B
^

2 êáé 

Ã
^

1 = Ä
^

1 (ÃÐÃ), Üñá åßíáé ßóá.

(iii) Áðü ôï (ii) ðñïêýðôåé üôé ÌÁ=ÌÂ, ïðüôå ôá ôñßãùíá ÏÁÌ êáé ÏÂÌ Ý÷ïõí ÏÁ = ÏÂ,
ÌÁ = ÌÂ êáé ÏÌ êïéíÞ (ÐÐÐ), Üñá åßíáé ßóá.
(iv) ÅðåéäÞ ôá ôñßãùíá ÏÁÌ êáé ÏÂÌ åßíáé ßóá, Ý÷ïõìå üôé Ï

^

1 = Ï
^

2 , äçëáäÞ ç ÏÌ åßíáé

ç äé÷ïôüìïò ôçò xO
^

y.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 2ç

Äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´ Ý÷ïõí â = â´,
ã = ã´ êáé ìâ = ìâ´. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá ôñß-

ãùíá åßíáé ßóá.
Áðüäåéîç
ÅîåôÜæïõìå ðñþôá ôá ôñßãùíá ÁÂÌ êáé
Á´Â´Ì´ (ó÷.22). ÁõôÜ Ý÷ïõí ÁÂ = Á´Â´, ÂÌ
= Â´Ì´ (áðü ôçí õðüèåóç) êáé ÁÌ =Á´Ì´,
ùò ìéóÜ ôùí ßóùí ðëåõñþí ÁÃ êáé Á´Ã´. ¢ñá, ôá ôñßãùíá ÁÂÌ êáé Á´Â´Ì´ åßíáé ßóá
(ÐÐÐ), ïðüôå Á

^
= Á

^ ¢. ÅðïìÝíùò, ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´ Ý÷ïõí â = â´, ã = ã´ êáé Á
^

=
Á
^ ¢, Üñá (ÐÃÐ) åßíáé ßóá.

Ó×ÏËÉÏ
Ç åöáñìïãÞ 1 äßíåé Ýíáí ôñüðï êáôáóêåõÞò ôçò äé÷ïôüìïõ ìéáò ãùíßáò.

Ó÷Þìá 21

Ó÷Þìá 22
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3.5 ¾ðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá êáèÝôïõ

Óôï 2o êåöÜëáéï áíáöåñèÞêáìå óôçí êÜèåôç ðïõ öÝñåôáé áðü
óçìåßï óå åõèåßá. Óôçí ðáñïýóá ðáñÜãñáöï èá ìåëåôÞóïõìå
ôç ìïíáäéêüôçôá êáé ôçí ýðáñîÞ ôçò.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. ×áñáêôçñßóôå ùò óùóôÞ (Ó) Þ ëÜèïò (Ë) êáèåìßá
áðü ôéò åðüìåíåò ðñïôÜóåéò:
i) ¸íá ôñßãùíï åßíáé ïîõãþíéï üôáí ìßá ãùíßá ôïõ åß-

íáé ïîåßá. Ó Ë
ii) ¸íá ôñßãùíï åßíáé óêáëçíü üôáí äýï ðëåõñÝò ôïõ

åßíáé Üíéóåò. Ó Ë
2. Äéáôõðþóôå ôá ôñßá êñéôÞñéá éóüôçôáò ôñéãþíùí.
3. Óõìðëçñþóôå ôá êåíÜ:
i) Óå êÜèå éóïóêåëÝò ôñßãùíï ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò
ôçò êïñõöÞò åßíáé .................................................
ii) Óå êÜèå éóïóêåëÝò ôñßãùíï ç äéÜìåóïò ðïõ áíôé-
óôïé÷åß óôç âÜóç ôïõ åßíáé ...........................................
iii) ¸íá óçìåßï Ì âñßóêåôáé óôç ìåóïêÜèåôï åíüò ôìÞ-
ìáôïò ÁÂ, üôáí ...........................................
iv) Äýï ôüîá åíüò êýêëïõ åßíáé ßóá, üôáí ......................
................................................

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´ Ý÷ïõí â = â´, ã = ã´ êáé

Á
^

= Á
^¢. Áí É åßíáé ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí äé÷ïôüìùí ÁÄ

êáé ÂÅ ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé É´ ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí
äé÷ïôüìùí Á´Ä´ êáé Â¸´ ôïõ Á´Â´Ã´ íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ÁÄ = Á¢Ä¢ êáé ÂÅ = Â¢Å¢
ii) ÁÉ = Á¢I¢ êáé ÂÉ = Â¢I¢.
2. Äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã ¢ Ý÷ïõí â = â´, Á

^
= Á

^¢
êáé äá = äá¢. Íá áðïäåßîåôå üôé: 

i) Ã
^

= Ã
^ ¢, 

ii) á = á´ êáé ã = ã´.
3. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ ðñïåêôåßíïõìå ôç äéÜìåóï ÁÌ êáôÜ
ßóï ôìÞìá ÌÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé
ÂÃÄ åßíáé ßóá.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Íá áðïäåßîåôå üôé ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí ôçò âÜóçò
éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ åßíáé ßóåò.
2. Áí ÁÁ¢, ÂÂ¢ êáé ÃÃ ¢ åßíáé ôñåéò äéÜìåôñïé êýêëïõ (âë.
ó÷Þìá), íá áðïäåßîåôå üôé ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã ¢
åßíáé ßóá.

3. Óå Ýíá êõñôü ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ åßíáé ÁÂ = ÃÄ êáé
Â^= Ã^. Íá áðïäåßîåôå üôé Á^ = Ä^.

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Èåùñïýìå äýï ßóá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´. Ç äéÜ-
ìåóïò ÁÌ êáé ç äé÷ïôüìïò ÂÄ ôïõ ÁÂÃ ôÝìíïíôáé óôï
È, åíþ ç áíôßóôïé÷ç äéÜìåóïò Á´Ì´ êáé ç áíôßóôïé÷ç
äé÷ïôüìïò Â´Ä´ ôïõ Á´Â´Ã´ ôÝìíïíôáé óôï È´. Íá áðï-
äåßîåôå üôé: i) ÂÄ = Â´Ä´, ii) ÂÁ^Ì = Â¢Á^¢Ì¢, iii) Ôá ôñß-
ãùíá ÁÂÈ êáé Á¢Â¢È¢ åßíáé ßóá, iv) ÁÈ = Á¢È¢ êáé 
ÈÄ = È¢Ä¢.
2. Äýï ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÃÄ Ý÷ïõí ôçí ßäéá ìåóïêÜèåôï
å. Áí ç å êáé ç ìåóïêÜèåôïò ôïõ ÁÃ ôÝìíïíôáé, íá áðï-
äåßîåôå üôé áðü ôï óçìåßï ôïìÞò ôïõò äéÝñ÷åôáé êáé ç
ìåóïêÜèåôïò ôïõ ÂÄ.
3. ¸óôù éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ). Ç ìåóï-
êÜèåôïò ôçò ðëåõñÜò ÁÃ ôÝìíåé ôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÃÂ
óôï Ä. Ðñïåêôåßíïõìå ôç ÄÁ êáôÜ ôìÞìá ÁÅ = ÄÂ. Íá
áðïäåßîåôå üôé:
i) ôï ôñßãùíï ÄÁÃ åßíáé éóïóêåëÝò,
ii) ôï ôñßãùíï ÃÄÅ åßíáé åðßóçò éóïóêåëÝò.

Áðü óçìåßï åêôüò åõèåßáò äéÝñ÷åôáé ìïíáäéêÞ êÜèåôïò
óôçí åõèåßá.

Èåþñçìá
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Áðüäåéîç
¸óôù åõèåßá x¢x, óçìåßï Á åêôüò áõôÞò êáé óçìåßï Ì ôçò x¢x
(ó÷.23). Áí ç ÁÌ åßíáé êÜèåôç óôçí x¢x, ôüôå ôï èåþñçìá
éó÷ýåé ùò ðñïò ôçí ýðáñîç ôçò êáèÝôïõ. ¸óôù üôé ç ÁÌ äåí
åßíáé êÜèåôç óôçí x¢x. Óôï çìéåðßðåäï ðïõ ïñßæåé ç x¢x êáé äåí
ðåñéÝ÷åé ôï Á èåùñïýìå ôçí çìéåõèåßá Ìy, þóôå íá åßíáé xM

^
y

= AM
^

x êáé ðÜíù óå áõôÞ óçìåßï Â, þóôå ÌÁ = ÌÂ. ÅðåéäÞ
ôá óçìåßá Á,Â åßíáé åêáôÝñùèåí ôçò x¢x, ç x¢x  ôÝìíåé ôçí ÁÂ
óå Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï, Ýóôù Ê. Áöïý ÌÁ = ÌÂ êáé M

^

1 =

M
^

2, ç ÌÊ åßíáé äé÷ïôüìïò óôï éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÌÁÂ, Üñá

åßíáé êáé ýøïò êáé åðïìÝíùò ÁÂ^x¢x.
¸óôù üôé õðÜñ÷åé êáé Üëëç åõèåßá ÁË êÜèåôç óôçí x¢x . Ôüôå
ôá ôñßãùíá ÁÌË êáé ÂÌË åßíáé ßóá, ãéáôß Ý÷ïõí ÌË êïéíÞ,
ÌÁ = ÌÂ êáé M

^

1 = M
^

2, ïðüôå èá åßíáé êáé Ë
^

1 = Ë
^

2. ¼ìùò Ë
^

1

= 90°, Üñá êáé Ë
^

2 = 90°, ïðüôå Ë
^

1 + Ë
^

2 = 180° ôï ïðïßï óç-

ìáßíåé üôé ôá óçìåßá Á,Ë,Â åßíáé óõíåõèåéáêÜ, äçëáäÞ ç ÁË
ôáõôßæåôáé ìå ôçí ÁÊ, ðïõ åßíáé Üôïðï.

3.6  ÊñéôÞñéá éóüôçôáò ïñèïãþíéùí ôñéãþíùí

ÅðåéäÞ äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá Ý÷ïõí ìéá ãùíßá ßóç, ôçí ïñèÞ,
áðü ôï 1ï (ÐÃÐ) êáé 2ï (ÃÐÃ) êñéôÞñéï éóüôçôáò ôõ÷áßùí ôñé-
ãþíùí ðñïêýðôåé Üìåóá üôé:
� Äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá, ðïõ Ý÷ïõí ôéò êÜèåôåò ðëåõñÝò

ôïõò ßóåò ìßá ðñïò ìßá, åßíáé ßóá. (ó÷.24).
� Äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá, ðïõ Ý÷ïõí ìéá êÜèåôç ðëåõñÜ

êáé ôçí ðñïóêåßìåíç óå áõôÞ ïîåßá ãùíßá ßóåò ìßá ðñïò
ìßá, åßíáé ßóá (ó÷.25).

Ç éóüôçôá ïñèïãþíéùí ôñéãþíùí åîáóöáëßæåôáé áêüìç êáé
áðü ôá åðüìåíá èåùñÞìáôá.

Áðüäåéîç
¸óôù äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ ìå Á^ = Á^ ¢ = 90°, ÂÃ = Â¢Ã¢
êáé Â^ = Â^ ¢ (ó÷.26). Èá áðïäåßîïõìå üôé åßíáé êáé ÁÂ = Á¢Â¢.
¸óôù üôé ÁÂ Þ Á¢Â¢ , ð.÷. ÁÂ . Á¢Â¢. Ôüôå óôçí ðëåõñÜ ÂÁ
õðÜñ÷åé óçìåßï Ä, þóôå ÂÄ = Á¢Â¢.

Ó÷Þìá 23

Ó÷Þìá 24

Ó÷Þìá 25

Ó÷Þìá 26

Áí äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá Ý÷ïõí ôçí õðïôåßíïõóá
êáé ìßá ïîåßá ãùíßá áíôßóôïé÷á ßóåò ìßá ðñïò ìßá,
ôüôå åßíáé ßóá.

Èåþñçìá I
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ÔÑÉÃÙÍÁ

Ôá ôñßãùíá ÄÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ Ý÷ïõí ÂÃ = Â¢Ã¢, ÄÂ = Á¢Â¢ êáé 
Â^ = Â^ ¢, åðïìÝíùò åßíáé ßóá, ïðüôå èá åßíáé Ä^ = Á^¢ = 90°, äçëá-
äÞ ÃÄ^ÁÂ. ¸ôóé Ý÷ïõìå ÃA^ÁÂ êáé ÃÄ^ÁÂ ðïõ åßíáé Üôïðï
(ìïíáäéêüôçôá êáèÝôïõ). ÏäçãçèÞêáìå óå Üôïðï ãéáôß õðïèÝ-
óáìå üôé ÁÂ Þ Á¢Â¢. ¢ñá  ÁÂ 5 Á¢Â¢, ïðüôå ôá ôñßãùíá ÁÂÃ
êáé Á¢Â¢Ã¢ åßíáé ßóá, ãéáôß Ý÷ïõí ÂÃ = Â¢Ã¢, ÂÁ = Â¢Á¢ êáé 
Â^ = Â^ ¢ (ÐÃÐ).

Áðüäåéîç
¸óôù äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ (ó÷.27) ìå Á^ = Á^ ¢ = 90°,
ÂÃ = Â¢Ã¢ êáé ÁÂ = Á¢Â¢. Èá áðïäåßîïõìå üôé êáé Â^ = Â^ ¢. Óôéò
ðñïåêôÜóåéò ôùí ÂÁ êáé Â¢Á¢ èåùñïýìå áíôßóôïé÷á ôá óçìåßá
Ä êáé Ä¢, þóôå íá åßíáé ÁÄ = ÁÂ êáé Á¢Ä¢ = Á¢Â¢. Ôüôå ç ÃÁ
åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôïõ ÄÂ êáé ç Ã¢Á¢ ìåóïêÜèåôïò ôïõ Ä¢Â¢.
Óõìðåñáßíïõìå, ëïéðüí, üôé ÃÄ = ÃÂ êáé Ã¢Ä¢ = Ã¢Â¢. Áðü ôéò
ôåëåõôáßåò éóüôçôåò êáé ôçí ÂÃ = Â¢Ã¢ ðñïêýðôåé üôé ÃÄ =
Ã¢Ä¢. ¸ôóé ôá ôñßãùíá ÃÄÂ êáé Ã¢Ä¢Â¢ Ý÷ïõí ÃÄ = Ã¢Ä¢, ÂÃ =
Â¢Ã¢ êáé ÄÂ = Ä¢Â¢ (ùò äéðëÜóéá ôùí ßóùí ôìçìÜôùí ÁÂ êáé
Á¢Â¢), åðïìÝíùò åßíáé ßóá, ïðüôå Â^ = Â^ ¢. Ôüôå êáé ôá áñ÷éêÜ
ôñßãùíá åßíáé ßóá (ÐÃÐ).

Áðüäåéîç
Áò èåùñÞóïõìå Ýíáí êýêëï (Ï,ñ), ìéá ÷ïñäÞ ôïõ ÁÂ êáé ôçí
êÜèåôç ÏÊ ôçò ÁÂ, ðïõ ôÝìíåé ôïí êýêëï óôï óçìåßï Ì
(ó÷.28). ÅðåéäÞ ôï ôìÞìá ÏÊ åßíáé ýøïò óôï éóïóêåëÝò ôñßãù-
íï ÏÁÂ (ÏÁ = ÏÂ = ñ), óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï ðüñéóìá

Áí äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá Ý÷ïõí ôçí õðïôåßíïõóá
êáé ìßá êÜèåôç ðëåõñÜ áíôßóôïé÷á ßóåò ìßá ðñïò ìßá,
ôüôå åßíáé ßóá.

Èåþñçìá II

Ó÷Þìá 27

ÐÏÑIÓÌÁ É

Ôï ýøïò éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç âÜóç
åßíáé äéÜìåóïò êáé äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò ôçò êïñõöÞò.

ÐÏÑIÓÌÁ ÉÉ

Ç êÜèåôïò ðïõ öÝñåôáé áðü ôï êÝíôñï åíüò êýêëïõ ðñïò ìéá
÷ïñäÞ ôïõ äé÷ïôïìåß ôç ÷ïñäÞ êáé ôï áíôßóôïé÷ï ôüîï ôçò.

Ó÷Þìá 28
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

åßíáé äéÜìåóïò êáé äé÷ïôüìïò, äçëáäÞ ôï Ê åßíáé ìÝóï ôïõ ÁÂ
êáé Ï

^

1 = Ï
^

2. Áöïý Ï
^

1 = Ï
^

2 ðñïêýðôåé üôé ÁCÌ = Ì
C

Â.

Áðüäåéîç
´Åóôù ïé ßóåò ÷ïñäÝò ÁÂ êáé ÃÄ åíüò êýêëïõ (Ï,ñ) êáé ÏÊ,
ÏË ôá áðïóôÞìáôÜ ôïõò áíôßóôïé÷á (ó÷.29). Ôá ôñßãùíá ÊÏÁ
êáé ËÏÃ, Ý÷ïõí Ê

^
= Ë

^
= 90°, ÏÁ = ÏÃ (= ñ) êáé ÁÊ = ÃË

(áöïý ÁÂ = ÃÄ). ÅðïìÝíùò åßíáé ßóá, ïðüôå ÏÊ = ÏË.
Áíôßóôñïöá. ¸óôù üôé ôá áðïóôÞìáôá ÏÊ êáé ÏË åßíáé ßóá.
Ôüôå ôá ôñßãùíá ÊÏÁ êáé ËÏÃ Ý÷ïõí Ê

^
= Ë

^
= 90°, ÏÁ = ÏÃ

êáé ÏÊ = ÏË, åðïìÝíùò åßíáé ßóá, ïðüôå 

ÁÊ = ÃË Þ }
Á

2

Â
} = }

Ã

2

Ä
} Þ ÁÂ = ÃÄ.

Áðüäåéîç
¸óôù ìéá ãùíßá xO^ y êáé Ì Ýíá óçìåßï ôçò äé÷ïôüìïõ ôçò Ïä
(ó÷.30). ÖÝñïõìå MA^Ox êáé MB^Oy. Ôüôå ôá ïñèïãþíéá
ôñßãùíá ÁÏÌ êáé ÂÏÌ åßíáé ßóá ãéáôß Ý÷ïõí Á^ = Â

^
= 90°, ÏÌ

êïéíÞ êáé ÌO^ Á = ÌO^ Â, åðïìÝíùò ÌÁ = ÌÂ.
Áíôßóôñïöá. ̧ óôù Ì Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï ôçò ãùíßáò. ÖÝñïõ-
ìå MA^Ox êáé MB^Oy êáé õðïèÝôïõìå üôé ÌÁ = ÌÂ. Ôüôå ôá
ôñßãùíá ÁÏÌ êáé ÂÏÌ åßíáé ðÜëé ßóá, áöïý Á^ = Â

^
= 90°, ÏÌ

êïéíÞ êáé ÌÁ=ÌÂ êáé åðïìÝíùò ÌO^Á = ÌO^Â, ïðüôå ôï Ì
åßíáé óçìåßï ôçò äé÷ïôüìïõ Ïä. 

Äýï ÷ïñäÝò åíüò êýêëïõ åßíáé ßóåò áí êáé ìüíï áí ôá
áðïóôÞìáôÜ ôïõò åßíáé ßóá.

Èåþñçìá IIÉ

Ó÷Þìá 29

KÜèå óçìåßï ôçò äé÷ïôüìïõ ìéáò ãùíßáò éóáðÝ÷åé áðü
ôéò ðëåõñÝò ôçò êáé áíôßóôñïöá êÜèå åóùôåñéêü óç-
ìåßï ôçò ãùíßáò ðïõ éóáðÝ÷åé áðü ôéò ðëåõñÝò åßíáé
óçìåßï ôçò äé÷ïôüìïõ.

Èåþñçìá IV

Ó÷Þìá 30

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

Ïëåò ïé ðáñáðÜíù ðåñéðôþóåéò éóüôçôáò ïñèïãþíéùí ôñéãþíùí äéáôõðþíïíôáé óõíïðôéêÜ ùò
åîÞò:.
Äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá åßíáé ßóá, üôáí Ý÷ïõí:
� Äýï ïìüëïãåò ðëåõñÝò ôïõò ßóåò ìßá ðñïò ìßá.
� Ìßá ðëåõñÜ êáé ôçí ðñïóêåßìåíç óå áõôÞ ïîåßá ãùíßá áíôßóôïé÷á ßóåò ìßá ðñïò ìßá.
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ÔÑÉÃÙÍÁ

Áðü ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá óõìðåñáßíïõìå üôé: 
Ç äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò åßíáé ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óç-
ìåßùí ðïõ éóáðÝ÷ïõí áðü ôéò ðëåõñÝò ôçò.

Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ óõìðåñÜóìáôïò áõôïý áíôéìåôùðßæåôáé ç
åðüìåíç äñáóôçñéüôçôá.

Äñáóôçñéüôçôá

Íá âñåèåß óçìåßï ðïõ éóáðÝ÷åé áðü
ôéò ðëåõñÝò åíüò ôñéãþíïõ.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 1ç

¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ. Óôçí ðñïÝêôáóç ôçò
ðëåõñÜò ÁÂ (ó÷.31) ðáßñíïõìå óçìåßï Å,
þóôå ÂÅ=ÁÂ êáé óôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÁÃ
ðáßñíïõìå óçìåßï Æ, þóôå ÃÆ=ÁÃ. Áí ÁÄ ôï
ýøïò ôïõ ôñéãþíïõ êáé ÅÇ, ÆÈ ôá êÜèåôá
ôìÞìáôá ðñïò ôçí åõèåßá ÂÃ, ôüôå:
(i) íá óõãêñéèïýí ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÅÂÇ,

êáèþò êáé ôá ÁÃÄ êáé ÆÃÈ,
(ii) íá áðïäåé÷èåß üôé ÅÇ = ÆÈ.
Ëýóç
(i) Ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÅÂÇ åßíáé ïñèïãþíéá (Ä^ = Ç

^
= 90°) êáé Ý÷ïõí ÁÂ = ÂÅ (áðü

õðüèåóç) êáé Â
^

1 = Â
^

2 (êáôáêïñõöÞí). ¢ñá, åßíáé ßóá.

¼ìïéá êáé ôá ôñßãùíá ÁÃÄ êáé ÆÃÈ åßíáé ßóá ãéáôß Ý÷ïõí Ä^ = È
^

= 90°, ÁÃ = ÃÆ êáé Ã
^

1 = Ã
^

2.

(ii) Áðü ôçí éóüôçôá ôùí ôñéãþíùí ÁÂÄ êáé ÅÂÇ ðñïêýðôåé üôé ÅÇ=ÁÄ. ¼ìïéá áðü ôçí Üë-
ëç éóüôçôá ôùí ôñéãþíùí ðñïêýðôåé ÆÈ = ÁÄ. ÅðïìÝíùò ÅÇ = ÆÈ.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 2ç

Èåùñïýìå äýï ßóïõò êýêëïõò ìå êÝíôñá Ê, Ë
êáé áðü ôï ìÝóï Ì ôïõ ÊË åõèåßá å ðïõ ôÝìíåé
ôïõò êýêëïõò (ó÷.32) óôá óçìåßá Á, Â êáé Ã, Ä
áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåé÷èåß üôé ÁÂ = ÃÄ.
Áðüäåéîç
ÅðåéäÞ ôá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÃÄ åßíáé ÷ïñäÝò
ßóùí êýêëùí, ãéá íá åßíáé ÁÂ = ÃÄ áñêåß ôá
áðïóôÞìáôÜ ôïõò ÊÅ êáé ËÆ, áíôßóôïé÷á, íá
åßíáé ßóá. Ôá ôñßãùíá ÅÌÊ êáé ÆÌË åßíáé ïñèïãþíéá (Å

^
= Æ

^
= 90°) êáé Ý÷ïõí ÊÌ = ÌË, ãéáôß

ôï Ì åßíáé ìÝóï ôïõ ÊË êáé M
^

1 = M
^

2 ùò êáôáêïñõöÞí. ¢ñá åßíáé ßóá, ïðüôå ÊÅ = ËÆ.

Ó÷Þìá 31

Ó÷Þìá 32
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. ¸óôù åõèåßá å êáé óçìåßï Á åêôüò áõôÞò. Áí AB^å
êáé AÃ^å (Â, Ã óçìåßá ôçò å) ôüôå:
i) Â ; Ã Ó Ë
ii) Â ò Ã Ó Ë
iii) ÁÂ = ÁÃ Ó Ë
AéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.
2. ¸óôù éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ), Ä óçìåßï ôçò
âÜóçò êáé ïé ðñïôÜóåéò:

ð1: Ôï ÁÄ åßíáé ýøïò ôïõ ôñéãþíïõ.

ð2: Ôï ÁÄ åßíáé äéÜìåóïò ôïõ ôñéãþíïõ.

ð3: Ôï ÁÄ åßíáé äé÷ïôüìïò ôïõ ôñéãþíïõ.

Áí ãéá ôï ÁÄ éó÷ýåé ìßá áðü ôéò ð1, ð2, ð3, ôüôå éó÷ýïõí ïé

Üëëåò äýï ðñïôÜóåéò;
3. Äéáôõðþóôå ôéò äýï áíáêåöáëáéùôéêÝò ðåñéðôþóåéò
éóüôçôáò ïñèïãþíéùí ôñéãþíùí.
4. Óôï äéðëáíü ó÷Þ-
ìá Ý÷ïõìå ó÷åäéÜ-
óåé ïêôþ ïñèï-
ãþíéá ôñßãùíá. Êá-
èÝíá áðü áõôÜ åß-
íáé ßóï ìå Ýíá áðü
ôá õðüëïéðá. Íá
âñåßôå ôá æåýãç ôùí
ßóùí ôñéãþíùí êáé
íá áíáöÝñåôå ôï ëüãï ãéá ôïí ïðïßï åßíáé ßóá.
5. Óõìðëçñþóôå ôá êåíÜ óôçí åðüìåíç ðñüôáóç:
Ï öïñÝáò ôïõ áðïóôÞìáôïò ìéáò ÷ïñäÞò åßíáé ìåóï-
êÜèåôïò ôçò ..................... êáé äé÷ïôïìåß ........ .........
6. Áí ÁÂ, ÃÄ åßíáé ÷ïñäÝò åíüò êýêëïõ (Ê) êáé ÊÅ, ÊÆ
åßíáé áíôßóôïé÷á ôá áðïóôÞìáôÜ ôïõò ôüôå:

á. ÁÂ = ÃÄ Û ÊÅ = }
1

2
} ÊÆ, 

â. ÁÂ = ÃÄ Û ÊÅ > ÊÆ,
ã. ÁÂ = ÃÄ Û ÊÅ = ÊÆ,

ä. ÁÂ = ÃÄ Û }
1

2
} ÊÅ = }

1

3
} ÊÆ, 

å. ÁÂ = ÃÄ Û ÊÅ < ÊÆ. 
Êõêëþóôå ôï ãñÜììá ôçò óùóôÞò áðÜíôçóçò êáé áéôéï-
ëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.
7. Ðïéá åßíáé ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá ôùí óçìåßùí
ôçò äé÷ïôüìïõ ìéáò ãùíßáò;
8. Äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá ðïõ Ý÷ïõí äýï ðëåõñÝò ßóåò
åßíáé ðÜíôïôå ßóá; Íá äéêáéïëïãÞóåôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá ýøç éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ ðïõ
áíôéóôïé÷ïýí óôéò ßóåò ðëåõñÝò ôïõ åßíáé ßóá.

2. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá ìÝóá ôùí ßóùí ðëåõñþí éóï-
óêåëïýò ôñéãþíïõ éóáðÝ÷ïõí: 
i) áðü ôç âÜóç,
ii) áðü ôéò ßóåò ðëåõñÝò.
3. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá Üêñá åíüò ôìÞìáôïò éóáðÝ-
÷ïõí áðü êÜèå åõèåßá ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï ìÝóï ôïõ.
4. Áí äýï ôñßãùíá åßíáé ßóá, íá áðïäåßîåôå üôé êáé ôá ýøç
ôïõò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôéò ßóåò ðëåõñÝò åßíáé ßóá.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. ¸óôù éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ) êáé Ì ôï
ìÝóï ôçò âÜóçò ôïõ ÂÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ôï Ì éóáðÝ÷åé áðü ôéò ßóåò ðëåõñÝò ôïõ ôñéãþíïõ,
ii) ç ÁÌ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò ðïõ ó÷çìáôßæïõí
ïé áðïóôÜóåéò ôïõ Ì áðü ôéò ßóåò ðëåõñÝò ìåôáîý ôïõò.
2. Íá áðïäåßîåôå üôé áí óå äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé
Á´Â´Ã´ åßíáé á=á´, õá=õá ¢

êáé ìá=ìá ¢
, ôüôå ôá ôñßãùíá

åßíáé ßóá.
3. Íá áðïäåßîåôå üôé áí óå äýï ïîõãþíéá ôñßãùíá ÁÂÃ
êáé Á´Â´Ã´ åßíáé á=á´, õâ=õâ ¢ êáé õã=õã ¢, ôüôå ôá ôñß-

ãùíá åßíáé ßóá.
4. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á^ = 1z) êáé ç äé-
÷ïôüìïò ôïõ ÂÄ. Áðü ôï Ä öÝñïõìå ÄÅ^ÂÃ, ðïõ ôÝìíåé
ôçí ÁÂ óôï Æ. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï ÂÃÆ åßíáé
éóïóêåëÝò.
5. Äßíåôáé êýêëïò (Ï, R), ïé ßóåò ÷ïñäÝò ôïõ ÁÂ, ÃÄ êáé
ôá áðïóôÞìáôÜ ôïõò ÏÊ êáé ÏË áíôßóôïé÷á. Áí ïé ðñï-
åêôÜóåéò ôùí ÂÁ êáé ÄÃ ôÝìíïíôáé óôï Ì, íá áðïäåß-
îåôå üôé:
i) ôá ôñßãùíá ÌÏÊ êáé ÌÏË åßíáé ßóá,
ii) ÌÁ = ÌÃ êáé  ÌÂ = ÌÄ.

Óýíèåôá ÈÝìáôá
1. Èåùñïýìå ôñßãùíï ÁÂÃ. Ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò Á

^

ôÝìíåé ôç ìåóïêÜèåôï ôçò ÂÃ óôï óçìåßï Ä. ¸óôù Å êáé
Æ ïé ðñïâïëÝò ôïõ Ä óôéò ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á.
i) Íá óõãêñßíåôå ôá ôñßãùíá ÄÂÅ êáé ÄÃÆ.
ii)Íá ëýóåôå ôï ßäéï ðñüâëçìá èåùñþíôáò ôçí åîùôå-
ñéêÞ äé÷ïôüìï ôçò Á

^
, ç ïðïßá ôÝìíåé ôç ìåóïêÜèåôï ôçò

ÂÃ óôï óçìåßï Ä´, ìå ðñïâïëÝò ôá óçìåßá Å´, Æ´ óôéò
ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á.
iii) Íá áðïäåßîåôå üôé ÅÅ´ = ÁÃ êáé ÆÆ´ = ÁÂ. 
2. Áí äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá ÁÂÃ, Á´Â´Ã´ Ý÷ïõí ìßá
êÜèåôç ðëåõñÜ ßóç êáé ç ðåñßìåôñïò ôïõ åíüò åßíáé ßóç
ìå ôçí ðåñßìåôñï ôïõ Üëëïõ, ôüôå ôá ôñßãùíá åßíáé ßóá.
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Âáóéêïß ãåùìåôñéêïß ôüðïé

3.7  Êýêëïò - ÌåóïêÜèåôïò - Äé÷ïôüìïò

¼ðùò Ý÷ïõìå áíáöÝñåé, ãåùìåôñéêüò ôüðïò ëÝãåôáé ôï óýíïëï
üëùí ôùí óçìåßùí, ðïõ Ý÷ïõí ìéá (êïéíÞ) ÷áñáêôçñéóôéêÞ
éäéüôçôá.
ÅðïìÝíùò:
� ï êýêëïò (ó÷.33) åßíáé Ýíáò ãåùìåôñéêüò ôüðïò, áöïý üëá ôá

óçìåßá ôïõ êáé ìüíïí áõôÜ Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá íá áðÝ÷ïõí
ìéá ïñéóìÝíç áðüóôáóç áðü Ýíá óôáèåñü óçìåßï.

� ç ìåóïêÜèåôïò åíüò ôìÞìáôïò (ó÷.34) åßíáé åðßóçò Ýíáò ãåù-
ìåôñéêüò ôüðïò, áöïý üëá ôá óçìåßá ôçò êáé ìüíïí áõôÜ
Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá íá éóáðÝ÷ïõí áðü ôá Üêñá ôïõ ôìÞìáôïò.

� ç äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò (ó÷.35) åßíáé Ýíáò Üëëïò ãåùìå-
ôñéêüò ôüðïò, áöïý üëá ôá óçìåßá ôçò êáé ìüíïí áõôÜ (áðü
ôá óçìåßá ôçò ãùíßáò) éóáðÝ÷ïõí áðü ôéò ðëåõñÝò ôçò
ãùíßáò.

Ç áíôéìåôþðéóç åíüò ðñïâëÞìáôïò ãåùìåôñéêïý ôüðïõ
áðáéôåß ìéá éäéáßôåñç äéáäéêáóßá ç ïðïßá ðáñïõóéÜæåôáé óôï
åðüìåíï ðáñÜäåéãìá.

Ó÷Þìá 33

Ó÷Þìá 35

Ó÷Þìá 34

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ

Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí êÝíôñùí ôùí êýêëùí, ðïõ
äéÝñ÷ïíôáé áðü äýï óôáèåñÜ óçìåßá Á êáé Â.
Ëýóç
¸óôù Ì Ýíá óçìåßï ôïõ æçôïýìåíïõ ãåùìåôñéêïý ôüðïõ, äçëáäÞ
ôï êÝíôñï åíüò êýêëïõ ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôá Á,Â (ó÷.36). Ôüôå
ÌÁ=ÌÂ, ùò áêôßíåò ôïõ ßäéïõ êýêëïõ êáé åðïìÝíùò ôï Ì áíÞêåé
óôç ìåóïêÜèåôï å ôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ.
Áíôßóôñïöá. ¸óôù Í Ýíá óçìåßï ôçò ìåóïêáèÝôïõ å ôïõ ÁÂ. Ôüôå
èá åßíáé ÍÁ=ÍÂ, ïðüôå ï êýêëïò (Í,ÍÁ) äéÝñ÷åôáé êáé áðü ôï Â.
ÅðïìÝíùò êÜèå óçìåßï ôçò å åßíáé êÝíôñï êýêëïõ ðïõ äéÝñ÷åôáé
áðü ôá Á,Â.
¢ñá ï æçôïýìåíïò ãåùìåôñéêüò ôüðïò åßíáé ç ìåóïêÜèåôïò å ôïõ
ôìÞìáôïò ÁÂ. Ó÷Þìá 36
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ÓõììåôñéêÜ ó÷Þìáôá

3.8  ÊåíôñéêÞ óõììåôñßá

Óôçí §2.10 åßäáìå ðüôå äýï óçìåßá Á,Á´ ëÝãïíôáé óõììå-
ôñéêÜ ùò ðñïò êÝíôñï Ýíá óçìåßï Ï (ó÷.37).

Ãåíéêüôåñá äýï ó÷Þìáôá Ó, Ó´ ëÝãïíôáé óõììåôñéêÜ ùò
ðñïò Ýíá óçìåßï Ï (ó÷.38), áí êáé ìüíï áí êÜèå óçìåßï ôïõ
Ó´ åßíáé óõììåôñéêü åíüò óçìåßïõ ôïõ Ó ùò ðñïò ôï Ï êáé
áíôßóôñïöá. Ôï óçìåßï Ï ëÝãåôáé êÝíôñï óõììåôñßáò ôïõ
ó÷Þìáôïò, ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôá óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôï Ï
ó÷Þìáôá Ó êáé Ó´. ÄçëáäÞ Ýíá óçìåßï Ï ëÝãåôáé êÝíôñï
óõììåôñßáò åíüò ó÷Þìáôïò, üôáí ãéá êÜèå óçìåßï Á ôïõ
ó÷Þìáôïò ôï óõììåôñéêü ôïõ Á¢, ùò ðñïò ôï Ï, åßíáé åðßóçò
óçìåßï ôïõ ó÷Þìáôïò. ¸íá ó÷Þìá ìå êÝíôñï óõììåôñßáò ëÝìå
üôé ðáñïõóéÜæåé êåíôñéêÞ óõììåôñßá.

Aí óôñÝøïõìå Ýíá ó÷Þìá Ó, ìå êÝíôñï óõììåôñßáò ôï Ï
(ó÷.39), êáôÜ 180ï ãýñù áðü ôï Ï, èá ðÜñïõìå Ýíá ó÷Þìá ðïõ
èá óõìðßðôåé ìå ôï áñ÷éêü.

Ó×ÏËÉÏ
Áðü ôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá ãßíåôáé öáíåñü üôé ç ëýóç åíüò ðñïâëÞìáôïò ãåùìåôñéêïý ôüðïõ áêïëïõèåß ôá
åîÞò óôÜäéá:
Èåùñïýìå Ýíá ôõ÷áßï óçìåßï Ì ôïõ æçôïýìåíïõ ãåùìåôñéêïý ôüðïõ êáé ìå âÜóç ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá ðïõ
Ý÷åé, ðñïóäéïñßæïõìå ôç ãñáììÞ Ã ðÜíù óôçí ïðïßá âñßóêåôáé.
Óôç óõíÝ÷åéá êáôáóêåõÜæïõìå ìå ôïí êáíüíá êáé ôï äéáâÞôç ôç ãñáììÞ áõôÞ êáé åîåôÜæïõìå áí ôï ôõ÷áßï óçìåßï
Í ôçò ãñáììÞò áõôÞò éêáíïðïéåß ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá ôïõ æçôïýìåíïõ ãåùìåôñéêïý ôüðïõ. Áí áõôü
óõìâáßíåé, ôüôå ç ãñáììÞ Ã åßíáé ï æçôïýìåíïò ãåùìåôñéêüò ôüðïò.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
Óõìðëçñþóôå ôá êåíÜ óôéò åðüìåíåò ðñïôÜóåéò.
.i) Ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí êïñõöþí ôùí éóïóêåëþí
ôñéãþíùí ìå ãíùóôÞ âÜóç åßíáé .................
ii) Ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ðïõ éóáðÝ÷ïõí
áðü äýï ôåìíüìåíåò åõèåßåò åßíáé ..................

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí êïñõöþí Á ôùí
ôñéãþíùí ÁÂÃ, ðïõ Ý÷ïõí óôáèåñÞ ôçí ðëåõñÜ ÂÃ=á
êáé ôç äéÜìåóï AÌ ìå ãíùóôü ìÞêïò.
2. Äßíåôáé êýêëïò (Ï,R). Áí Í ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ
êýêëïõ êáé Ì óçìåßï óôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÏÍ, þóôå
ÏÍ = ÍÌ, íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôïõ Ì, üôáí
ôï Í äéáãñÜöåé ôïí êýêëï.

Ó÷Þìá 37

Ó÷Þìá 38

Ó÷Þìá 39
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Áðü ôá ãíùóôÜ ìáò, ìÝ÷ñé ôþñá ó÷Þìáôá:
� Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá Ý÷åé êÝíôñï óõììåôñßáò ôï ìÝóï ôïõ

(ó÷.40á).

� Ç åõèåßá Ý÷åé êÝíôñï óõììåôñßáò ïðïéïäÞðïôå óçìåßï ôçò
(ó÷.40â).

� Ï êýêëïò Ý÷åé êÝíôñï óõììåôñßáò ôï êÝíôñï ôïõ (ó÷.40ã).

3.9  ÁîïíéêÞ óõììåôñßá

Óôçí §2.14 åßäáìå ðüôå äýï óçìåßá Á, Á¢ ëÝãïíôáé óõììåôñéêÜ
ùò ðñïò (Üîïíá) ôçí åõèåßá å (ó÷.42).

Ãåíéêüôåñá äýï ó÷Þìáôá Ó, Ó¢ (ó÷.43) ëÝãïíôáé óõììåôñéêÜ
ùò ðñïò ôçí åõèåßá å, áí êáé ìüíïí áí êÜèå óçìåßï ôïõ Ó¢ åß-
íáé óõììåôñéêü åíüò óçìåßïõ ôïõ Ó ùò ðñïò ôçí å êáé áíôß-
óôñïöá. Ç åõèåßá å ëÝãåôáé Üîïíáò óõììåôñßáò ôïõ ó÷Þìáôïò
ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôá ó÷Þìáôá Ó êáé Ó¢. ÄçëáäÞ ìéá åõèåßá
å ëÝãåôáé Üîïíáò óõììåôñßáò åíüò ó÷Þìáôïò, üôáí ãéá êÜèå
óçìåßï Á ôïõ ó÷Þìáôïò ôï óõììåôñéêü ôïõ Á¢, ùò ðñïò ôçí å,
åßíáé åðßóçò óçìåßï ôïõ ó÷Þìáôïò. ¸íá ó÷Þìá ìå Üîïíá
óõììåôñßáò ëÝìå üôé ðáñïõóéÜæåé áîïíéêÞ óõììåôñßá. Áí Ýíá
ó÷Þìá Ý÷åé ùò Üîïíá óõììåôñßáò ìéá åõèåßá å, ôüôå ç å ÷ùñßæåé

Ó÷Þìá 40

ÅÖÁÑÌÏÃÇ

Ôï óõììåôñéêü åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ùò ðñïò óçìåßï ðïõ äåí áíÞêåé óôï öïñÝá ôïõ,
åßíáé ôìÞìá ßóï ìå áõôü.
Áðüäåéîç
¸óôù Ýíá ôìÞìá ÁÂ (ó÷.41), óçìåßï Ï ðïõ äåí áíÞêåé óôçí
åõèåßá ÁÂ êáé Á¢, Â¢ ôá óõììåôñéêÜ ôùí Á,Â ùò ðñïò ôï Ï
áíôßóôïé÷á. ÅðåéäÞ ÏÁ¢ = ÏÁ, OB¢ = OB êáé Á¢Ï^ Â¢ =ÁÏ

^
Â, ôá

ôñßãùíá ÁÏÂ êáé Á¢ÏÂ¢ åßíáé ßóá, ïðüôå Á¢Â¢ = ÁÂ. Áñêåß íá
áðïäåßîïõìå üôé ôá ôìÞìáôá ÁÂ êáé Á¢Â¢ åßíáé óõììåôñéêÜ ùò
ðñïò ôï Ï. ¸óôù óçìåßï Ì ôïõ ÁÂ êáé Ì¢ ç ôïìÞ ôçò ÌÏ ìå
ôï Á¢Â¢. Áðü ôçí ðñïçãïýìåíç éóüôçôá ôñéãþíùí Ý÷ïõìå üôé 
Á^ = Á^¢, ïðüôå ôá ôñßãùíá ÁÏÌ êáé Á¢ÏÌ¢ åßíáé ßóá ãéáôß Ý÷ïõí ÏÁ¢ = ÏÁ, Á^ = Á^¢ êáé 
Ï
^

1 = Ï
^

2. ÅðïìÝíùò ÏÌ¢ = ÏÌ, ðïõ óçìáßíåé üôé ôï Ì¢ åßíáé óõììåôñéêü ôïõ Ì. 

´Ïìïéá ôï óõììåôñéêü êÜèå óçìåßïõ Ì¢ ôïõ Á¢Â¢ åßíáé óçìåßï ôïõ ÁÂ. ¢ñá ôá ÁÂ, Á¢Â¢
åßíáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôï Ï.

Ó÷Þìá 41

Ó÷Þìá 42

Ó÷Þìá 43
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ôï ó÷Þìá (ó÷.44) óå äýï ìÝñç ìå ôÝôïéï ôñüðï, þóôå, áí
äéðëþóïõìå ôï öýëëï ó÷åäßáóçò êáôÜ ìÞêïò ôçò å, ôá ìÝñç
áõôÜ èá ôáõôéóôïýí.
Áðü ôá ãíùóôÜ ìáò ó÷Þìáôá
� Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ Ý÷åé Üîïíåò óõììåôñßáò ôç ìåóï-

êÜèåôü ôïõ ì êáé ôïí öïñÝá ôïõ å (ó÷.45á).
� Ç åõèåßá x¢x Ý÷åé Üîïíá óõììåôñßáò êÜèå åõèåßá å^x¢x êáé

ôçí ßäéá ôç x¢x (ó÷.45â).
� Ï êýêëïò Ý÷åé Üîïíá óõììåôñßáò ôï öïñÝá ä êÜèå äéáìÝôñïõ

ôïõ ÁÂ (ó÷.45ã).
� Ôï éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ=ÁÃ) Ý÷åé Üîïíá óõììå-

ôñßáò ôï öïñÝá ì ôïõ ýøïõò ÁÄ (ó÷.45ä). 
� Ôï éóüðëåõñï ôñßãùíï Ý÷åé Üîïíá óõììåôñßáò ôïõò öïñåßò

ôùí ôñéþí õøþí ôïõ (ó÷.45å).

Ó÷Þìá 44

Ó÷Þìá 45

ÅÖÁÑÌÏÃÇ

¸óôù ìéá åõèåßá å êáé Ýíá ôìÞìá ÁÂ ôïõ ïðïßïõ ôï Ýíá Üêñï Á åßíáé
óçìåßï ôçò å. Íá áðïäåé÷èåß üôé ôï óõììåôñéêü ôïõ ÁÂ ùò ðñïò ôçí å
åßíáé ôï ôìÞìá ÁÂ¢ ßóï ìå ôï ÁÂ, üðïõ Â¢ ôï óõììåôñéêü ôïõ Â ùò ðñïò
ôçí å.
Áðüäåéîç 
Ôï óõììåôñéêü ôïõ Á ùò ðñïò ôçí å åßíáé ôï ßäéï ôï Á, áöïý ôï Á åßíáé óçìåßï ôçò å. ÅðåéäÞ ç å
åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôïõ ÂÂ¢, åßíáé ÁÂ¢ = ÁÂ. Óôï éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÂ¢ ç ÁÄ åßíáé ýøïò êáé
äéÜìåóïò, Üñá åßíáé êáé äé÷ïôüìïò, äçëáäÞ Á^1 = Á^ 2. ´Åóôù óçìåßï Ì ôïõ ÁÂ. ÖÝñïõìå ÌÊ^å ç

ïðïßá üôáí ðñïåêôáèåß ôÝìíåé ôï ÁÂ¢ óôï Ì¢. Óôï ôñßãùíï ÁÌÌ¢ ç ÁÊ åßíáé ýøïò êáé äé÷ïôüìïò
(áöïý Á^1 = Á^ 2), Üñá åßíáé êáé äéÜìåóïò, äçëáäÞ ÊÌ¢ = ÊÌ, ïðüôå ôï Ì¢ åßíáé óõììåôñéêü ôïõ Ì.

¼ìïéá áðïäåéêíýåôáé üôé ôï óõììåôñéêü êÜèå óçìåßïõ ôïõ ÁÂ´ åßíáé óçìåßï ôïõ ÁÂ. ¢ñá ôá ÁÂ,
ÁÂ¢ åßíáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôçí å.

Ó÷Þìá 46
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ÁíéóïôéêÝò ó÷Ýóåéò
Óôçí åíüôçôá áõôÞ áðïäåéêíýïõìå ôçí áíéóïôéêÞ ó÷Ýóç ðïõ
éó÷ýåé ìåôáîý ìéáò åîùôåñéêÞò ãùíßáò åíüò ôñéãþíïõ êáé ôùí
áðÝíáíôé ãùíéþí ôïõ êáé ôçí áíéóïôéêÞ ó÷Ýóç ðëåõñþí êáé
ãùíéþí åíüò ôñéãþíïõ. Åðßóçò, ðáñïõóéÜæïõìå ôçí ôñéãùíéêÞ
áíéóüôçôá.

3.10  Ó÷Ýóç åîùôåñéêÞò êáé áðÝíáíôé ãùíßáò

Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ. ÖÝñïõìå ôç äéÜìåóï ÂÄ (ó÷.47) êáé óôçí
ðñïÝêôáóÞ ôçò, ðñïò ôï Ä, èåùñïýìå óçìåßï Å, þóôå 
ÄÅ = ÂÄ. ÅðåéäÞ ôï Å âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü ôçò ãùíßáò ÃÁ^ x
Ý÷ïõìå ÃÁ^ Å < ÃÁ^ x = Á^ åî . ¼ìùò ôá ôñßãùíá ÂÄÃ êáé EÄÁ åßíáé

ßóá ãéáôß Ý÷ïõí: ÂÄ = ÄÅ, ÁÄ = ÄÃ êáé Ä^ 1 = Ä^ 2 , ïðüôå 

Ã
^

= ÃÁ^ Å. Áðü ôçí ôåëåõôáßá éóüôçôá êáé ôçí ÃÁ^ Å < Á^ åî ðñï-

êýðôåé üôé Á^ åî > Ã
^
. ¼ìïéá áðïäåéêíýåôáé üôé êáé Á^ åî > Â

^
. 

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá ó÷åäéÜóåôå ôïõò Üîïíåò óõììåôñßáò ôùí ãñáììÜ-

ôùí: Á, Â, Ä, Ç, È, Ô, ×, Ø.
2. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé óçìåßï Ï. Áí Á¢, Â¢, Ã ¢
åßíáé ôá óõììåôñéêÜ ôùí Á, Â, Ã ùò ðñïò ôï êÝíôñï Ï
áíôßóôïé÷á, íá áðïäåé÷èåß üôé ôá ôñßãùíá ÁÂÃ, Á¢Â¢Ã ¢
åßíáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôï Ï êáé ßóá.
3. Áí x¢Á^¢y¢ åßíáé ç óõììåôñéêÞ ôçò ãùíßáò xÁ^y, ùò
ðñïò êÝíôñï óõììåôñßáò Ýíá óçìåßï Ï, åîùôåñéêü ôçò
xÁ^y, ôüôå íá áðïäåé÷èåß üôé x¢Á^¢y¢ = xÁ^y.

4. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï óõììåôñéêü åíüò ôñéãþíïõ
ÁÂÃ ùò ðñïò ôçí åõèåßá ÂÃ åßíáé ôñßãùíï ßóï ìå ôï
ÁÂÃ.
5. Íá áðïäåßîåôå üôé ç äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò åßíáé
Üîïíáò óõììåôñßáò ôçò.
6. ¸óôù å, å¢ äýï êÜèåôïé ðïõ ôÝìíïíôáé óôï Ï êáé Ýíá
ôõ÷áßï óçìåßï Ì. Áí Ì ¢ åßíáé ôï óõììåôñéêü ôïõ Ì ùò
ðñïò å êáé Ì ² ôï óõììåôñéêü ôïõ Ì ¢ ùò ðñïò å¢, ôüôå
íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ÏÌ = ÏÌ²,
ii) ôá óçìåßá Ì, Ï, Ì² åßíáé óõíåõèåéáêÜ.

Ó÷Þìá 47

ÐÏÑIÓÌÁÔÁ

(i) ÊÜèå ôñßãùíï Ý÷åé ôï ðïëý ìéá ãùíßá ïñèÞ Þ áìâëåßá.

(ii) Ôï Üèñïéóìá äýï ãùíéþí êÜèå ôñéãþíïõ åßíáé ìéêñü-
ôåñï ôùí 180°.

ÊÜèå åîùôåñéêÞ ãùíßá åíüò ôñéãþíïõ åßíáé ìåãáëýôåñç
áðü êáèåìßá áðü ôéò áðÝíáíôé ãùíßåò ôïõ ôñéãþíïõ.

Èåþñçìá
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3.11 ÁíéóïôéêÝò ó÷Ýóåéò ðëåõñþí êáé ãùíéþí

Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ ìå â > ã (ó÷.48). Ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêü
åóùôåñéêü óçìåßï Ä ôçò ÁÃ, þóôå ÁÄ=ÁÂ. Ôï ôñßãùíï ÁÂÄ
åßíáé éóïóêåëÝò ìå âÜóç ÂÄ êáé åðïìÝíùò Â

^

1 = Ä
^

1 = ù. ÅðåéäÞ

ç ÂÄ åßíáé åóùôåñéêÞ çìéåõèåßá ôçò ãùíßáò Â
^

, åßíáé Â
^

> Â
^

1,

åíþ ç Ä
^

1, ùò åîùôåñéêÞ ãùíßá ôïõ ôñéãþíïõ ÂÄÃ åßíáé ìåãá-

ëýôåñç áðü ôç Ã
^

, äçëáäÞ Ä
^

1 > Ã
^

. ¸ôóé Ý÷ïõìå Â
^

> ù êáé 

ù > Ã
^

, åðïìÝíùò Â
^

> Ã
^

. 
Áíôßóôñïöá. ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â

^
> Ã

^
. Ôüôå èá åßíáé êáé

â>ã, ãéáôß áí Þôáí â = ã Þ â < ã èá åß÷áìå Â
^

= Ã
^

Þ 
Â
^

< Ã
^

áíôßóôïé÷á, ðïõ åßíáé Üôïðï.

3.12 ÔñéãùíéêÞ áíéóüôçôá

Ãíùñßæïõìå üôé ï óõíôïìüôåñïò äñüìïò ìåôáîý äýï óçìåßùí
åßíáé ç åõèåßá ðïõ ôá óõíäÝåé. Áõôü åêöñÜæåôáé áðü ôï åðüìå-
íï èåþñçìá.

Óå êÜèå ôñßãùíï áðÝíáíôé áðü Üíéóåò ðëåõñÝò âñß-
óêïíôáé üìïéá Üíéóåò ãùíßåò êáé áíôßóôñïöá.

Èåþñçìá

ÐÏÑIÓÌÁÔÁ

(i) Áí ìéá ãùíßá åíüò ôñéãþíïõ åßíáé ïñèÞ Þ áìâëåßá, ôüôå
ç áðÝíáíôé ðëåõñÜ ôçò åßíáé ç ìåãáëýôåñç ðëåõñÜ ôïõ
ôñéãþíïõ.

(ii) Áí Ýíá ôñßãùíï Ý÷åé äýï ãùíßåò ßóåò, ôüôå åßíáé éóï-
óêåëÝò.

(iii) Áí Ýíá ôñßãùíï Ý÷åé êáé ôéò ôñåéò ãùíßåò ôïõ ßóåò, ôü-
ôå åßíáé éóüðëåõñï.

Ó÷Þìá 48

Ó×ÏËÉÏ
Ôï äéðëáíü ðüñéóìá (ii) åßíáé ôï
áíôßóôñïöï ôïõ ðïñßóìáôïò É
ôçò § 3.2. Ôá äýï áõôÜ ðïñßóìá-
ôá óõíïøßæïíôáé óôï åîÞò: Ýíá
ôñßãùíï åßíáé éóïóêåëÝò áí êáé
ìüíï áí Ý÷åé äýï ãùíßåò ßóåò.

ÊÜèå ðëåõñÜ ôñéãþíïõ åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôï Ü-
èñïéóìá ôùí äýï Üëëùí êáé ìåãáëýôåñç áðü ôç äéá-
öïñÜ ôïõò.

Èåþñçìá
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Áðüäåéîç 
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ. Èá áðïäåßîïõìå áñ÷éêÜ üôé á < â + ã
(ó÷.49). Ãé� áõôü ðñïåêôåßíïõìå ôçí ðëåõñÜ ÂÁ, ðñïò ôï Á,
êáôÜ ôìÞìá ÁÄ = ÁÃ. Ôüôå ôï ôñßãùíï ÁÃÄ åßíáé éóïóêåëÝò
êáé ç ÃÁ åóùôåñéêÞ çìéåõèåßá ôçò ÂÃ

^
Ä, ïðüôå Ý÷ïõìå áíôß-

óôïé÷á Ä
^

= Ã
^

1 êáé Ã
^

1 < ÂÃ
^

Ä. Áðü ôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò ðñïêýðôåé

üôé Ä
^

< ÂÃ
^

Ä, áðü ôçí ïðïßá óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï
èåþñçìá óõìðåñáßíïõìå üôé ÂÃ < ÂÄ Þ á < â + ã.
¼ìïéá ðñïêýðôåé üôé â < ã + á êáé ã < á + â. Áðü ôéò áíéóü-
ôçôåò áõôÝò, áíôßóôïé÷á ðñïêýðôåé üôé á > â � ã, áí â $ ã Þ 
á > ã � â, áí ã $ â, äçëáäÞ êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò éó÷ýåé
ôï æçôïýìåíï. EðïìÝíùò:

â � ã < á < â + ã,  â $$ ã

Ó÷Þìá 49

ÐÏÑIÓÌÁ

ÊÜèå ÷ïñäÞ êýêëïõ åßíáé ìéêñüôåñç Þ ßóç ôçò äéáìÝôñïõ.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 1ç

Áí Ì åßíáé Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ, íá
áðïäåé÷èåß üôé:

(i) ÂÌ
^

Ã > Á
^

(ii) ÌÂ + ÌÃ < ÁÂ +ÁÃ.
Áðüäåéîç
(i) ¸óôù Ä (ó÷.50) ôï óçìåßï ôïìÞò ôçò ðñïÝêôáóçò ôïõ ÂÌ
ìå ôçí ÁÃ. Ç ãùíßá ÂÌÃ åßíáé åîùôåñéêÞ óôï ôñßãùíï ÌÄÃ êáé åðïìÝíùò ÂÌ

^
Ã > Ä^ 1. ÁëëÜ

ç Ä^ 1 åßíáé åîùôåñéêÞ óôï ôñßãùíï ÁÂÄ, ïðüôå èá åßíáé Ä^ 1 > Á
^

. ¢ñá èá åßíáé êáé ÂÌ
^

Ã > Á
^

.

(ii) Ìå åöáñìïãÞ ôçò ôñéãùíéêÞò áíéóüôçôáò óôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÌÃÄ ðñïêýðôïõí áíôß-
óôïé÷á ïé áíéóüôçôåò

ÌÂ + ÌÄ < ÁÂ + ÁÄ êáé ÌÃ < ÌÄ + ÄÃ.
ÐñïóèÝôïíôáò êáôÜ ìÝëç âñßóêïõìå:

ÌÂ + ÌÄ + ÌÃ < ÁÂ + (ÁÄ + ÄÃ) + ÌÄ Þ ÌÂ + ÌÃ < ÁÂ + ÁÃ.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 2ç

¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé óçìåßï Ä ôçò ðëåõñÜò ÂÃ. Áí éó÷ýïõí
äýï áðü ôéò åðüìåíåò ðñïôÜóåéò:

(i) ôï ôìÞìá ÁÄ åßíáé äéÜìåóïò,
(ii) ôï ôìÞìá ÁÄ åßíáé äé÷ïôüìïò,

(iii) ôï ôìÞìá ÁÄ åßíáé ýøïò,
ôüôå ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé éóïóêåëÝò ìå âÜóç ÂÃ.
Ëýóç
¸óôù ÁÄ äé÷ïôüìïò êáé äéÜìåóïò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ (ó÷.51). Ðñï-

Ó÷Þìá 50

Ó÷Þìá 51
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åêôåßíïõìå ôï ÁÄ êáôÜ ßóï ôìÞìá ÄÅ. Ôüôå ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÄÃÅ åßíáé ßóá (ÂÄ = ÄÃ,
ÁÄ = ÄÅ, Ä^1 = Ä^2 ùò êáôáêïñõöÞí). ¢ñá ÁÂ = ÃÅ (1) êáé Á^1 = Å

^
. Áðü ôçí Á^1 = Å

^
ðñïêýðôåé

ÁÃ = ÃÅ (2), áöïý ÁÄ äé÷ïôüìïò, ïðüôå Á^1 = Á^ 2 = Å
^
. Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé

üôé ÁÂ=ÁÃ. Áí ÁÄ åßíáé ýøïò êáé äéÜìåóïò Þ ýøïò êáé äé÷ïôüìïò ôüôå åýêïëá áðïäåé-
êíýåôáé üôé ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÁÄÃ åßíáé ßóá, ïðüôå ÁÂ = ÁÃ.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 3ç

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí äýï ðëåõñÝò ßóåò êáé ôéò
ðåñéå÷üìåíåò ãùíßåò Üíéóåò, ôüôå êáé ïé ôñßôåò
ðëåõñÝò èá åßíáé üìïéá Üíéóåò êáé áíôßóôñïöá.

Áðüäåéîç
Áò èåùñÞóïõìå ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ ìå
ÁÂ = Á¢Â¢, ÁÃ = Á¢Ã¢ êáé Á^ > Á^ ¢ (ó÷.55).
Èá áðïäåßîïõìå üôé BÃ > Â¢Ã¢. Áöïý Á^ > Á^ ¢, õðÜñ-
÷åé åóùôåñéêÞ çìéåõèåßá Ax ôçò Á^ ôÝôïéá, þóôå
ÂÁ^x = Á^ ¢. ÐÜíù óôçí Áx èåùñïýìå óçìåßï Ä,
þóôå ÁÄ = Á¢Ã¢. Ôüôå ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé Á¢Â¢Ã¢ åßíáé ßóá (ÐÃÐ). ¢ñá, ÂÄ = Â¢Ã¢.
ÖÝñïõìå êáôüðéí ôç äé÷ïôüìï ÁÅ ôçò ãùíßáò ÄÁ^ Ã, ïðüôå ó÷çìáôßæïíôáé äýï ßóá ôñßãùíá
ôá ÁÄÅ êáé ÁÃÅ, Üñá ÅÄ = ÅÃ. Óôï ôñßãùíï ÂÄÅ, Ý÷ïõìå áðü ôçí ôñéãùíéêÞ áíéóüôçôá üôé 

ÂÄ < ÂÅ + ÅÄ Þ  ÂÄ < ÂÅ + ÅÃ  Þ  Â¢Ã¢ < ÂÃ.

Áíôßóôñïöá. Áò èåùñÞóïõìå üôé óôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ åßíáé ÁÂ = Á¢Ã¢, ÁÃ = Á¢Ã¢
êáé ÂÃ > Â¢Ã¢. Áí Þôáí Á^ = Á^ ¢, ôüôå èá åß÷áìå üôé ÂÃ = Â¢Ã¢, åíþ áí Þôáí  Á^ < Á^ ¢, èá åß÷áìå
üôé Â¢Ã¢ < ÂÃ, ðïõ åßíáé Üôïðï. ÅðïìÝíùò, Á^ > Á^ ¢.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 4ç

Äßíåôáé ìéá åõèåßá å, äýï óçìåßá Á,Â ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò
ôçò êáé ôï óõììåôñéêü Á¢ ôïõ Á ùò ðñïò ôçí å (Ó÷.53á).
(i) Ãéá ïðïéïäÞðïôå óçìåßï Ì ôçò å, íá áðïäåé÷èåß üôé
ÌÁ + ÌÂ = ÌÁ¢ + ÌÂ $ Á¢Â. Ðüôå ôï Üèñïéóìá
ÌÁ+ÌÂ ðáßñíåé ôç ìéêñüôåñÞ ôïõ ôéìÞ;
(ii) Óôá óçìåßá Á, Â, Ã (ó÷.53â) âñßóêïíôáé ôñåéò êùìïðü-
ëåéò. ÊïíôÜ óå áõôÝò äéÝñ÷åôáé óéäçñïäñïìéêÞ ãñáììÞ,
ðÜíù óôçí ïðïßá ðñüêåéôáé íá êáôáóêåõáóèåß óôáèìüò Ó.
Óå ðïéï óçìåßï ðñÝðåé íá êáôáóêåõáóèåß ï óôáèìüò, þóôå
ï äñüìïò ÁÓÃÂ íá åßíáé ï åëÜ÷éóôïò äõíáôüò;

Ëýóç
(i) ÅðåéäÞ ôï Á¢ åßíáé óõììåôñéêü ôïõ Á ùò ðñïò ôçí å, ç å
åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôïõ ÁÁ¢, ïðüôå ÌÁ = ÌÁ¢ êáé åðïìÝíùò
ÌÁ + ÌÂ = ÌÁ¢ + ÌÂ (1). Áí ôï Ì äåí åßíáé óçìåßï ôïõ
ôìÞìáôïò Á¢Â áðü ôï ôñßãùíï ÌÁ¢Â, Ý÷ïõìå ÌÁ¢ + ÌÂ > Á¢Â (2), åíþ áí ôï Ì åßíáé

Ó÷Þìá 52

Ó÷Þìá 53
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óçìåßï ôïõ Á¢Â¢ Ý÷ïõìå ÌÁ¢ + ÌÂ = Á¢Â (3). Áðü (1), (2) êáé (3) ðñïêýðôåé üôé ÌÁ + ÌÂ
= ÌÁ¢ + ÌÂ $ Á¢Â êáé üôé ôï ÌÁ + ÌÂ ðáßñíåé ôç ìéêñüôåñÞ ôïõ ôéìÞ Á¢Â, üôáí 
Ì = Ì0, üðïõ Ì0 ôï óçìåßï ôïìÞò ôçò å ìå ôï Á¢Â.

(ii) ¼ìïéá ìå ôï (i).

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. ×áñáêôçñßóôå ùò óùóôÞ (Ó) Þ ëÜèïò (Ë) êáèåìßá
áðü ôéò åðüìåíåò ðñïôÜóåéò:
i) Ç åîùôåñéêÞ ãùíßá Á

^

åî ôñéãþíïõ ÁÂÃ

åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôç Ã
^
. Ó Ë

ii) Ç åîùôåñéêÞ ãùíßá Â
^

åî ôñéãþíïõ ÁÂÃ

åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôç Ã
^
. Ó Ë

iii) Ôï Üèñïéóìá äýï ãùíéþí åíüò 
ôñéãþíïõ åßíáé 180°. Ó Ë
iv) Áí â > ã (óå ôñßãùíï ÁÂÃ),
ôüôå Â

^
= Ã

^
êáé áíôßóôñïöá. Ó Ë

v) Áí â = ã (óå ôñßãùíï ÁÂÃ), 
ôüôå Â^ = Ã^ êáé áíôßóôñïöá. Ó Ë
2. Ãéá ôï ôñßãùíï ôïõ ðáñáêÜôù ó÷Þìáôïò éó÷ýåé:
á. á = 7     â. á=1     ã. 1<á<7     ä. á>7     å. 0<á<1
Êõêëþóôå ôï ãñÜììá ôçò óùóôÞò áðÜíôçóçò êáé áéôéï-
ëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

3. ÕðÜñ÷åé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå á = }
3

ã
} êáé â = }

3

5

ã
}; Äéêáéï-

ëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá åßíáé Â

^

1 > Ã
^

1 . Íá áðïäåßîåôå

üôé Â
^

1 > 90°.

2. Áí óå êõñôü ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ éó÷ýïõí ÁÂ = ÂÃ

êáé A
^

= Ã
^
, íá áðïäåßîåôå üôé ÁÄ = ÃÄ. Ôé óõìðåñáßíåôå

ãéá ôç ÂÄ;

3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â
^
=Ã

^
. i) Ôé åßäïõò ãùíßá

åßíáé ç Â
^
; ii) Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ýøïò áðü ôçí

êïñõöÞ Á ôÝìíåé ôçí åõèåßá ÂÃ, óå åóùôåñéêü óçìåßï
ôçò ðëåõñÜò ÂÃ.
4. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé óçìåßï Ä ôçò çìéåõèåßáò

Âx ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï Á. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ãùíßá ÂÄ^Ã
åßíáé ìåãáëýôåñç, ßóç Þ ìéêñüôåñç ôçò ãùíßáò ÂÁ^Ã, áí
ôï óçìåßï Ä âñßóêåôáé ìåôáîý ôùí Â êáé Á, ôáõôßæåôáé
ìå ôï Á Þ âñßóêåôáé ìåôÜ ôï Á, áíôßóôïé÷á. 
5. Áí Ì óçìåßï ôçò âÜóçò ÂÃ éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ
ÁÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé ÁÌ < ÁÂ. 
6. Óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á^ =90°), ç äé÷ïôüìïò

ôçò ãùíßáò Ã
^

ôÝìíåé ôçí ðëåõñÜ ÁÂ óôï Ä. Íá áðïäåß-
îåôå üôé ÁÄ < ÄÂ.
7. ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé Ï óçìåßï óôï åóùôåñéêü ôïõ
ôñéãþíïõ. Ïé ÂÏ êáé ÃÏ ôÝìíïõí ôéò ÁÃ êáé ÁÂ óôá
óçìåßá Ë êáé Ì áíôßóôïé÷á. Áí éó÷ýåé üôé ÂÏ = ÃÏ êáé
ÏË = ÏÌ íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé éóï-
óêåëÝò.
8. ¸óôù éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ) êáé Ê, Ë
ôá ìÝóá ôùí ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé
áí ïé åîùôåñéêÝò äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí ôïõ Â

^
êáé Ã

^

ôÝìíïíôáé óôï óçìåßï Ä, ôüôå ôï ôñßãùíï ÄÊË åßíáé
éóïóêåëÝò.
9. Èåùñïýìå éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ) êáé É

ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí äé÷ïôüìùí ôùí ãùíéþí Â
^
, Ã

^
. Íá

áðïäåßîåôå üôé:
i) ôï ôñßãùíï ÂÉÃ åßíáé éóïóêåëÝò,
ii) ç ÁÉ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò Á^.
10. Ïé êùìïðüëåéò Ê1, Ê2, Ê3 áðÝ÷ïõí áðü ôç ðüëç Ð

(ðáñáêÜôù ó÷Þìá), áðïóôÜóåéò 7, 6 êáé 10 km áíôß-
óôïé÷á. ¸íá áõôïêßíçôï îåêéíÜåé áðü ôçí êùìüðïëç
Ê1 êáé áêïëïõèþíôáò ôç äéáäñïìÞ Ê1Ê2Ê3Ê1 åðéóôñÝ-

öåé óôçí Ê1. Ï ÷éëéïìåôñçôÞò ôïõ ãñÜöåé üôé ãéá áõôÞ
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3.13 ÊÜèåôåò êáé ðëÜãéåò

¸óôù ìéá åõèåßá å (ó÷.54) êáé Ýíá óçìåßï Á åêôüò áõôÞò. Áðü
ôï Á öÝñïõìå ðñïò ôçí å ôçí êÜèåôo ä êáé ìéá ðëÜãéá æ. Ïé
åõèåßåò ä êáé æ ôÝìíïõí ôçí å óôá Ê êáé Â áíôßóôïé÷á. Ôï Ê,
üðùò åßíáé ãíùóôü, ëÝãåôáé ðñïâïëÞ ôïõ Á ðÜíù óôçí å Þ ß÷íïò
ôçò êáèÝôïõ ä ðÜíù óôçí å. Ôï Â ëÝãåôáé ß÷íïò ôçò åõèåßáò æ Þ
ôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ ðÜíù óôçí å.

ôç äéáäñïìÞ äéÞíõóå áðüóôáóç 48 km. Åßíáé áõôü
äõíáôüí; ÄéêáéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò.

1. Áí óå ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýåé ìá < }
á

2
} , íá áðïäåßîåôå üôé

Á^ > Â
^

+ Ã
^
. Ôé éó÷ýåé üôáí ìá = }

á

2
} Þ   ìá > }

á

2
};

2. ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ < ÁÃ êáé Ì ôï ìÝóï ôçò

ÂÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé ÁÌ^ Ã > ÁÌ^ Â. 
3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ < ÁÃ êáé ç äéÜìåóïò
ÁÌ. Íá áðïäåßîåôå üôé: 
i) MÁ^Â > MÁ^Ã ,

ii) }
â

2

� ã
} < ìá < }

â +

2

ã
} ,

iii) ìá + ìâ + ìã < 2ô. 

4. ¸óôù êýêëïò (Ï,R) äéáìÝôñïõ ÁÂ êáé óçìåßï Ó ôçò
çìéåõèåßáò ÏÁ. Ãéá êÜèå óçìåßï Ì ôïõ êýêëïõ íá
áðïäåé÷èåß üôé ÓÁ # ÓÌ # ÓÂ. (Ôï ôìÞìá ÓÁ ëÝãåôáé
áðüóôáóç ôïõ Ó áðü ôïí êýêëï).
5. ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ. Áí ç äé÷ïôüìïò äá ôÝìíåé êÜèå-

ôá ôç äéÜìåóï ìâ , íá áðïäåßîåôå üôé:

i) AÃ = 2AB,
ii) ÁÂ < ÂÃ.

6. ¸óôù êýêëïò (Ï,R) êáé äýï ôüîá ÁCÂ, ÃCÄ. Áí 

ÁCÂ = 2ÃCÄ íá áðïäåßîåôå üôé ÁÂ < 2ÃÄ.
7. Óå äýï Üíéóá ôüîá åíüò êýêëïõ áíôéóôïé÷ïýí ÷ïñäÝò
üìïéá Üíéóåò êáé áíôßóôñïöá.

Óýíèåôá ÈÝìáôá
1. ¸óôù êõñôü ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ êáé Ï åóùôåñéêü
óçìåßï ôïõ.
i) Ná áðïäåßîåôå üôé 

ÏÁ + ÏÂ + ÏÃ + ÏÄ > .

ii) Ãéá ðïéá èÝóç ôïõ Ï ôï Üèñïéóìá
ÏÁ + ÏÂ + ÏÃ + ÏÄ ãßíåôáé åëÜ÷éóôï;

2. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ < ÁÃ) ðñïåêôåßíïõìå ôéò ðëåõ-
ñÝò ÂÁ êáé ÃÁ ðñïò ôï ìÝñïò ôïõ Á êáôÜ ôìÞìáôá 
ÁÄ = ÁÃ êáé ÁÅ = ÁÂ áíôßóôïé÷á. Ç åõèåßá ÄÅ ôÝìíåé
ôçí åõèåßá ÂÃ óôï óçìåßï Ì. Íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ôï ôñßãùíï ÌÂÅ åßíáé éóïóêåëÝò, 
ii) ç äé÷ïôüìïò ôçò ÂÌ

^
Å äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï Á.

3. ¸óôù Ï ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí äéáãùíßùí åíüò êõñ-
ôïý ôåôñáðëåýñïõ ÁÂÃÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé:
i) êÜèå äéáãþíéïò åßíáé ìéêñüôåñç ôçò çìéðåñéìÝôñïõ

ôïõ ôåôñáðëåýñïõ,
ii) AÃ+ÂÄ>ÁÂ+ÃÄ êáé ÁÃ+ÂÄ>ÁÄ+ÂÃ,
iii) ôï Üèñïéóìá ôùí äéáãùíßùí åßíáé ìåãáëýôåñï ôçò

çìéðåñéìÝôñïõ ôïõ ôåôñáðëåýñïõ êáé ìéêñüôåñï ôçò
ðåñéìÝôñïõ ôïõ ôåôñáðëåýñïõ.

4. Óôï åóùôåñéêü ïñèÞò ãùíßáò xO
^

y èåùñïýìå óçìåßï
Ã êáé óôéò ðëåõñÝò ôçò Ïx, Oy ôá óçìåßá Á, Â áíôßóôïé-
÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ðåñßìåôñïò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ
åßíáé ìåãáëýôåñç áðü 2ÏÃ.

ÁÂ + ÂÃ + ÃÄ + ÄÁ
}}}

2

Ó÷Þìá 54
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Áðüäåéîç 
¸óôù ÁÂ êáé ÁÃ äýï ßóá ðëÜãéá ôìÞìáôá êáé ÁÊ ôï êÜèåôï
ôìÞìá (ó÷.55). To ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé éóïóêåëÝò êáé ôï ÁÊ
ýøïò ôïõ, åðïìÝíùò èá åßíáé êáé äéÜìåóïò, äçëáäÞ ÊÂ = ÊÃ.
Áíôßóôñïöá. ¸óôù üôé ÊÂ = ÊÃ. Óôï ôñßãùíï ÁÂÃ ôï ÁÊ åß-
íáé ýøïò êáé äéÜìåóïò, Üñá (åöáñìïãÞ §3.12) ôï ôñßãùíï
åßíáé éóïóêåëÝò äçëáäÞ ÁÂ = ÁÃ.

Áðüäåéîç
(i) Óôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÊÂ (ó÷.56), ç ãùíßá Ê

^
åßíáé ç ìå-

ãáëýôåñç ùò ïñèÞ. ÅðïìÝíùò ç ðëåõñÜ ÁÂ åßíáé ç ìåãáëý-
ôåñç ðëåõñÜ ôïõ ôñéãþíïõ êáé, Üñá, ÁÂ > ÁÊ.
(ii) ¸óôù åõèåßá å êáé óçìåßï Á åêôüò áõôÞò. Èåùñïýìå ôçí
êÜèåôï ÁÊ óôçí å êáé äýï ðëÜãéá ôìÞìáôá ÁÂ, ÁÃ, üðïõ Â,
Ã óçìåßá ôçò å (ó÷.57).
×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé
êáé ôá äýï ß÷íç Â, Ã ôùí ðëÜãéùí ôìçìÜôùí áíÞêïõí óôçí
ßäéá çìéåõèåßá ðïõ ïñßæåé ôï óçìåßï Ê.
Áò õðïèÝóïõìå üôé ÊÃ > ÊÂ (ó÷.57). Èá áðïäåßîïõìå üôé 
ÁÃ > ÁÂ. Áöïý ôï Â åßíáé ìåôáîý ôùí Ê, Ã, ç ÁÂ

^
Ã åßíáé åîùôå-

ñéêÞ ôïõ ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ ÊÁÂ, åðïìÝíùò ÁÂ
^

Ã > Ê
^

= 1z,
äçëáäÞ ç ÁÂ

^
Ã åßíáé áìâëåßá. Óôï ôñßãùíï ÁÂÃ ç ðëåõñÜ ÁÃ

âñßóêåôáé áðÝíáíôé áðü ôçí ÁÂ
^

Ã, óõíåðþò åßíáé ç ìåãáëýôåñç
ðëåõñÜ ôïõ ôñéãþíïõ, äçëáäÞ ÁÃ>ÁÂ.
Áíôßóôñïöá. Áò õðïèÝóïõìå üôé ÁÃ > ÁÂ. Áí Þôáí ÊÃ = ÊÂ,
ôüôå èá åß÷áìå ÁÃ = ÁÂ, ðïõ åßíáé Üôïðï. Áí ÊÃ < ÊÂ, ôüôå
óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï èá åß÷áìå üôé ÁÃ < ÁÂ, ðïõ
åßíáé åðßóçò Üôïðï. ÅðïìÝíùò ÊÃ > ÊÂ.

Aí äýï ðëÜãéá ôìÞìáôá åßíáé ßóá, ôüôå ôá ß÷íç ôïõò
éóáðÝ÷ïõí áðü ôï ß÷íïò ôçò êáèÝôïõ, êáé áíôßóôñïöá.

Èåþñçìá É

Ó÷Þìá 55

Ó÷Þìá 56

Áí áðü Ýíá óçìåßï åêôüò åõèåßáò öÝñïõìå ôï êÜèåôï
êáé äýï ðëÜãéá åõèýãñáììá ôìÞìáôá ôüôå:
(i) Ôï êÜèåôï ôìÞìá åßíáé ìéêñüôåñï áðü êÜèå ðëÜãéï.

(ii) Áí äýï ðëÜãéá ôìÞìáôá åßíáé Üíéóá, ôüôå êáé ïé
áðïóôÜóåéò ôùí é÷íþí ôïõò áðü ôï ß÷íïò ôçò êá-
èÝôïõ åßíáé ïìïéïôñüðùò Üíéóåò êáé áíôßóôñïöá.

Èåþñçìá ÉÉ

Ó÷Þìá 57

Ó×ÏËÉÏ
Ôçí éäéüôçôá (i) ôïõ ÈåùñÞìá-
ôïò ÉÉ, ðïõ Ý÷åé ôï êÜèåôï ôìÞìá
óõíÞèùò åêöñÜæïõìå êáé ùò: ç
áðüóôáóç åíüò óçìåßïõ Á áðü
ìßá åõèåßá å åßíáé ìéêñüôåñç áðü
ôçí áðüóôáóç ôïõ Á áðü ôõ÷üí
óçìåßï ôçò åõèåßáò.
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Åõèåßá êáé êýêëïò

3.14 Ó÷åôéêÝò èÝóåéò åõèåßáò êáé êýêëïõ

Èåùñïýìå Ýíáí êýêëï (Ï,R) ìéá åõèåßá x¢x êáé ôçí áðüóôáóç
ä = ÏÁ ôïõ êÝíôñïõ Ï áðü ôçí x¢x (ó÷.58). Ìåôáîý ôùí ä êáé
R éó÷ýåé ìßá áðü ôéò ó÷Ýóåéò: ä > R, ä = R êáé ä < R. Èá åîåôÜ-
óïõìå ôç ãåùìåôñéêÞ åñìçíåßá êáèåìßáò áðü ôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò.
� ¸óôù ä > R (ó÷.58á). Ôüôå ôï Á åßíáé åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ
êýêëïõ, ïðüôå êáé êÜèå Üëëï óçìåßï Ì ôçò åõèåßáò åßíáé åîù-
ôåñéêü, áöïý OM > OA > R. ÅðïìÝíùò, ç x¢x äåí Ý÷åé êáíÝíá
êïéíü óçìåßï ìå ôïí êýêëï êáé ëÝãåôáé åîùôåñéêÞ åõèåßá ôïõ
êýêëïõ.
� ¸óôù ä = R (ó÷.58â). Ôüôå ôï Á åßíáé êïéíü óçìåßï ôçò åõ-
èåßáò ìå ôïí êýêëï, åíþ êÜèå Üëëï óçìåßï Ì ôçò x¢x åßíáé
åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ (Ï,R), áöïý ÏÌ > ÏÁ = R. ÅðïìÝíùò,
ç x¢x Ý÷åé Ýíá ìüíï êïéíü óçìåßï ìå ôïí êýêëï êáé ëÝãåôáé
åöáðôïìÝíç ôïõ êýêëïõ óôï óçìåßï Á. Ôï óçìåßï Á ëÝãåôáé
óçìåßï åðáöÞò ôçò åõèåßáò ìå ôïí êýêëï. Åðßóçò, óôçí ðå-
ñßðôùóç áõôÞ ëÝìå üôé ç åõèåßá x´x åöÜðôåôáé ôïõ êýêëïõ
(Ï,R) óôï óçìåßï Á. Åßíáé öáíåñü üôé:

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
Áí ÁÂ, ÁÃ ðëÜãéá ôìÞìáôá ùò ðñïò ìéá åõèåßá å  êáé
ÁÊ ôï êÜèåôï ôìÞìá, ôüôå:
1. Óõìðëçñþóôå ôéò ðáñáêÜôù éóïäõíáìßåò 
i) ÁÂ=ÁÃÛ ..................
ii) ÁÂ>ÁÃÛ.................
2. ×áñáêôçñßóôå ùò óùóôÞ (Ó) Þ ëÜèïò (Ë) êáèåìßá
áðü ôéò ðáñáêÜôù ó÷Ýóåéò êáé áéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜ-
íôçóÞ óáò.
i) ÁÂ>ÁÊ Ó Ë
ii) ÁÂ=ÁÊ Ó Ë
iii) ÁÂ<ÁÊ Ó Ë

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Óôéò êÜèåôåò ðëåõñÝò ÁÂ, ÁÃ ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ
ÁÂÃ èåùñïýìå ôá óçìåßá Ä, Å áíôßóôïé÷á. Íá áðï-
äåßîåôå üôé:
i) ÄÅ < ÅÂ,
ii) ÄÅ < ÂÃ.

2. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá ôï ÁÇ åßíáé ýøïò êáé äéÜìå-
óïò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ. Íá óõãêñßíåôå ôá ôìÞìáôá ÁÂ,
ÁÃ êáé ÁÄ.

3. Äßíåôáé ôìÞìá ÁÂ, óçìåßï Ñ ôçò ìåóïêáèÝôïõ ôïõ
êáé ìßá åõèåßá å ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï Á.
i) Íá óõãêñßíåôå ôéò áðïóôÜóåéò ôïõ Ñ áðü ôçí åõèåßá
å êáé ôï óçìåßï Â.
ii) Ðïéá ðñÝðåé íá åßíáé ç èÝóç ôçò åõèåßáò å, þóôå ïé
áðïóôÜóåéò áõôÝò íá åßíáé ßóåò;

Ó÷Þìá 58
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Ç áêôßíá ðïõ êáôáëÞãåé óôï óçìåßï åðáöÞò åßíáé êÜèåôç
óôçí åöáðôïìÝíç.
Ç åöáðôïìÝíç ôïõ êýêëïõ óå êÜèå óçìåßï ôïõ åßíáé ìïíá-
äéêÞ.
� ¸óôù ä < R (ó÷.58ã). Ôüôå ôï Á åßíáé åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ
êýêëïõ. ÐÜíù óôçí çìéåõèåßá Áx èåùñïýìå Ýíá óçìåßï Ì,
þóôå ÁÌ = R. Tüôå ôï Ì åßíáé åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ êýêëïõ,
áöïý ÏÌ > ÁÌ = R. ´Åôóé ç çìéåõèåßá Áx, áöïý äéÝñ÷åôáé
áðü Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï, ôï Á, êáé Ýíá åîùôåñéêü, ôï Ì, åß-
íáé öáíåñü üôé Ý÷åé Ýíá ìïíáäéêü êïéíü óçìåßï ìå ôïí êýêëï,
ôï Â. ¼ìïéá êáé ç çìéåõèåßá Áx¢ Ý÷åé Ýíá êïéíü óçìåßï ìå ôïí
êýêëï, ôï Â¢.
ÅðïìÝíùò, ç x¢x Ý÷åé äýï êïéíÜ óçìåßá ìå ôïí êýêëï. Óôçí
ðåñßðôùóç áõôÞ ç åõèåßá x¢x, ëÝãåôáé ôÝìíïõóá ôïõ êýêëïõ
êáé ôá êïéíÜ ôçò óçìåßá ìå ôï êýêëï ëÝãïíôáé óçìåßá ôïìÞò
ôçò ìå ôïí êýêëï. Åðßóçò ëÝìå üôé ç åõèåßá ôÝìíåé ôïí êýêëï. 

Áíáêåöáëáéþíïíôáò Ý÷ïõìå:
� Áí ä>R, ç åõèåßá äåí Ý÷åé êïéíÜ óçìåßá ìå ôïí êýêëï.
� Áí ä=R, ç åõèåßá Ý÷åé Ýíá ìüíï êïéíü óçìåßï ìå ôïí êýêëï.
� Áí ä<R, ç åõèåßá Ý÷åé äýï êïéíÜ óçìåßá ìå ôïí êýêëï.
Ìå ôçí ìÝèïäï ôçò áðáãùãÞò óå Üôïðï áðïäåéêíýïíôáé êáé ôá
áíôßóôñïöá ôùí ðáñáðÜíù óõìðåñáóìÜôùí. Ìå ôçí ßäéá
åðßóçò ìÝèïäï áðïäåéêíýåôáé êáé ôï åðüìåíï èåþñçìá.

Áðüäåéîç
Áò õðïèÝóïõìå üôé ìéá åõèåßá å êáé Ýíáò êýêëïò (Ï,ñ) Ý÷ïõí
ôñßá êïéíÜ óçìåßá, ôá Á, Â, Ã (ó÷. 59). ÅðåéäÞ ÏÁ = ÏÂ (= ñ)
êáé ÏÂ = ÏÃ (= ñ), ïé ìåóïêÜèåôïé î,æ ôùí ÁÂ, ÂÃ áíôß-
óôïé÷á, äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï Ï. ¸ôóé áðü ôï óçìåßï Ï Ý÷ïõìå
äýï äéáöïñåôéêÝò êÜèåôåò óôçí å ôéò î, æ, ðïõ åßíáé Üôïðï.

Ìéá åõèåßá êáé Ýíáò êýêëïò Ý÷ïõí ôï ðïëý äýï êïéíÜ
óçìåßá.

Èåþñçìá I

Ó÷Þìá 59

Ó×ÏËÉÏ
Áðü ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá ðñïêýðôåé üôé ôñßá ïðïéáäÞðïôå óçìåßá
åíüò êýêëïõ äåí åßíáé óõíåõèåéáêÜ. Óôçí § 4.5 èá äïýìå üôé áðü ôñßá ìç
óõíåõèåéáêÜ óçìåßá äéÝñ÷åôáé Ýíáò êýêëïò, ðïõ åßíáé êáé ìïíáäéêüò.
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3.15 Åöáðôüìåíá ôìÞìáôá

¸óôù Ýíáò êýêëïò (Ï, ñ) êáé Ýíá åîùôåñéêü ôïõ óçìåßï Ñ. Óôçí
§ 6.7 èá äïýìå üôé áðü ôï Ñ öÝñïíôáé äýï åöáðôüìåíåò ôïõ
êýêëïõ. Áí Á, Â åßíáé ôá óçìåßá åðáöÞò áõôþí ìå ôïí êýêëï
(ó÷.60), ôüôå ôá ôìÞìáôá ÑÁ êáé ÑÂ ëÝãïíôáé åöáðôüìåíá
ôìÞìáôá ôïõ êýêëïõ áðü ôï óçìåßï Ñ êáé ç åõèåßá ÑÏ
äéáêåíôñéêÞ åõèåßá ôïõ óçìåßïõ Ñ. Éó÷ýåé ôï åîÞò èåþñçìá:

Áðüäåéîç
Ôá ôñßãùíá ÁÏÑ êáé ÂÏÑ (ó÷.60) Ý÷ïõí Á

^
= Â

^
= 90°, ÏÑ êïéíÞ

êáé ÏÁ = ÏÂ (= ñ), Üñá  åßíáé ßóá, ïðüôå ÑÁ = ÑÂ.

ÐÏÑIÓÌÁ

Áí Ñ åßíáé Ýíá åîùôåñéêü óçìåßï åíüò êýêëïõ, ôüôå ç äéá-
êåíôñéêÞ åõèåßá ôïõ:
(i) åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôçò ÷ïñäÞò ôïõ êýêëïõ ìå Üêñá ôá

óçìåßá åðáöÞò,
(ii) äé÷ïôïìåß ôç ãùíßá ôùí åöáðôüìåíùí ôìçìÜôùí êáé ôç

ãùíßá ôùí áêôßíùí ðïõ êáôáëÞãïõí óôá óçìåßá åðáöÞò.

Ôá åöáðôüìåíá ôìÞìáôá êýêëïõ, ðïõ Üãïíôáé áðü
óçìåßï åêôüò áõôïý åßíáé ßóá ìåôáîý ôïõò.

Èåþñçìá II

Ó÷Þìá 60

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Ðüôå ìéá åõèåßá Ý÷åé äýï, Ýíá Þ êáíÝíá êïéíü óç-
ìåßï ìå Ýíáí êýêëï;
2. Åßíáé äõíáôüí óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá íá åßíáé 
ÏÁ = ÏÂ = ÏÃ; ÄéêáéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

3. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá ôá ÑÁ, ÑÂ åßíáé åöáðôüìåíá

ôìÞìáôá, ç ÑÊ äé÷ïôüìïò ôçò ÁÑ
^
Â, ôá Ë, Í ìÝóá ôùí

ôüîùí ÁËCÂ, ÁNCÂ áíôßóôïé÷á êáé ôï Ì ìÝóï ôçò ÷ïñäÞò

ÁÂ. ×áñáêôçñßóôå ùò óùóôÞ (Ó) Þ ëÜèïò (Ë) êáèåìßá
áðü ôéò ðáñáêÜôù ðñïôÜóåéò:

i) ÑÁ = ÑÂ. Ó Ë
ii) Ç ÑÊ äéÝñ÷åôáé áðü ôï Ï. Ó Ë
iii) Ç ÏÌ äéÝñ÷åôáé áðü 
ôá Ñ, Ë, Í. Ó Ë
iv) Ç ðñïÝêôáóç ôïõ ËÌ äé÷ïôïìåß ôéò 
ãùíßåò ÁÑ

^
Â, ÁO

^
Â êáé ôï ôüîï ÁNCÂ. Ó Ë
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3.16  Ó÷åôéêÝò èÝóåéò äýï êýêëùí

Èåùñïýìå äýï êýêëïõò (Ê, R) êáé (Ë, ñ) ìå R $ ñ. Ïé ó÷åôé-
êÝò ôïõò èÝóåéò öáßíïíôáé óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá (ó÷.61á).

Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ åíþíåé ôá êÝíôñá äýï êýêëùí ëÝãåôáé
äéÜêåíôñïò ôùí äýï êýêëùí êáé óõìâïëßæåôáé ìå ä (ó÷. 61â).
Ïé ó÷åôéêÝò èÝóåéò äýï êýêëùí åîáñôþíôáé áðü ôç ó÷Ýóç ôçò
äéáêÝíôñïõ ìå ôï Üèñïéóìá Þ ôç äéáöïñÜ ôùí áêôßíùí ôïõò.
Äéáêñßíïõìå ôéò ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò:
� Êýêëïé ÷ùñßò êïéíÜ óçìåßá
(i) Ï êýêëïò (Ë, ñ) âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü ôïõ (Ê, R), áí Ó÷Þìá 61â

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Aí Ý÷ïõìå äýï ïìüêåíôñïõò êýêëïõò, íá åîçãÞóåôå
ãéáôß üëåò ïé ÷ïñäÝò ôïõ ìåãÜëïõ êýêëïõ ðïõ åöÜðôï-
íôáé óôï ìéêñü êýêëï åßíáé ßóåò.
2. Äßíåôáé êýêëïò (Ï,ñ), ìßá äéÜìåôñüò ôïõ ÁÂ êáé ïé
åöáðôüìåíåò å1 , å2 ôïõ êýêëïõ óôá Á,Â. Áí ìéá ôñßôç
åöáðôïìÝíç å ôÝìíåé ôéò å1 , å2 óôá Ã, Ä, íá áðïäåßîåôå
üôé ÃO

^
Ä = 90°.

3. Áðü åîùôåñéêü óçìåßï Ñ êýêëïõ (Ï,R) öÝñïõìå ôá
åöáðôüìåíá ôìÞìáôá ÑÁ êáé ÑÂ. Ìßá ôñßôç åöáðôïìÝ-
íç óôï óçìåßï Å ôïõ êýêëïõ ôÝìíåé ôá ÑÁ êáé ÑÂ óôá
óçìåßá Ã,Ä áíôßóôïé÷á. Íá âñåèåß ç ðåñßìåôñïò ôïõ ôñé-
ãþíïõ ÑÃÄ ùò óõíÜñôçóç ôùí åöáðôüìåíùí ôìçìÜôùí
ÑÁ êáé ÑÂ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Íá áðïäåßîåôå üôé äýï óçìåßá ìßáò åöáðôïìÝíçò
êýêëïõ, ôá ïðïßá éóáðÝ÷ïõí áðü ôï óçìåßï åðáöÞò,
áðÝ÷ïõí ßóç áðüóôáóç áðü ôïí êýêëï.

2. Áðü óçìåßï Ì åîùôåñéêü ôïõ êýêëïõ (Ï,R) öÝñïõ-
ìå ôéò åöáðôüìåíåò ÌÁ,ÌÂ ôïõ êýêëïõ. Ðñïåêôåßíïõ-
ìå ôï ÏÂ êáôÜ ßóï ôìÞìá ÂÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé ç
ãùíßá ÁÌ^ Ã åßíáé ôñéðëÜóéá ôçò ÂÌ^ Ã.
3. Áðü åîùôåñéêü óçìåßï Ñ åíüò êýêëïõ êÝíôñïõ Ï,
öÝñïõìå ôá åöáðôüìåíá ôìÞìáôá ÑÁ êáé ÑÂ. Áí Ì
åßíáé Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò
ÏÑ íá áðïäåßîåôå üôé ÌÁ^Ñ= ÌÂ^Ñ.

Ó÷Þìá 61á
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êáé ìüíï áí ä < R � ñ (ó÷.62á).
(ii) Ïé êýêëïé (Ê, R) êáé (Ë, ñ) âñßóêåôáé ï Ýíáò óôï åîùôå-
ñéêü ôïõ Üëëïõ, áí êáé ìüíï áí ä > R + ñ (ó÷.62å).

� Åöáðüìåíïé êýêëïé
(i) Oé êýêëïé åöÜðôïíôáé åóùôåñéêÜ, äçëáäÞ Ý÷ïõí Ýíá
êïéíü óçìåßï êáé ï êýêëïò (Ë, ñ) âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü
ôïõ (Ê, R), áí êáé ìüíï áí ä = R � ñ (ó÷.62â).
(ii) Ïé êýêëïé åöÜðôïíôáé åîùôåñéêÜ, äçëáäÞ Ý÷ïõí Ýíá
êïéíü óçìåßï êáé ï Ýíáò âñßóêåôáé óôï åîùôåñéêü ôïõ Üëëïõ,
áí êáé ìüíï áí ä = R + ñ (ó÷.62ä).
Ôï êïéíü óçìåßï äýï åöáðôüìåíùí êýêëùí ëÝãåôáé óçìåßï
åðáöÞò êáé åßíáé óçìåßï ôçò äéáêÝíôñïõ.
ÐñÜãìáôé, áí ôï óçìåßï åðáöÞò Á (ó÷.63) äåí åßíáé óçìåßï ôçò
äéáêÝíôñïõ, ôüôå áðü ôï ôñßãùíï ÁÊË Ý÷ïõìå ÊË < ÊÁ + ÁË,
äçëáäÞ ä < R + ñ, ðïõ åßíáé Üôïðï.

� Ôåìíüìåíïé êýêëïé
Oé êýêëïé ôÝìíïíôáé, äçëáäÞ Ý÷ïõí äýï êïéíÜ óçìåßá, áí êáé
ìüíï áí R � ñ < ä < R + ñ (ó÷.62ã). Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá
ÁÂ ðïõ åíþíåé ôá êïéíÜ óçìåßá ëÝãåôáé êïéíÞ ÷ïñäÞ ôùí äýï
êýêëùí. Éó÷ýåé ôï åðüìåíï èåþñçìá.

Áðüäåéîç
¸óôù ïé êýêëïé (Ê,R) êáé (Ë,ñ) ôïõ ó÷.64 êáé Á, Â ôá óçìåßá
ôïìÞò ôïõò. ÅðåéäÞ ÊÁ = ÊÂ = R, ôï óçìåßï Ê åßíáé óçìåßï
ôçò ìåóïêáèÝôïõ ôïõ ÁÂ. ¼ìïéá áðü ôçí ËÁ = ËÂ = ñ
ðñïêýðôåé üôé êáé ôï Ë åßíáé óçìåßï ôçò ìåóïêáèÝôïõ ôïõ ÁÂ.
¢ñá, ç ÊË åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôçò êïéíÞò ÷ïñäÞò ÁÂ ôïõ êý-
êëïõ.

Ó÷Þìá 62

Ó÷Þìá 63
Ç äéÜêåíôñïò äýï ôåìíüìåíùí êýêëùí åßíáé ìåóïêÜ-
èåôïò ôçò êïéíÞò ÷ïñäÞò ôïõò.

Èåþñçìá

Ó÷Þìá 64

Ó÷Þìá 65

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ïé ôåìíüìåíïé êýêëïé (Ê, R) êáé (Ë, ñ) (ó÷.65) åßíáé
ßóïé, äçëáäÞ Ý÷ïõí R = ñ, ôüôå êáé ç êïéíÞ ÷ïñäÞ åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôçò
äéáêÝíôñïõ.
ÐñÜãìáôé, åðåéäÞ R = ñ, èá åßíáé ÁÊ = ÁË êáé ÂÊ = ÂË. ¢ñá ôá Á êáé
Â åßíáé óçìåßá ôçò ìåóïêáèÝôïõ ôïõ ÊË êáé åðïìÝíùò ç êïéíÞ ÷ïñäÞ ÁÂ
åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôçò äéáêÝíôñïõ ÊË.
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ÅÖÁÑÌÏÃÇ

Äýï êýêëïé åöÜðôïíôáé åîùôåñéêÜ óôï Á (ó÷.66). Ìßá
åõèåßá å åöÜðôåôáé êáé óôïõò äýï êýêëïõò óôá Â, Ã áíôß-
óôïé÷á, üðùò óôï ó÷.66. Íá áðïäåé÷èåß üôé:
(i) Ç åöáðôïìÝíç æ ôïõ åíüò êýêëïõ óôï Á åßíáé êáé åöá-

ðôïìÝíç ôïõ Üëëïõ.
(ii) Ç åõèåßá æ äé÷ïôïìåß ôï ôìÞìá ÂÃ.
Áðüäåéîç
(i) ¸óôù üôé ç æ åöÜðôåôáé óôïí êýêëï (Ê) óôï Á. Ôüôå

æ^ÊÁ (1).
ÅðåéäÞ üìùò ïé êýêëïé åöÜðôïíôáé, ôï Á åßíáé óçìåßï ôçò äéáêÝíôñïõ ÊË, ïðüôå áðü ôçí
(1) ðñïêýðôåé üôé æ^ÁË, åðïìÝíùò ç åõèåßá æ åßíáé êáé åöáðôïìÝíç ôïõ êýêëïõ (Ë).

(ii) ¸óôù Ì ôï óçìåßï ôïìÞò ôçò æ ìå ôçí å. Ôüôå ÌÁ = ÌÂ, ùò åöáðôüìåíá ôìÞìáôá ôïõ
(Ê) êáé ÌÁ = ÌÃ, ùò åöáðôüìåíá ôìÞìáôá ôïõ (Ë). Áðü ôéò éóüôçôåò áõôÝò ðñïêýðôåé
üôé ÌÂ = ÌÃ.

Ó÷Þìá 66

Ó×ÏËÉÏ
Ç åõèåßá å ôïõ ðáñáðÜíù ó÷Þìáôïò, ðïõ åöÜðôåôáé êáé óôïõò äýï êýêëïõò êáé ôïõò áöÞíåé ðñïò ôï ßäéï
ìÝñïò ôçò ëÝãåôáé êïéíÞ åîùôåñéêÞ åöáðôïìÝíç, åíþ ç åõèåßá æ ðïõ Ý÷åé ôïõò êýêëïõò óôïõò ïðïßïõò
åöÜðôåôáé åêáôÝñùèåí áõôÞò ëÝãåôáé êïéíÞ åóùôåñéêÞ åöáðôïìÝíç.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Áí (Ê, R) êáé (Ë, ñ) åßíáé äýï êýêëïé ðïõ Ý÷oõí äéá-
öïñåôéêÜ êÝíôñá êáé R > ñ, ÊË = ä, íá áíôéóôïé÷ßóåôå
êÜèå öñÜóç ôçò ðñþôçò óôÞëçò ìå ôçí áíôßóôïé÷ç ó÷Ý-
óç óôç äåýôåñç óôÞëç.

2. ×áñáêôçñßóôå ùò óùóôÞ (Ó) Þ ëÜèïò (Ë) êáèåìßá áðü
ôéò åðüìåíåò ðñïôÜóåéò êáé áéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ
óáò.
i) Ç äéÜêåíôñïò äýï êýêëùí åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôçò
êïéíÞò ÷ïñäÞò. Ó Ë
ii) Ç êïéíÞ ÷ïñäÞ äýï ßóùí êýêëùí åßíáé ìåóïêÜèåôïò
ôçò äéáêÝíôñïõ. Ó Ë
iii) Ôï óçìåßï åðáöÞò äýï åöáðôüìåíùí êýêëùí åßíáé
óçìåßï ôçò äéáêÝíôñïõ. Ó Ë

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé ó÷åôéêÝò èÝóåéò ôùí êýêëùí
(K, ñ) êáé (Ë, 2ñ) áí

i) ÊË = }
2

ñ
} ,

ii) ÊË = ñ,
iii) ÊË = 2ñ,
iv) ÊË = 3ñ,
v) ÊË = 4ñ.
2. Äßíåôáé êýêëïò (Ï, ñ) êáé ìéá áêôßíá ôïõ ÏÁ. ÃñÜ-

ÓôÞëç Á ÓôÞëç Â

â. Ï êýêëïò (Ë,ñ) åöÜðôåôáé åóù-
ôåñéêÜ ôïõ (Ê,R).

1. ä>R+ñ
á. Ï êýêëïò (Ë,ñ) åßíáé åóùôåñéêüò

ôïõ (Ê,R).

2. ä=R+ñ

ã. Ïé êýêëïé (Ê,R) êáé (Ë,ñ) ôÝìíï-
íôáé.

3. ä= R�ñ

ä. Ïé êýêëïé åöÜðôïíôáé åîùôå-
ñéêÜ.

4. ä< R�ñ

å. ÊÜèå êýêëïò åßíáé åîùôåñéêüò
ôïõ Üëëïõ.

5. 2ä= R�ñ

6. ñ<ä<R

7. 2ä=Rñ

8. R�ñ<ä<R+ñ
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ÃåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò

Óôçí § 2.7 áíáöÝñáìå ôçí Ýííïéá ôçò ãåùìåôñéêÞò êáôáóêåõÞò.
Ç áíôéìåôþðéóç åíüò ðñïâëÞìáôïò êáôáóêåõÞò áêïëïõèåß ôá
åîÞò óôÜäéá: ôçí êáôáóêåõÞ (Þ óýíèåóç), ôçí áðüäåéîç êáé
ôç äéåñåýíçóç.

� Ç êáôáóêåõÞ åßíáé üëåò åêåßíåò ïé åíÝñãåéåò ðïõ ïäçãïýí
óôç ó÷åäßáóç ôïõ ó÷Þìáôïò.

� Ç áðüäåéîç åßíáé ç åðéâåâáßùóç üôé ôï ó÷Þìá ðïõ êáôá-
óêåõÜóôçêå Ý÷åé ùò óôïé÷åßá ôá äïóìÝíá.

� Ç äéåñåýíçóç åßíáé ç áíáãñáöÞ üëùí åêåßíùí ôùí óõíèç-
êþí, ðïõ ðñÝðåé íá éêáíïðïéïýí ôá äåäïìÝíá, þóôå ôï ðñü-
âëçìá íá Ý÷åé ëýóç. Óôç äéåñåýíçóç åîåôÜæåôáé åðßóçò êáé
ôï ðëÞèïò ôùí ëýóåùí ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

öïõìå êýêëï ìå äéÜìåôñï ÏÁ. Ðïéá åßíáé ç ó÷åôéêÞ
èÝóç ôùí äýï êýêëùí;
3. Äßíåôáé åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ êáé ôï ìÝóï ôïõ Ï.
ÃñÜöïõìå ôïí êýêëï (Á, ÁÏ) êáé ôïí êýêëï ìå äéÜìå-
ôñï ÏÂ. Ðïéá åßíáé ç ó÷åôéêÞ èÝóç ôùí äýï êýêëùí;

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò 
1. Äßíåôáé êýêëïò (Ï, R) êáé åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ Ñ,
þóôå ÏÑ <2R. ÃñÜöïõìå ôïí êýêëï (Ï, 2R). Íá áðï-
äåßîåôå üôé: 
i) ï êýêëïò (O,2R) ôÝìíåé ôïí êýêëï (Ñ, ÑÏ) óå äýï
óçìåßá Ã êáé Ä, 
ii) ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÏÃ êáé ÏÄ ôÝìíïõí ôïí êý-
êëï (Ï, R) óôá óçìåßá Á êáé Â,
iii) ôá ÑÁ êáé ÑÂ åöÜðôïíôáé óôïí (Ï, R).
2. Äßíïíôáé äýï êýêëïé (Ï1, R1) êáé (Ï2, R2) ìå 

Ï1Ï2 > R1+R2 >2R2.

i) Na áðïäåßîåôå üôé ï Ýíáò âñßóêåôáé óôï åîùôåñéêü
ôïõ Üëëïõ.
ii) Åóôù üôé ç äéÜêåíôñïò ôÝìíåé ôïí (Ï1) óôá óçìåßá

Ì, Ì¢ êáé ôïí (Ï2) óôá óçìåßá Í, Í¢ áíôßóôïé÷á ìå ôá

Ì, Í ìåôáîý ôùí Ì¢, Í¢. Íá áðïäåßîåôå üôé 
MN # AB # M¢N¢, üðïõ Á, Â ôõ÷áßá óçìåßá ôùí êý-
êëùí (Ï1) êáé (Ï2) áíôßóôïé÷á.

3. ¸íáò êýêëïò êÝíôñïõ Ê åßíáé åîùôåñéêüò åíüò Üë-
ëïõ êýêëïõ êÝíôñïõ Ë. Ìéá êïéíÞ åîùôåñéêÞ åöáðôï-
ìÝíç êáé ìéá êïéíÞ åóùôåñéêÞ åöáðôïìÝíç ôùí äýï êý-
êëùí ôÝìíïíôáé óôï Ñ. Íá áðïäåßîåôå üôé ÊÑ^Ë = 90°.
4. Ìðïñåßôå íá æùãñáößóåôå 12 êýêëïõò, þóôå ï êáèÝ-
íáò áðü áõôïýò íá åöÜðôåôáé óå 5 áêñéâþò áðü ôïõò
äïóìÝíïõò êýêëïõò;

ÉÓÔÏÑÉÊÏ ÓÇÌÅÉÙÌÁ
Ïé ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò
Ôá ðñþôá ðñïâëÞìáôá ãåùìåôñéêþí êá-
ôáóêåõþí áðáíôþíôáé óôá «Óôïé÷åßá»
ôïõ Åõêëåßäç. Ïé ìáèçìáôéêÝò ðñïô-
Üóåéò äéáéñïýíôáé óå «èåùñÞìáôá»,
üðïõ æçôåßôáé íá áðïäåé÷èåß üôé Ýíá
áíôéêåßìåíï Ý÷åé ìéá ïñéóìÝíç éäéüôçôá
êáé óå «ðñïâëÞìáôá», üðïõ æçôåßôáé íá
êáôáóêåõáóèåß êÜðïéï áíôéêåßìåíï ðïõ
íá Ý÷åé ïñéóìÝíç éäéüôçôá. Óôá «Óôïé-
÷åßá» ïé êáôáóêåõÝò óôçñßæïíôáé óôá
ôñßá ðñþôá áéôÞìáôá ôïõ Âéâëßïõ É (âë.
Ôá ìç åðéëýóéìá ãåùìåôñéêÜ ðñïâëÞìá-
ôá ôçò áñ÷áéüôçôáò).
Ùò ôá ôÝëç ôïõ 4ïõ áé. ðñÝðåé íá åß÷å
åäñáéùèåß ç ðåðïßèçóç üôé ïñéóìÝíá
ðñïâëÞìáôá, üðùò ð.÷. ôï ðñüâëçìá
ôïõ äéðëáóéáóìïý ôïõ êýâïõ äåí åßíáé
åðéëýóéìï ìå ôá åðéôñåðôÜ ôüôå êáôá-
óêåõáóôéêÜ åñãáëåßá. ¸ôóé åìöáíßæåôáé
ç ðñþôç éåñÜñ÷çóç ôùí ðñïâëçìÜôùí
ìå âÜóç ôá åðéôñåðôÜ êáôáóêåõáóôéêÜ
åñãáëåßá åðéëõóéìüôçôÜò ôïõò. Ùò åðß-
ðåäá ðñïâëÞìáôá èåùñïýíôáé áõôÜ ðïõ
ìðïñïýí íá êáôáóêåõáóôïýí ìå êáíüíá
êáé äéáâÞôç, óôåñåÜ ðñïâëÞìáôá åßíáé
åêåßíá ðïõ ëýíïíôáé ìå ôç âïÞèåéá
êùíéêþí ôïìþí, êáé ãñáììéêÜ ðñïâëÞ-
ìáôá åßíáé üëá ôá õðüëïéðá. Ï ÐÜððïò
ìÜëéóôá èåùñïýóå óïâáñü ëÜèïò ôç
ëýóç åíüò åðßðåäïõ ðñïâëÞìáôïò ìå ôç
âïÞèåéá êùíéêþí ôïìþí.

Ó×ÏËÉÏ
¼ôáí ç êáôáóêåõÞ ôïõ æçôïýìåíïõ ó÷Þìáôïò äåí åßíáé Üìåóá öáíåñÞ,
ôüôå, ðñéí áðü ôçí êáôáóêåõÞ êÜíïõìå, ùò âïçèçôéêü âÞìá, êáé ôç ëå-
ãüìåíç áíÜëõóç. Óå ðñïâëÞìáôá åðüìåíùí êåöáëáßùí èá ÷ñçóéìï-
ðïéÞóïõìå êáé ôçí áíÜëõóç.
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ÔÑÉÃÙÍÁ

3.17 ÁðëÝò ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ ðáñïõóéÜæïõìå ïñéóìÝíåò ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò ìå ôéò ïðïßåò
êáôï÷õñþíïõìå êáôáóêåõáóôéêÜ óôïé÷åéþäç ãåùìåôñéêÜ áíôéêåßìåíá êáé äéáäéêáóßåò.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 1

Äßíåôáé ãùíßá xO
^

y êáé ç çìéåõèåßá Ï¢x¢. Íá
êáôáóêåõáóèåß ãùíßá ßóç ìå ôç xO

^
y ç ïðïßá

Ý÷åé ùò ìéá ðëåõñÜ, ôçí Ï¢x¢ êáé êïñõöÞ ôï Ï¢.
� ÊáôáóêåõÞ
Êáèéóôïýìå ôç ãùíßá xO

^
y (ó÷.67) åðßêåíôñç

ãñÜöïíôáò êýêëï ìå êÝíôñï Ï êáé ôõ÷áßá
áêôßíá ñ. ¸óôù ACÂ ôï áíôßóôïé÷ï ôüîï ôçò. Ìå êÝíôñï Ï¢ êáé áêôßíá ôçí ßäéá, ãñÜöïõìå
Üëëïí êýêëï ðïõ ôÝìíåé ôçí Ï¢x¢ óôï Á¢. Áêïëïýèùò ãñÜöïõìå ôïí êýêëï (Á¢, ÁÂ) ôïõ
ïðïßïõ Ýíá êïéíü óçìåßï ìå ôïí (Ï¢,ñ) åßíáé ôï Â¢. ÖÝñïõìå ôçí çìéåõèåßá Ï¢Â¢. Ç ãùíßá
x¢O^ ¢Â¢, äçëáäÞ ç x¢O^ ¢y¢ åßíáé ç æçôïýìåíç.

� Áðüäåéîç
Ïé ãùíßåò xO

^
y êáé x¢O^ ¢y¢ åßíáé ßóåò, ãéáôß åßíáé åðßêåíôñåò óôïõò ßóïõò êýêëïõò (Ï,ñ),

(Ï¢,ñ) êáé âáßíïõí óôá ßóá ôüîá ACÂ êáé A¢CÂ¢ áíôßóôïé÷á. (§ 2.18)

� Äéåñåýíçóç
Ãéá íá Ý÷åé ôï ðñüâëçìá ëýóç, èá ðñÝðåé ïé êýêëïé (Ï¢,ñ) êáé  (Á¢, ÁÂ) íá ôÝìíïíôáé. Áõôü
üìùò, óõìâáßíåé ðÜíôïôå, åðåéäÞ ãéá ôç äéÜêåíôñü ôïõò Ï¢Á¢ = ñ éó÷ýåé: ñ � ÁÂ < ñ < ñ + ÁÂ
(ëüãù ôçò ôñéãùíéêÞò áíéóüôçôáò óôï ôñßãùíï ÏÁÂ). Ìéá äåýôåñç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò
áíôéóôïé÷åß óôï äåýôåñï êïéíü óçìåßï ôùí êýêëùí (Ï¢,ñ) êáé  (Á¢, ÁÂ).

ÐÑÏÂËÇÌÁ 2

Íá êáôáóêåõáóèåß ç ìåóïêÜèåôïò åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò.
� ÊáôáóêåõÞ
¸óôù ôìÞìá ÁÂ (ó÷.68). Ìå êÝíôñá ôá Üêñá ôïõ Á, Â êáé áêôßíá 

ñ > }
Á

2

Â
} ãñÜöïõìå äýï ßóïõò êýêëïõò. Áí Ã, Ä åßíáé ôá êïéíÜ óçìåßá

ôùí êýêëùí áõôþí, ç åõèåßá å ðïõ ïñßæïõí åßíáé ç æçôïýìåíç.

� Áðüäåéîç
Ç åõèåßá å åßíáé êïéíÞ ÷ïñäÞ ßóùí êýêëùí, åðïìÝíùò åßíáé êÜèåôç óôç äéÜêåíôñï ÁÂ (§3.16)

� Äéåñåýíçóç
Ãéá íá Ý÷åé ôï ðñüâëçìá ëýóç èá ðñÝðåé ïé êýêëïé (Á, ñ) êáé (Â, ñ) íá ôÝìíïíôáé. Áõôü
üìùò éó÷ýåé, áöïý ç äéÜêåíôñü ôïõò ÁÂ éêáíïðïéåß ôçí ñ � ñ < ÁÂ < ñ + ñ. 

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ: Ìå ôçí ðáñáðÜíù êáôáóêåõÞ âñßóêïõìå êáé ôï ìÝóï åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò.

Ó÷Þìá 67

Ó÷Þìá 68
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

ÁñêåôÝò öïñÝò ôá ðáñáðÜíù âÞìáôá: êáôáóêåõÞ, áðüäåéîç, äéåñåýíçóç ìðïñåß íá ðáñïõ-
óéÜæïíôáé åíïðïéçììÝíá.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 3

Äßíåôáé åõèåßá å êáé óçìåßï Á. Íá êáôáóêåõáóèåß åõèåßá ðïõ íá
äéÝñ÷åôáé áðü ôï Á êÜèåôç óôçí å, üôáí:
(i) ôï Á åßíáé óçìåßï ôçò åõèåßáò å,

(ii) ôï Á äåí åßíáé óçìåßï ôçò å.
Ëýóç
(i) Ìå êÝíôñï ôï Á (ó÷.69) êáé ôõ÷áßá áêôßíá ãñÜöïõìå êýêëï, ï
ïðïßïò ôÝìíåé ôçí å óôá óçìåßá Â êáé Ã. ¸ôóé ôï Á Ýãéíå ìÝóï ôïõ
ôìÞìáôïò ÂÃ êáé åðïìÝíùò ç æçôïýìåíç êÜèåôïò åßíáé ç ìåóïêÜèå-
ôïò ôïõ ôìÞìáôïò ÂÃ (ðñïçãïýìåíç êáôáóêåõÞ).

(ii) Ìå êÝíôñï ôï Á (ó÷.70) êáé êáôÜëëçëç áêôßíá ãñÜöïõìå êýêëï
ðïõ ôÝìíåé ôçí åõèåßá å óôá Â êáé Ã. Ç ìåóïêÜèåôïò æ ôïõ ôìÞìáôïò
ÂÃ, ðïõ êáôáóêåõÜæåôáé üðùò ðñïçãïõìÝíùò, åßíáé ç æçôïýìåíç êÜ-
èåôïò.
ÐñÜãìáôé, åðåéäÞ ÁÂ = ÁÃ, ùò áêôßíåò ôïõ ßäéïõ êýêëïõ, ç ìåóïêÜ-
èåôïò ôçò ÷ïñäÞò ÂÃ äéÝñ÷åôáé áðü ôï Á.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 4

Íá êáôáóêåõáóèåß ç äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò.
Ëýóç
¸óôù ãùíßá xO

^
y (ó÷.71). Ìå êÝíôñï ôï Ï êáé ôõ÷áßá áêôßíá,

ãñÜöïõìå êýêëï, ðïõ ôÝìíåé ôéò ðëåõñÝò ôçò ãùíßáò óôá Á, Â áíôß-
óôïé÷á. ÖÝñïõìå ôç ìåóïêÜèåôï ä (Ðñüâëçìá 2) ôçò ÷ïñäÞò ÁÂ ðïõ
åßíáé êáé ç æçôïýìåíç äé÷ïôüìïò.
ÐñÜãìáôé ç åõèåßá ä, ùò ìåóïêÜèåôïò ÷ïñäÞò êýêëïõ, äéÝñ÷åôáé áðü
ôï êÝíôñï ôïõ êýêëïõ êáé äé÷ïôïìåß ôï áíôßóôïé÷ï ôüîï ACÂ ôçò ãùíßáò
xO

^
y (§ 3.6). ÅðïìÝíùò åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ

Íá êáôáóêåõáóèåß ç åöáðôïìÝíç åíüò êýêëïõ (Ï,ñ) óå Ýíá óç-
ìåßï ôïõ Á.
Ëýóç
Óôçí ðñïÝêôáóç ôçò áêôßíáò ÏÁ (ó÷.72) ðáßñíïõìå ôï óçìåßï Â,
þóôå íá åßíáé ÁÂ = ÏÁ. Óôç óõíÝ÷åéá öÝñïõìå ôç ìåóïêÜèåôï ôïõ
ÏÂ ðïõ åßíáé ç åöáðôïìÝíç ôïõ êýêëïõ, ãéáôß åßíáé êÜèåôç óôçí
áêôßíá óôï Üêñï ôçò Á.

ÓÇÌÅÉÙÓÇ: Ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôùí åöáðôïìÝíùí áðü óçìåßï åêôüò êýêëïõ
âëÝðå óåë 137.

Ó÷Þìá 69

Ó÷Þìá 70

Ó÷Þìá 71

Ó÷Þìá 72
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ÔÑÉÃÙÍÁ

3.18 ÂáóéêÝò êáôáóêåõÝò ôñéãþíùí

Óå áíôéóôïé÷ßá ìå ôá ôñßá êñéôÞñéá éóüôçôáò ôñéãþíùí (§3.2-3.4) Ý÷ïõìå ôéò åðüìåíåò ãåùìå-
ôñéêÝò êáôáóêåõÝò.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 1

Íá êáôáóêåõáóôåß ôñßãùíï ÁÂÃ, ôïõ ïðïßïõ äß-
íïíôáé ïé ðëåõñÝò ÁÂ = ã, ÁÃ = â êáé ç ðåñéå÷ü-
ìåíç ãùíßá Á

^
= ù.

Ëýóç
Ìå ðëåõñÜ ìéá çìéåõèåßá Áx êáôáóêåõÜæïõìå 
(§ 3.17) ãùíßá xÁ

^
y = ù (ó÷.73). Óôéò ðëåõñÝò Áx,

Ay ðáßñíïõìå, ìå ôï äéáâÞôç, ôá óçìåßá Â, Ã áíôß-
óôïé÷á, þóôå ÁÂ = ã êáé ÁÃ = â. Ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé ôï æçôïýìåíï.
ÐñÜãìáôé, áðü ôçí êáôáóêåõÞ, ôï ôñßãùíï ÁÂÃ Ý÷åé ÁÃ = ã, ÁÃ = â êáé Á

^
= ù. Ìå ôïí

ðåñéïñéóìü 0° < ù < 180° (§3.10 Ðïñßóìáôá (ii)) ôï ðñüâëçìá Ý÷åé ðÜíôá ìïíáäéêÞ ëýóç.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 2

Íá êáôáóêåõáóèåß ôñßãùíï ÁÂÃ, ôïõ ïðïßïõ
äßíåôáé ç ðëåõñÜ ÂÃ=á êáé ïé ðñïóêåßìåíåò óå
áõôÞ ãùíßåò Â

^
= ù êáé Ã

^
= ö.

Ëýóç
Èåùñïýìå ôìÞìá ÂÃ = á êáé ìå êïñõöÝò ôá Â, Ã
(ó÷.74) êáôáóêåõÜæïõìå, ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò ôçò
ÂÃ, ãùíßåò ÃÂ

^
x = ù êáé ÂÃ

^
y = ö. Ïé ðëåõñÝò Bx,

Ãy ôùí ãùíéþí áõôþí ôÝìíïíôáé óôï óçìåßï Á. Ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé ôï æçôïýìåíï.
ÐñÜãìáôé, áðü ôçí êáôáóêåõÞ, ôï ôñßãùíï ÁÂÃ Ý÷åé ÂÃ = á, Â

^
= ù êáé Ã

^
= ö. Ìå ôïí

ðåñéïñéóìü 0° < ù + ö < 180° (§3.10 Ðïñßóìáôá (ii)) ôï ðñüâëçìá Ý÷åé ðÜíôá ìïíáäéêÞ
ëýóç. Óôï åðüìåíï êåöÜëáéï (§4.2) èá äïýìå üôé ï ðåñéïñéóìüò ù + ö < 180° åîáóöáëßæåé
ôçí ôïìÞ ôùí çìéåõèåéþí Âx êáé Ãy.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 3

Íá êáôáóêåõáóèåß ôñßãùíï ÁÂÃ, ôïõ ïðïßïõ
äßíïíôáé ïé ðëåõñÝò ÂÃ = á, ÁÃ = â êáé ÁÂ = ã.
Ëýóç
Èåùñïýìå ôìÞìá ÂÃ = á (ó÷.75) êáé ãñÜöïõìå
ôïõò êýêëïõò (Â,ã) êáé (Ã,â). Áí ïé êýêëïé ôÝìíï-
íôáé êáé Á åßíáé ôï Ýíá áðü ôá óçìåßá ôïìÞò ôïõò,
ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé ôï æçôïýìåíï.

Ó÷Þìá 73

Ó÷Þìá 74
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

ÐñÜãìáôé ôï ôñßãùíï ÁÂÃ, áðü ôçí êáôáóêåõÞ, Ý÷åé ÂÃ = á, ÁÂ = ã ùò áêôßíá ôïõ (Â,ã)
êáé ÁÃ = â ùò áêôßíá ôïõ (Ã, â).
Ãéá íá Ý÷åé ëýóç ôï ðñüâëçìá, ðñÝðåé ïé êýêëïé (Â,ã) êáé (Ã,â) íá ôÝìíïíôáé, ôï ïðïßï
óõìâáßíåé (§3.16) üôáí â � ã < á< â + ã (â > ã). Áí Á¢ åßíáé ôï äåýôåñï êïéíü óçìåßï ôùí êý-
êëùí (Â, ã) êáé (Ã, â), ôï ôñßãùíï Á¢ÂÃ åßíáé ßóï ìå ôï ÁÂÃ, åðïìÝíùò äåí áðïôåëåß íÝá
ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò, áöïý ôá ôñßãùíá åßíáé ßóá.

ÓÇÌÁÍÔÉÊÇ ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Áðü ôçí ðáñáðÜíù êáôáóêåõÞ ðñïêýðôåé üôé ôñßá ôìÞìáôá á,â,ã åßíáé ðëåõñÝò ôñéãþíïõ áí êáé ìüíïí áí
éó÷ýåé â�ã<á<â+ã (â $ ã). Áí õðïèÝóïõìå üôé á>â êáé á>ã, ç ôåëåõôáßá äéðëÞ éóüôçôá åßíáé éóïäýíáìç ìå
ôçí á<â+ã.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Ðþò èá ÷ùñéóèåß ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç Ýíá åõèý-
ãñáììï ôìÞìá óå ôÝóóåñá ßóá ôìÞìáôá;
2. Ðþò èá âñåèåß ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç ôï ìÝóï åíüò
ôüîïõ äïóìÝíïõ êýêëïõ;
3. Ðþò èá âñåèåß ôï êÝíôñï åíüò êýêëïõ ðïõ Ý÷åé ãñá-
öåß ìå Ýíá íüìéóìá;
4. Ôá ôìÞìáôá á, â, ã ìå á >â êáé á >ã åßíáé ðëåõñÝò
ôñéãþíïõ üôáí:
á. á = â+ã     â. á>â+ã     ã. á<â+ã     ä. á<2(â+ã)
å. Ôßðïôå áðü ôá ðñïçãïýìåíá.
Êõêëþóôå ôï ãñÜììá ôçò óùóôÞò áðÜíôçóçò êáé áéôéï-
ëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá êáôáóêåõÜóåôå ãåùìåôñéêÜ ãùíßá 45°.

2. Íá ÷ùñßóåôå äïóìÝíç ãùíßá óå ôÝóóåñéò ßóåò ãùíßåò.

3. Íá êáôáóêåõÜóåôå éóüðëåõñï ôñßãùíï ìå ðëåõñÜ
ãíùóôü ôìÞìá á.
4. Íá êáôáóêåõÜóåôå éóïóêåëÝò ôñßãùíï ôïõ ïðïßïõ
äßíïíôáé ç âÜóç á êáé ôï áíôßóôïé÷ï óå áõôÞí ýøïò õ.
5. Íá êáôáóêåõÜóåôå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå 

Á^ = 90°, üôáí äßíïíôáé:
i) ÁÂ = ã êáé ÁÃ = â, 
ii) ÁÂ = ã êáé ÂÃ = á,
üðïõ á, â, ã ãíùóôÜ ôìÞìáôá.

ÃÅÍÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. ¸óôù ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã ¢ ôÝôïéá, þóôå 

ÁÃ = Á¢Ã ¢, Ã
^

= Ã
^
¢ êáé Â

^
+ Â

^
¢ = 2z. i) Íá áðïäåßîåôå

üôé AB = A¢Â¢, ii) Äéáôõðþóôå ëåêôéêÜ ôçí Üóêçóç áõôÞ.
2. Äßíåôáé éóüðëåõñï ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ìå ðëåõñÝò ôéò
ÁÂ, ÂÃ, ÃÁ êáôáóêåõÜæïõìå åîùôåñéêÜ ôïõ ÁÂÃ ôñßá
éóüðëåõñá ôñßãùíá Á¢ÂÃ, ÁÂ¢Ã êáé ÁÂÃ ¢. Íá áðï-
äåßîåôå üôé ÁÁ¢ = ÂÂ¢ = ÃÃ ¢.
3. Áí ÏÊ, ÏË åßíáé áíôßóôïé÷á ôá áðïóôÞìáôá ôùí
÷ïñäþí ÁÂ, ÃÄ êýêëïõ (O,R), íá áðïäåßîåôå üôé 
ÁÂ < ÃÄ, áí êáé ìüíïí áí ÏÊ > ÏË.
4. Äßíåôáé éóüðëåõñï ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôá óçìåßá Ä, Å,
Æ ôùí ðëåõñþí ôïõ ÁÂ, ÂÃ êáé ÃÁ áíôßóôïé÷á, þóôå
ÁÄ = ÂÅ = ÃÆ. Áí Ê, Ë, Ì ôá óçìåßá ôïìÞò ôùí ÁÅ,
ÃÄ êáé ÂÆ, íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï ÊËÌ åßíáé
éóüðëåõñï.
5. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â

^
<1z êáé ÁÃ = 2ÁÂ. Íá

áðïäåßîåôå üôé Ã
^

< }
Á

2

^

}.

6. ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ = }
Â

2

Ã
} êáé Ã

^
= }

Â

2

^

}. Íá

áðïäåßîåôå üôé Á
^
=1z.

7. Íá áðïäåßîåôå üôé äýï ôñßãùíá ôá ïðïßá Ý÷ïõí äýï
ðëåõñÝò ßóåò ìßá ðñïò ìßá êáé ôéò áíôßóôïé÷åò äéáìÝ-
óïõò ðïõ ðåñéÝ÷ïíôáé óôéò ðëåõñÝò áõôÝò ßóåò ìßá ðñïò
ìßá åßíáé ßóá.
8. Äßíåôáé ìéá ãùíßá xO

^
y êáé äýï åóùôåñéêÜ ôçò óç-

ìåßá Á êáé Â. ¸óôù Á¢ ôï óõììåôñéêü ôïõ Á ùò ðñïò
ôçí Ox êáé Â¢ ôï óõììåôñéêü ôïõ Â ùò ðñïò ôçí Oy. Áí
Ì, Í åßíáé ôõ÷áßá óçìåßá ôùí Ox, Oy áíôßóôïé÷á, íá
áðïäåßîåôå üôé ÁÌ+ÌÍ+ÍÂ=Á¢Ì+ÌÍ+ÍÂ¢.
Ìå ôç âïÞèåéá ôçò ó÷Ýóçò áõôÞò íá âñåßôå ôéò èÝóåéò
ôùí Ì, Í, ãéá ôéò ïðïßåò ôï Üèñïéóìá ÁÌ + ÌÍ + ÍÂ
åßíáé ôï ìéêñüôåñï äõíáôü.
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ÔÑÉÃÙÍÁ

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

Ôá ôñßãùíá ôáîéíïìïýíôáé óå
� óêáëçíÜ, éóïóêåëÞ êáé éóüðëåõñá, ùò ðñïò ôéò ðëåõñÝò ôïõò.
� ïîõãþíéá, ïñèïãþíéá, áìâëõãþíéá, ùò ðñïò ôéò ãùíßåò ôïõò.

Ïé ðëåõñÝò êáé ïé ãùíßåò åíüò ôñéãþíïõ ëÝãïíôáé êýñéá óôïé÷åßá ôïõ, åíþ ïé äéÜìåóïé, ïé äé÷ïôüìïé
êáé ôá ýøç ôïõ ëÝãïíôáé äåõôåñåýïíôá óôïé÷åßá.

Äýï ôñßãùíá åßíáé ßóá üôáí Ý÷ïõí:
� Äýï ðëåõñÝò ßóåò ìßá ðñïò ìßá êáé ôéò ðåñéå÷üìåíåò óå áõôÝò ãùíßåò ßóåò (ÐÃÐ).
� Ìßá ðëåõñÜ êáé ôéò ðñïóêåßìåíåò óå áõôÞ ãùíßåò ßóåò ìßá ðñïò ìßá (ÃÐÃ).
� Êáé ôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõò ßóåò ìßá ðñïò ìßá (ÐÐÐ).

Åéäéêüôåñá äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá åßíáé ßóá üôáí Ý÷ïõí:
� Äýï ïðïéåóäÞðïôå ïìüëïãåò ðëåõñÝò ôïõò ßóåò ìßá ðñïò ìßá.
� Ìéá ðëåõñÜ êáé ôçí ðñïóêåßìåíç óå áõôÞí ïîåßá ãùíßá áíôßóôïé÷á, ßóåò ìßá ðñïò ìßá.

Óôï éóïóêåëÝò ôñßãùíï:
� Ïé ðñïóêåßìåíåò óôç âÜóç ãùíßåò åßíáé ßóåò.
� Ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò ôçò êïñõöÞò åßíáé äéÜìåóïò êáé ýøïò.
� Ç äéÜìåóïò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç âÜóç åßíáé ýøïò êáé äé÷ïôüìïò.
� Ôï ýøïò, ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç âÜóç, åßíáé äé÷ïôüìïò êáé äéÜìåóïò.

Óôïí êýêëï:
� Áí äýï ôüîá åßíáé ßóá, ôüôå êáé ïé ÷ïñäÝò ôïõò åßíáé ßóåò êáé áíôßóôñïöá.
� Äýï ÷ïñäÝò åßíáé ßóåò, áí êáé ìüíïí áí ôá áðïóôÞìáôÜ ôïõò åßíáé ßóá.
� Ï öïñÝáò ôïõ áðïóôÞìáôïò ìéáò ÷ïñäÞò:

� äéÝñ÷åôáé áðü ôï êÝíôñï ôïõ êýêëïõ,
� åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôçò ÷ïñäÞò,
� äé÷ïôïìåß ôï áíôßóôïé÷ï ôüîï ôçò ÷ïñäÞò.

Âáóéêïß ãåùìåôñéêïß ôüðïé åßíáé: ï êýêëïò, ç ìåóïêÜèåôïò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò êáé ç äé÷ïôüìïò
ãùíßáò.
� Ç ìåóïêÜèåôïò åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò åßíáé ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ôïõ åðéðÝäïõ,

ðïõ éóáðÝ÷ïõí áðü ôá Üêñá ôïõ.
� Ç äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò åßíáé ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ôçò ãùíßáò, ðïõ éóáðÝ÷ïõí áðü ôéò

ðëåõñÝò ôçò.

Äýï ó÷Þìáôá Ó, Ó´ ëÝãïíôáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò Ýíá óçìåßï Ï Þ ìéá åõèåßá å, üôáí êÜèå óçìåßï ôïõ
Ó´ åßíáé óõììåôñéêü åíüò óçìåßïõ ôïõ Ó, ùò ðñïò ôï Ï Þ ôçí å êáé áíôßóôñïöá.

ÁíéóïôéêÝò ó÷Ýóåéò óôï ôñßãùíï:
� ÊÜèå åîùôåñéêÞ ãùíßá åíüò ôñéãþíïõ åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôéò áðÝíáíôé ãùíßåò ôïõ ôñéãþíïõ.
� ÁðÝíáíôé áðü Üíéóåò ðëåõñÝò âñßóêïíôáé üìïéá Üíéóåò ãùíßåò.
� ÊÜèå ðëåõñÜ ôñéãþíïõ åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôï Üèñïéóìá ôùí äýï Üëëùí êáé ìåãáëýôåñç áðü ôç äéá-

öïñÜ ôïõò.

ÂáóéêÞ óõíÝðåéá:
� Áí óå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé Â

^
=Ã

^
, ôüôå èá åßíáé êáé â = ã.

� ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé óçìåßï Ä ôçò âÜóçò ÂÃ. Áí ç ÁÄ åßíáé äé÷ïôüìïò êáé äéÜìåóïò Þ äé÷ïôüìïò
êáé ýøïò Þ äéÜìåóïò êáé ýøïò, ôüôå ôï ôñßãùíï åßíáé éóïóêåëÝò.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÔÉÊÏ ÄÉÁÃÑÁÌÌÁ

ÔÑÉÃÙÍÁ

Åßäç - Óôïé÷åßá ÊñéôÞñéá Éóüôçôáò: � ÐÃÐ
� ÃÐÃ
� ÐÐÐ

Éäéüôçôåò: � éóïóêåëþí ôñéãþíùí
� ìåóïêáèÝôïõ
� ÷ïñäþí - ôüîùí

ÊñéôÞñéá éóüôçôáò ïñèïãùíßùí ôñéãþíùí

Ó÷Ýóç ÷ïñäþí êáé áðïóôçìÜôùí

Âáóéêïß ãåùìåôñéêïß ôüðïé: � êýêëïò
� ìåóïêÜèåôïò
� äé÷ïôüìïò

Óõììåôñßá ùò ðñïò êÝíôñï êáé Üîïíá

ÁíéóïôéêÝò ó÷Ýóåéò - ÊÜèåôåò êáé ðëÜãéåò

Ó÷åôéêÝò èÝóåéò: � åõèåßáò êáé êýêëïõ
� äýï êýêëùí

ÁðëÝò ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò � ÂáóéêÝò êáôáóêåõÝò ôñéãþíùí
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ÐáñÜëëçëåò Åõèåßåò
Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ìåëåôÞóïõìå ôéò ðáñÜëëçëåò åõèåßåò. Áñ÷éêÜ, ìå âÜ-
óç ôéò ãùíßåò ðïõ ó÷çìáôßæïõí äýï ðáñÜëëçëåò êáé ìßá ôÝìíïõóá èá êáôá-
óêåõÜóïõìå áðü óçìåßï åêôüò åõèåßáò ìßá ðáñÜëëçëç ðñïò áõôÞ.

Óôç óõíÝ÷åéá, èá äå÷èïýìå ùò áîßùìá ôï áßôçìá ðáñáëëçëßáò, ðïõ åßíáé
éóïäýíáìï ìå ôï Åõêëåßäåéï áßôçìá êáé èá ìåëåôÞóïõìå ôéò óõíÝðåéÝò ôïõ
óôá ôñßãùíá.

44ÊÅÖÁËÁÉÏ
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 4

Lázló Moholy-Nagy , (Ïýãêñïò, 1895-1946), «×ñþìá -äéêôýùìá íï.1» 1922.
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ÐÁÑÁËËÇËÅÓ ÅÕÈÅÉÅÓ

4.1 ÅéóáãùãÞ 

¼ðùò åßäáìå óôçí §2.3, äýï äéáöïñåôéêÝò åõèåßåò ìðïñåß íá Ý-
÷ïõí Ýíá ìüíï êïéíü óçìåßï Þ íá ìçí Ý÷ïõí êáíÝíá êïéíü óçìåßï.

ÅðïìÝíùò, ïé ó÷åôéêÝò èÝóåéò äõï åõèåéþí å1 êáé å2, ïé

ïðïßåò âñßóêïíôáé óôï ßäéï åðßðåäï, åßíáé ïé ðáñáêÜôù:
i) ôáõôßæïíôáé (ó÷.1á),
ii) ôÝìíïíôáé (ó÷.1â),
iii) äåí ôÝìíïíôáé (ó÷.1ã). 
Óôçí ôñßôç ðåñßðôùóç ïé åõèåßåò å1 êáé å2 ëÝãïíôáé ðáñÜë-

ëçëåò, þóôå:
Äýï åõèåßåò å1 êáé å2 ðïõ âñßóêïíôáé óôï ßäéï åðßðåäï

êáé äåí Ý÷ïõí êïéíü óçìåßï ëÝãïíôáé ðáñÜëëçëåò
åõèåßåò.
Ãéá íá äçëþóïõìå üôé ïé å1 êáé å2 åßíáé ðáñÜëëçëåò, ãñÜ-

öïõìå å1//å2.

4.2 ÔÝìíïõóá äýï åõèåéþí - Åõêëåßäåéï
áßôçìá

Áò èåùñÞóïõìå äýï åõèåßåò å1 êáé å2 ôïõ åðéðÝäïõ, ïé ïðïßåò

ôÝìíïíôáé áðü ôñßôç åõèåßá å3. Ðáñáôçñïýìå üôé ó÷çìáôßæï-

íôáé ïêôþ ãùíßåò.
Ïé ãùíßåò ã, ä, å, æ ðïõ âñßóêïíôáé ìåôáîý ôùí å1, å2 ëÝãïíôáé

�åíôüò�, åíþ ïé ãùíßåò á, â, ç, è ëÝãïíôáé �åêôüò�. Äýï
ãùíßåò ðïõ âñßóêïíôáé ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò ôçò ôÝìíïõóáò å3

ëÝãïíôáé �åðß ôá áõôÜ ìÝñç�, åíþ äýï ãùíßåò ðïõ âñßóêïíôáé
åêáôÝñùèåí ôçò å3 ëÝãïíôáé �åíáëëÜî�.

¸ôóé, ìå óõíäõáóìü êáé ôùí äýï ÷áñáêôçñéóìþí, ïé ãùíßåò å
êáé ã ëÝãïíôáé åíôüò åíáëëÜî, ïé ãùíßåò å êáé á ëÝãïíôáé åíôüò
åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç, åíþ ïé ãùíßåò å êáé ä ëÝãïíôáé
åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç.
×ñçóéìïðïéþíôáò ôéò ðáñáðÜíù ãùíßåò, èá áðïäåßîïõìå ôï
åðüìåíï èåþñçìá, ðïõ åîáóöáëßæåé ôçí ýðáñîç ðáñÜëëçëùí
åõèåéþí.

Ó÷Þìá 1

Ó÷Þìá 2

Áí äýï åõèåßåò ôåìíüìåíåò áðü ôñßôç ó÷çìáôßæïõí äýï
åíôüò åíáëëÜî ãùíßåò ßóåò, ôüôå åßíáé ðáñÜëëçëåò.

Èåþñçìá
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Áðüäåéîç
¸óôù üôé ù = ö. Áí ïé åõèåßåò å1,å2 ôÝìíïíôáé óå óçìåßï Ã,

ç åîùôåñéêÞ ãùíßá ö ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ èá åßíáé ßóç ìå ôçí
áðÝíáíôé åóùôåñéêÞ ãùíßá ù, ðïõ åßíáé Üôïðï. (§ 3.10)

¢ñá å1//å2.

Áðüäåéîç
ÐñÜãìáôé ïé ãùíßåò ù êáé ö (ó÷.4á) åßíáé ïñèÝò, ïðüôå ù = ö.
¢ñá å1//å2.

� Èá åîåôÜóïõìå ôþñá áí áðü óçìåßï åêôüò åõèåßáò ìðïñïý-
ìå íá öÝñïõìå ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ðñïò áõôÞ êáé ðüóåò.
¸óôù ëïéðüí, åõèåßá å êáé óçìåßï Á åêôüò áõôÞò (ó÷.4â).
ÖÝñïõìå ôçí AB^å êáé ïíïìÜæïõìå å´ ôçí åõèåßá ðïõ åßíáé
êÜèåôç óôçí ÁÂ óôï óçìåßï Á. Ôüôå å´//å (áöïý êáé ïé äýï åß-
íáé êÜèåôåò óôçí ÁÂ). 
¸ôóé ëïéðüí õðÜñ÷åé åõèåßá å´ ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü Ýíá óçìåßï
Á ðïõ äåí áíÞêåé óôçí å êáé åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí åõèåßá
å. Äå÷üìáóôå ùò áîßùìá üôé ç åõèåßá áõôÞ åßíáé ìïíáäéêÞ,
äçëáäÞ:

Áßôçìá ðáñáëëçëßáò
Áðü óçìåßï åêôüò åõèåßáò Üãåôáé ìßá ìüíï ðáñÜëëçëç
ðñïò áõôÞ.

76

ÊÅÖÁËÁÉÏ 4

ÐÏÑIÓÌÁ É

Áí äýï åõèåßåò ôåìíüìåíåò áðü ôñßôç ó÷çìáôßæïõí äýï
åíôüò, åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ãùíßåò ßóåò Þ äýï
åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ðáñáðëçñùìáôéêÝò, ôüôå
åßíáé ðáñÜëëçëåò.

ÐÏÑIÓÌÁ ÉÉ

Äýï åõèåßåò êÜèåôåò óôçí ßäéá åõèåßá, óå äéáöïñåôéêÜ
óçìåßá ôçò, åßíáé ìåôáîý ôïõò ðáñÜëëçëåò.

Ó÷Þìá 3

Ó÷Þìá 4

Ó×ÏËÉÏ
Ôï ðáñáðÜíù áîßùìá åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï 5ï áßôçìá ôùí "Óôïé÷åßùí"
ôïõ Åõêëåßäç (Åõêëåßäåéï áßôçìá).
Ôï Åõêëåßäåéï áßôçìá Þ êÜðïéï éóïäýíáìü ôïõ êáèïñßæåé ôç öýóç
ïëüêëçñçò ôçò Ãåùìåôñßáò êáé áðïôåëåß âÜóç ãéá ôá ðåñéóóüôåñá
èåùñÞìáôá ôçò Åõêëåßäåéáò Ãåùìåôñßáò.
(âë. Éóôïñéêü óçìåßùìá, óåë. 90)
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Éäéüôçôåò ðáñÜëëçëùí åõèåéþí

¢ìåóåò óõíÝðåéåò ôïõ áéôÞìáôïò ðáñáëëçëßáò åßíáé ïé ðáñá-
êÜôù ðñïôÜóåéò.

Ðñüôáóç É

Áí äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ôÝìíïíôáé áðü ôñßôç,
ó÷çìáôßæïõí ôéò åíôüò åíáëëÜî ãùíßåò ßóåò.

Áðüäåéîç
¸óôù üôé å1//å2 êáé å ìéá ôÝìíïõóá (ó÷. 5). Èá áðïäåßîïõìå ð.÷.

üôé ù = ö. Áí ïé ãùíßåò ù êáé ö äåí åßíáé ßóåò, öÝñïõìå ôçí Áx
þóôå ïé ãùíßåò xA^B êáé ö íá âñßóêïíôáé åêáôÝñùèåí ôçò å êáé
íá åßíáé ßóåò. Ôüôå Áx//å2 ãéáôß ôåìíüìåíåò áðü ôçí ÁÂ ó÷çìá-

ôßæïõí äýï åíôüò êáé åíáëëÜî ãùíßåò ßóåò. ÊáôÜ óõíÝðåéá
õðÜñ÷ïõí äýï ðáñÜëëçëåò áðü ôï Á ðñïò ôçí å2, ðïõ åßíáé

Üôïðï. ¢ñá ù = ö.

Ðñüôáóç ÉÉ

Áí äýï äéáöïñåôéêÝò åõèåßåò å1 êáé å2 åßíáé ðáñÜëëç-

ëåò ðñïò ìßá ôñßôç åõèåßá å, ôüôå åßíáé êáé ìåôáîý
ôïõò ðáñÜëëçëåò, äçëáäÞ áí å1//å êáé å2//å, ôüôå å1//å2.

Áðüäåéîç
Áí ïé å1 êáé å2 ôÝìíïíôáí óå óçìåßï Á, èá åß÷áìå áðü ôï Á

äýï ðáñÜëëçëåò ðñïò ôçí å, ðïõ åßíáé Üôïðï. ¢ñá å1//å2.

Ðñüôáóç ÉÉÉ

Áí äýï åõèåßåò å1 êáé å2 åßíáé ðáñÜëëçëåò êáé ìßá ôñß-

ôç åõèåßá å ôÝìíåé ôç ìßá áðü áõôÝò, ôüôå ç å èá ôÝ-
ìíåé êáé ôçí Üëëç.

Áðüäåéîç 
ÕðïèÝôïõìå üôé ç å ôÝìíåé ôçí å1 óôï Á. Áí ç å äåí Ýôåìíå ôçí

å2, èá Þôáí å//å2 êáé Ýôóé èá åß÷áìå áðü ôï Á äýï ðáñÜëëçëåò

ðñïò ôçí å2, ðñÜãìá áäýíáôï. ¢ñá ç å ôÝìíåé ôçí å2.

Ó÷Þìá 5

Ó÷Þìá 6

Ó÷Þìá 7

ÐÏÑIÓÌÁ

Áí äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ôÝìíïíôáé áðü ôñßôç ó÷çìá-
ôßæïõí

i) ôéò åíôüò åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ãùíßåò ßóåò, 

ii) ôéò åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ãùíßåò ðáñáðëç-
ñùìáôéêÝò.

kefal04Á.qxd  23/01/2001 09:58 AM  Page 77



78

ÊÅÖÁËÁÉÏ 4

Ðñüôáóç ÉV

Áí äýï åõèåßåò ôåìíüìåíåò áðü ôñßôç ó÷çìáôßæïõí ôéò
åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ãùíßåò ìå Üèñïéóìá ìé-
êñüôåñï áðü 2 ïñèÝò, ôüôå ïé åõèåßåò ôÝìíïíôáé ðñïò
ôï ìÝñïò ôçò ôÝìíïõóáò ðïõ âñßóêïíôáé ïé ãùíßåò.

Áðüäåéîç
¸óôù üôé ç å ôÝìíåé ôéò å1, å2 óôá Á êáé Â (ó÷. 8) áíôßóôïé÷á êáé

üôé ö + ùÞ 2z. Ôüôå ïé å1 êáé å2 äåí åßíáé ðáñÜëëçëåò, áöïý 

ö + ùÞ2z (Ðüñéóìá óåë. 77). ¸óôù üôé ïé å1 êáé å2 ôÝìíïíôáé

óå óçìåßï Ê, ðñïò ôï ìÝñïò ôçò ôÝìíïõóáò, ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé ôéò
ãùíßåò ùêáé ö. . Ôüôå, üìùò, ç åîùôåñéêÞ ãùíßá ù ôïõ ôñéãþíïõ
ÁÊÂ åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôç ãùíßá Á^ 1, äçëáäÞ ù >Á^ 1=2z� ö

Þ ù + ö >2z, ðïõ åßíáé Üôïðï. ¢ñá ïé å1,å2 ôÝìíïíôáé ðñïò ôï

ìÝñïò ôçò ôÝìíïõóáò ðïõ âñßóêïíôáé ïé ãùíßåò ù êáé ö. .

4.3 ÊáôáóêåõÞ ðáñÜëëçëçò åõèåßáò

Åßäáìå ðáñáðÜíù üôé õðÜñ÷åé åõèåßá å´, ç ïðïßá äéÝñ÷åôáé
áðü Ýíá óçìåßï Á êáé åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ãíùóôÞ åõèåßá å.
Ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôçò å´ öÝñïõìå áðü ôï Á Ýíá ðëÜãéï ôìÞìá
ÁÂ ðñïò ôçí å êáé ïíïìÜæïõìå öôçí ïîåßá ãùíßá ðïõ ó÷çìá-
ôßæåé ôï ÁÂ ìå ôçí å. ÌåôáöÝñïõìå ôç ãùíßá ö (§ 2.6) þóôå íá
Ý÷åé êïñõöÞ ôï Á, ç ìéá ðëåõñÜ ôçò íá åßíáé ç ÁÂ êáé ç Üëëç
ðëåõñÜ ôçò ÁÃ íá âñßóêåôáé óôï çìéåðßðåäï ðïõ äåí áíÞêåé ç
ãùíßá ö. ÅðåéäÞ ÃÁ^Â = ö Ý÷ïõìå ÁÃ//å, áöïý ôåìíüìåíåò áðü
ôçí ÁÂ, ó÷çìáôßæïõí äýï åíôüò êáé åíáëëÜî ãùíßåò ßóåò. ¸ôóé
ç åõèåßá ÁÃ åßíáé ç æçôïýìåíç åõèåßá å´.

Ó÷Þìá 8

Ó÷Þìá 9

ÐÏÑIÓÌÁ

Áí ìéá åõèåßá åßíáé êÜèåôç óå ìéá áðü äýï ðáñÜëëçëåò
åõèåßåò, ôüôå åßíáé êÜèåôç êáé óôçí Üëëç.

ÐÏÑIÓÌÁ

Ç êáôáóêåõÞ ôñéãþíïõ ìå äïóìÝíç ìßá ðëåõñÜ êáé ôéò
äýï ðñïóêåßìåíåò óå áõôÞ ãùíßåò Ý÷åé ëýóç, áí êáé ìüíï
áí ôï Üèñïéóìá ôùí äýï ãùíéþí åßíáé ìéêñüôåñï ôùí
äýï ïñèþí. (âëÝðå § 3.18 � Ðñüâëçìá 2)

Ó×ÏËÉÏ
Ç ðñüôáóç ÉV áðïôåëåß âáóéêü
êñéôÞñéï ìå ôï ïðïßï åîåôÜæïõìå
áí äýï åõèåßåò ôÝìíïíôáé.
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4.4 Ãùíßåò ìå ðëåõñÝò ðáñÜëëçëåò

Áò èåùñÞóïõìå äýï ãùíßåò xÁ^ y êáé x´Â
^

y´ ìå Áx//Âx´ êáé
Áy//Ây´, äçëáäÞ äýï ãùíßåò ðïõ Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò, ìßá
ðñïò ìßá ðáñÜëëçëåò. Áí ðñïåêôåßíïõìå ôéò Âx´ êáé Ây´ èá
ôÝìíïõí ôéò Áx êáé Áy óôá óçìåßá Ã êáé Ä áíôßóôïé÷á. ¸ôóé
üëåò ïé ãùíßåò ôïõ ó÷Þìáôïò 10 ëüãù ôùí ðáñáëëÞëùí èá
åßíáé ßóåò ìå ù Þ ö.

Ðáñáôçñïýìå üôé:

� Áí êáé ïé äýï ãùíßåò åßíáé ïîåßåò (ó÷.11), åßíáé ßóåò.

� Áí êáé ïé äýï ãùíßåò åßíáé áìâëåßåò (ó÷.12), åßíáé ßóåò.

� Áí ç ìßá ãùíßá åßíáé ïîåßá êáé ç Üëëç áìâëåßá (ó÷.13), åßíáé
ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

Óõìðåñáßíïõìå ëïéðüí üôé:

Äýï ãùíßåò ðïõ Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò ðáñÜëëçëåò, ìßá
ðñïò ìßá, åßíáé ßóåò áí åßíáé êáé ïé äýï ïîåßåò Þ áìâëåßåò,
åíþ åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò áí ç ìßá ãùíßá åßíáé ïîåßá
êáé ç Üëëç áìâëåßá.

Ó÷Þìá 10

Ó÷Þìá 11

Ó÷Þìá 12

Ó÷Þìá 13

ÅÖÁÑÌÏÃH

¸óôù å1 êáé å2 äýï ðáñÜëëçëåò ðïõ ôÝìíïíôáé áðü åõèåßá å. 

Íá áðïäåé÷èåß üôé
(i) Ïé äé÷ïôüìïé äýï åíôüò åíáëëÜî ãùíéþí åßíáé ðáñÜëëçëåò.
(ii) Ïé äé÷ïôüìïé äýï åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ãùíéþí åßíáé
êÜèåôåò.
Áðüäåéîç
(i) ¸óôù Áx, Ây ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí ÄÁ^ Â êáé ÁÂ^ Ã áíôßóôïé÷á.

Ôüôå ù= }
ÄÁ

2

^ Â
} êáé ö= }

Á

2

Â^ Ã
}. ÁëëÜ ÄÁ^ Â = ÁÂ^ Ã (ùò åíôüò åíáëëÜî).

Áðü ôá ðáñáðÜíù ðñïêýðôåé üôé ù = ö. Ïé ù êáé ö üìùò åßíáé åíôüò åíáëëÜî ãùíßåò ôùí
åõèåéþí Áx êáé Ây ìå ôÝìíïõóá ôçí ÁÂ. ¢ñá Áx//By.

(ii) Áí Áz äé÷ïôüìïò ôçò ÌÁ^ Â, ôüôå Áz^Ax (ùò äé÷ïôüìïé åöåîÞò êáé ðáñáðëçñùìáôéêþí
ãùíéþí). Áöïý Áx//By, èá åßíáé êáé Az^By.

Ó÷Þìá 14
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4.5 Áîéïóçìåßùôïé êýêëïé ôñéãþíïõ

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï Åõêëåßäåéï áßôçìá
ãéá íá ìåëåôÞóïõìå ôïõò êýêëïõò ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå Ýíá ôñß-
ãùíï.

� Ï ðåñéãåãñáììÝíïò êýêëïò ôñéãþíïõ
Èá áðïäåßîïõìå üôé ãéá êÜèå ôñßãùíï õðÜñ÷åé êýêëïò ðïõ
äéÝñ÷åôáé áðü ôéò ôñåéò êïñõöÝò ôïõ. Ï êýêëïò áõôüò ëÝãåôáé
ðåñéãåãñáììÝíïò êýêëïò ôïõ ôñéãþíïõ êáé åðéðëÝïí áðïäåé-
êíýåôáé üôé ôï êÝíôñï ôïõ åßíáé Ýíá óçìåßï óôï ïðïßï óõíôñÝ-
÷ïõí êáé ïé ôñåéò ìåóïêÜèåôïé ôïõ ôñéãþíïõ êáé ëÝãåôáé ðåñß-
êåíôñï.

Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé Ê, Ë , Ì ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ôïõ
ÁÂ, ÂÃ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á. Ïé ìåóïêÜèåôïé Êx êáé Ëy ôùí
ÁÂ, ÂÃ èá ôÝìíïíôáé óå óçìåßï Ï, áöïý ôÝìíïíôáé ïé êÜèåôåò
åõèåßåò ôïõò ÁÂ êáé ÂÃ. Ôï Ï éóáðÝ÷åé áðü ôéò êïñõöÝò Á êáé
Â áöïý áíÞêåé óôç ìåóïêÜèåôï ôçò ðëåõñÜò ÁÂ, äçëáäÞ
ÏÁ=ÏÂ. Åðßóçò ÏÂ=ÏÃ, áöïý ôï Ï áíÞêåé óôç ìåóïêÜèåôï
ôçò ðëåõñÜò ÂÃ. ÅðïìÝíùò éó÷ýåé üôé ÏÁ=ÏÃ, ïðüôå ôï Ï èá
áíÞêåé êáé óôç ìåóïêÜèåôï ôçò ÁÃ. ¢ñá, ï êýêëïò (O,OA) èá
äéÝñ÷åôáé áðü ôéò ôñåéò êïñõöÝò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé åßíáé ï
ðåñéãåãñáììÝíïò êýêëïò ôïõ ôñéãþíïõ.

� Ï åããåãñáììÝíïò êýêëïò ôñéãþíïõ
Åíáò Üëëïò óçìáíôéêüò êýêëïò âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü ôñé-
ãþíïõ êáé åöÜðôåôáé êáé óôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõ. Èá áðïäåß-
îïõìå üôé ãéá êÜèå ôñßãùíï õðÜñ÷åé êýêëïò ìå ôçí éäéüôçôá
áõôÞ. Ï êýêëïò áõôüò ëÝãåôáé åããåãñáììÝíïò êýêëïò ôïõ ôñé-
ãþíïõ êáé ôï êÝíôñï ôïõ, ôï ïðïßï ëÝãåôáé Ýãêåíôñï, èá åßíáé
ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí äé÷ïôüìùí ôùí ãùíéþí ôïõ ôñéãþíïõ.

Ó÷Þìá 15

Ïé ôñåéò ìåóïêÜèåôïé åíüò ôñéãþíïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü
ôï ßäéï óçìåßï, ôï ïðïßï åßíáé êÝíôñï êýêëïõ ðïõ
äéÝñ÷åôáé áðü ôéò êïñõöÝò ôïõ ôñéãþíïõ.

Èåþñçìá

Ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí åíüò ôñéãþíïõ äéÝñ÷ïíôáé
áðü ôï ßäéï óçìåßï, ôï ïðïßï åßíáé êÝíôñï êýêëïõ ðïõ
åöÜðôåôáé êáé óôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõ ôñéãþíïõ.

Èåþñçìá
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Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ïé äé÷ïôüìïé ÂÅ êáé ÃÆ ôùí ãùíéþí
ôïõ Â

^
êáé Ã

^
áíôßóôïé÷á. Ïé ÂÅ êáé ÃÆ ôÝìíïíôáé óå óçìåßï I

áöïý ÅÂ
^

Ã+ÆÃ
^

Â = }
Â

2

^

} + }
Ã

2

^

} < Â
^

+ Ã
^

< 2z. (§ 4.2 � Ðñüôáóç IV)

Ôï É ùò óçìåßï ôçò äé÷ïôüìïõ ôçò Â
^

èá éóáðÝ÷åé áðü ôéò ðëåõ-
ñÝò ôçò ÂÁ êáé ÂÃ, äçëáäÞ ÉË = ÉÈ. ÁíÜëïãá ôï É èá éóáðÝ-
÷åé áðü ôéò ðëåõñÝò ôçò Ã

^
, äçëáäÞ ÉÈ = ÉÍ. ÅðïìÝíùò ôï É éóá-

ðÝ÷åé áðü ôéò ÁÂ êáé ÁÃ êáé èá áíÞêåé óôç äé÷ïôüìï ôçò ãù-
íßáò Á

^
.

ÔåëéêÜ, ôï É åßíáé ôï óçìåßï ôïìÞò êáé ôùí ôñéþí äé÷ïôüìùí
ôïõ ôñéãþíïõ. Ìå êÝíôñï ôï É êáé áêôßíá ôçí êïéíÞ áðüóôáóç
ôïõ É áðü ôéò ðëåõñÝò ôïõ ÁÂÃ, ãñÜöåôáé êýêëïò ðïõ åöÜ-
ðôåôáé êáé óôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõ ôñéãþíïõ.

Ó÷Þìá 16

ÅÖÁÑÌÏÃH   Ïé ðáñåããåãñáììÝíïé êýêëïé ôñéãþíïõ

Ç éäéüôçôá ôùí åóùôåñéêþí äé÷ïôüìùí åíüò ôñéãþíïõ íá äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï
éó÷ýåé êáé üôáí èåùñÞóïõìå äýï åîùôåñéêÝò êáé ìßá åóùôåñéêÞ äé÷ïôüìï ôïõ ôñéãþíïõ. Ïé
ôñåéò áõôÝò äé÷ïôüìïé ôÝìíïíôáé óå óçìåßï ôï ïðïßï åßíáé êÝíôñï êýêëïõ ðïõ åöÜðôåôáé óôç
ìßá ðëåõñÜ ôïõ ôñéãþíïõ êáé óôéò ðñïåêôÜóåéò ôùí äýï Üëëùí. Ï êýêëïò áõôüò ëÝãåôáé
ðáñåããåãñáììÝíïò êáé ôï êÝíôñï ôïõ ðáñÜêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ. Óå êÜèå ôñßãùíï õðÜñ-
÷ïõí ôñßá ðáñÜêåíôñá, ôá ïðïßá óõìâïëßæïõìå Éá, Éâ, Éã, êáé êáôÜ óõíÝðåéá ôñåéò ðáñåããå-

ãñáììÝíïé êýêëïé (ó÷.17á,â).
Ïé äé÷ïôüìïé äýï åîùôåñéêþí ãùíéþí åíüò ôñéãþíïõ êáé ç çìéåõèåßá ðïõ äé÷ïôïìåß

ôçí ôñßôç ãùíßá ôïõ ôñéãþíïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï, ôï ïðïßï åßíáé êÝíôñï êý-
êëïõ ðïõ åöÜðôåôáé óôç ìßá ðëåõñÜ ôïõ ôñéãþíïõ êáé óôéò ðñïåêôÜóåéò ôùí äýï Üë-
ëùí.
Áðüäåéîç

Ó÷Þìá 17
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ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. i) Ðþò ïíïìÜæïíôáé ïé ãùíßåò á êáé â ôïõ ðáñá-
êÜôù ó÷Þìáôïò; Ôé ó÷Ýóç Ý÷ïõí ìåôáîý ôïõò;

ii) Ôé éó÷ýåé ãéá ôéò ãùíßåò ã^ êáé ä^;

2. Íá åîçãÞóåôå ãéáôß ç ÁÂ åßíáé ðáñÜëëçëç ôçò ÃÄ.

3. Áí ù= 120° � è êáé  ö= 60° + è íá åîçãÞóåôå ãéáôß
xx´//yy´.

4. Íá áíáöÝñåôå ðÝíôå (5) ôñüðïõò ãéá íá áðïäåßîïõìå
üôé äýï åõèåßåò åßíáé ðáñÜëëçëåò.
5. Äýï ïîåßåò ãùíßåò ðïõ Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò ðá-
ñÜëëçëåò åßíáé:
i) óõìðëçñùìáôéêÝò,
ii) ßóåò,
iii) ðáñáðëçñùìáôéêÝò,
iv) êáíÝíá áðü ôá ðáñáðÜíù.
Íá äéêáéïëïãÞóåôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ êáé åõèåßá å ðáñÜë-
ëçëç ðñïò ôç âÜóç ôïõ ÂÃ, ðïõ ôÝìíåé ôéò ÁÂ êáé ÁÃ
óôá Ä êáé Å áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï
ÁÄÅ åßíáé éóïóêåëÝò.
2. Äßíåôáé ãùíßá xO

^
y êáé óçìåßï Á ôçò äé÷ïôüìïõ ôçò.

Áí ç ðáñÜëëçëç áðü ôï Á ðñïò ôçí Ïx ôÝìíåé ôçí Ïy óôï
Â, íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï ÏÁÂ åßíáé éóïóêåëÝò.
3. Äßíåôáé ãùíßá xO

^
y êáé ç äé÷ïôüìïò ôçò ÏÄ. Áðü

óçìåßï Á ôçò Ïy öÝñïõìå ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ÏÄ ðïõ
ôÝìíåé ôçí ðñïÝêôáóç ôçò Ïx óôï Â. Íá áðïäåßîåôå üôé
OA = OB.
4. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (AB = AÃ) êáé óç-
ìåßï Ä ôçò ðëåõñÜò ÁÂ. Áí ï êýêëïò (Ä,ÄÂ) ôÝìíåé ôç
ÂÃ óôï Å, íá áðïäåßîåôå üôé ÄÅ//ÁÃ.
5. Óôéò ðñïåêôÜóåéò ôùí ðëåõñþí ÂÁ, ÃÁ ôñéãþíïõ
ÁÂÃ ðáßñíïõìå áíôßóôïé÷á ôá ôìÞìáôá: ÁÄ = ÁÂ êáé
ÁÅ=ÁÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé ÄÅ//ÂÃ.
6. Äßíåôáé êýêëïò (Ï,ñ) êáé Ì ôï ìÝóï ÷ïñäÞò ôïõ ÁÂ.
ÖÝñïõìå Ïx^OM. Íá áðïäåßîåôå üôé Ïx//ÁÂ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (AB = AÃ) êáé ç
äéÜìåóïò ôïõ ÁÌ. ÖÝñïõìå Ãx^ÂÃ ðñïò ôï çìéåðßðåäï
ðïõ äåí áíÞêåé ôï Á êáé ðáßñíïõìå óå áõôÞ ôìÞìá 
ÃÄ = ÁÂ. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ÁÄ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò
ãùíßáò ÌÁ^Ã.
2. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ç äé÷ïôüìïò ôïõ ÁÄ. Áðü
ôçí êïñõöÞ Â öÝñïõìå ÂÅ//ÁÄ ðïõ ôÝìíåé ôçí ðñï-
Ýêôáóç ôçò ÃÁ óôï Å. Íá áðïäåßîåôå üôé ÅÃ = ÁÂ+ÁÃ.
3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ < ÁÃ êáé ç åîùôåñéêÞ
äé÷ïôüìïò ôïõ Áx. Áðü ôçí êïñõöÞ Â öÝñïõìå ÂÄ//Áx
ðïõ ôÝìíåé ôçí ÁÃ óôï Ä. Íá áðïäåßîåôå üôé 
ÄÃ = ÁÃ � ÁÂ.
4. Áðü ôï Ýãêåíôñï É, ôñéãþíïõ ÁÂÃ öÝñïõìå åõèåßá
ðáñÜëëçëç ôçò ÂÃ ðïõ ôÝìíåé ôéò ÁÂ êáé ÁÃ óôá óçìåßá

82

ÊÅÖÁËÁÉÏ 4

Áò èåùñÞóïõìå ôéò äé÷ïôüìïõò Âx êáé Ãy ôùí äýï åîùôåñéêþí ãùíéþí Â
^

åî êáé Ã
^

åî

áíôßóôïé÷á, ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ. Ïé Âx êáé Ãy ôÝìíïíôáé óå óçìåßï Éá, áöïý éó÷ýåé üôé: 

xÂ
^

Ã + yÃ
^

B = }
Â
^

åî +

2

Ã
^

åî
} = 2z � }

Â
^

+

2

Ã
^

} < 2z.

Ôï Éá éóáðÝ÷åé áðü ôç ÂÃ êáé ôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÁÂ, êáèþò êáé áðü ôçí ðñïÝêôáóç ôçò

ÁÃ. ÅðïìÝíùò áíÞêåé óôç äé÷ïôüìï ôçò ãùíßáò Á
^

, áöïý éóáðÝ÷åé áðü ôéò ðëåõñÝò ôçò.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ
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4.6 ¢èñïéóìá ãùíéþí ôñéãþíïõ

Ç ðáñáëëçëßá åðéôñÝðåé íá ìåôáöÝñïõìå ôéò ãùíßåò åíüò
ôñéãþíïõ, þóôå íá Ý÷ïõí êïéíÞ êïñõöÞ ìéá ïðïéáäÞðïôå
êïñõöÞ ôïõ ôñéãþíïõ êáé íá ó÷çìáôßæïõí åõèåßá ãùíßá
(ó÷.18). ¸ôóé ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôï Üèñïéóìá ôùí
ãùíéþí ôïõ ôñéãþíïõ.

Áðüäåéîç
Áðü ìéá êïñõöÞ, ð.÷. ôçí Á, öÝñïõìå åõèåßá xy//ÂÃ. Ôüôå 
ù = Â

^
(1) êáé ö = Ã

^
(2), ùò åíôüò êáé åíáëëÜî ôùí ðáñáëëÞëùí

xy êáé ÂÃ ìå ôÝìíïõóåò ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á.
ÁëëÜ ù+ Á^ + ö = 2z (3).
Áðü ôéò (1), (2) êáé (3) ðñïêýðôåé üôé 

Á
^

+ Â
^

+ Ã
^

= 2z.

Ä êáé Å áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé ÄÅ = ÂÄ+ÃÅ.
5. Áðü ôï Ýãêåíôñï É ôñéãþíïõ ÁÂÃ öÝñïõìå ÉÄ//ÁÂ
êáé ÉÅ//ÁÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ðåñßìåôñïò ôïõ ôñéãþ-
íïõ ÄÉÅ éóïýôáé ìå ôç ÂÃ.

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ, ç äé÷ïôüìïò ôïõ ÂÄ êáé ç
åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò ôïõ Âx. Èåùñïýìå äýï óçìåßá Å
êáé Ê ôçò ðëåõñÜò ÁÂ. Áí ï êýêëïò (Å,ÅÂ) ôÝìíåé ôç
ÂÄ óôï Æ, åíþ ï êýêëïò (Ê,ÊÂ) ôÝìíåé ôç Âx óôï Ì, íá
áðïäåßîåôå üôé ÅÆ//ÌÊ.

2. Áðü ôá Üêñá åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ öÝñïõìå
ðñïò ôï ßäéï çìéåðßðåäï äýï ðáñÜëëçëåò çìéåõèåßåò Áx
êáé Ây. Ðáßñíïõìå Ã ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ ÁÂ, êáé óôéò
Áx,Ây ôá óçìåßá Ä êáé Å áíôßóôïé÷á, þóôå ÁÄ = ÁÃ êáé
ÂÅ = ÂÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ãùíßá ÄÃ^Å åßíáé ïñèÞ.
3. Áðü ôï ðáñÜêåíôñï Éá ôñéãþíïõ ÁÂÃ ìå ÁÂ<ÁÃ öÝ-

ñïõìå ðáñÜëëçëç óôçí ÁÂ, ðïõ ôÝìíåé ôéò ðëåõñÝò ÂÃ
êáé ÁÃ óôá óçìåßá Ä êáé Å áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå
üôé ÄÅ = ÁÅ � ÂÄ.
4. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ<ÁÃ êáé Ì óçìåßï ôçò
ðëåõñÜò ÂÃ. Áðü ôï Ì öÝñïõìå ðáñÜëëçëç ðñïò ôç
äé÷ïôüìï ÁÄ ôçò ãùíßáò Á^, ðïõ ôÝìíåé ôéò ÁÂ êáé ÁÃ
óôá óçìåßá Å êáé Æ áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé:

i) Ôï ôñßãùíï ÅÁÆ åßíáé éóïóêåëÝò.
ii) ÂÅ+ÃÆ = óôáèåñü.
iii) Áí Ì ìÝóï ôçò ÂÃ ôüôå: 

á) BE = ÃÆ = }
ÁÃ+

2

ÁÂ
},

â) ÁÅ = ÁÆ = }
ÁÃ �

2

ÁÂ
}.

Ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí êÜèå ôñéãþíïõ åßíáé 2 ïñèÝò.

Èåþñçìá

ÐÏÑÉÓÌÁÔÁ

i) KÜèå åîùôåñéêÞ ãùíßá ôñéãþíïõ åßíáé ßóç ìå ôï Üèñïé-
óìá ôùí äýï áðÝíáíôé åóùôåñéêþí ãùíéþí ôïõ ôñéãþíïõ.

Ó÷Þìá 18
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Áðüäåéîç 
i) ¸÷ïõìå Á^+Â

^
+Ã

^
= 2z êáé Ã

^

åî + Ã
^

= 2z, ïðüôå 

Á^+Â
^

+Ã
^

= Ã
^

åî + Ã
^

Þ   .

ii) � iv) ÐñïöáíÞ.

4.7 Ãùíßåò ìå ðëåõñÝò êÜèåôåò

Áðüäåéîç 
¸óôù ïé ãùíßåò xO^ y = ùêáé x´O^´y´= ö ìå Ïx ^ O´x´ êáé 
Oy ^ O´y´.
Ôá ôñßãùíá ÏÁÃ êáé Ï´ÂÃ Ý÷ïõí Á^ = Â

^
=1z êáé Ã

^

1 = Ã
^

2 (êá-

ôáêïñõöÞí).
¢ñá èá Ý÷ïõí êáé ôéò Üëëåò ãùíßåò ßóåò, ïðüôå ù = ö.

Áðüäåéîç 
i) ÐñÜãìáôé, (ó÷. 20) åßíáé è + ù =2z, è́~ + ö = 2z, ïðüôå 
è =è~, áöïý ù = ö. .
ii) ÐñÜãìáôé, (ó÷.20) åßíáé è + ù = 2z, ïðüôå è + ö = 2z,
áöïý ù = ö. .

Ã
^

åî = Á^ + Â
^

ii) Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí äýï ãùíßåò ßóåò, ìßá ðñïò ìßá,
Ý÷ïõí êáé ôéò ôñßôåò ãùíßåò ôïõò ßóåò.

iii) Ïé ïîåßåò ãùíßåò åíüò ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ åßíáé
óõìðëçñùìáôéêÝò.

iv) ÊÜèå ãùíßá éóüðëåõñïõ ôñéãþíïõ åßíáé 60ï.

Ó÷Þìá 19

Äýï ïîåßåò ãùíßåò ðïõ Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò êÜèåôåò
åßíáé ßóåò.

Èåþñçìá

ÐÏÑÉÓÌÁÔÁ

i) Äýï áìâëåßåò ãùíßåò ðïõ Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò êÜèå-
ôåò åßíáé ßóåò. 
ii) Äýï ãùíßåò ðïõ Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò êÜèåôåò áëëÜ
ç ìßá åßíáé ïîåßá êáé ç Üëëç áìâëåßá åßíáé ðáñáðëçñù-
ìáôéêÝò.

Ó÷Þìá 20
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4.8 ¢èñïéóìá ãùíéþí êõñôïý í-ãþíïõ

Áò èåùñÞóïõìå êõñôü ðåíôÜãùíï ÁÂÃÄÅ êáé Ï ôõ÷áßï åóùôå-
ñéêü óçìåßï ôïõ. Áí åíþóïõìå ôï Ï ìå ôéò êïñõöÝò ôïõ ðåíôá-
ãþíïõ, ó÷çìáôßæïíôáé ðÝíôå ôñßãùíá. Ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí
êÜèå ôñéãþíïõ åßíáé 2 ïñèÝò. ¸ôóé ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí êáé
ôùí ðÝíôå ôñéãþíùí åßíáé (2·5) ïñèÝò. Áí áöáéñÝóïõìå ôï Üèñïé-
óìá ôùí ãùíéþí O^ 1+O^ 2+O^ 3+O^ 4+O^ 5 = 4 ïñèÝò, èá ìåßíåé ôï

Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí ôïõ ðåíôáãþíïõ, äçëáäÞ:

¼ìïéá, áí ôï êõñôü ðïëýãùíï Ý÷åé í ðëåõñÝò êáé åíþóïõìå ôï
Ï ìå ôéò êïñõöÝò ôïõ ó÷çìáôßæïíôáé í ôñßãùíá. Ôï Üèñïéóìá
ôùí ãùíéþí ôùí í ôñéãþíùí åßíáé 2í ïñèÝò. Áí áöáéñÝóïõìå ôï
Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí O^ 1+O^ 2+O^ 3+ ... +O^ í = 4 ïñèÝò Ý÷ïõìå: 

ÊáôáëÞîáìå ëïéðüí óôï óõìðÝñáóìá üôé ðñÝðåé:
Ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí êõñôïý í-ãþíïõ íá åßíáé 2í-4 ïñèÝò.

¢ëëç áðüäåéîç. Áò èåùñÞóïõìå êõñôü ðïëýãùíï Á1Á2...Áí ìå í ðëåõ-

ñÝò êáé áò öÝñïõìå áðü ìéá êïñõöÞ ôïõ, ð.÷. ôçí Á1 üëåò ôéò äéáãùíßïõò

ðïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü áõôÞ. ¸ôóé ôï ðïëýãùíï äéáéñåßôáé óå í-2 ôñßãùíá,
ãéáôß óå êáèåìéÜ áðü ôéò ðëåõñÝò ôïõ, åêôüò ôùí Á1Á2 êáé Á1Áí ðïõ äéÝñ-

÷ïíôáé áðü ôçí êïñõöÞ Á1, áíôéóôïé÷åß Ýíá ôñßãùíï. ÅðåéäÞ ôï Üèñïéóìá

ôùí ãùíéþí ôùí í-2 ôñéãþíùí åßíáé 2(í-2)=(2í-4) ïñèÝò êáé éóïýôáé ìå ôï
Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí ôïõ ðïëõãþíïõ, ðñïêýðôåé üôé:
Ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí êõñôïý í-ãþíïõ åßíáé 2í-4 ïñèÝò.

Áðüäåéîç

¸÷ïõìå 5 ðñïóèÝôïõìå êáôÜ ìÝëç ïðüôå:

(Á^ 1åî + Á^ 2åî + ... + Á^ íåî) + (Á^ 1 + Á^ 2 + ... + Á^ í) = 2íz Þ

(Á^ 1åî + Á^ 2åî + ... + Á^ íåî) + (2í � 4)z = 2íz Þ

Á^ 1åî + Á^ 2åî + ... + Á^ íåî = 4z.

Á^ 1åî + Á^ 1 = 2z

Á^ 2åî + Á^ 2 = 2z

....    ....    = ....
Á^ íåî + Á^ í = 2z

Á^1+Á^ 2+Á^3+...+Á^ í = (2í � 4) ïñèÝò.

Á^+Â
^

+Ã
^ 

+Ä
^
+Å

^
= (2·5 � 4) ïñèÝò.

Ó÷Þìá 21

ÐÏÑÉÓÌÁ

Ôï Üèñïéóìá ôùí åîùôåñéêþí ãùíéþí êõñôïý í - ãþíïõ
åßíáé 4 ïñèÝò.

Ó÷Þìá 22

Ó÷Þìá 23

Ó÷Þìá 24
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ÅÖÁÑÌÏÃH 1ç

Èåùñïýìå ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôç äé÷ïôüìï Áx ôçò åîùôå-
ñéêÞò ãùíßáò Á

^
ôïõ ôñéãþíïõ. Íá áðïäåé÷èåß üôé ôï ôñß-

ãùíï åßíáé éóïóêåëÝò , áí êáé ìüíï áí Ax//BÃ.
Áðüäåéîç

(i) Áí â=ã ôüôå Â
^

= Ã
^

= ù. 

¼ìùò Á^ åî = Â
^

+ Ã
^

= 2ù, ïðüôå }
Á^

2
åî
} = ù Þ Á^ 1 = Ã

^
= ù. . ¢ñá

Áx//ÂÃ, áöïý ó÷çìáôßæïõí äýï åíôüò êáé åíáëëÜî ãùíßåò ßóåò.
(ii) Áí Áx//ÂÃ ôüôå Á^ 1 = Ã

^
(ùò åíôüò åíáëëÜî) êáé Á^ 2 = Â

^
(ùò åíôüò åêôüò êáé åðß ôá

áõôÜ ìÝñç). ¢ñá Â
^

= Ã
^

(áöïý Á^ 1 = Á^ 2), ïðüôå â=ã.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 2ç

Óå ôñßãùíï ÁÂÃ öÝñïõìå ôéò åóùôåñéêÝò êáé åîùôåñéêÝò äé÷ïôüìïõò ôùí ãùíéþí ôïõ
Â
^

êáé Ã
^
. Íá áðïäåé÷èåß üôé

(i) Ç ãùíßá ôùí äýï åóùôåñéêþí äé÷ïôüìùí åßíáé ßóç ìå 90° + }
2

Á
^

}.

(ii) Ç ãùíßá ìßáò åóùôåñéêÞò êáé ìßáò åîùôåñéêÞò äé÷ïôüìïõ åßíáé ßóç ìå }
2

Á
^

}.

(iii) Ç ãùíßá ôùí äýï åîùôåñéêþí äé÷ïôüìùí åßíáé ßóç ìå 90° � }
2

Á
^

}.

Aðüäåéîç
Ïé åóùôåñéêÝò äé÷ïôüìïé ôÝìíïíôáé óôï Ýãêåíôñï É. Ïé åîùôåñéêÝò
äé÷ïôüìïé ôùí åîùôåñéêþí ãùíéþí Â

^
êáé Ã

^
ôÝìíïíôáé óôï ðáñÜêå-

íôñï Éá êáé ç åóùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò ôçò Â
^

ìå ôçí åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìï

ôçò Ã
^

ôÝìíïíôáé óôï ðáñÜêåíôñï Éâ. 

(i) Áðü ôï ôñßãùíï ÂÉÃ ðáßñíïõìå:
BI

^
Ã + Â

^

1 + Ã
^

1 = 180°   Þ   BI
^
Ã = 180° � Â

^

1 � Ã
^

1 Þ

BI
^
Ã = 180° � }

Â

2

^

} � }
2

Ã
^

} Þ   BI
^
Ã = 90° + 90° � }

Â

2

^

} � }
2

Ã
^

} Þ

BI
^
Ã = 90° + }}

Á

2

^

}} (åðåéäÞ }
Á

2

^

} + }
Â

2

^

} + }
2

Ã
^

} = 90°).   (1)

(ii) Ç åóùôåñéêÞ êáé åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò ôÝìíïíôáé êÜèåôá. ¸ôóé óôï ôñßãùíï
ÉÃÉâ åßíáé: Ã

^
= 90°   êáé    BI

^
Ã = 90° + I

^

â (2) (ùò åîùôåñéêÞ ãùíßá). 

Áðü ôéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé I
^

â = }}
Á

2

^

}} . (3)

(iii) ¼ìïéá óôï ôñßãùíï ÉáÂÉâ åßíáé Â
^

= 90°, ïðüôå I
^

á + I
^

â = 90° Þ   I
^

á = 90° � I
^

â .   (4)

Áðü ôéò (3) êáé (4) ðñïêýðôåé üôé I
^

á = 90° � }}
Á

2

^

}} .
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AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò

1. Íá õðïëïãßóåôå ôç ãùíßá ùóôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá.

2. Áí AB = AÃ êáé Ãx äé÷ïôüìïò ôçò ÁÃ
^
Ä, íá õðïëïãß-

óåôå ôç ãùíßá ö (âë. ó÷Þìá).

3. ÕðÜñ÷åé êõñôü í-ãùíï ôÝôïéï, þóôå ôï Üèñïéóìá ôùí
åóùôåñéêþí ãùíéþí ôïõ íá éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí
åîùôåñéêþí ãùíéþí ôïõ;
4. Íá åîçãÞóåôå ãéáôß áí Ýíá éóïóêåëÝò ôñßãùíï Ý÷åé ìéá ãù-
íßá 60° åßíáé éóüðëåõñï.
5. Ôï Üèñïéóìá ôùí åîùôåñéêþí ãùíéþí åíüò ôñéãþíïõ
åßíáé:
á) 180° â) 270° ã) 360° ä) 540°
å) êáíÝíá áðü ôá ðáñáðÜíù
Íá äéêáéïëïãÞóåôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò

1. Óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ìéá ãùíßá ôïõ åßíáé ßóç ìå ôá

}
2

3
} ìéáò Üëëçò ãùíßáò ôïõ. Íá õðïëïãéóèïýí üëåò ïé

ãùíßåò ôïõ (äýï ðåñéðôþóåéò).
2. Óå éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ) åßíáé 

Á^ = }
Â

2

^

}. Áí É ôï Ýãêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ íá õðïëïãéóèåß

ç ãùíßá ÂÉ
^
Ã. (ÅöáñìïãÞ 2 � § 4.8)

3. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ ç ãùíßá Á^ åßíáé ôñéðëÜóéá ôçò
ãùíßáò Â^. Áí Ã^åî = 144° íá âñåèåß ôï åßäïò ôïõ ôñéãþ-

íïõ ùò ðñïò ôéò ðëåõñÝò ôïõ.
4. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á^ = 90°) êáé ôï ý-
øïò ôïõ ÁÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé Â^ = ÄÁ

^
Ã êáé Ã^ =ÄÁ

^
Â. 

5. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá åßíáé:

ÁÂ = ÁÃ = ÄÂ êáé xÁ
^
Ã = 108°.

Íá õðïëïãéóèåß ç ãùíßá Ä
^
.

6. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá åßíáé: Á^ = 90°, ÁÄ äé÷ïôüìïò,
ÄÅ//ÁÂ. Áí ç ãùíßá Â^ åßíáé 20° ìåãáëýôåñç áðü ôç Ã^

íá õðïëïãßóåôå ôéò ãùíßåò ùêáé ö.

7. Ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí êõñôïý ðïëõãþíïõ åßíáé
900°. Íá âñåèåß ôï ðëÞèïò ôùí ðëåõñþí ôïõ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò

1. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé Â^åî = 90° + }
Á

2

^

}. Íá áðïäåßîå-

ôå üôé ÁÂ = ÁÃ.
2. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â^ > Ã^ êáé ç äé÷ïôüìïò ôïõ
ÁÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé
i) ÁÄ

^
Ã � ÁÄ

^
Â = Â^ � Ã^ ,

ii) ÁÄ
^
Â = 90° � }

Â^ �

2

Ã^
}, ÁÄ

^
Ã = 90° + }

Â^ �

2

Ã^
}. 

3. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â^ > Ã^ öÝñïõìå ôï ýøïò ÁÄ êáé

ôç äé÷ïôüìï ÁÅ. Íá áðïäåßîåôå üôé ÄÁ
^
Å = }

Â^ �

2

Ã^
} .

4. Áí ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí Á
^
, Â^ êõñôïý ôåôñáðëåý-

ñïõ ÁÂÃÄ ôÝìíïíôáé óå óçìåßï Å, íá áðïäåßîåôå üôé

ÁÅ
^
Â = }

Ã^ +

2

Ä
^

} .

5. Áðü ôõ÷áßï óçìåßï Ä ôçò âÜóçò ÂÃ éóïóêåëïýò ôñé-
ãþíïõ ÁÂÃ öÝñïõìå ôç ÄÅ^ÁÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé
Á^ = EÄ

^
Ã.

6. Óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á^ = 90°) ôï ýøïò ôïõ
ÁÄ êáé ç äé÷ïôüìïò ôïõ ÂÆ ôÝìíïíôáé óå óçìåßï Å. Íá
áðïäåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï ÁÅÆ åßíáé éóïóêåëÝò.

kefal04Á.qxd  23/01/2001 09:58 AM  Page 87



88

ÊÅÖÁËÁÉÏ 4

7. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á^ = 90°). Ç äé÷ï-
ôüìïò ôçò ãùíßáò Â^ ôÝìíåé ôçí ÁÃ óôï Æ êáé ôçí êÜèåôç
óôç ÂÃ óôï óçìåßï Ã, óôï Ç. Íá áðïäåßîåôå üôé 
ÆÃ = ÃÇ.

Óýíèåôá ÈÝìáôá
1. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ=ÁÃ) êáé ôõ-
÷áßï óçìåßï Ä ôçò ðëåõñÜò ÁÂ. Óôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÃÁ
ðñïò ôï Á, ðáßñíïõìå ôìÞìá ÁÅ = ÁÄ. Íá áðïäåßîåôå
üôé ÄÅ^ÂÃ.
2. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â^ > Ã^ êáé ç äé÷ïôüìïò ôïõ
ÁÄ. Áðü ôçí êïñõöÞ Â öÝñïõìå åõèåßá êÜèåôç óôçí
ÁÄ, ðïõ ôÝìíåé ôçí ÁÃ óôï Å. Íá áðïäåßîåôå üôé 

ÅÂ
^
Ã = }

Â^ �

2

Ã^
}.

3. Óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ðñïåêôåßíïõìå ôçí õðï-
ôåßíïõóá ÃÂ êáôÜ ôìÞìá ÂÄ = ÁÂ. ÖÝñïõìå êÜèåôç
óôç ÂÃ óôï óçìåßï Ã êáé ðáßñíïõìå óå áõôÞ -ðñïò ôï
ìÝñïò ôïõ Á- ôìÞìá ÃÅ = ÁÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá óç-
ìåßá Ä, Á, Å åßíáé óõíåõèåéáêÜ.
4. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ) êáé ôï
ýøïò ôïõ ÂÄ. ÖÝñïõìå ÄÇ^ÁÂ, ðïõ ôÝìíåé ôçí ðñï-
Ýêôáóç ôçò ÂÃ óôï Å. Íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ÂÄ = ÄÅ, ii) ÂÃ > ÃÅ.

5. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ, ðñïåêôåßíïõìå ôá ýøç ôïõ ÂÄ êáé
ÃÅ, ðñïò ôï ìÝñïò ôùí êïñõöþí êáé åðß ôùí ðñïåêôÜ-
óåùí ðáßñíïõìå ôìÞìáôá ÂÆ=ÁÃ êáé ÃÇ=ÁÂ áíôß-
óôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé
i) ÁÆ=ÁÇ, ii) ÁÆ^ÁÇ.
6. Èåùñïýìå ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ ìå Á^ > Ã^ êáé ïíïìÜ-
æïõìå ö ôçí ïîåßá ãùíßá ôùí äé÷ïôüìùí ôùí ãùíéþí

Â^ êáé Ä^. Íá áðïäåßîåôå üôé ö= }
Á^ �

2

Ã^
}.

7. Äýï åðßðåäá êÜôïðôñá Ê1,Ê2 åßíáé êÜèåôá. ÖùôåéíÞ

áêôßíá á ðñïóðßðôåé áñ÷éêÜ óôï Ê1 êáé ìåôÜ ôçí áíÜ-

êëáóç óôï Ê2, åîÝñ÷åôáé êáôÜ ôçí áêôßíá â. Ôé ðïñåßá

èá áêïëïõèÞóåé, óå ó÷Ýóç ìå ôçí áñ÷éêÞ áêôßíá á;

ÃÅÍÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Á^ = 60° êáé ïé äé÷ïôüìïé
ôïõ ÂÄ êáé ÃÅ. Íá áðïäåßîåôå üôé ÂÄ

^
Ã = ÃÅ

^
Á.

2. Èåùñïýìå éóüðëåõñï ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ =
ÂÃ= á) êáé ôá óçìåßá Ä êáé Å ôùí ðëåõñþí ôïõ ÁÂ

êáé ÂÃ áíôßóôïé÷á, þóôå ÁÄ = ÂÅ = }
1

3
} á. Íá áðïäåß-

îåôå üôé ÄÅ^ÂÃ.
3. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á^ = 90°) êáé ç
äé÷ïôüìïò ôïõ ÁÄ. ÖÝñïõìå Äx^ÂÃ, ðïõ ôÝìíåé ôçí ÁÂ
óôï Å êáé ôçí ðñïÝêôáóÞ ôçò ÁÃ óôï Æ. Íá áðïäåßîå-
ôå üôé ÂÅ=ÆÃ.
4. Èåùñïýìå ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ ìå Á^ = Ã^ = 90° êáé
ÂÃ=ÃÄ. Óôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÁÄ ðáßñíïõìå ôìÞìá
ÄÅ=ÁÂ. Íá áðïäåßîåôå üôé ÁÃ^ÃE.

5. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ<ÁÃ. Íá áðïäåßîåôå

üôé:
i) Ôï ýøïò ÁÄ = õá ó÷çìáôßæåé ìå ôç ìéêñüôåñç

ðëåõñÜ ìéêñüôåñç ãùíßá.

ii) Ç äéÜìåóïò ÁÌ = ìá ó÷çìáôßæåé ìå ôç ìéêñüôå-

ñç ðëåõñÜ ìåãáëýôåñç ãùíßá.
iii) Ôï ýøïò õá êáé ç äéÜìåóïò ìá âñßóêïíôáé åêá-

ôÝñùèåí ôçò äé÷ïôüìïõ ÁÅ = äá.

6. Ôñåéò êýêëïé ìå êÝíôñá Ê1,Ê2,Ê3 åöÜðôïíôáé åîùôå-

ñéêÜ óôá Á,Â,Ã. Íá áðïäåßîåôå üôé ï ðåñéãåãñáììÝíïò
êýêëïò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ åßíáé åããåãñáììÝíïò óôï
ôñßãùíï Ê1Ê2Ê3.

7. Èåùñïýìå ôñßãùíï ÁÂÃ, ôïí åããåãñáììÝíï êýêëï
ôïõ (É,ñ) êáé ôïí ðáñåããåãñáììÝíï êýêëï ôïõ (Éá,ñá).

ÏíïìÜæïõìå Ä,Å,Æ êáé Ä´,Å´,Æ´ ôá óçìåßá åðáöÞò ôùí
(É,ñ) êáé (Éá,ñá) ìå ôéò åõèåßåò ÂÃ,ÃÁ,ÁÂ áíôßóôïé÷á.

Íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ÁÆ=ÁÅ=ô � á, ÂÄ=ÂÆ=ô � â, ÃÄ=ÃÅ=ô � ã,
ii) AZ´=ÁÅ´= ô,
iii) ÆÆ´=ÅÅ´=á , ÄÄ´= â � ã.
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Äñáóôçñéüôçôåò

1. Íá óõìðëçñþóåôå ôïí ðßíáêá ãéá êõñôÜ í-ãùíá.

i) Ôé ðáñáôçñåßôå ãéá ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí êõñôïý í-ãþíïõ; ÅîáñôÜôáé áðü ôïí áñéèìü ôùí ðëåõñþí í; Ôé
éó÷ýåé üôáí áõîÜíåôáé ôï í; 
ii) Ôé ðáñáôçñåßôå ãéá ôï Üèñïéóìá ôùí åîùôåñéêþí ãùíéþí êõñôïý í-ãþíïõ. Íá ó÷ïëéÜóåôå ôç ó÷Ýóç ôïõ ìå
ôïí áñéèìü ôùí ðëåõñþí í.
2. Íá êáôáóêåõÜóåôå äýï ãùíßåò ìå ðëåõñÝò ðáñÜëëçëåò (3 ðåñéðôþóåéò). Íá åîåôÜóåôå ôé éó÷ýåé ãéá ôéò äé÷ï-
ôüìïõò ôïõò (ðáñÜëëçëåò, êÜèåôåò êôë.)
Íá êÜíåôå ôï ßäéï ãéá äýï ãùíßåò ìå ðëåõñÝò êÜèåôåò.

Åñãáóßá

Íá õðïëïãßóåôå ôéò ãùíßåò éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ ÁÂÃ (ÁÂ=ÁÃ), ôï ïðïßï åßíáé äõíáôüí íá ÷ùñéóèåß óå äýï
Üëëá éóïóêåëÞ ôñßãùíá.
Õðüäåéîç: Ç åõèåßá ðïõ ÷ùñßæåé ôï ÁÂÃ óå äõï éóïóêåëÞ ôñßãùíá ðñÝðåé íá äéÝñ÷åôáé áðü ìéá êïñõöÞ ôïõ
ôñéãþíïõ. Íá äéáêñßíåôå äýï ðåñéðôþóåéò: i) ìå åõèåßá ÁÄ áðü ôçí êïñõöÞ Á.
ii) ìå åõèåßá ÂÅ áðü ôçí êïñõöÞ Â.
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ÉÓÔÏÑÉÊÏ ÓÇÌÅÉÙÌÁ

Ç èåùñßá ôùí ðáñáëëÞëùí

Ôï áßôçìá ôïõ Åõêëåßäç. Óôï Âéâëßï É ôùí «Óôïé-
÷åßùí» ôïõ ï Åõêëåßäçò
ïñßæåé ùò ðáñÜëëçëåò «ôéò
åõèåßåò åêåßíåò ðïõ
âñßóêïíôáé óôï ßäéï åðßðåäï
êáé ðñïåêôåéíüìåíåò åð�
Üðåéñïí êáé áðü ôá äýï ìÝñç
äå óõíáíôþíôáé óå êáíÝíá
áð� áõôÜ» (Ïñéóìüò 23).
ÁìÝóùò ìåôÜ äéáôõðþíåé
ðÝíôå áéôÞìáôá, ôá ôÝóóåñá
ðñþôá áðü ôá ïðïßá
åêöñÜæïõí ôéò âáóéêÝò

éäéüôçôåò ôùí ãåùìåôñéêþí êáôáóêåõþí ìå ôç âïÞèåéá
ôïõ êáíüíá êáé ôïõ äéáâÞôç, åíþ ôï ðÝìðôï
áðïöáßíåôáé üôé:
«ÅÜí ìéá åõèåßá ðïõ ôÝìíåé äýï åõèåßåò ó÷çìáôßæåé ôéò
åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ãùíßåò ìéêñüôåñåò áðü äýï
ïñèÝò, ôüôå ïé äýï åõèåßåò ðñïåêôåéíüìåíåò åð' Üðåéñïí
óõíáíôþíôáé óôï ìÝñïò ðïõ ïé ó÷çìáôéæüìåíåò ãùíßåò
åßíáé ìéêñüôåñåò áðü äýï ïñèÝò» (Áßôçìá V).
Ôï áßôçìá áõôü áðïäåéêíýåôáé éóïäýíáìï ìå ôéò  åîÞò
ðñïôÜóåéò:
(Å1) ÕðÜñ÷åé åõèåßá á êáé óçìåßï Á åêôüò áõôÞò

ôÝôïéï, þóôå áðü ôï Á äéÝñ÷åôáé ìßá ìïíáäéêÞ
åõèåßá ðïõ äåí ôÝìíåé ôçí á.

(Å2) ÕðÜñ÷åé ôåôñÜðëåõñï ìå ôÝóóåñéò ïñèÝò ãùíßåò.
(Å3) Ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí ôõ÷üíôïò ôñéãþíïõ

éóïýôáé ìå äýï ïñèÝò.
(Å4) ÕðÜñ÷åé ôñßãùíï, ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí ôïõ

ïðïßïõ íá éóïýôáé ìå äýï ïñèÝò.
(Å5) Áí ìéá åõèåßá ôÝìíåé äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò,

ïé áíôßóôïé÷åò ãùíßåò åßíáé ßóåò.
(Å6) Ôá óçìåßá ðïõ êåßíôáé ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò áðü

äåäïìÝíç åõèåßá êáé óå ìßá êáé ôçí áõôÞ
áðüóôáóç, ó÷çìáôßæïõí åõèåßá.

(Å7) Áí ìéá åõèåßá ôÝìíåé äýï Üëëåò åõèåßåò êáé áõôÝò
áðïêëßíïõí ç ìßá áðü ôçí Üëëç áðü ôï Ýíá ìÝñïò,
ôüôå áðü ôï Üëëï ìÝñïò óõãêëßíïõí.

(Å8) ÕðÜñ÷ïõí üìïéá ôñßãùíá.
(Å9) ÕðÜñ÷ïõí ôñßãùíá ìå ïóïäÞðïôå ìåãÜëï ìÝãå-

èïò.
(Å10) ¸óôù á ôõ÷ïýóá åõèåßá êáé Á óçìåßï åêôüò

áõôÞò. Ôüôå óôï åðßðåäï ðïõ ïñßæåôáé áðü ôçí
åõèåßá á êáé ôï óçìåßï Á õðÜñ÷åé ü÷é ðåñéó-
óüôåñåò áðü ìßá åõèåßá ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï
óçìåßï Á êáé äåí ôÝìíåé ôçí åõèåßá á (Áîßùìá
ðáñáëëçëßáò).

Ôï áßôçìá ôïõ Åõêëåßäç Þ êÜðïéï éóïäýíáìü ôïõ êá-
èïñßæåé ôç öýóç ïëüêëçñçò ôçò ãåùìåôñßáò êáé áðï-

ôåëåß âÜóç ãéá ôá ðåñéóóüôåñá èåùñÞìáôá ôçò
Åõêëåßäåéáò ãåùìåôñßáò.
Ç èåùñßá ôùí ðáñáëëÞëùí óôçí áñ÷áéüôçôá êáé ôï
ÂõæÜíôéï. Eßíáé ðéèáíü ðñéí ôç äéáôýðùóç ôïõ
ðÝìðôïõ áéôÞìáôïò ôùí «Óôïé÷åßùí» ôïõ Åõêëåßäç íá
õðÞñîáí ðñïóðÜèåéåò íá áðïäåé÷èåß. ¼ìùò ïé äéáèÝóé-
ìåò ìáñôõñßåò åßíáé ðåíé÷ñüôáôåò êáé áðïóðáóìáôéêÝò.
Åíäåßîåéò õðÜñ÷ïõí óôá «ÁíáëõôéêÜ ¾óôåñá» ôïõ
ÁñéóôïôÝëç, üðïõ óõíäÝåôáé ôï ðñüâëçìá ôùí
ðáñáëëÞëùí ìå ôçí ðñüôáóç (Å3). Ï ÁñéóôïôÝëçò
áóêåß êñéôéêÞ óôéò ðñïóðÜèåéåò ìáèçìáôéêþí (ðïõ äåí
êáôïíïìÜæïíôáé) íá áðïäåßîïõí ôï Åõêëåßäåéï áßôçìá
üôé õðïðßðôïõí óôï ëïãéêü óöÜëìá ôçò «ëÞøçò ôïõ æç-
ôïõìÝíïõ» (petitio principi), äçëáäÞ üôé êáôÜ ôçí
áðüäåéîç ÷ñçóéìïðïéïýí ðñüôáóç éóïäýíáìç ðñïò ôçí
áðïäåéêôÝá. ¢ëëç ðçãÞ  åßíáé ôá «Ó÷üëéá ãéá ôéò äõ-
óêïëßåò óôçí åéóáãùãÞ ôïõ âéâëßïõ ôïõ Åõêëåßäç» ôïõ
ÏìÜñ ×áãéÜì üðïõ áíáöÝñåé üôé «ç áéôßá ôïõ ëÜèïõò
ôùí ýóôåñùí åðéóôçìüíùí
óôçí áðüäåéîç áõôÞò ôçò
õðüèåóçò  åßíáé üôé äå ëÜì-
âáíáí õðüøç ôïõò ôéò áñ÷Ýò
ôïõ öéëïóüöïõ [äçëáäÞ,
ôïõ ÁñéóôïôÝëç]» êáé ðáñá-
èÝôåé ðÝíôå áñ÷Ýò, ôÝóóåñéò
áðü ôéò ïðïßåò áðáíôþíôáé
ìå ëßãï äéáöïñåôéêÞ äéáôý-
ðùóç óôá «ÖõóéêÜ» êáé ôï
«Ðåñß Ïõñáíïý».
Ôï ðñþôï ãíùóôü Ýñãï ôçò áñ÷áéüôçôáò, ðïõ ëßãåò
ìüëéò äåêáåôßåò ìåôÜ ôá «Óôïé÷åßá» áíáöÝñåôáé óôç
èåùñßá ôùí ðáñáëëÞëùí, åßíáé ç ÷áìÝíç ðñáãìáôåßá
ôïõ Áñ÷éìÞäç «Ðåñß ðáñáëëÞëùí», ðïõ ìíçìïíåýåé ï
âéâëéïãñÜöïò Éìðí áë-Íáíôßì (ðÝèáíå ôï 993) óôï
«Âéâëßï ôçò âéâëéïãñáößáò ôùí åðéóôçìþí», ìáæß ìå
Üëëá Ýñãá ôïõ Áñ÷éìÞäç ðïõ äéáóþèçêáí ìüíï óôá
ÁñáâéêÜ. Ôï âéâëßï áõôü Þôáí ðéèáíüôáôá ãíùóôü
óôïí Èáìðßô éìðí Êïýññá (836-901), óõããñáöÝá äýï
ðñáãìáôåéþí ó÷åôéêþí ìå ôç èåùñßá ôùí ðáñáëëÞëùí.
Óýìöùíá ìå ìáñôõñßá ôïõ Ðñüêëïõ, ï ïðïßïò èåùñåß
üôé ôï áßôçìá ôïõ Åõêëåßäç åßíáé èåþñçìá êáé åðé÷åé-
ñåß íá äþóåé ìéá äéêÞ ôïõ áðüäåéîç, ï Ðïóåéäþíéïò
åß÷å ðñïôåßíåé Ýíáí ïñéóìü ôùí ðáñáëëÞëùí, äéáöï-
ñåôéêü áðü áõôüí ôïõ Åõêëåßäç. ÐáñÜëëçëåò ïíïìÜæåé
ôéò åõèåßåò ðïõ âñßóêïíôáé óôï ßäéï åðßðåäï, äå óõ-
ãêëßíïõí ïýôå áðïêëßíïõí êáé üëåò ïé êÜèåôåò áðü ôá
óçìåßá ôçò ìéáò ðñïò ôçí Üëëç åßíáé ßóåò ìåôáîý ôïõò.
Ï ïñéóìüò áõôüò üìùò âáóßæåôáé óôï éóïäýíáìï
áîßùìá (Å6). Ï Ðñüêëïò áíáöÝñåôáé åðßóçò åêôåôáìÝ-
íá óôéò ðñïóðÜèåéåò ôïõ Êëáýäéïõ Ðôïëåìáßïõ êáé Üë-
ëùí ìáèçìáôéêþí, ôïõò ïðïßïõò äåí êáôïíïìÜæåé, íá
áðïäåßîïõí ôï Åõêëåßäåéï áßôçìá.
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Ìå ôçí áðüäåéîç ôïõ Åõêëåßäåéïõ áéôÞìáôïò áó÷ïëÞ-
èçêå ï Äéüäùñïò (1ïò áé. ð.×.). Óôá ÁñáâéêÜ
äéáôçñÞèçêáí êáé ïé ðñïóðÜèåéåò êÜðïéïõ ÁãÜíç êáé
ôïõ Óéìðëßêéïõ ðïõ óôçñßæïíôáé óôïí ïñéóìü ôïõ
Ðïóåéäùíßïõ êáé, åðïìÝíùò, óôï áîßùìá (Å6). 
Ç èåùñßá ôùí ðáñáëëÞëùí óôá ÁñáâéêÜ ìáèç-
ìáôéêÜ. Ç ðñþôç ãíùóôÞ ðñïóðÜèåéá áðüäåéîçò ôïõ
Åõêëåßäåéïõ áéôÞìáôïò óôá ÁñáâéêÜ ìáèçìáôéêÜ Ýãéíå
áðü ôïí áë-Tæáïõ÷áñß óôï Ýñãï ôïõ «Ôåëåéïðïßçóç ôïõ
âéâëßïõ ôùí "Óôïé÷åßùí"», ôï ðåñéå÷üìåíï ôïõ ïðïßïõ
ìåôáöÝñåé ï Íáóßñ áíô-Íôéí áë-Ôïõóß. ¼ìùò óôçí
áðüäåéîÞ ôïõ ÷ñçóéìïðïéåß ôçí éóïäýíáìç ðñïò ôï
áðïäåéêôÝï ðñüôáóç üôé «áí ìßá åõèåßá ôÝìíåé äýï
Üëëåò åõèåßåò Ýôóé þóôå ïé åíôüò åíáëëÜî ãùíßåò íá
åßíáé ßóåò, ôüôå ôï ßäéï éó÷ýåé üôáí ïé äýï åõèåßåò ôÝìíï-
íôáé áðü ïðïéáäÞðïôå Üëëç åõèåßá». Ïé ðñþôåò
ðñïóðÜèåéåò áíôéêáôÜóôáóçò ôïõ Åõêëåßäåéïõ
áéôÞìáôïò ìå ôï áîßùìá ôçò ýðáñîçò «éóáðå÷üíôùí»
åõèåéþí áíÜãïíôáé óôïí áë-Íáúñéæß êáé ôïí Éìðí Óßíá
(ÁâéêÝííá).
Ïé Üñáâåò ìáèçìáôéêïß áíÝðôõîáí äýï êõñßùò
ðñïóåããßóåéò óôçí áðüäåéîç ôïõ Åõêëåßäåéïõ
áéôÞìáôïò, ðïõ åãêáéíéÜæïíôáé óôï Ýñãï ôïõ Èáìðßô
éìðí Êïýññá (908-946): ôç ãåùìåôñéêÞ êáé ôçí
êéíçìáôéêÞ ðñïóÝããéóç. Ç êéíçìáôéêÞ ðñïóÝããéóç
áêïëïõèåß ôï ðíåýìá ôïõ Áñ÷éìÞäç êáé áíáðôý÷èçêå
áðü ôïí Éìðí áë-×áúèÜì. Ç ðñùôïôõðßá ôçò ìåèüäïõ
ôïõ áë-×áúèÜì, ôçí ïðïßá áêïëïýèçóáí óõ÷íÜ ïé
ãåùìÝôñåò óôç óõíÝ÷åéá, åßíáé üôé õðïèÝôåé ôçí
ýðáñîç åíüò ôåôñáðëåýñïõ ìå ôñåéò ïñèÝò ãùíßåò êáé
åîåôÜæåé ôéò ðåñéðôþóåéò ç ôÝôáñôç ãùíßá íá åßíáé
ïîåßá Þ áìâëåßá, ðñïóðáèþíôáò íá êáôáëÞîåé óå
áíôßöáóç ìå ôïí ïñéóìü ôùí ðáñáëëÞëùí ùò
«éóáðå÷üíôùí» åõèåéþí. Ç ãåùìåôñéêÞ ðñïóÝããéóç
áíáðôý÷èçêå êõñßùò áðü ôïí Ïìáñ ×áãéÜì. Îåêéíþ-
íôáò áðü ôçí áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò (Å2) êáé ìå óõë-
ëïãéóìïýò óõããåíåßò ìå áõôïýò ôïõ Ðñüêëïõ,
áðïäåéêíýåé ôï Åõêëåßäåéï áßôçìá ÷ùñßò íá õðïðÝóåé
óôï ëïãéêü óöÜëìá ôçò «ëÞøçò ôïõ æçôïõìÝíïõ». Ï
åãêõêëïðáéäéóôÞò öéëüóïöïò, ìáèçìáôéêüò êáé
áóôñïíüìïò Íáóßñ áíô-Íôéí áë-Ôïõóß (1201-1274)
óôç äéêÞ ôïõ ðñùôüôõðç áðüäåéîç ôïõ áîéþìáôïò ôùí
ðáñáëëÞëùí áêïëïõèåß ôï ýöïò ôïõ Éìðí Êïýññá êáé
ôïõ Éìðí áë-×áúèÜì, áëëÜ óôçñßæåôáé óå áîßùìá ðïõ
áðïôåëåß éó÷õñüôåñç ìïñöÞ ôïõ áéôÞìáôïò ðáñáë-
ëçëßáò.
Óôç äéÜñêåéá ôïõ 13ïõ áé. óõíå÷ßæïíôáé ïé áíáæçôÞóåéò
áðüäåéîçò ôïõ Åõêëåßäåéïõ áéôÞìáôïò. Ï áë-×áíáöß,
áêïëïõèþíôáò ðáëáéüôåñåò ôÜóåéò ðïõ åêäçëþíïíôáé
óôï Ýñãï ôïõ áë-Êéíôß, ôïõ áë-Ìðéñïõíß (973-ðåñ.
1050) êáé ôïõ ÏìÜñ ×áãéÜì, óõíäÝïõí ôï ðñüâëçìá
ôïõ Åõêëåßäåéïõ áéôÞìáôïò ìå ôçí Ýííïéá ôçò åð�

Üðåéñïí äéáéñåôüôçôáò ôùí ãåùìåôñéêþí ìåãåèþí.
Éäéáßôåñá äéáäåäïìÝíç Þôáí ç èåùñßá ôùí ðáñáë-
ëÞëùí ôïõ áë-Áìð÷áñß (Þ áë-Áìðá÷ñß, ðÝèáíå ôï
1263). ÓõããåíÞò ðñïò áõôÞí Þôáí ç èåùñßá ôïõ áë-
Ìáãêñéìðß. Óôéò äýï ôåëåõôáßåò èåùñßåò âñßóêåé
êáíåßò ß÷íç ôïõ ýöïõò ôùí óõëëïãéóìþí ôïõ
Óéìðëßêéïõ. Óôá ôÝëç ôïõ 13ïõ-áñ÷Ýò 14ïõ áé. ìéá
áêüìá áîéïóçìåßùôç ðñïóðÜèåéá ãßíåôáé áðü ôïí áíô-
Íôéí áó-Óéñáæß (1236-1311), ìáèçôÞ ôïõ áë-Ôïõóß.
Ðáñ� üëåò ôéò ðñïóðÜèåéåò ðïõ óêéáãñáöÞóáìå ïé
¢ñáâåò ìáèçìáôéêïß Þôáí ðïëý ìáêñéÜ áðü ôçí éäÝá
üôé åßíáé äõíáôÞ ìéá Üëëç ãåùìåôñßá. Áðëþò
ðñïóðáèïýóáí íá áðïäåßîïõí ôï Åõêëåßäåéï áßôçìá
áðü õðïèÝóåéò ðïõ èåùñïýóáí ðéï ðñïöáíåßò. Óôçí
ðïñåßá ôùí ðñïóðáèåéþí ôïõò áðÝäåéîáí ôçí éóï-
äõíáìßá ôïõ Åõêëåßäåéïõ áéôÞìáôïò ìå äéÜöïñåò
ðñïôÜóåéò ðïõ ìðïñïýí íá èåùñçèïýí éóïäýíáìåò
ìå ôï ðÝìðôï áßôçìá, êáèþò êáé ðïëëÜ èåùñÞìáôá
ðïõ óÞìåñá åìðßðôïõí óôï ðåäßï ôçò ÕðåñâïëéêÞò
êáé ôçò ÅëëåéðôéêÞò Ãåùìåôñßáò.
Ç èåùñßá ôùí ðáñáëëÞëùí óôçí Åõñþðç áðü ôïí
13ï ùò ôï 18ï áé. Ç ðñþôç ãíùóôÞ áðüðåéñá áðü-
äåéîçò ôïõ Åõêëåßäåéïõ áéôÞìáôïò óôç ìåóáéùíéêÞ
Åõñþðç áðáíôÜôáé ôï 13ï áé. óôï óýããñáììá ôïõ
ÂéôÝëï (Vitelo, ðåñßðïõ 1225-1280) «ÏðôéêÞ» Þ «Ðñï-
ïðôéêÞ» (1572). ÂáóéêÞ ðçãÞ ôïõ ÂéôÝëï åßíáé ôï Ýñãï
ôïõ Éìðí áë-×áúèÜì. Ùóôüóï, ç áðüäåéîÞ ôïõ õóôåñåß
ùò ðñïò ôï åðßðåäï áõóôçñüôçôáò ðïõ åß÷áí öôÜóåé ïé
¢ñáâåò ìáèçìáôéêïß.
Äýï Üëëåò áðüðåéñåò áðáíôþíôáé ôï 14ï áé. óôá
«Ó÷üëéá» ôïõ Ãåñóùíßäç (Levi ben Gerson Þ
Gersonides, 1288-1344) êáé óôï Ýñãï êÜðïéïõ Áëöü-
íóï, ï ïðïßïò åéêÜæåôáé üôé åßíáé ï Éóðáíüò éáôñüò êáé
óõããñáöÝáò ðïëåìéêþí èñçóêåõôéêþí Ýñãùí Áëöüíóï
ôïõ Âáëëáíôïëßíô (1270-1346).
Óôéò áñ÷Ýò ôïõ 16ïõ áé. ç èåùñßá ðáñáëëÞëùí
åîåôÜæåôáé óôï «ÊÜôïðôñï áóôñïíïìéêü ðïõ ðåñé-
êëåßåé ôçí áíèñþðéíç óïößá óå êÜèå åðéóôÞìç»  ôïõ Ö.
Ìð. Ãêñéóïãêüíï (1472-1538), ðïõ åêäßäåôáé óôç
Âåíåôßá ôï 1507. Ôï 1574 åìöáíßæåôáé ìßá ðñùôüôõðç
áðüäåéîç ôïõ ðÝìðôïõ áéôÞìáôïò áðü ôïí ÊëÜâéï
(Clavius (Schlussel), 1537-1612) ðïõ åñãáæüôáí óôç
Ñþìç êáé óõììåôåß÷å óôçí åðåîåñãáóßá ôïõ
Ãñçãïñéáíïý çìåñïëïãßïõ. Ç áðüäåéîç ôïõ ÊëÜâéïõ
óôçñßæåôáé óôçí ðñüôáóç (Å6). Ç áðüäåéîÞ ôïõ
ðáñïõóéÜæåé ïìïéüôçôåò ìå áõôÝò ôïõ Éìðí Êïýññá
êáé ôïõ Éìðí áë-×áúèÜì, ôéò ïðïßåò ßóùò ãíþñéæå áðü
äåýôåñï ÷Ýñé.
Ôïí 17ï áé. ðáñáôçñåßôáé êÜðïéá Ýíôáóç ôùí ðñï-
óðáèåéþí óôç èåùñßá ôùí ðáñáëëÞëùí, ç ïðïßá
üìùò äåí áðÝöåñå éäéáßôåñá áîéüëïãïõò êáñðïýò.
Äçìïóéåýïíôáé ôï 1603 óôçí Ìðïëüíéá äýï ôïìßäéá
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ôïõ ÐéÝôñï Á. ÊáôÜëíôé (1548-1626), ôï 1658 óôçí
Ðßæá ç åðåîåñãáóìÝíç áðü ôïí Ôæ.Á. ÌðïñÝëëé
(1608-1679) Ýêäïóç ôùí «Óôïé÷åßùí» ôïõ Åõêëåßäç,
êáé ôï 1680 áíÜëïãç Ýêäïóç ôùí «Óôïé÷åßùí» áðü
ôïí ÂéôÜëå ÔæïñíôÜíï (1633-1711). Ôï 1693
äçìïóéåýåôáé ç ðñáãìáôåßá ôïõ Ôæ. Ïõþëëéò (J. Wal-
lis, 1616-1703) «Ôï ðÝìðôï áßôçìá êáé ï ðÝìðôïò
ïñéóìüò ôïõ Âéâëßïõ VI ôïõ Åõêëåßäç», ôï äåýôåñï
ìÝñïò ôçò ïðïßáò ðåñéÝ÷åé ìåôÜöñáóç ìéáò áðüäåéîçò
ðïõ áðïäßäåôáé óôïí áë-Ôïõóß, êáé óôï ôñßôï
åêôßèåôáé áðüäåéîç ôïõ Ïõþëëéò, ðïõ âáóßæåôáé óôçí
ðñüôáóç (Å9), ôçí ïðïßá èåùñåß öõóéêÞ «ÊïéíÞ
¸ííïéá».
Áðü ôçí ðñáãìáôåßá ôïõ Ïõþëëéò ãíùñßóôçêå ìå ôçí
áðïäéäüìåíç óôïí áë-Ôïõóß áðüäåéîç ôïõ ðÝìðôïõ
áéôÞìáôïò ï Ôæéñüëáìï ÓáêêÝñé (G.G. Saccheri,
1667-1733). Ï ÓáêêÝñé îåêéíþíôáò áðü ôï éóüðëåõ-
ñï ôåôñÜðëåõñï ìå ôéò äýï ïñèÝò ôïõ ÏìÜñ ×áãéÜì
êáé ôïõ áë-Ôïõóß áíáëýåé ôéò ßäéåò ôñåéò õðïèÝóåéò
ãéá ôéò Üëëåò äýï ãùíßåò. Áðïêëåßåé ôçí õðüèåóç ôçò
ïîåßáò ãùíßáò åðåéäÞ èåùñåß üôé óôçí ðåñßðôùóç
áõôÞ, üðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôçò ïñèÞò ãùíßáò
éó÷ýåé ôï ðÝìðôï áßôçìá, äçëáäÞ åðåéäÞ áíôéöÜóêåé
óôá áîéþìáôá ôçò óõíÞèïõò ãåùìåôñßáò ôïõ Åõ-
êëåßäç. Óôçí ðåñßðôùóç ôçò áìâëåßáò ãùíßáò ï
ÓáêêÝñé ðñï÷ùñåß üóï êáíåßò Üëëïò ðñéí áðü áõôüí
óôçí áðüäåéîç èåùñçìÜôùí ôçò óçìåñéíÞò
ÕðåñâïëéêÞò Ãåùìåôñßáò. ¼ìùò äéïëéóèáßíïíôáò óå
ëÜèïò óõëëïãéóìü êáôÝëçîå óå áíôßöáóç, ïðüôå
óõìðÝñáíå üôé ç ðåñßðôùóç ôçò ïñèÞò ãùíßáò
(äçëáäÞ ôçò Åõêëåßäåéáò ãåùìåôñßáò) åßíáé ç ìüíç
äõíáôÞ.
Ðéï óçìáíôéêÞ åßíáé ç ðñïóðÜèåéá ôïõ Ãåñìáíïý
ìáèçìáôéêïý ËÜìðåñô (J.H. Lambert, 1728-1777).
Îåêéíþíôáò áðü ôï ßäéï ôåôñÜðëåõñï ôïõ ÏìÜñ

×áãéÜì êáé ôïõ ÓáêêÝñé áðïêëåßåé ÷ùñßò äõóêïëßá
ôçí õðüèåóç ôçò ïîåßáò ãùíßáò, óôç âÜóç üôé óôçí
ðåñßðôùóç áõôÞ äýï êÜèåôåò óôçí ßäéá åõèåßá ôÝìíï-
íôáé, ðñÜãìá ðïõ, êáôÜ ôç ãíþìç ôïõ, äåí áíôé-
öÜóêåé óôï ðÝìðôï áßôçìá, áëëÜ óôá õðüëïéðá
áîéþìáôá ôçò Ãåùìåôñßáò ôïõ Åõêëåßäç. Åðßóçò
ðáñáôçñåß üôé ç õðüèåäç ôçò ïîåßáò ãùíßáò éó÷ýåé
óôçí åðéöÜíåéá ôçò óöáßñáò áí ùò åõèåßåò ëçöèïýí
ïé ìÝãéóôïé êýêëïé ôçò óöáßñáò. ÅîåôÜæïíôáò ôçí
õðüèåóç ôçò áìâëåßáò ãùíßáò ï ËÜìðåñô
áðïäåéêíýåé áêüìá ðåñéóóüôåñá êáé áðü ôïí ÓáêêÝñé
èåùñÞìáôá ôçò óçìåñéíÞò ÕðåñâïëéêÞò Ãåùìåôñßáò. 
Ðñïóðáèþíôáò íá ëÜâåé êÜðïéá ðáñÜäïîá
áðïôåëÝóìáôá ðáñáäÝ÷åôáé üôé äåí åßíáé åýêïëï íá
áðïêëåéóèåß ç õðüèåóç ôçò áìâëåßáò ãùíßáò.
Áíôßèåôá ìå ôïí ÓáêêÝñé, ïýôå õðïðßðôåé óå óöÜëìá,
ïýôå óõìðåñáßíåé üôé ç õðüèåóç ôçò áìâëåßáò ãùíßáò
ïäçãåß óå áíôßöáóç. Áíôßèåôá, åêöñÜæïíôáò êÜðïéá
Ýêðëçîç ãéá ôéò «ðåñßåñãåò» éäéüôçôåò ôùí ó÷çìÜôùí
óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ (ð.÷. üôé ÷Üíåôáé ç Ýííïéá ôçò
ïìïéüôçôáò êáé ôçò áíáëïãßáò ôùí ó÷çìÜôùí, üôé ôï
Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí åíüò ôñéãþíïõ áõîÜíåé üóï
ìåéþíåôáé ç åðéöÜíåéá ôïõ ôñéãþíïõ, ê.á.) äéá-
ôõðþíåé ôçí éäéáßôåñá âáèéÜ êáé äéïñáôéêÞ óêÝøç üôé
«ç ôñßôç õðüèåóç éó÷ýåé óå êÜðïéá öáíôáóôéêÞ
óöáßñá».
Áðü ôéò ðñïóðÜèåéåò ìåôÜ ôïí ËÜìðåñô, áîßæåé íá
áíáöåñèåß ç «áðüäåéîç» ôïõ Ë. ÌðåñôñÜí (L. Ber-
trand, 1731-1812), ìáèçôÞ ôïõ ¼õëåñ, ôï 1778, ôïõ
Á.Ì. ËåæÜíôñ (1752-1833), ðïõ áöéÝñùóå óáñÜíôá
÷ñüíéá óôéò Ýñåõíåò óôç èåùñßá ôùí ðáñáëëÞëùí,
ôïõ Ó.Å. Ãêïýñéåö (1764-1813), êáé ôïõ ÖáñêÜò
Ìðüëõáú (Farkas Bolyai, 1775-1856), ôïõ ðáôÝñá
ôïõ ÃéÜíïò Ìðüëõáú, ôïõ ìåôÝðåéôá äçìéïõñãïý ôçò
ìç Åõêëåßäåéáò Ãåùìåôñßáò.

kefal04Á.qxd  23/01/2001 09:58 AM  Page 92



93

ÐÁÑÁËËÇËÅÓ ÅÕÈÅÉÅÓ

ÁÍÁÊÅÖÁËÁIÙÓÇ

ôáõôßæïíôáé üôáí Ý÷ïõí 2 êïéíÜ óçìåßá.

u Äýï åõèåßåò åíüò åðéðÝäïõ ôÝìíïíôáé üôáí Ý÷ïõí 1 êïéíü óçìåßï.

åßíáé ðáñÜëëçëåò üôáí äåí Ý÷ïõí êïéíü óçìåßï.

õðÜñ÷åé åõèåßá å´//å.

u Áðü óçìåßï Á åêôüò 
åõèåßáò å

äå÷üìáóôå áîéùìáôéêÜ üôé ç å´ åßíáé ìïíáäéêÞ.

(Áßôçìá ðáñáëëçëßáò)

åßíáé êÜèåôåò óôçí ßäéá åõèåßá å.
u Äõï åõèåßåò å1 êáé å2 åßíáé

åßíáé ðáñÜëëçëåò ðñïò ôñßôç åõèåßá å.ðáñÜëëçëåò áí :
ôÝìíïíôáé áðü ìéá ôñßôç åõèåßá êáé

ó÷çìáôßæïõí:

ôéò åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç 
ãùíßåò ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

ôéò åíôüò åíáëëÜî ãùíßåò
ôïõò ßóåò.

ôéò åíôüò åêôüò êáé åðß
ôá áõôÜ ìÝñç ãùíßåò ôïõò ßóåò.

Áí å^å1 ôüôå å^å2·
u ¸óôù å1//å2 êáé å 

ìéá ôñßôç åõèåßá..

Áí ç å ôÝìíåé ôçí å1 ôüôå èá ôÝìíåé êáé ôçí å2

êáé èá ó÷çìáôßæåé:

ôéò åíôüò åíáëëÜî ôéò åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ
ãùíßåò ßóåò. ìÝñç ãùíßåò ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

ôéò åíôüò åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ 
ìÝñç ãùíßåò ßóåò.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 4

êáé ïé äýï ïîåßåò.

ßóåò, áí åßíáé

êáé ïé äýï áìâëåßåò.

u Äýï ãùíßåò ðïõ Ý÷ïõí
ðáñÜëëçëåò Þ êÜèåôåò

ðëåõñÝò åßíáé:
ðáñáðëçñùìáôéêÝò, áí ç ìßá åßíáé ïîåßá êáé ç 
Üëëç áìâëåßá.

Ðåñßêåíôñï (óçìåßï ôïìÞò ìåóïêáèÝôùí)

¸ãêåíôñï (óçìåßï ôïìÞò åóùôåñéêþí äé÷ïôüìùí)
u Áîéïóçìåßùôïé êýêëïé ôñéãþíïõ

êáé êÝíôñá ôïõò ÐáñÜêåíôñá (óçìåßá ôïìÞò äýï åîùôåñéêþí 
êáé ìéáò åóùôåñéêÞò äé÷ïôüìïõ)

ÊÜèå åîùôåñéêÞ ãùíßá éóïýôáé 
ôñéãþíïõ åßíáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí äýï áðÝíáíôé 
2 ïñèÝò, ïðüôå: åóùôåñéêþí.

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí 2 ãùíßåò 
ßóåò, Ý÷ïõí êáé ôéò ôñßôåò ãùíßåò 
ßóåò.

u Ôï Üèñïéóìá ôùí 
åóùôåñéêþí ãùíéþí

Ïé ïîåßåò ãùíßåò ïñèïãþíéïõ 
ôñéãþíïõ åßíáé óõìðëçñùìáôéêÝò.

êõñôïý í-ãþíïõ 
åßíáé 2í � 4 ïñèÝò. ÊÜèå ãùíßá éóüðëåõñïõ 

ôñéãþíïõ åßíáé 60ï.
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55ÊÅÖÁËÁÉÏ

Ðáñáëëçëüãñáììá  - ÔñáðÝæéá

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ìåëåôÞóïõìå ôá ôåôñÜðëåõñá ðïõ Ý÷ïõí ðáñÜëëçëåò
ðëåõñÝò, èá ôá ôáîéíïìÞóïõìå êáé èá åîåôÜóïõìå ôéò ÷áñáêôçñéóôéêÝò éäéü-
ôçôÝò ôïõò. Ùò åöáñìïãÝò èá áðïäåé÷èïýí êÜðïéåò âáóéêÝò ðñïôÜóåéò ãéá ôá
ôñßãùíá, ôá ôåôñÜðëåõñá êáé ôéò ðáñÜëëçëåò åõèåßåò.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 5

Josef Alberts (Ãåñìáíüò, 1888-1976). 
«ÁöéÝñùìá óôï ôåôñÜãùíï: ïðôáóßá», ëÜäé óå óáíßäá, 1959.
ÓõëëïãÞ Ìïõóåßïõ Solomon R. Guggenheim, ÍÝá Õüñêç.
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5.1 ÅéóáãùãÞ

¼ðùò åßäáìå óôçí §2.20, ôï åõèýãñáììï ó÷Þìá ðïõ Ý÷åé ôÝó-
óåñéò ðëåõñÝò ëÝãåôáé ôåôñÜðëåõñï. ÊÜèå êõñôü ôåôñÜðëåõñï
ÁÂÃÄ (ó÷.1) Ý÷åé äýï äéáãùíßïõò ÁÃ êáé ÂÄ, ïé ïðïßåò ôÝìíï-
íôáé óå åóùôåñéêü óçìåßï ôïõò.  
Óôá åðüìåíá, üôáí ëÝìå ôåôñÜðëåõñï, èá åííïïýìå êõñôü ôå-
ôñÜðëåõñï.
Ôï ôåôñÜðëåõñï ðïõ Ý÷åé äýï ìüíïí ðëåõñÝò ðáñÜëëçëåò ëÝ-
ãåôáé ôñáðÝæéï (ó÷.2), åíþ ôï ôåôñÜðëåõñï ðïõ Ý÷åé ôéò áðÝ-
íáíôé ðëåõñÝò ðáñÜëëçëåò ëÝãåôáé ðáñáëëçëüãñáììï (ó÷.3).

5.2 Ðáñáëëçëüãñáììá

Ðáñáëëçëüãñáììï

Ïñéóìüò 

Ðáñáëëçëüãñáììï ëÝãåôáé ôï ôåôñÜðëåõñï ðïõ Ý÷åé
ôéò áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ ðáñÜëëçëåò. 

ÄçëáäÞ ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï, üôáí
ÁÂ//ÃÄ êáé ÁÄ//ÂÃ.

� Éäéüôçôåò ðáñáëëçëïãñÜììùí
Óå êÜèå ðáñáëëçëüãñáììï éó÷ýïõí ïé ðáñáêÜôù éäéüôçôåò:

Áðüäåéîç ôùí i), ii) 
Óõãêñßíïõìå ôá ôñßãùíá ÁÂÄ, ÂÃÄ (ó÷. 5). ¸÷ïõìå: 
B
^

1 = Ä
^

1 = ù (åíôüò åíáëëÜî).

ÂÄ êïéíÞ ðëåõñÜ.
B
^

2 = Ä
^

2 = ö (åíôüò åíáëëÜî).

¢ñá ôá ôñßãùíá ÁÂÄ, ÂÃÄ åßíáé ßóá, ïðüôå ÁÂ = ÃÄ êáé 
ÁÄ = ÂÃ. Åðßóçò Ý÷ïõìå Á

^
= Ã

^
êáé Â

^
= Ä

^
= ö + ù.  

Áðüäåéîç ôçò éäéüôçôáò iii)
Óõãêñßíïõìå ôá ôñßãùíá ÏÁÂ, ÏÃÄ. ¸÷ïõìå: 

(i) Ïé áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ åßíáé ßóåò.
(ii) Ïé áðÝíáíôé ãùíßåò ôïõ åßíáé ßóåò.
(iii) Ïé äéáãþíéïß ôïõ äé÷ïôïìïýíôáé.
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Ó÷Þìá 1

Ó÷Þìá 2

Ó÷Þìá 3

Ó÷Þìá 4

Ó÷Þìá 5
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ÁÂ = ÃÄ
B
^

1 = Ä
^

1 = ù (åíôüò åíáëëÜî).

Á
^

1 = Ã
^

1 = ö (åíôüò åíáëëÜî).

¢ñá, ôá ôñßãùíá ÏÁÂ, ÏÃÄ åßíáé ßóá, ïðüôå ÏÁ = ÏÃ êáé 
ÏÂ =ÏÄ.

Ãéá ôï ëüãï áõôü ëÝãåôáé êÝíôñï ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ.

Áí ôá ôìÞìáôá (ó÷.8) åßíáé êÜèåôá óôéò ðáñÜëëçëåò, ôï êïéíü
ìÞêïò ôïõò ëÝãåôáé áðüóôáóç ôùí ðáñáëëÞëùí. ÊÜèå åõèý-
ãñáììï ôìÞìá ðïõ Ý÷åé ôá Üêñá ôïõ óôéò åõèåßåò ôùí áðÝíá-
íôé ðëåõñþí ðáñáëëçëïãñÜììïõ êáé åßíáé êÜèåôï óå áõôÝò
ëÝãåôáé ýøïò ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ, åíþ ïé áðÝíáíôé
ðëåõñÝò ôïõ ëÝãïíôáé âÜóåéò ùò ðñïò áõôü ôï ýøïò (ó÷.9).

� ÊñéôÞñéá ãéá ðáñáëëçëüãñáììá
Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá áðïäåßîïõìå ðñïôÜóåéò (êñéôÞñéá) ïé
ïðïßåò åîáóöáëßæïõí üôé Ýíá ôåôñÜðëåõñï åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï:
¸íá ôåôñÜðëåõñï åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï áí éó÷ýåé ìéá áðü
ôéò ðáñáêÜôù ðñïôÜóåéò:

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ. Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôá êñéôÞ-
ñéá, èá ðñÝðåé óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü íá áðïäåßîïõìå üôé óå
êÜèå ðåñßðôùóç, ïé áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ ôåôñáðëåýñïõ åßíáé
ðáñÜëëçëåò.
(i) ¸óôù ÁÂ = ÃÄ êáé ÁÄ = ÂÃ (ó÷.10). Áí öÝñïõìå ôç äéáãþíéï
ÂÄ, ôüôå ó÷çìáôßæïíôáé ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÂÃÄ ðïõ åßíáé ßóá,
ãéáôß ÁÂ = ÃÄ, ÁÄ = ÂÃ êáé ÂÄ êïéíÞ ðëåõñÜ. ¢ñá B

^
1 = Ä

^
1 = ù

êáé B
^

2 = Ä
^

2 = ö , ïðüôå ÁÂ//ÃÄ êáé ÁÄ//ÂÃ, äçëáäÞ ôï ÁÂÃÄ
åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï.

(i) Ïé áðÝíáíôé ðëåõñÝò áíÜ äýï åßíáé ßóåò.
(ii) Äýï áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ åßíáé ßóåò êáé ðáñÜëëçëåò.

(iii) Ïé áðÝíáíôé ãùíßåò áíÜ äýï åßíáé ßóåò.
(iv) Ïé äéáãþíéïß ôïõ äé÷ïôïìïýíôáé.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 5

Ó÷Þìá 6

Ó÷Þìá 7

Ó÷Þìá 8

Ó÷Þìá 9

Ó÷Þìá 10

ÐÏÑIÓÌÁ É

Ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí äéáãùíßùí ðáñáëëçëïãñÜììïõ åß-
íáé êÝíôñï óõììåôñßáò ôïõ.

ÐÏÑIÓÌÁ ÉÉ

ÐáñÜëëçëá ôìÞìáôá ðïõ Ý÷ïõí ôá Üêñá ôïõò óå äýï
ðáñÜëëçëåò åõèåßåò åßíáé ßóá (ó÷.7).

kefal05.qxd  23/01/2001 10:00 AM  Page 98



(ii) ¸óôù ÁÂ// = ÃÄ (ó÷.10). Ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÂÃÄ åßíáé
ßóá, ãéáôß ÁÂ = ÃÄ, B

^
1 = Ä

^
1 = ù êáé ç ÂÄ åßíáé êïéíÞ ðëåõñÜ.

ÅðïìÝíùò, üìïéá ìå ôï (i), ôï ÁÂÃÄ åßíáé ðáñáëëçëü-
ãñáììï. 
(iii) Áí Á

^
= Ã

^
= ù êáé B

^
= Ä

^
= ö (ó÷.11) ç ó÷Ýóç Á

^
+B

^
+Ã

^
+Ä

^
= 4z

ãñÜöåôáé 2ù + 2ö = 4z Þ ö + ù = 2z. ÅðïìÝíùò, Ý÷ïõìå üôé 
Á
^

+ Ä
^

= 2z, ïðüôå ÁÂ // ÃÄ êáé Á
^

+ B
^

= 2z, ïðüôå ÁÄ // ÂÃ,
äçëáäÞ ôï ÁÂÃÄ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï.
(iv) ¸óôù ÁÏ = ÏÃ êáé ÏÂ = ÏÄ (ó÷.12). Ôá ôñßãùíá ÁÏÂ
êáé ÃÏÄ, êáèþò êáé ôá ôñßãùíá ÁÏÄ êáé ÂÏÃ åßíáé ßóá.
ÅðïìÝíùò, üìïéá ìå ôï (i), èá åßíáé ÁÂ//ÃÄ êáé ÁÄ//ÂÃ, äç-
ëáäÞ ôï ÁÂÃÄ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï.
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Ó÷Þìá 11

Ó÷Þìá 12

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Ðïéá áðü ôá ðáñáêÜôù ôåôñÜðëåõñá åßíáé ðáñáë-
ëçëüãñáììá, ðïéá ü÷é êáé ãéáôß;

2. Ìå ðïéïõò ôñüðïõò ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå üôé
Ýíá ôåôñÜðëåõñï åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï;
3. Íá õðïëïãßóåôå ôéò ãùíßåò ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ.

4. Íá õðïëïãßóåôå ôéò ãùíßåò ù êáé ö ôïõ ðáñáëëçëï-
ãñÜììïõ ÄÅÆÇ.

5. ¸íá ôåôñÜðëåõñï åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï áí:

i) Äýï áðÝíáíôé ãùíßåò åßíáé ßóåò.

ii) Ïé äéáäï÷éêÝò ãùíßåò ôïõ åßíáé 
ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

iii) Äýï áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ åßíáé 
ßóåò.

iv) Äýï áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ åßíáé 
ðáñÜëëçëåò.

(Óçìåéþóôå x óå êÜèå óùóôÞ ðñüôáóç).

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ. Ç äé÷ïôüìïò ôçò

Á^ ôÝìíåé ôç ÄÃ óôï Å. Íá áðïäåßîåôå üôé ÄÅ = ÂÃ.
2. ¸óôù Ï ôï êÝíôñï ðáñáëëçëïãñÜììïõ ÁÂÃÄ. Áí Å
êáé Æ óçìåßá ôùí ÏÁ êáé ÏÃ áíôßóôïé÷á, þóôå 
ÏÅ = ÏÆ, íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôåôñÜðëåõñï ÂÅÄÆ åß-
íáé ðáñáëëçëüãñáììï.
3. ¸óôù Å êáé Æ, ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ÁÂ êáé ÃÄ áíôß-
óôïé÷á, ðáñáëëçëïãñÜììïõ ÁÂÃÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÅÃÆ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï.
ii) ïé ÁÃ, ÂÄ êáé ÅÆ óõíôñÝ÷ïõí.
4. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ç äé÷ïôüìïò ôïõ ÁÄ. Ç ðá-
ñÜëëçëç áðü ôï Ä ðñïò ôçí ÁÂ ôÝìíåé ôçí ÁÃ óôï Å. Áí
ç ðáñÜëëçëç áðü ôï Å ðñïò ôç ÂÃ ôÝìíåé ôçí ÁÂ óôï
Æ, íá áðïäåßîåôå üôé ÁÅ = ÂÆ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (AB = AÃ) êáé óç-
ìåßï Ì ôçò âÜóçò ôïõ ÂÃ. ÖÝñïõìå ÌÅ//ÁÂ (Å óçìåßï
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Åßäç ðáñáëëçëïãñÜììùí

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá ìåëåôÞóïõìå ôá åßäç ôùí ðáñáëëç-
ëïãñÜììùí, äçëáäÞ ôá ðáñáëëçëüãñáììá ðïõ Ý÷ïõí êáé
êÜðïéåò åðéðëÝïí éäéüôçôåò. Äéáêñßíïõìå ôñßá åßäç ðáñáë-
ëçëïãñÜììùí: ôï ïñèïãþíéï, ôï ñüìâï êáé ôï ôåôñÜãùíï.

5.3 Ïñèïãþíéï

Ïñéóìüò

Ïñèïãþíéï ëÝãåôáé ôï ðáñáëëçëüãñáììï ðïõ Ý÷åé
ìßá ãùíßá ïñèÞ.

ÅðåéäÞ óôï ðáñáëëçëüãñáììï ïé áðÝíáíôé ãùíßåò ôïõ åßíáé
ßóåò, åíþ äýï äéáäï÷éêÝò ãùíßåò ôïõ åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò
(ùò åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç), ðñïêýðôåé üôé üëåò ïé ãùíßåò
ôïõ ïñèïãùíßïõ åßíáé ïñèÝò. 

� Éäéüôçôåò ïñèïãùíßïõ

Ïé äéáãþíéïé ôïõ ïñèïãùíßïõ åßíáé ßóåò.
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ôïõ ÁÃ) êáé ÌÄ//ÁÃ (Ä óçìåßï ôïõ ÁÂ). Íá áðïäåßîåôå
üôé ÌÄ + ÌÅ = ÁÂ.
2. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ êáé Å óçìåßï ôçò
ÁÃ. ÖÝñïõìå ÄÆ//ÂÅ (Æ óçìåßï ôïõ ÁÃ). Íá áðïäåßîåôå
üôé ÄÅ//ÂÆ.
3. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ. Ðñïåêôåßíïõìå ôç
ÄÃ êáôÜ ôìÞìá ÃÅ = ÄÃ êáé ôç ÄÁ êáôÜ ôìÞìá ÁÆ = ÄÁ.
Íá áðïäåßîåôå üôé ôá óçìåßá Æ, Â êáé Å åßíáé óõíåõèåéá-
êÜ. 
4. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ. Óôéò ðñïåêôÜóåéò ôùí äéáìÝ-
óùí ÂÄ êáé ÃÅ ðáßñíïõìå óçìåßá Ç êáé Æ áíôßóôïé÷á
ôÝôïéá, þóôå ÄÇ = ÂÄ êáé ÆÅ = ÃÅ. Íá áðïäåßîåôå üôé
i) ÁÇ = ÁÆ,
ii) ôá óçìåßá Æ, Á êáé Ç åßíáé óõíåõèåéáêÜ.
5. Áðü óçìåßï Á íá öÝñåôå ôÝìíïõóá äýï ðáñÜëëçëùí
åõèåéþí ìå ôñüðï, þóôå ôï ìåôáîý ôùí ðáñáëëÞëùí
ôìÞìá ôçò íá åßíáé ßóï ìå äïóìÝíï ôìÞìá ë.

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ êáé ôá óçìåßá Å, Æ,
Ç êáé Ê ôùí ðëåõñþí ôïõ ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ êáé ÁÄ áíôßóôïé-

÷á, þóôå ÁÅ = ÃÇ êáé ÂÆ = ÄÊ. Íá áðïäåßîåôå üôé
i) ôï ôåôñÜðëåõñï ÅÆÇÊ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï,
ii) ïé ÁÃ, ÂÄ, ÅÇ êáé ÊÆ óõíôñÝ÷ïõí.
2. Ðñïåêôåßíïõìå ôçí ðëåõñÜ ÁÂ ðáñáëëçëïãñÜììïõ
ÁÂÃÄ êáôÜ ôìÞìá ÂÅ = ÂÃ êáé åðß ôçò çìéåõèåßáò ÄÁ
èåùñïýìå óçìåßï Æ, þóôå ÄÆ = ÄÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé

ÆÃ^Å = 90°.
3. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ. Ðñïåêôåßíïõìå
ôçí ÁÂ êáôÜ ôìÞìá ÂÅ = ÂÃ êáé ôçí ÁÄ êáôÜ ôìÞìá
ÄÆ = ÄÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá óçìåßá Æ, Ã êáé Å åßíáé
óõíåõèåéáêÜ.
4. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ) êáé óç-
ìåßï Ä ôçò ÁÃ. Ðñïåêôåßíïõìå ôçí ÁÂ êáôÜ ôìÞìá 
ÂÅ = ÃÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ÂÃ äé÷ïôïìåß ôç ÄÅ.
5. ¸íá ðïôáìüò, ôïõ ïðïßïõ ïé ü÷èåò åßíáé åõèýãñáì-
ìåò, äéÝñ÷åôáé ìåôáîý äýï ÷ùñéþí ðïõ áðÝ÷ïõí Üíéóåò
áðïóôÜóåéò áðü ôéò ü÷èåò ôïõ. Óå ðïéá èÝóç ðñÝðåé íá
êáôáóêåõáóèåß ìéá ãÝöõñá êÜèåôç ðñïò ôïí ðïôáìü,
þóôå ôá äýï ÷ùñéÜ íá âñßóêïíôáé óå ßóåò áðïóôÜóåéò
áðü ôéò áíôßóôïé÷åò åéóüäïõò ôçò ãÝöõñáò;

Ó÷Þìá 13
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Áðüäåéîç
¸óôù ÁÂÃÄ ïñèïãþíéï. Èá áðïäåßîïõìå üôé ïé äéáãþíéïé ÁÃ
êáé ÂÄ åßíáé ßóåò (ó÷.14).
Ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÁÄÃ åßíáé ßóá (Á

^
= Ä

^
= 90°, ÁÄ êïéíÞ,

ÁÂ = ÄÃ), ïðüôå ÁÃ = ÂÄ.

� ÊñéôÞñéá ãéá íá åßíáé Ýíá ôåôñÜðëåõñï ïñèïãþíéï
¸íá ôåôñÜðëåõñï åßíáé ïñèïãþíéï, áí éó÷ýåé ìéá áðü ôéò ðá-
ñáêÜôù ðñïôÜóåéò:

Áðüäåéîç
(i) Ðñïêýðôåé Üìåóá áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ.
ii) ¸óôù ÁÂÃÄ ðáñáëëçëüãñáììï ìå ÁÃ = ÂÄ. Ôüôå ôá ôñß-
ãùíá ÁÂÄ êáé ÁÄÃ åßíáé ßóá (ÁÂ = ÄÃ, ÁÃ = ÂÄ, ÁÄ êïéíÞ),
ïðüôå Á

^
= Ä

^
. ÁëëÜ Á

^
+ Ä

^
= 2z, ïðüôå Á

^
= Ä

^
= 1z. ÅðïìÝíùò,

ôï ÁÂÃÄ åßíáé ïñèïãþíéï.
(iii) Áí Ý÷åé ôñåéò ïñèÝò ãùíßåò èá åßíáé êáé ç Üëëç ïñèÞ, áöïý
ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí êÜèå ôåôñáðëåýñïõ åßíáé 4z.
(iv) Áí üëåò ïé ãùíßåò åßíáé ßóåò, ðñïöáíþò üëåò åßíáé ïñèÝò. 

5.4 Ñüìâïò

Ïñéóìüò

Ñüìâïò ëÝãåôáé ôï ðáñáëëçëüãñáììï ðïõ Ý÷åé äýï
äéáäï÷éêÝò ðëåõñÝò ßóåò.

ÅðåéäÞ óôï ðáñáëëçëüãñáììï ïé áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ åßíáé
ßóåò ðñïêýðôåé üôé üëåò ïé ðëåõñÝò ôïõ ñüìâïõ åßíáé ßóåò. 

� Éäéüôçôåò ôïõ ñüìâïõ

Áðüäåéîç 
¸óôù ÁÂÃÄ ñüìâïò. ÅðåéäÞ ôï ôñßãùíï ÁÂÄ åßíáé éóïóêåëÝò,
ç äéÜìåóïò ôïõ ÁÏ åßíáé ýøïò ôïõ êáé äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò
Á
^
. ÅðïìÝíùò ÁÃ^ÂÄ êáé ç ÁÃ äé÷ïôïìåß ôçí Á

^
. ¼ìïéá ç ÁÃ

äé÷ïôïìåß ôç Ã
^

êáé ç ÂÄ ôéò B
^

êáé Ä
^

.

(i) Ïé äéáãþíéïé ôïõ ñüìâïõ ôÝìíïíôáé êÜèåôá.
ii) Ïé äéáãþíéïé ôïõ ñüìâïõ äé÷ïôïìïýí ôéò ãùíßåò ôïõ.

(i) Åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï êáé Ý÷åé ìßá ïñèÞ ãùíßá.
(ii) Åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï êáé ïé äéáãþíéïß ôïõ åßíáé

ßóåò.
(iii) ¸÷åé ôñåéò ãùíßåò ïñèÝò.
(iv) ¼ëåò ïé ãùíßåò ôïõ åßíáé ßóåò.
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� ÊñéôÞñéá ãéá íá åßíáé Ýíá ôåôñÜðëåõñï ñüìâïò

¸íá ôåôñÜðëåõñï åßíáé ñüìâïò, áí éó÷ýåé ìéá áðü ôéò ðáñáêÜ-
ôù ðñïôÜóåéò:

Áðüäåéîç
(i) êáé (ii) Ðñïêýðôïõí Üìåóá áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ñüìâïõ.
(iii) ¸óôù ÁÂÃÄ ðáñáëëçëüãñáììï ìå ÁÃ^ÂÄ.
Óôï ôñßãùíï ÁÂÄ ç ÁÏ åßíáé äéÜìåóïò, áöïý ïé äéáãþíéïé ôïõ
ðáñáëëçëïãñÜììïõ äé÷ïôïìïýíôáé. Eðßóçò, ç ÁÏ åßíáé êáé
ýøïò, åðåéäÞ ÁÃ^ÂÄ. ¢ñá ôï ôñßãùíï ÁÂÄ åßíáé éóïóêåëÝò,
ïðüôå ÁÂ = ÁÄ. ÅðïìÝíùò ôï ÁÂÃÄ åßíáé ñüìâïò.
(iv) ¸óôù ÁÂÃÄ ðáñáëëçëüãñáììï êáé ÁÃ äé÷ïôüìïò ôçò Á̂.
Ôüôå ðÜëé ôï ôñßãùíï ÁÂÄ åßíáé éóïóêåëÝò (áöïý ÁÏ äé÷ï-
ôüìïò êáé äéÜìåóïò), ïðüôå ôï ÁÂÃÄ åßíáé ñüìâïò.

5.5 ÔåôñÜãùíï

Ïñéóìüò

ÔåôñÜãùíï ëÝãåôáé ôï ðáñáëëçëüãñáììï ðïõ åßíáé
ïñèïãþíéï êáé ñüìâïò.

� Éäéüôçôåò ôåôñáãþíïõ

Áðü ôïí ïñéóìü ðñïêýðôåé üôé ôï ôåôñÜãùíï Ý÷åé üëåò ôéò
éäéüôçôåò ôïõ ïñèïãùíßïõ êáé üëåò ôéò éäéüôçôåò ôïõ ñüìâïõ.
ÅðïìÝíùò, óå êÜèå ôåôñÜãùíï:

� ÊñéôÞñéá ãéá íá åßíáé Ýíá ôåôñÜðëåõñï ôåôñÜãùíï

Ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé Ýíá ôåôñÜðëåõñï åßíáé ôåôñÜãùíï,
áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé åßíáé ïñèïãþíéï êáé ñüìâïò.

(i) Ïé áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ åßíáé ðáñÜëëçëåò.
(ii) ¼ëåò ïé ðëåõñÝò ôïõ åßíáé ßóåò.
(iii) ¼ëåò ïé ãùíßåò ôïõ åßíáé ïñèÝò.
(iv) Ïé äéáãþíéïß ôïõ åßíáé ßóåò, ôÝìíïíôáé êÜèåôá,

äé÷ïôïìïýíôáé êáé äé÷ïôïìïýí ôéò ãùíßåò ôïõ.

(i) ¸÷åé üëåò ôéò ðëåõñÝò ôïõ ßóåò.
(ii) Åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï êáé äýï äéáäï÷éêÝò ðëåõñÝò

ôïõ åßíáé ßóåò.
(iii) Åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï êáé ïé äéáãþíéïß ôïõ ôÝìío-

íôáé êÜèåôá.
(iv) Åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï êáé ìßá äéáãþíéüò ôïõ äé÷ï-

ôïìåß ìßá ãùíßá ôïõ.
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Áðïäåéêíýåôáé üôé Ýíá ðáñáëëçëüãñáììï åßíáé ôåôñÜãùíï, áí
éó÷ýåé ìßá áðü ôéò ðáñáêÜôù ðñïôÜóåéò:
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(i) Ìßá ãùíßá ôïõ åßíáé ïñèÞ êáé äýï äéáäï÷éêÝò ðëåõñÝò
ôïõ åßíáé ßóåò.

(ii) Ìßá ãùíßá ôïõ åßíáé ïñèÞ êáé ìßá äéáãþíéüò ôïõ äé÷ï-
ôïìåß ìßá ãùíßá ôïõ.

(iii) Ìßá ãùíßá ôïõ åßíáé ïñèÞ êáé ïé äéáãþíéïß ôïõ êÜèåôåò.
(iv) Ïé äéáãþíéïß ôïõ åßíáé ßóåò êáé äýï äéáäï÷éêÝò ðëåõñÝò

ôïõ åßíáé ßóåò.
(v) Ïé äéáãþíéïß ôïõ åßíáé ßóåò êáé ç ìßá äé÷ïôïìåß ìßá

ãùíßá ôïõ.
(vi) Ïé äéáãþíéïß ôïõ åßíáé ßóåò êáé êÜèåôåò.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Ðïéá áðü ôá ðáñáêÜôù ôåôñÜðëåõñá åßíáé 
i) ïñèïãþíéá, ii) ñüìâïé, iii) ôåôñÜãùíá,
ðïéá ü÷é êáé ãéáôß;
i)

ii) 

iii)

2. Ìå ðïéïõò ôñüðïõò ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå üôé
Ýíá ôåôñÜðëåõñï åßíáé:
i) Ïñèïãþíéï ii) Ñüìâïò
3. Óå ôé åßäïõò ôñßãùíá ÷ùñßæïíôáé ôá ðáñáêÜôù ó÷Þ-
ìáôá áðü ôéò äéáãùíßïõò ôïõò;
i) Ïñèïãþíéï ii) Ñüìâïò iii) ÔåôñÜãùíï
4. Íá áíáöÝñåôå äýï ïìïéüôçôåò êáé äýï äéáöïñÝò ðïõ
áöïñïýí ðëåõñÝò, ãùíßåò Þ äéáãùíßïõò ìåôáîý ôùí
æåõãþí ôùí ó÷çìÜôùí:
i) ÔåôñÜãùíï � Ñüìâïò ii) ÔåôñÜãùíï � Ïñèïãþíéï
iii) Ïñèïãþíéï � Ñüìâïò

5. Óçìåéþóôå x óå êÜèå óùóôÞ ðñüôáóç:

i) Ïé äéáãþíéïé ôïõ ñüìâïõ 
äåí åßíáé ßóåò.

ii) ¼ëåò ïé ãùíßåò ôïõ ñüìâïõ 
åßíáé ßóåò.

iii) ¸íáò ñüìâïò ìå ìßá ïñèÞ 
ãùíßá åßíáé ôåôñÜãùíï.

iv) ÊÜèå ôåôñÜãùíï åßíáé ñüìâïò.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Óå ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ öÝñïõìå AE^ÄÃ êáé
ÃÆ^AB.Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ÁÆÃÅ åßíáé ïñèïãþíéï.
2. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ ìå êÝíôñï Ï êáé
BÄ = 2AÃ. Áí Å, Æ åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÏÂ êáé ÏÄ áíôß-
óôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ôï ÁÅÃÆ åßíáé ïñèïãþíéï.
3. Íá áðïäåßîåôå üôé áí ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí ðá-
ñáëëçëïãñÜììïõ äå óõíôñÝ÷ïõí, ôüôå ó÷çìáôßæïõí
ïñèïãþíéï.
4. Íá áðïäåßîåôå üôé Ýíá ðáñáëëçëüãñáììï åßíáé ñüì-
âïò, áí êáé ìüíï áí ïé áðïóôÜóåéò ôùí áðÝíáíôé ðëåõ-
ñþí ôïõ åßíáé ßóåò.
5. Äßíåôáé ñüìâïò ÁÂÃÄ ìå êÝíôñï Ï. Ðáßñíïõìå äýï
óçìåßá Å êáé Æ ôçò ÁÃ, þóôå ÏÅ = ÏÆ = ÏÂ = ÏÄ. Íá
áðïäåßîåôå üôé ôï ÄÅÂÆ åßíáé ôåôñÜãùíï.
6. Äßíåôáé ôåôñÜãùíï ÁÂÃÄ. Óôéò ðëåõñÝò ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ
êáé ÄÁ ðáßñíïõìå óçìåßá Ê, Ë, Ì êáé Í áíôßóôïé÷á
ôÝôïéá, þóôå ÁÊ = ÂË = ÃÌ = ÄÍ. Íá áðïäåßîåôå üôé
ôï ÊËÌÍ åßíáé ôåôñÜãùíï.
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ÅöáñìïãÝò ôùí ðáñáëëçëïãñÜììùí

5.6 ÅöáñìïãÝò óôá ôñßãùíá

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôá ìÝóá Ä, Å ôùí ÁÂ, ÁÃ

áíôßóôïé÷á (ó÷.20). Èá áðïäåßîïõìå üôé ÄÅ // = }
Â

2

Ã
}.

Ðñïåêôåßíïõìå ôç ÄÅ êáôÜ ôìÞìá EZ = ÄÅ. Ôï ôåôñÜðëåõñï
ÁÄÃÆ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï, áöïý ïé äéáãþíéïß ôïõ äé÷ïôï-
ìïýíôáé. ¢ñá ÁÄ = // ÃÆ, ïðüôå ÄÂ = // ÃÆ, áöïý ÁÄ = ÄÂ.
¸ôóé ôï ôåôñÜðëåõñï ÄÆÃÂ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï, ïðüôå:
(i) ÄÆ // ÂÃ Üñá ÄÅ // ÂÃ êáé 

(ii) ÄÆ = ÂÃ Þ 2ÄÅ = ÂÃ Þ ÄÅ = }
Â

2

Ã
} .
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ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ, ç äé÷ïôüìïò ôïõ ÂÄ êáé Ì ôï
ìÝóï ôçò ÂÄ. Áðü ôï Ä öÝñïõìå ðáñÜëëçëç ðñïò ôç ÂÃ,
ðïõ ôÝìíåé ôçí ÁÂ óôï Å. Áí ç ÅÌ ôÝìíåé ôç ÂÃ óôï Æ
íá áðïäåßîåôå üôé ôï ÄÅÂÆ åßíáé ñüìâïò.

2. Óôéò ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÂÃ, ôåôñáãþíïõ ÁÂÃÄ ðáßñíïõ-
ìå óçìåßá Å êáé Æ áíôßóôïé÷á, þóôå ÁÅ = ÂÆ. Íá áðï-
äåßîåôå üôé
i) ÁÆ = ÄÅ, ii) ÁÆ^ÄÅ.
3. Óå ïñèïãþíéï ÁÂÃÄ, Å êáé Æ åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÁÄ
êáé ÂÃ áíôßóôïé÷á. Áí Ç åßíáé ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí ÁÆ
êáé ÂÅ êáé È ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí ÄÆ êáé ÃÅ, íá áðï-
äåßîåôå üôé ôï ÅÈÆÇ åßíáé ñüìâïò.
4. Íá áðïäåßîåôå üôé áí äýï êÜèåôá ôìÞìáôá Ý÷ïõí ôá
Üêñá ôïõò óôéò áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôåôñáãþíïõ, ôüôå åß-
íáé ßóá.

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ ìå Â

^
= 45°. Áðü ôï

ìÝóï Ì ôçò ÃÄ öÝñïõìå êÜèåôï ðÜíù óôç ÃÄ êáé Ýóôù
Å êáé Æ ôá óçìåßá óôá ïðïßá áõôÞ ôÝìíåé ôéò ÁÄ êáé ÂÃ
áíôßóôïé÷á (Þ ôéò ðñïåêôÜóåéò ôïõò). Íá áðïäåßîåôå üôé
ôï ÄÅÃÆ åßíáé ôåôñÜãùíï.

2. Óå ïñèïãþíéï ÁÂÃÄ öÝñïõìå ÂÅ^ÁÃ. Áí ç äé÷ï-

ôüìïò ôçò ãùíßáò ÄÂ
^
Å ôÝìíåé ôç ÃÄ óôï Æ, íá áðïäåß-

îåôå üôé ÂÃ = ÃÆ.

3. Íá áðïäåßîåôå üôé: i) ôï Üèñïéóìá ôùí áðïóôÜóåùí
ôõ÷áßïõ óçìåßïõ ôçò âÜóçò éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ áðü
ôéò ßóåò ðëåõñÝò ôïõ åßíáé óôáèåñü (êáé ßóï ìå Ýíá áðü
ôá ýøç ôïõ), ii) ôï Üèñïéóìá ôùí áðïóôÜóåùí ôõ÷áßïõ
óçìåßïõ, ðïõ âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü éóïðëåýñïõ
ôñéãþíïõ, áðü ôéò ðëåõñÝò ôïõ åßíáé óôáèåñü (êáé ßóï
ìå ôï ýøïò ôïõ).

Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ åíþíåé ôá ìÝóá ôùí äýï
ðëåõñþí ôñéãþíïõ åßíáé ðáñÜëëçëï ðñïò ôçí ôñßôç
ðëåõñÜ êáé ßóï ìå ôï ìéóü ôçò.

Èåþñçìá I

Áí áðü ôï ìÝóï ìéáò ðëåõñÜò åíüò ôñéãþíïõ öÝñïõìå
åõèåßá ðáñÜëëçëç ðñïò ìéá Üëëç ðëåõñÜ ôïõ, ôüôå ç
åõèåßá áõôÞ äéÝñ÷åôáé áðü ôï ìÝóï ôçò ôñßôçò ðëåõ-
ñÜò ôïõ.

Èåþñçìá IÉ

Ó÷Þìá 20
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Áðüäåéîç
Áò èåùñÞóïõìå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ êáé áò öÝñïõìå áðü ôï
ìÝóï Ä ôçò ÁÂ ôçí ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ÂÃ ðïõ ôÝìíåé ôçí ÁÃ
óôï Å (ó÷.21). Èá áðïäåßîïõìå üôé ôï Å åßíáé ôï ìÝóï ôçò ÁÃ.
¸óôù üôé ôï Å äåí åßíáé ìÝóï ôçò ÁÃ. Áí Z åßíáé ôï ìÝóï ôçò
ÁÃ, ôï ôìÞìá ÄÆ åíþíåé ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ÁÂ êáé ÁÃ,
ïðüôå óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá ÄÆ // ÂÃ. ¸ôóé,
üìùò, Ý÷ïõìå áðü ôï Ä äýï ðáñÜëëçëåò ðñïò ôç ÂÃ, ðïõ åßíáé
Üôïðï. ¢ñá ôï Å åßíáé ìÝóï ôçò ÁÃ.

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôéò ðáñÜëëçëåò åõèåßåò å1, å2, å3 ïé ïðïßåò ôÝìíïõí

ôçí ä1 óôá óçìåßá Á, Â, Ã êáé ïñßæïõí óå áõôÞ ôá ßóá åõèý-

ãñáììá ôìÞìáôá ÁÂ, ÂÃ (ó÷.22). Áí ìéá Üëëç åõèåßá ä2 ôÝì-

íåé ôéò å1, å2, å3 óôá óçìåßá Ä, Å, Æ áíôßóôïé÷á, èá áðïäåßîïõ-

ìå üôé ÄÅ = ÅÆ.
ÖÝñïõìå ÁÊ // ÄÆ. Ôüôå ôá ôåôñÜðëåõñá ÁÄÅÇ êáé ÅÆÊÇ
åßíáé ðáñáëëçëüãñáììá, ïðüôå ÁÇ = ÄÅ (1) êáé ÇÊ = ÅÆ (2).
Óôï ôñßãùíï ÁÊÃ ôï Â åßíáé ôï ìÝóï ôçò ÁÃ êáé ÂÇ // ÃÊ.
¢ñá ôï Ç åßíáé ìÝóï ôçò ÁÊ, äçëáäÞ ÁÇ = ÇÊ (3). Áðü ôéò
(1), (2) êáé (3) ðñïêýðôåé üôé ÄÅ = ÅÆ.

� Ç ìåóïðáñÜëëçëïò äýï ðáñáëëÞëùí

Èåùñïýìå äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò å1 êáé å2 êáé Ýíá ôìÞìá

ÁÂ = õ êÜèåôï ðñïò áõôÝò, ôï ïðïßï Ý÷åé ôá Üêñá ôïõ óôéò å1 êáé å2.

Áí áðü ôï ìÝóï Ê ôçò ÁÂ öÝñïõìå ôçí åõèåßá å ðáñÜëëçëç
ðñïò ôéò å1 êáé å2, ðáñáôçñïýìå üôé êÜèå óçìåßï Ì ôçò å

éóáðÝ÷åé áðü ôéò å1 êáé å2 , áöïý MÃ = ÌÄ = }
2

õ
} .

Áíôßóôñïöá, áí Ýíá óçìåßï Ì éóáðÝ÷åé áðü ôéò å1 êáé å2, 

ôï Ì ôüôå åßíáé óçìåßï ìåôáîý ôùí ðáñáëëÞëùí êáé éó÷ýåé

ÌÃ+ÌÄ = ÃÄ = õ, ïðüôå MÃ = ÌÄ = }
2

õ
} .

¸ôóé ôá ôåôñÜðëåõñá ÌÃÁÊ êáé ÌÄÂÊ åßíáé ðáñáëëçëüãñáì-
ìá (ÌÃ// = ÁÊ, ÌÄ // = ÊÂ), ïðüôå ÌÊ // å1, å2. ÅðïìÝíùò, ôï

Ì áíÞêåé óôçí åõèåßá å.
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Áí ôñåéò (ôïõëÜ÷éóôïí) ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ïñßæïõí
óå ìßá åõèåßá ßóá ôìÞìáôá, èá ïñßæïõí ßóá ôìÞìáôá
êáé óå êÜèå Üëëç åõèåßá ðïõ ôéò ôÝìíåé.

Èåþñçìá IÉÉ

Ó÷Þìá 21

Ó÷Þìá 22

Ó÷Þìá 23
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ÊáôáëÞãïõìå ëïéðüí óôï óõìðÝñáóìá üôé:
Ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ éóáðÝ-
÷ïõí áðü äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò å1 êáé å2 åßíáé ìßá åõèåßá å

ðáñÜëëçëç ðñïò ôéò å1 êáé å2, ç ïðïßá äéÝñ÷åôáé áðü ôá ìÝóá

ôùí ôìçìÜôùí ðïõ Ý÷ïõí ôá Üêñá ôïõò óôéò äýï ðáñÜëëçëåò.
Ç åõèåßá å ëÝãåôáé ìåóïðáñÜëëçëïò ôùí å1 êáé å2.
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ÅÖÁÑÌÏÃÇ 1ç

Íá áðïäåé÷èåß üôé ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí åíüò ôåôñáðëåýñïõ
åßíáé êïñõöÝò ðáñáëëçëïãñÜììïõ.
Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ êáé ôá ìÝóá Å, Æ, Ç, È ôùí ÁÂ,
ÂÃ, ÃÄ, ÄÁ áíôßóôïé÷á. Èá áðïäåßîïõìå üôé ôï ÅÆÇÈ åßíáé ðá-
ñáëëçëüãñáììï.
ÖÝñïõìå ôç äéáãþíéï ÂÄ (ó÷.24á). Ðáñáôçñïýìå üôé ôá Å êáé È åß-

íáé ôá ìÝóá äýï ðëåõñþí ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÄ, ïðüôå ÅÈ = // }
Â

2

Ä
} (1).

¼ìïéá áðü ôï ôñßãùíï ÂÃÄ ðñïêýðôåé üôé ÆÇ = // }
Â

2

Ä
} (2).

Áðü ôéò (1) êáé (2) Ý÷ïõìå üôé ÅÈ = // ÆÇ, ïðüôå ôï ÅÆÇÈ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï. 

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 2ç

Íá äéáéñåèåß Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ óå ôñßá ßóá åõèý-
ãñáììá ôìÞìáôá (ó÷.25).
Ëýóç
ÖÝñïõìå ìéá çìéåõèåßá Áx êáé ðáßñíïõìå óå áõôÞ ôá ßóá äéáäï-
÷éêÜ åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÁÃ, ÃÄ, ÄÅ. ÖÝñïõìå ôç ÂÅ êáé áðü
ôá Ä, Ã êáé Á ðáñÜëëçëåò ðñïò áõôÞ, ïé ïðïßåò ôÝìíïõí ôçí ÁÂ
óôá óçìåßá Æ êáé Ç. Ôüôå óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ÉÉÉ, óåë. 105,
èá åßíáé ÁÇ = ÇÆ = ÆÂ.

Ó÷Þìá 24á

ÓÇÌÅÉÙÓÇ
ÁíÜëïãï óõìðÝñáóìá éó÷ýåé êáé óå ìç êõñôü
ôåôñÜðëåõñï (ó÷.24â).

Ó÷Þìá 24â

Ó÷Þìá 25
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5.7 Âáñýêåíôñï ôñéãþíïõ

Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ. ÖÝñïõìå ôéò äýï äéáìÝóïõò ÂÅ êáé ÃÆ.
ÅðåéäÞ Â

^
1 + Ã

^
1 < Â

^
+ Ã

^
< 2z, ïé äýï äéÜìåóïé ôÝìíïíôáé óå

Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï È ôïõ ôñéãþíïõ. Áí ç ÁÈ ôÝìíåé ôç ÂÃ
óôï Ä, èá áðïäåßîïõìå üôé i) ç ÁÄ åßíáé ç ôñßôç äéÜìåóïò ôïõ

ôñéãþíïõ, äçëáäÞ ÂÄ = ÄÃ êáé ii) ÁÈ = }
2

3
} ÁÄ.

i) Óôçí çìéåõèåßá ÈÄ ðáßñíïõìå ôìÞìá ÈÊ = ÁÈ. Ðáñáôç-
ñïýìå üôé ôá óçìåßá Å êáé È åßíáé ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ôïõ

ôñéãþíïõ ÁÊÃ, ïðüôå EÈ = // }
Ã

2

Ê
} (1). 

¼ìïéá áðü ôï ôñßãùíï ÁÂÊ Ý÷ïõìå ÆÈ = // }
Â

2

Ê
} (2).

Áðü ôéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé ÂÅ //ÃÊ êáé ÃÆ // ÂÊ, äçëá-
äÞ ôï ÂÈÃÊ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï (3). ¢ñá ïé äéáãþíéïß
ôïõ äé÷ïôïìïýíôáé, ïðüôå ÂÄ = ÄÃ.
Ôï óçìåßï È, óôï ïðïßï ôÝìíïíôáé ïé äéÜìåóïé ôïõ ÁÂÃ, ëÝãå-
ôáé âáñýêåíôñï (Þ êÝíôñï âÜñïõò) ôïõ ôñéãþíïõ.
ii) Áðü ôï ðáñáëëçëüãñáììï ÂÈÃÊ Ý÷ïõìå áêüìç 

ÈÄ = ÄÊ = }
È

2

Ê
},  Üñá   ÈÄ = }

Á

2

È
} Þ   ÁÈ = 2ÈÄ.

Áðü ôéò (1) êáé (3)  ðñïêýðôåé üôé  

ÅÈ = }
Ã

2

Ê
} = }

Â

2

È
} Þ     ÂÈ = 2ÈÅ.

¼ìïéá áðü ôéò (2) êáé (3) Ý÷ïõìå ÃÈ = 2ÈÆ. Ðáñáôçñïýìå,
ëïéðüí, üôé ôï âáñýêåíôñï Ý÷åé ôçí éäéüôçôá íá ÷ùñßæåé êÜèå
äéÜìåóï óå äýï ôìÞìáôá ðïõ ôï Ýíá åßíáé äéðëÜóéï ôïõ Üëëïõ.
Åðßóçò Ý÷ïõìå üôé ÁÄ = ÁÈ + ÈÄ = 2ÈÄ + ÈÄ = 3ÈÄ. ¢ñá  

ÈÄ = }
1

3
} ÁÄ,  ïðüôå    ÁÈ = }

2

3
} ÁÄ.

¼ìïéá ðñïêýðôåé üôé  ÂÈ = }
2

3
} ÂÅ   êáé   ÃÈ = }

2

3
} ÃÆ.
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Ïé äéÜìåóïé åíüò ôñéãþíïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï
óçìåßï ôïõ ïðïßïõ ç áðüóôáóç áðü êÜèå êïñõöÞ

åßíáé ôá }
2

3
} ôïõ ìÞêïõò ôçò áíôßóôïé÷çò äéáìÝóïõ.

Èåþñçìá

Ó÷Þìá 26

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Óôçí ðáñáðÜíù ðñüôáóç èåù-
ñÞóáìå ôï óçìåßï ôïìÞò È ôùí
äýï äéáìÝóùí ÂÅ êáé ÃÆ êáé
áðïäåßîáìå üôé ç ÁÈ áí ðñïåê-
ôáèåß åßíáé ç ôñßôç äéÜìåóïò ÁÄ.
Áõôüò ï ôñüðïò áðïôåëåß ìéá âá-
óéêÞ ìÝèïäï ãéá íá áðïäåéêíý-
ïõìå üôé ôñåéò åõèåßåò óõíôñÝ-
÷ïõí óå êÜðïéï óçìåßï.
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Áðïäåßîáìå ëïéðüí üôé:

Ç áðüóôáóç ôïõ âáñõêÝíôñïõ È åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃáðü êÜèå êï-

ñõöÞ ôïõ éóïýôáé ìå ôá }
2

3
} ôïõ ìÞêïõò ôçò áíôßóôïé÷çò äéáìÝóïõ.

5.8 Ôï ïñèüêåíôñï ôñéãþíïõ

Áðüäåéîç
Áðü ôéò êïñõöÝò Á, Â, Ã ôñéãþíïõ ÁÂÃ öÝñïõìå ðáñÜëëçëåò
ðñïò ôéò áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ, ïé ïðïßåò ïñßæïõí Ýíá íÝï ôñßãù-
íï ÊËÌ (ó÷.27).
Ëüãù ôùí ó÷çìáôéæüìåíùí ðáñáëëçëïãñÜììùí ÊÁÃÂ, ËÁÂÃ
êáé ÌÂÁÃ Ý÷ïõìå: ÊÁ = ÂÃ = ÁË, ËÃ = ÁÂ = ÃÌ êáé ÊÂ =
ÁÃ = ÂÌ.
ÅðïìÝíùò ôá óçìåßá Á, Â, Ã åßíáé ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ôïõ
ôñéãþíïõ ÊËÌ.

Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôá ýøç ôïõ ÁÄ, ÂÅ êáé ÃÆ. Áðü ôéò êï-
ñõöÝò ôïõ Á, Â, Ã öÝñïõìå ðáñÜëëçëåò ðñïò ôéò áðÝíáíôé ðëåõñÝò
(ó÷.28). Óýìöùíá ìå ôï ËÞììá, óôï ôñßãùíï ÊËÌ ôá óçìåßá Á, Â,
Ã åßíáé ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ôïõ. Åðßóçò, ðáñáôçñïýìå üôé ïé
åõèåßåò ÁÄ, ÂÅ êáé ÃÆ åßíáé êÜèåôåò óôéò ÊË, ÊÌ êáé ÌË áíôß-
óôïé÷á (áöïý åßíáé êÜèåôåò óôéò ÂÃ, ÁÃ êáé ÁÂ) êáé ìÜëéóôá åßíáé
êÜèåôåò óôá ìÝóá ôïõò. ÄçëáäÞ ïé åõèåßåò ÁÄ, ÂÅ êáé ÃÆ åßíáé ïé
ìåóïêÜèåôïé ôùí ðëåõñþí ôïõ ôñéãþíïõ ÊËÌ, ïðüôå èá äéÝñ÷ï-
íôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï Ç.
Ôï óçìåßï Ç ëÝãåôáé ïñèüêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ.

ËÞììá
Ïé ðáñÜëëçëåò, ðïõ Üãïíôáé áðü ôéò êïñõöÝò åíüò ôñéãþíïõ ðñïò
ôéò áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ, ó÷çìáôßæïõí ôñßãùíï, ôï ïðïßï Ý÷åé ùò
ìÝóá ôùí ðëåõñþí ôïõ ôéò êïñõöÝò ôïõ áñ÷éêïý ôñéãþíïõ.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 5

Ó÷Þìá 27

Ó÷Þìá 28

Ïé öïñåßò ôùí õøþí åíüò ôñéãþíïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï
ßäéï óçìåßï.

Èåþñçìá

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
¼ôáí ôï ôñßãùíï åßíáé ïñèïãþ-
íéï, ôï ïñèüêåíôñï åßíáé ç êïñõ-
öÞ ôçò ïñèÞò ãùíßáò, åíþ óå áì-
âëõãþíéï ôñßãùíï ôï ïñèüêåíôñï
âñßóêåôáé åêôüò ôïõ ôñéãþíïõ.

ÐÏÑÉÓÌÁ

Ïé êïñõöÝò Á, Â, Ã, ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé ôï ïñèüêåíôñü ôïõ
Ç áðïôåëïýí ïñèïêåíôñéêÞ ôåôñÜäá, äçëáäÞ êÜèå Ýíá
áðü áõôÜ ôá óçìåßá åßíáé ôï ïñèüêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ,
ðïõ ïñßæåôáé áðü ôá Üëëá ôñßá óçìåßá.
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ÐñÜãìáôé ïé êïñõöÝò ð.÷. Â,Ã êáé ôï ïñèüêåíôñï Ç ôïõ ôñéãþ-
íïõ ÁÂÃ ïñßæïõí ôï ôñßãùíï ÂÇÃ.
Ôá ýøç ÇÄ,ÂÆ êáé ÃÅ ôïõ ôñéãþíïõ ÂÇÃ ôÝìíïíôáé óôï Á,
ïðüôå ôï Á åßíáé ôï ïñèüêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ ÂÇÃ.

5.9 Ìéá éäéüôçôá ôïõ ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á

^
= 90°) êáé ôç äéÜìåóü

ôïõ ÁÌ (ó÷.30). Èá áðïäåßîïõìå üôé ÁÌ = }
Â

2

Ã
}.

ÖÝñïõìå ôç äéÜìåóï ÌÄ ôïõ ôñéãþíïõ ÁÌÃ. Ôï ÌÄ óõíäÝåé ôá
ìÝóá äýï ðëåõñþí ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ, ïðüôå ÌÄ // ÁÂ. ÁëëÜ
ÁÂ^ÁÃ, åðïìÝíùò êáé ÌÄ^ÁÃ. ¢ñá, ôï ÌÄ åßíáé ýøïò êáé äéÜ-

ìåóïò óôï ôñßãùíï ÁÌÃ, ïðüôå ÁÌ = ÌÃ, äçëáäÞ ÁÌ = }
Â

2

Ã
} .

Ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá éó÷ýåé êáé áíôßóôñïöá, äçëáäÞ:

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôç äéÜìåóü ôïõ ÁÌ (ó÷.31). Áí 

ÁÌ = }
Â

2

Ã
}, èá áðïäåßîïõìå üôé ç ãùíßá Á

^
åßíáé ïñèÞ.

ÅðåéäÞ ÁÌ = }
Â

2

Ã
} Ý÷ïõìå ÁÌ = ÌÃ, ïðüôå Á

^
1 = Ã

^
(1) êáé

ÁÌ = ÌÂ, ïðüôå Á
^

2 = Â
^

(2).

Áðü ôéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé Á
^

1 + Á
^

2 = Â
^

+ Ã
^

, äçëáäÞ 

Á
^

= Â
^

+ Ã
^

. ÁëëÜ Á
^

+ Â
^

+ Ã
^

= 2zz, ïðüôå 2Á
^

= 2zz Þ Á
^

= 1zz.
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Ç äéÜìåóïò ïèñïãþíéïõ ôñéãþíïõ ðïõ öÝñïõìå áðü
ôçí êïñõöÞ ôçò ïñèÞò ãùíßáò åßíáé ßóç ìå ôï ìéóü
ôçò õðïôåßíïõóáò.

Èåþñçìá É

Ó÷Þìá 29

Ó÷Þìá 30

Ó÷Þìá 31

Áí ç äéÜìåóïò åíüò ôñéãþíïõ éóïýôáé ìå ôï ìéóü ôçò
ðëåõñÜò óôçí ïðïßá áíôéóôïé÷åß, ôüôå ôï ôñßãùíï åßíáé
ïñèïãþíéï ìå õðïôåßíïõóá ôçí ðëåõñÜ áõôÞ.

Èåþñçìá ÉÉ
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Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á

^
= 90°) ìå Â

^
= 30° (ó÷.32).

Èá áðïäåßîïõìå üôé ÁÃ = }
Â

2

Ã
} .

ÅðåéäÞ Â
^

= 30°, åßíáé Ã
^

= 90° � 30° = 60°. ÖÝñïõìå ôç äéÜìå-

óï ÁÌ êáé åßíáé ÁÌ = }
Â

2

Ã
} = ÌÃ. ¸ôóé Á

^
2 = Ã = 60°, ïðüôå

ôï ôñßãùíï ÁÌÃ åßíáé éóüðëåõñï. ÅðïìÝíùò ÁÃ = ÌÃ = }
Â

2

Ã
}.

Áíôßóôñïöï, áí óôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé ÁÃ = }
Â

2

Ã
}

(ó÷.33), èá áðïäåßîïõìå üôé Â
^

= 30°.
Áðüäåéîç

ÖÝñïõìå ôç äéÜìåóï ÁÌ, ïðüôå ÁÌ = }
Â

2

Ã
} = ÌÃ = ÁÃ (áöïý

ÁÃ = }
Â

2

Ã
}). ¢ñá ôï ôñßãùíï ÁÌÃ åßíáé éóüðëåõñï, ïðüôå 

Ã
^

= 60°. ÅðïìÝíùò Â
^

= 90° � 60° = 30°.
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ÐÏÑÉÓÌÁ

Áí óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ìéá ãùíßá ôïõ éóïýôáé ìå 30ï, ôüôå ç áðÝ-
íáíôé ðëåõñÜ ôïõ åßíáé ôï ìéóü ôçò õðïôåßíïõóáò êáé áíôßóôñïöá.

Ó÷Þìá 32

Ó÷Þìá 33

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Óôá ðáñáêÜôù ó÷Þìáôá íá õðïëïãßóåôå ôá x êáé y.

2. Óôá ðáñáêÜôù ó÷Þìáôá íá õðïëïãßóåôå ôéò ãùíßåò öêáé ù.

3. ÕðÜñ÷åé ôñßãùíï óôï ïðïßï ôï ïñèüêåíôñï êáé ôï
âáñýêåíôñï ôáõôßæïíôáé;
4. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá íá äéêáéïëïãÞóåôå ôçí éóüôç-
ôá ÁÌ = ÄÅ.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

kefal05.qxd  23/01/2001 10:00 AM  Page 110



111

ÐÁÑÁËËÇËÏÃÑÁÌÌÁ � ÔÑÁÐÅÆÉÁ

5. Óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á
^

= 90°) ï êýêëïò
äéáìÝôñïõ ÂÃ äéÝñ÷åôáé áðü ôï Á; 

Íá äéêáéïëïãÞóåôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Áí Ä êáé Å åßíáé ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ÁÂ êáé ÁÃ
ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé Æ ôõ÷áßï óçìåßï ôçò ÂÃ, íá áðïäåß-
îåôå üôé ç ÄÅ äé÷ïôïìåß ôçí ÁÆ.
2. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ç äéÜìåóüò ôïõ ÁÄ. Áí Å,
Æ êáé Ç åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÂÄ, ÁÄ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á,
íá áðïäåßîåôå üôé ôï ÄÅÆÇ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï.
3. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ öÝñïõìå ôá ýøç ÂÄ êáé ÃÅ. Áí Ì
åßíáé ôï ìÝóï ôçò ÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé MÄ = ÌÅ.

4. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á
^

= 90°) ìå 

Â
^

= 30°. Áí Å, Æ åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÁÂ êáé ÁÃ, íá áðï-
äåßîåôå üôé ÅÆ=ÁÃ.
5. Áí óå ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé ìâ = ìã ,íá áðïäåßîåôå üôé â = ã.

6. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á
^

= 90°). Ðñïå-
êôåßíïõìå ôç ÃÁ êáôÜ ôõ÷áßï ôìÞìá ÁÄ. Áðü ôï Ä öÝ-
ñïõìå ÄÇ^ÂÃ, ç ïðïßá ôÝìíåé ôçí ÁÂ óôï Å. Íá áðï-
äåßîåôå üôé ÃÅ^ÄÂ.

7. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á
^

= 90°) ìå Â
^

= 30°
êáé Ä, Å ôá ìÝóá ôùí ÁÂ êáé ÂÃ áíôßóôïé÷á. Ðñïåêôåß-
íïõìå ôçí ÅÄ êáôÜ ôìÞìá ÄÆ = ÅÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï
ÁÃÅÆ åßíáé ñüìâïò.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á

^
= 90°) êáé ôï

ýøïò ôïõ ÁÄ.
i) Áí Å, Æ åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÁÂ êáé ÁÃ, íá áðïäåßîåôå

üôé ÅÄ
^
Æ = Á

^
= 90°.

ii) Áí Ì åßíáé ôï ìÝóï ôçò ÅÆ, íá áðïäåßîåôå üôé 

ÄÌ = }
Â

4

Ã
}. 

2. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ êáé ôá ìÝóá Å êáé
Æ ôùí ÂÃ êáé ÃÄ áíôßóôïé÷á. Áí ç ÅÆ ôÝìíåé ôç äéáãþ-

íéï ÁÃ óôï Ç, íá áðïäåßîåôå üôé ÃÇ = }
Á

4

Ã
}.

3. Óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á
^

= 90°) ìå Â
^

> Ã
^

öÝñïõìå ôç äéÜìåóü ôïõ ÁÌ êáé ôï ýøïò ôïõ ÁÄ. Íá

áðïäåßîåôå üôé ÌÁ
^
Ä = Â

^
�Ã

^
.

4. Áí Å, Æ ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ÁÂ, ÃÄ ðáñáëëçëï-
ãñÜììïõ ÁÂÃÄ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ïé ÄÅ êáé
ÂÆ ôñé÷ïôïìïýí ôç äéáãþíéï ÁÃ.
5. Áí Å, Æ ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ÂÃ, ÃÄ ðáñáëëçëï-
ãñÜììïõ ÁÂÃÄ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ïé ÁÅ êáé
ÁÆ ôñé÷ïôïìïýí ôç äéáãþíéï ÂÄ.
6. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ, Ä åßíáé ôï ìÝóï ôçò äéáìÝóïõ ÁÌ.

Áí ç ÂÄ ôÝìíåé ôçí ðëåõñÜ ÁÃ óôï Å, íá áðïäåßîåôå

üôé ÁÅ = }
Å

2

Ã
} .

7. Óå ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ ðñïåêôåßíïõìå ôçí ÁÂ
êáôÜ ôìÞìá ÂÅ = ÁÂ. Áí ç ÄÅ ôÝìíåé ôçí ÁÃ óôï Ç êáé
ôç ÂÃ óôï Æ, íá áðïäåßîåôå üôé

i) ÂÆ = ÆÃ, ii) ÃÇ = }
Á

2

Ç
} .

8. Óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â
^

= 30° ç êÜèåôïò
óôï ìÝóï Ì ôçò õðïôåßíïõóáò ÂÃ ôÝìíåé ôçí ðëåõñÜ ÁÂ
óôï Ä. Íá áðïäåßîåôå üôé:

i) ÌÄ = ÁÄ, ii) ÌÄ = }
Á

3

Â
} .

9. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ÁÂÃÄ êáé Å, Æ ôá ìÝóá ôùí ÁÂ êáé
ÂÃ áíôßóôïé÷á. Áí Ç, Ê ïé ðñïâïëÝò ôùí êïñõöþí Á êáé
Ã óôç äéáãþíéï ÂÄ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ÅÇ^ÊÆ.
10. Ôñßá ÷ùñéÜ ðïõ äå âñßóêïíôáé óôçí ßäéá åõèåßá
áíÞêïõí óôïí ßäéï äÞìï. Ï äÞìïò áðïöáóßæåé íá êáôá-
óêåõÜóåé äñüìï (åõèåßá), ï ïðïßïò íá éóáðÝ÷åé áðü ôá
ôñßá ÷ùñéÜ. Ðþò èá ãßíåé ç ÷Üñáîç ôïõ äñüìïõ; Ðüóïé
ôÝôïéïé äñüìïé õðÜñ÷ïõí;

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â

^
> Ã

^
öÝñïõìå ôï ýøïò ôïõ ÁÄ.

Áí Å êáé Æ ôá ìÝóá ôùí ÁÃ êáé ÂÃ áíôßóôïé÷á, íá áðï-

äåßîåôå üôé ÄE
^
Z = Â

^
� Ã

^
.

2. Óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á
^

= 90°) öÝñïõìå ôï ýøïò

ôïõ ÁÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé áí Â
^

= 15°, ôüôå ÁÄ = }
Â

4

Ã
} êáé

áíôßóôñïöá. (Õðüäåéîç: ÖÝñïõìå ôç äéÜìåóï ÁÌ).
3. Óå êõñôü ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ èåùñïýìå ôï âáñý-
êåíôñï Ê ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé ôá ìÝóá Å, Æ êáé Ç
ôùí ÁÂ, ÃÄ êáé ÊÄ áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé
ÅÇ//ÊÆ.

4. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â
^

= 2Ã
^

< 90° êáé ôï ýøïò
ôïõ ÁÄ. Ðñïåêôåßíïõìå ôçí ÁÂ êáôÜ ôìÞìá ÂÅ = ÂÄ.
Íá áðïäåßîåôå üôé ç ÄÅ äé÷ïôïìåß ôçí ðëåõñÜ ÁÃ.
5. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ<ÁÃ, ç äé÷ïôüìïò ôïõ
ÁÄ êáé Ì ôï ìÝóï ôçò ÂÃ. Áí Å åßíáé ç ðñïâïëÞ ôïõ Â
óôç äé÷ïôüìï ÁÄ, íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ÅÌ//ÁÃ ,

ii) ÅÌ = }
ÁÃ �

2

ÁÂ
} ,

iii) ÄÅ
^
Ì = }

Á

2

^

} .

6. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ, ôï ýøïò ôïõ ÂÄ êáé Ì ôï ìÝóï
ôïõ ôìÞìáôïò ÃÄ. Ðñïåêôåßíïõìå ôç ÄÂ êáôÜ ôìÞìá
ÂÅ=ÄÂ. Íá áðïäåßîåôå üôé ç êÜèåôç áðü ôï Ì óôçí
ÁÂ, ç êÜèåôç áðü ôï Á óôçí ÅÃ êáé ç ÂÄ óõíôñÝ÷ïõí.
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ÔñáðÝæéá

5.10 ÔñáðÝæéï

Ïñéóìüò

ÔñáðÝæéï ëÝãåôáé ôï êõñôü ôåôñÜðëåõñï ðïõ Ý÷åé ìü-
íï äýï ðëåõñÝò ðáñÜëëçëåò.

Ïé ðáñÜëëçëåò ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÃÄ (ó÷.34) ôïõ ôñáðåæßïõ
ÁÂÃÄ ëÝãïíôáé âÜóåéò ôïõ ôñáðåæßïõ.
ÊÜèå åõèýãñáììï ôìÞìá êÜèåôï óôéò âÜóåéò ôïõ ôñáðåæßïõ ìå ôá
Üêñá ôïõ óôïõò öïñåßò ôùí âÜóåùí ëÝãåôáé ýøïò ôïõ ôñáðåæßïõ.
Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÅÆ ðïõ åíþíåé ôá ìÝóá ôùí ìç ðáñÜë-
ëçëùí ðëåõñþí ôïõ ëÝãåôáé äéÜìåóïò ôïõ ôñáðåæßïõ.

ÄçëáäÞ, áí ÅÆ äéÜìåóïò ôïõ ôñáðåæßïõ ÁÂÃÄ, ôüôå: 

i) ÅÆ // ÁÂ, ÃÄ êáé ii) ÅÆ = }
ÁÂ

2

+ ÃÄ
} .

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ (ÁÂ // ÃÄ) (ó÷.35), ôç äéáãþíéï ôïõ
ÂÄ êáé Å ôï ìÝóï ôçò ÁÄ. Áðü ôï Å öÝñïõìå åõèåßá å ðáñÜë-
ëçëç ôùí ÁÂ êáé ÃÄ ðïõ ôÝìíåé ôéò ÂÄ êáé ÂÃ óôá Ê êáé Æ
áíôßóôïé÷á. Ôüôå: 
Óôï ôñßãùíï ÁÂÄ ôï Å åßíáé ìÝóï ôçò ÁÄ êáé ÅÊ//ÁÂ, ïðüôå

ôï Ê åßíáé ôï ìÝóï ôçò ÂÄ êáé ÅÊ = }
Á

2

Â
} (1).

Åðßóçò óôï ôñßãùíï ÂÄÃ ôï Ê åßíáé ìÝóï ôçò ÂÄ êáé ÊÆ//ÃÄ,

ïðüôå ôï Æ åßíáé ôï ìÝóï ôçò ÂÃ êáé ÊÆ = }
Ã

2

Ä
} (2).

ÅðïìÝíùò ç ÅÆ åßíáé äéÜìåóïò ôïõ ôñáðåæßïõ êáé
i) ÅÆ // ÁÂ, ÃÄ (áðü êáôáóêåõÞ).
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Ó÷Þìá 34

Ó÷Þìá 35

Ç äéÜìåóïò ôïõ ôñáðåæßïõ åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ôéò
âÜóåéò ôïõ êáé ßóç ìå ôï çìéÜèñïéóìÜ ôïõò.

Èåþñçìá É

7. Áí Ê êáé Ë åßíáé ïé ðñïâïëÝò ôçò êïñõöÞò Á ôñéãþ-
íïõ ÁÂÃ óôçí åóùôåñéêÞ êáé åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìï ôçò

ãùíßáò Â
^

áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé:
i) Ôï ÁÊÂË åßíáé ïñèïãþíéï.
ii) Ç åõèåßá ÊË äéÝñ÷åôáé áðü ôï ìÝóï ôçò ÁÃ.

8. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á
^

= 90°) ôï ýøïò

ôïõ ÁÄ êáé ç äéÜìåóüò ôïõ ÁÌ. Áí Å, Æ ïé ðñïâïëÝò
ôïõ Ä óôéò ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ÁÄ = ÅÆ,
ii) ÁÌ^ÅÆ,
iii) Ç äéÜìåóïò ÁÌ ôï ôìÞìá ÄÆ êáé ç ðáñÜëëçëç ðñïò
ôçí ÅÆ áðü ôï Â óõíôñÝ÷ïõí.
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ii) Áðü ôéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé

ÅÊ + ÊÆ = }
Á

2

Â
} + }

Ã

2

Ä
} Þ   ÅÆ = }

ÁÂ

2

+ ÃÄ
} .

Áðüäåéîç
Áðïäåßîáìå ðáñáðÜíù üôé ôï Ê åßíáé ìÝóï ôçò ÂÄ (ó÷.35).
¼ìïéá, áí öÝñïõìå ôçí ÁÃ (ó÷.36), óôï ôñßãùíï ÁÄÃ ôï Å
åßíáé ìÝóï ôçò ÁÄ êáé ÅË // ÃÄ, ïðüôå ôï Ë åßíáé ìÝóï ôçò ÁÃ

êáé ÅË = }
Ã

2

Ä
} (3).

ÅðïìÝíùò, ç äéÜìåóïò ÅÆ ôïõ ôñáðåæßïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôá ìÝ-
óá Ê, Ë ôùí äéáãùíßùí ôïõ êáé ðñïöáíþò ÊË // ÁÂ, ÃÄ.
Åðßóçò áðü ôéò (1) êáé (3) ðñïêýðôåé üôé:

ÅË � ÅÊ = }
Ã

2

Ä
} � }

Á

2

Â
} Þ   ÊË = }

ÃÄ �

2

ÁÂ
} (ìå ÃÄ > ÁÂ).

5.11 ÉóïóêåëÝò ôñáðÝæéï

Ïñéóìüò

ÉóïóêåëÝò ôñáðÝæéï ëÝãåôáé ôï ôñáðÝæéï ôïõ ïðïßïõ
ïé ìç ðáñÜëëçëåò ðëåõñÝò åßíáé ßóåò. 

� Éäéüôçôåò éóïóêåëïýò ôñáðåæßïõ

Áðüäåéîç
(i) ¸óôù ÁÂÃÄ éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï (ÁÂ//ÃÄ êáé ÁÄ=ÂÃ).
ÖÝñïõìå ôá ýøç ÁÇ êáé ÂÊ. Ôá ôñßãùíá ÁÄÇ êáé ÂÊÃ åßíáé
ßóá (Ç

^
= Ê

^
= 90°, ÁÄ = ÂÃ êáé ÁÇ = ÂÊ = õ), ïðüôå Ã

^
= Ä

^
.

ÅðåéäÞ Á
^

+ Ä
^

= 180° êáé Â
^

+ Ã
^

= 180° (ùò åíôüò êáé åðß ôá áõ-
ôÜ ìÝñç), Ý÷ïõìå êáé Á

^
= Â

^
.

(ii) Ôá ôñßãùíá ÁÄÃ êáé ÂÄÃ (ó÷. 39) åßíáé ßóá (ÁÄ = ÂÃ, ÃÄ
êïéíÞ êáé ÁÄ

^
Ã = ÂÃ

^
Ä), ïðüôå ÁÃ = ÂÄ.

Áí Ýíá ôñáðÝæéï åßíáé éóïóêåëÝò, ôüôå:
(i) Ïé ãùíßåò ðïõ ðñüóêåéíôáé óå ìéá âÜóç åßíáé ßóåò.
(ii) Oé äéáãþíéïß ôïõ åßíáé ßóåò.
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ÐÏÑÉÓÌÁ

Ç äéÜìåóïò ÅÆ ôñáðåæßïõ ÁÂÃÄ äéÝñ÷åôáé áðü ôá ìÝóá
Ê êáé Ë ôùí äéáãùíßùí ôïõ êáé ôï ôìÞìá ÊË åßíáé ðá-
ñÜëëçëï ìå ôéò âÜóåéò ôïõ êáé ßóï ìå ôçí çìéäéáöïñÜ
ôùí âÜóåþí ôïõ.

Ó÷Þìá 36

Ó÷Þìá 37

Ó÷Þìá 38

Ó÷Þìá 39
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� ÊñéôÞñéá ãéá íá åßíáé Ýíá ôñáðÝæéï éóïóêåëÝò
¸íá ôñáðÝæéï åßíáé éóïóêåëÝò, áí éó÷ýåé ìéá áðü ôéò ðáñáêÜ-
íù ðñïôÜóåéò.

(i) Ïé ãùíßåò ðïõ ðñüóêåéíôáé óå ìéá âÜóç ôïõ åßíáé ßóåò.
(ii) Ïé äéáãþíéïß ôïõ åßíáé ßóåò.

114

ÊÅÖÁËÁÉÏ 5

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 

Íá áðïäåé÷èåß üôé óå êÜèå éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï:
(i) áí ðñïåêôåßíïõìå ôéò ìç ðáñÜëëçëåò ðëåõñÝò ôïõ ó÷çìáôßæï-
íôáé äýï éóïóêåëÞ ôñßãùíá,
(ii) ç åõèåßá ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôá ìÝóá ôùí âÜóåùí åßíáé ìåóï-
êÜèåôïò ôçò êÜèå âÜóçò.
Áðüäåéîç
(i) ¸óôù ÁÂÃÄ éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï (ÁÂ//ÃÄ) êáé Ï ôï óçìåßï ôïìÞò
ôùí ÁÄ êáé ÂÃ. Ôá ôñßãùíá ÏÁÂ êáé ÏÄÃ åßíáé éóïóêåëÞ, áöïý 
Á
^

1 = Â
^

1 êáé Ä
^

= Ã
^

(ÁÂÃÄ éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï).
(ii) Ç ìåóïêÜèåôïò å ôçò âÜóçò ÁÂ äéÝñ÷åôáé áðü ôï Ï, åðåéäÞ ôï
ôñßãùíï ÏÁÂ åßíáé éóïóêåëÝò. Ç å åßíáé êÜèåôïò êáé óôç ÃÄ åðåéäÞ
ÃÄ//ÁÂ. Áöïý ç å äéÝñ÷åôáé áðü ôï Ï, åßíáé êáé ýøïò ôïõ éóïóêå-
ëïýò ôñéãþíïõ ÏÃÄ, Üñá ìåóïêÜèåôïò êáé óôç ÃÄ.

Ó÷Þìá 40

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Áðü ôá ðáñáêÜôù ôñáðÝæéá íá âñåßôå ôá x, y, ù êáé è.

2. Ìå ðïéïõò ôñüðïõò ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå üôé
Ýíá ôåôñÜðëåõñï åßíáé éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï;
3. Ôé ïíïìÜæåôáé äéÜìåóïò ôñáðåæßïõ; Ðïéåò éäéüôçôåò
Ý÷åé;
4. Óôï éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ åßíáé: AÂ = 5x, 

ÄÃ = 3x êáé A
^

= 60°. Ç ðåñßìåôñïò ôïõ ôñáðåæßïõ åßíáé:

i) 10x ii) 11x iii) 12x
iv)13x v)14x
ÄéêáéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Äßíåôáé ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ (ÁÂ//ÃÄ) êáé ç äéÜìåóüò ôïõ
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ÅÆ. Áí ïé ìç ðáñÜëëçëåò ðëåõñÝò ôïõ ÁÄ, ÂÃ ôÝìíï-
íôáé óôï Ê êáé Ç, È åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÊÁ êáé ÊÂ áíôß-
óôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ôá Å, Æ, Ç, È åßíáé êïñõöÝò
ôñáðåæßïõ.
2. Áí Ä êáé Å åßíáé ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ÁÂ êáé ÁÃ
áíôßóôïé÷á éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ ÁÂÃ (AB = AÃ), íá
áðïäåßîåôå üôé ôï ÄÅÃÂ åßíáé éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï.
3. Ïé äéáãþíéïé éóïóêåëïýò ôñáðåæßïõ ÁÂÃÄ (ÁÂ//ÃÄ)
ôÝìíïíôáé óôï Ï. Áí Å, Æ, Ç, È åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÏÁ,
ÏÂ, ÏÃ ,ÏÄ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ôï ÅÆÇÈ
åßíáé éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï.
4. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ êáé ôï ýøïò ôïõ
ÁÅ. Áí Ê, Ë åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÁÄ êáé ÂÃ áíôßóôïé÷á,
íá áðïäåßîåôå üôé ôï ÊËÃÅ åßíáé éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï.
5. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ (ÁÂ//ÃÄ) ìå ÁÂ < ÃÄ
êáé ôá ýøç ôïõ ÁÅ êáé ÂÆ. Íá áðïäåßîåôå üôé 

ÄÅ = ÃÆ = }
ÃÄ �

2

ÁÂ
} .

6. Áðü ôçí êïñõöÞ Á ôñéãþíïõ ÁÂÃ öÝñïõìå åõèåßá å
ðïõ äåí ôÝìíåé ôï ôñßãùíï êáé áò åßíáé ÂÂ¢ êáé ÃÃ ¢ ïé
áðïóôÜóåéò ôùí Â êáé Ã áðü ôçí åõèåßá å. Áí Ì åßíáé
ôï ìÝóï ôçò Â¢Ã ¢ êáé Ê ôï ìÝóï ôçò äéáìÝóïõ ÁÄ íá

áðïäåßîåôå üôé ÌÊ = }
Á

2

Ä
}.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Óå ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ(ÁÂ//ÃÄ) ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò
ôïõ Â ôÝìíåé ôç äéÜìåóï ôïõ ÅÆ óôï Ç. Íá áðïäåßîåôå

üôé ÂÇ
^
Ã = 90°.

2. Óå éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (AB = AÃ) Ì åßíáé ôï
ìÝóï ôçò ÁÂ. Áí ç ìåóïêÜèåôïò ôçò ÁÂ ôÝìíåé ôçí ÁÃ
óôï Æ êáé ç ðáñÜëëçëç áðü ôï Æ ðñïò ôç ÂÃ ôÝìíåé ôçí
ÁÂ óôï Ç, íá áðïäåßîåôå üôé ÃÇ = ÁÆ.

3. Äßíåôáé ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ ìå Á
^

= Ä
^

= 90° êáé Â
^

= 120°.
Áí ÁÂ = 2á êáé ÂÃ = á íá õðïëïãßóåôå ôç äéÜìåóï ÅÆ,
ùò óõíÜñôçóç ôïõ á.
4. Óå Ýíá ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ, ç ìßá áðü ôéò ìç ðáñÜëëçëåò
ðëåõñÝò ôïõ ÁÄ åßíáé ßóç ìå ôï Üèñïéóìá ôùí âÜóåùí. Áí

Ì åßíáé ôï ìÝóï ôçò ÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé ÁÌ
^
Ä = 90°.

5. Áðü ôï ìÝóï Å ôçò ðëåõñÜò ÂÃ éóïóêåëïýò ôñáðåæß-
ïõ ÁÂÃÄ (ÁÂ//ÃÄ) öÝñïõìå ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ÁÄ
ðïõ ôÝìíåé ôç ÄÃ óôï Ì. Íá áðïäåßîåôå üôé ÂÌ^ÄÃ.
6. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôï ýøïò ôïõ ÁÇ. Áí Ä, Å,
Æ åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÁÂ, ÁÃ êáé ÂÃ áíôßóôïé÷á, íá áðï-

äåßîåôå üôé ôï ÄÅÆÇ åßíáé éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï.
7. Áí óå ôñáðÝæéï ç ìßá âÜóç åßíáé äéðëÜóéá ôçò Üëëçò,
íá áðïäåßîåôå üôé ïé äéáãþíéïé ÷ùñßæïõí ôç äéÜìåóï óå
ôñßá ßóá ôìÞìáôá.
8. Äßíåôáé ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ (ÁÂ//ÃÄ) ìå ÃÄ = 3AB êáé Ê,
Ë ôá ìÝóá ôùí äéáãùíßùí ôïõ ÄÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á.
Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ÁÊËÂ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï.
Ðüôå áõôü åßíáé ïñèïãþíéï;

9. Äßíåôáé ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ (ÁÂ//ÃÄ) ìå ÃÄ = }
3

2
} ÁÂ. Áí

Å, Æ, Ç åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÁÂ, ÂÃ êáé ÄÅ áíôßóôïé÷á,
íá áðïäåßîåôå üôé ôï ÁÂÆÇ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï.
Áí ç ðñïÝêôáóç ôçò ÁÇ ôÝìíåé ôç ÃÄ óôï È, ôüôå 
ÈÄ = ÄÃ � ÁÂ.
10. Áí Á¢, Â¢, Ã¢, Ä¢, Ê¢ åßíáé ïé ðñïâïëÝò ôùí êïñõ-
öþí êáé ôïõ êÝíôñïõ Ê ðáñáëëçëïãñÜììïõ ÁÂÃÄ áíôß-
óôïé÷á óå åõèåßá å ðïõ áöÞíåé üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ
ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò ôçò, íá áðïäåßîåôå üôé
ÁÁ¢ + ÂÂ¢ + ÃÃ¢ + ÄÄ¢ = 4ÊÊ¢.

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Óå ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ (ÁÂ//ÃÄ) Ý÷ïõìå ÁÄ = ÁÂ + ÃÄ.

Íá áðïäåßîåôå üôé ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí Á
^

êáé Ä
^

ôÝ-
ìíïíôáé óôç ÂÃ.

2. Äßíåôáé ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ ìå Á
^

= Ä
^

= 90° êáé 
ÂÃ = 2ÃÄ. Áí Ì åßíáé ôï ìÝóï ôçò ÂÃ, íá áðïäåßîåôå

üôé ÁÌ
^
Ã = 3ÌÁ

^
Â.

3. Ìéá åõèåßá å äéÝñ÷åôáé áðü ôçí êïñõöÞ Ä åíüò ðá-
ñáëëçëïãñÜììïõ ÁÂÃÄ êáé Ý÷åé åêáôÝñùèåí áõôÞò ôéò
êïñõöÝò Â êáé Ã. Áí Á´, Â´ êáé Ã´ ïé ðñïâïëÝò ôùí Á,
Â êáé Ã áíôßóôïé÷á óôçí åõèåßá å, íá áðïäåßîåôå üôé
ÁÁ¢ � ÃÃ ¢ = ÂÂ¢ (ìå ÁÁ¢ > ÃÃ ¢).
4. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ÁÂÃ (Á

^
= 90°) êáé Ä, Å ôá ìÝóá

ôùí ÁÂ êáé ÂÃ áíôßóôïé÷á. Áðü ôï ìÝóï Æ ôïõ ÁÄ öÝ-
ñïõìå ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ÁÃ ðïõ ôÝìíåé ôç ÂÃ óôï Ç.

Áí ÆÇ = }
3

8
} ÂÃ ,íá õðïëïãéóèåß ç ãùíßá Â

^
.

5. Óå ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ (ÁÂ//ÃÄ) ìå ÁÂ < ÃÄ, Ýóôù Ì ôï
ìÝóï ôçò ÂÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé
i) áí ÄÌ = ÄÃ êáé ç ðáñÜëëçëç áðü ôï Á ðñïò ôç ÂÃ
ôÝìíåé ôç ÄÌ óôï Å, ôüôå ÁÌ = ÂÅ,

ii) áí Å åßíáé ôï ìÝóï ôçò ÄÌ, ôüôå ÁÅ = }
3

4
} ÂÃ.
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5.12 Áîéïóçìåßùôåò åõèåßåò êáé êýêëïé
ôñéãþíïõ 

Åßäáìå ðñïçãïýìåíá (§4.5 êáé §5.7 - §5.8) üôé óå Ýíá ôñßãùíï
ïé ìåóïêÜèåôïé ôùí ðëåõñþí ôïõ, ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí
ôïõ, ïé äéÜìåóïé êáé ôá ýøç ôïõ áðïôåëïýí ôñéÜäåò óõíôñå÷ïõ-
óþí åõèåéþí.
Áíáêåöáëáéþíïíôáò, óå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ áðïäåßîáìå üôé äé-
Ýñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï:
� Ïé ìåóïêÜèåôïé ôùí ôñéþí ðëåõñþí ôïõ. Ôï êïéíü óçìåßï Ï ëÝ-
ãåôáé ðåñßêåíôñï ôïõ ÁÂÃ êáé ï êýêëïò (Ï,ÏÁ) ëÝãåôáé ðåñé-
ãåãñáììÝíïò êýêëïò ôïõ ôñéãþíïõ.
� Ïé äé÷ïôüìïé ôùí ôñéþí ãùíéþí ôïõ. Ôï êïéíü óçìåßï É ëÝãåôáé
Ýãêåíôñï ôïõ ÁÂÃ êáé ï êýêëïò ìå êÝíôñï ôï É êáé áêôßíá ôçí
êïéíÞ áðüóôáóç ôïõ É áðü ôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõ, ëÝãåôáé åããå-
ãñáììÝíïò êýêëïò ôïõ ôñéãþíïõ.
� Ïé ôñåéò äéÜìåóïß ôïõ. Ôï êïéíü óçìåßï ôïõò È ëÝãåôáé âáñý-
êåíôñï ôïõ ÁÂÃ.
� Ôá ôñßá ýøç ôïõ. Ôï êïéíü óçìåßï ôïõò Ç ëÝãåôáé ïñèüêåíôñï
ôïõ ÁÂÃ.
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ÃENIKEÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ (â Þ ã) ìå Á
^

= 60°, ôá ýøç
ôïõ ÂÄ, ÃÅ êáé ôá ìÝóá Ì, Í ôùí ÁÂ, ÁÃ áíôßóôïé÷á.
Íá áðïäåßîåôå üôé ÌÅ = ÍÄ.
2. Äßíïíôáé äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò å1 , å2 êáé óçìåßï

Á ôçò å1. ÖÝñïõìå ÁÊ^å2. Áí Â óçìåßï ôçò å2 êáé ìéá

åõèåßá, ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï Â, ôÝìíåé ôéò ÁÊ êáé å1

óôá Ä êáé Å áíôßóôïé÷á, þóôå ÄÅ = 2ÁÂ, íá áðïäåßîå-

ôå üôé ÁÂ
^
Ê = 3ÅÂ

^
Ê.

3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ < ÁÃ, Ä ôï ìÝóï ôçò ÁÂ

êáé óçìåßï Å ôçò çìéåõèåßáò ÄÂ, þóôå ÄÅ = }
Á

2

Ã
}. Áðü

ôá Â êáé Å öÝñïõìå êÜèåôåò óôç äé÷ïôüìï ôçò ãùíßáò

Á
^
, ïé ïðïßåò ôÝìíïõí ôçí ÁÃ óôá Â¢ êáé Å¢ áíôßóôïé÷á.

Íá áðïäåßîåôå üôé:

i) Â¢Å¢ = }
ÁÃ �

2

ÁÂ
} .

ii) Ç åõèåßá ÅÅ¢ äéÝñ÷åôáé áðü ôï ìÝóï ôçò ÂÃ.
4. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ ìå ÁÂ=2ÂÃ, 

Â
^

> 60° êáé ôï ýøïò ôïõ ÁÅ ðñïò ôç ÂÃ (AE ^BÃ). Áí

Æ, Ç åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÃÄ êáé ÁÂ áíôßóôïé÷á, íá áðï-
äåßîåôå üôé:
i) ôï ÇÂÃÆ åßíáé ñüìâïò,

ii) ç ÆÅ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò HE
^
Ã,

iii) ôï ÇÅÃÆ åßíáé éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï,

iv) ÄÆ
^
Å = 3ÆÅ

^
Ã.

5. Åõèåßá å áöÞíåé ôéò êïñõöÝò ôñéãþíïõ ÁÂÃ ðñïò ôï
ßäéï ìÝñïò ôçò. Áí Á¢, Â¢, Ã ¢, Ê¢ ïé ðñïâïëÝò ôùí Á,Â,Ã
êáé ôïõ âáñõêÝíôñïõ Ê áíôßóôïé÷á óôçí å, íá áðï-
äåßîåôå üôé ÁÁ¢ + ÂÂ¢ + ÃÃ ¢ = 3ÊÊ¢.
6. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ) êáé Ä ôï
ìÝóï ôçò ÂÃ. ÖÝñïõìå ÄÅ^ÁÃ. Áí Æ ôï ìÝóï ôïõ ÅÃ ,
íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ÄÆ//ÂÅ,
ii) AH^BE, üðïõ Ç ôï ìÝóï ôïõ ÄÅ.
7. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé Ì ôï ìÝóï ôçò ÂÃ.
ÊáôáóêåõÜæïõìå åîùôåñéêÜ ôïõ ôñéãþíïõ ôá ôåôñÜ-
ãùíá ÁÂÄÅ êáé ÁÃÆÇ. Áí Ê êáé Ë åßíáé ôá êÝíôñá ôùí
ÁÂÄÅ êáé ÁÃÆÇ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôñß-
ãùíï ÊÌË åßíáé éóïóêåëÝò êáé ïñèïãþíéï.

Ó×ÏËÉÏ
Ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé õðÜñ÷ïõí
êÜðïéá áðü ôá áîéïóçìåßùôá óç-
ìåßá ôñéãþíïõ (âáñýêåíôñï, ïñ-
èüêåíôñï êôë.)  êáèþò êáé ôéò
âáóéêÝò ôïõò éäéüôçôåò ÷ñçóéìï-
ðïéÞóáìå ôç èåùñßá ôùí ðáñáë-
ëçëïãñÜììùí ðïõ óôçñßæåôáé óôï
áßôçìá ðáñáëëçëßáò (§ 4.2).

kefal05.qxd  23/01/2001 10:00 AM  Page 116



117

ÐÁÑÁËËÇËÏÃÑÁÌÌÁ � ÔÑÁÐÅÆÉÁ

8. Äßíåôáé ôåôñÜãùíï ðëåõñÜò á êáé êÝíôñïõ Ï. Óôç

äéáãþíéï ÁÃ ðáßñíïõìå óçìåßï Ì, þóôå ÃÌ = }
Á

4

Ã
}.

ÖÝñïõìå ôç ÂÌ ðïõ ôÝìíåé ôç ÃÄ óôï Å êáé ÏÇ êÜèåôç
óôç ÂÃ, ç ïðïßa ôÝìíåé ôç ÂÅ óôï Æ. Íá áðïäåßîåôå üôé:

i) OZ = }
a

3
} ,

ii) ôï ÏÆÃÅ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï.
9. Ïé ìç ðáñÜëëçëåò ðëåõñÝò ÁÄ êáé ÂÃ ôñáðåæßïõ
ÁÂÃÄ ôÝìíïíôáé êÜèåôá óôï Ï. Áí Ê, Ë ôá ìÝóá ôùí

âÜóåùí ÁÂ êáé ÄÃ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ôá óçìåßá Ï, Ê, Ë åßíáé óõíåõèåéáêÜ,

ii) ÊË = }
ÄÃ �

2

ÁÂ
} (ìå ÄÃ > ÁÂ).

iii) áí Å, Æ åßíáé ôá ìÝóá ôùí äéáãùíßùí ÁÃ  êáé ÂÄ
áíôßóôïé÷á, ôüôå ôï ÊÅËÆ åßíáé ïñèïãþíéï.
10. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ, ïé äé÷ïôüìïé ôïõ ÂÄ êáé ÃÅ
êáé ôï ìÝóï Ì ôïõ ÅÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé ç áðüóôáóç
ôïõ Ì áðü ôç ÂÃ åßíáé ßóç ìå ôï Üèñïéóìá ôùí áðï-
óôÜóåþí ôïõ áðü ôéò ÁÂ, ÁÃ.

Äñáóôçñéüôçôåò

1. Äýï áäÝëöéá êëçñïíüìçóáí Ýíá ïéêüðåäï ó÷Þìáôïò ðáñáëëçëïãñÜììïõ,
ôï ïðïßï Ý÷åé ôçí ðëåõñÜ ÁÂ ðáñÜëëçëç ðñïò äçìüóéï äñüìï ðïõ äéÝñ÷åôáé
ìðñïóôÜ áðü ôï ïéêüðåäï. Ðþò èá ìïéñáóèåß äßêáéá ôï ïéêüðåäï ìåôáîý
ôùí äýï áäåëöþí;

2. ¸÷ïõìå 4 ßóá ïñèïãþíéá ôñßãùíá. Ôïðïèåôþíôáò êáôÜëëçëá ôï Ýíá ôñßãùíï äßðëá óôï Üëëï, ôé åßäïõò ôåôñÜ-
ðëåõñá êáôáóêåõÜæïõìå; Íá ãßíïõí ôá ó÷Þìáôá.
3. Íá åîåôÜóåôå ðïéá áðü ôá ðáñáêÜôù ôåôñÜðëåõñá Ý÷ïõí êÝíôñï óõììåôñßáò, ðïéá Ý÷ïõí Üîïíåò óõììåôñßáò
êáé ðüóïõò. Íá ãßíïõí ôá ó÷Þìáôá êáé íá âñåèåß ôï óõììåôñéêü ôùí êïñõöþí ôïõò êáé ôùí ðëåõñþí ôïõò.
i) ðáñáëëçëüãñáììï iv) ôåôñÜãùíï
ii) ïñèïãþíéï v) ôñáðÝæéï
iii) ñüìâïò vi) éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï
4. Èåùñïýìå åõèåßá å êáé åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ. Íá õðïëïãßóåôå ôçí áðüóôáóç ôïõ ìÝóïõ Ì ôïõ ôìÞìáôïò,
ùò óõíÜñôçóç ôùí áðïóôÜóåùí ôùí Üêñùí ôïõ Á êáé Â áðü ôçí åõèåßá å (Õðüäåéîç: Íá äéáêñßíåôå ðåñéðôþ-
óåéò ãéá ôéò äéÜöïñåò èÝóåéò ôùí Á êáé Â ùò ðñïò ôçí åõèåßá å).

Åñãáóßá

Óå ìéá ðåäéÜäá õðÜñ÷åé ëüöïò Ë, ôïí ïðïßï ðñüêåéôáé íá äéáó÷ßóåé åõèåßá óéäçñïäñïìéêÞ ãñáììÞ ÁÂÃÄ. Ðþò
ï ìç÷áíéêüò èá ÷áñÜîåé ôçí ðñïÝêôáóç ÃÄ áõôÞò ðßóù áðü ôï ëüöï, ðñéí íá ãßíåé ç äéÜíïéîç ôçò óÞñáããáò;
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Ç Ýííïéá ôïõ ôåôñáðëåýñïõ
Ç ðñþôç õðïäéáßñåóç ôùí ôåôñáðëåýñùí óÞìå-
ñá åßíáé óå åðßðåäá êáé óôñåâëÜ, áíÜëïãá ìå ôï
áí ïé êïñõöÝò ôïõò âñßóêïíôáé óôï ßäéï åðßðåäï
Þ ü÷é. Ôá åðßðåäá ôåôñÜðëåõñá, ìå ôç óåéñÜ
ôïõò, õðïäéáéñïýíôáé óå êõñôÜ êáé ìç êõñôÜ,
áíÜëïãá ìå ôï áí ç êÜèå ðëåõñÜ ôïõò áöÞíåé ôï

ó÷Þìá åî ïëïêëÞñïõ óôï Ýíá áðü ôá äýï çìéåðß-
ðåäá ðïõ ïñßæåé ç ðëåõñÜ áõôÞ Þ ü÷é. Ìßá åéäéêÞ
ðåñßðôùóç åðéðÝäïõ êõñôïý ôåôñáðëåýñïõ åßíáé
ôï ðáñáëëçëüãñáììï, ïé áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ
ïðïßïõ åßíáé ðáñÜëëçëåò.
ÔÝëïò, äéáêñßíïõìå ôñßá åßäç ðáñáëëçëïãñÜì-
ìùí (ÄéÜãñáììá 1):

ÔÅÔÑÁÐËÅÕÑÏ

åðßðåäï
      (Ý÷åé ôéò ðëåõñÝò ôïõ óôï ßäéï åðßðåäï)

ðáñáëëçëüãñáììï
(Ý÷åé ôéò áðÝíáíôé ðëåõñÝò ðáñÜëëçëåò)

ïñèïãþíéï ðáñáëëçëüãñáììï
(Ý÷åé ôÝóóåñéò ãùíßåò ïñèÝò)

ñüìâïò
(Ý÷åé ôÝóóåñéò ðëåõñÝò ßóåò)

ôåôñÜãùíï
(Ý÷åé ôÝóóåñéò ãùíßåò ïñèÝò
êáé ôÝóóåñéò ðëåõñÝò ßóåò)

êõñôü
(ãéá êÜèå ðëåõñÜ ôï ôåôñÜðëåõñï áíÞêåé óôï

Ýíá áðü ôá äýï çìéåðßðåäá ðïõ ïñßæåé
ç ðëåõñÜ)

    

óôñåâëü

ìç êõñôü

ôåôñÜðëåõñï

ôåôñÜãùíï
(éóüðëåõñï êáé ïñèïãþíéï)

ñïìâïåéäÝò
(Ý÷åé ßóåò ôéò áðÝíáíôé ðëåõñÝò êáé ãùíßåò)

ñüìâïò
(éóüðëåõñï êáé ü÷é ïñèïãþíéï)

åôåñïìÞêåò
(ïñèïãþíéï êáé ü÷é éóüðëåõñï)

ôñáðÝæéï

(á) ôï ïñèïãþíéï ðáñáëëçëüãñáììï, ðïõ Ý÷åé
ôÝóóåñéò ãùíßåò ïñèÝò,

(â) ï ñüìâïò ðïõ Ý÷åé ôÝóóåñéò ðëåõñÝò ßóåò, 
(ã) ôï ôåôñÜãùíï, ðïõ Ý÷åé ôÝóóåñéò ãùíßåò

ïñèÝò êáé ôÝóóåñéò ðëåõñÝò ßóåò.

¼ìùò ç ôáîéíüìçóç áõôÞ äå äéáìïñöþèçêå åî
áñ÷Þò óôçí éóôïñßá ôçò Ãåùìåôñßáò. Ï Åõêëåß-
äçò ð.÷. óôá «Óôïé÷åßá» ôïõ ðñïôåßíåé ìéá Üëëç
ôáîéíüìçóç (ÄéÜãñáììá 2).

ÄéÜãñáììá 1: Ç óýã÷ñïíç ôáîéíüìçóç ôùí ôåôñáðëåýñùí

ÄéÜãñáììá 2: Ç Åõêëåßäåéá ôáîéíüìçóç ôùí ôåôñáðëåýñùí
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Ç ôáîéíüìçóç áõôÞ äå ÷ñçóéìïðïéåß ùò êñéôÞñéï
ôçí Ýííïéá ôçò ðáñáëëçëßáò, ç ïðïßá óôá «Óôïé-
÷åßá» åéóÜãåôáé áñãüôåñá. Åðßóçò äå öáßíåôáé íá
óôçñßæåôáé óå êÜðïéá åíéáßá áñ÷Þ. Óôéò ôñåéò ðñþ-
ôåò ðåñéðôþóåéò öáßíåôáé üôé ëáìâÜíåé ùò âÜóç
ôá êáôçãïñÞìáôá «Ý÷åé ßóåò ðëåõñÝò» êáé «Ý÷åé
ïñèÝò ãùíßåò» êáé ôéò áñíÞóåéò ôïõò: ïñèïãþíéï
êáé éóüðëåõñï åßíáé ôï ôåôñÜãùíï, ïñèïãþíéï êáé
ü÷é éóüðëåõñï ôï åôåñïìÞêåò (äçëáäÞ ôï
ïñèïãþíéï ðáñáëëçëüãñáììï), éóüðëåõñï êáé
ü÷é ïñèïãþíéï ï ñüìâïò. ¼ìùò, ç Ýííïéá ôïõ
ñïìâïåéäïýò (äçëáäÞ ôïõ ðëÜãéïõ ðáñáëëçëï-
ãñÜììïõ) óôçñßæåôáé óôçí Ýííïéá ôçò éóüôçôáò
ôùí áðÝíáíôé ðëåõñþí êáé ôùí ãùíéþí êáé ü÷é
óôçí ðáñáëëçëßá ôùí áðÝíáíôé ðëåõñþí.
ÔñáðÝæéï ïíïìÜæåé ü÷é ü,ôé óÞìåñá åííïïýìå ìå
ôïí üñï áõôü, äçëáäÞ ôåôñÜðëåõñï ìå äýï ìüíï
ðëåõñÝò ðáñÜëëçëåò, áëëÜ ïðïéïäÞðïôå ôåôñÜ-
ðëåõñï. Ï üñïò ôñáðÝæéï, ìå ôç óýã÷ñïíç Ýííïéá,
áðáíôÜôáé áñãüôåñá óôïí Áñ÷éìÞäç.

Ç ôáîéíüìçóç üìùò áõôÞ áðïäåéêíýåôáé ìç ëåé-
ôïõñãéêÞ êáé ìÜëëïí Üâïëç. Ï ßäéïò ï Åõêëåß-
äçò ìÜëéóôá äå ÷ñçóéìïðïéåß ðïôÝ óôá «Óôïé-
÷åßá» ôïõ ôéò Ýííïéåò ôïõ åôåñïìÞêïõò, ôïõ ñüì-
âïõ êáé ôïõ ñïìâïåéäïýò. Ðáñüëá áõôÜ, ç ôáîé-
íüìçóç áõôÞ áðáíôÜôáé êáé óå ìåôáãåíÝóôåñïõò
ìáèçìáôéêïýò, áêüìá êáé ôïõ Áñáâéêïý
êüóìïõ, üðùò ð.÷. óôç äéáðñáãìÜôåõóç ôçò
Ãåùìåôñßáò ôïõ áë-×ïõáñßæìé. ¼ìùò õðÞñ÷áí
êáé ìáèçìáôéêïß ðïõ ðñïóðÜèçóáí íá ôñïðï-
ðïéÞóïõí ôçí ôáîéíüìçóç ôïõ Åõêëåßäç. Ï Ðñü-
êëïò áðïäßäåé óôïí Ðïóåéäþíéï ìéá ðéï ïëïêëç-
ñùìÝíç ôáîéíüìçóç, ç ïðïßá áðáíôÜôáé åðßóçò
óôïí ¹ñùíá (ÄéÜãñáììá 3).
Ìéá Üëëç ðñïóðÜèåéá äéüñèùóçò ôçò Åõêëåßäåéáò
ôáîéíüìçóçò áðáíôÜôáé ôï 16ï áé. óôç «Ãåùìå-
ôñßá» (1569) ôïõ ÐÝôñïõ ÑÜìïõ (Petrus Ramus Þ
Pierre de la Ramée) (ÄéÜãñáììá 4). Ç ôáîéíüìçóç
ôïõ ÑÜìïõ öáßíåôáé íá óôçñßæåôáé óôç äé÷ïôïìéêÞ
äéáßñåóç ôïõ ðëÜôïõò ôùí åííïéþí.

ôåôñÜðëåõñá

ïñèïãþíéï

ôåôñÜãùíï åôåñïìÞêåò ñüìâïò ñïìâïåéäÝò éóïóê. ôñáðÝæéï óêáëçíü ôñáðÝæéï

ìç ïñèïãþíéï

ìç ðáñáëëçëüãñáììá ðáñáëëçëüãñáììá

ôñáðÝæéï ôñáðåæïåéäÝò

ÄéÜãñáììá 3: Ç ôáîéíüìçóç ôùí ôåôñáðëåýñùí êáôÜ ôïí Ðïóåéäþíéï êáé ôïí ¹ñùíá

ÄéÜãñáììá 4: Ç ôáîéíüìçóç ôïõ ÑÜìïõ

ôåôñÜðëåõñá

ðáñáëëçëüãñáììá ôñáðÝæéá

ïñèïãþíéï ðáñáëëçëüãñáììïðëÜãéï ðáñáëëçëüãñáììï

ñüìâïò ñïìâïåéäÝò ôåôñÜãùíï åôåñïìÞêåò
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 5

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ
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EããåãñáììÝíá Ó÷Þìáôá
Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ìåëåôÞóïõìå áñ÷éêÜ ôçí Ýííïéá ôçò åããåãñáììÝíçò
ãùíßáò êáé ôç ó÷Ýóç ôçò ìå ôçí áíôßóôïé÷ç åðßêåíôñç êáèþò êáé ìå ôç ãùíßá
÷ïñäÞò êáé åöáðôïìÝíçò. ¸ôóé, èá ìáò äïèåß ç äõíáôüôçôá áíáëõôéêÞò ìåëÝ-
ôçò âáóéêþí ãåùìåôñéêþí ôüðùí óôïí êýêëï. 
ÔÝëïò, èá ìåëåôÞóïõìå ôá åããåãñáììÝíá êáé åããñÜøéìá ôåôñÜðëåõñá êáèþò
êáé óõãêåêñéìÝíåò ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò ðïõ ãßíïíôáé ìå ôç âïÞèåéá ãåù-
ìåôñéêþí ôüðùí. 

66ÊÅÖÁËÁÉÏ
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 6

Ó÷Ýäéï êáé óçìåéþóåéò ôïõ Éôáëïý æùãñÜöïõ ôçò ÁíáãÝííçóçò Leonardo da Vinci
(1452-1519), áðü ôï Architectura de Vitruve, ðåñßðïõ 1492.
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ÅÃÃÅÃÑÁÌÅÍÁ Ó×ÇÌÁÔÁ

ÅããåãñáììÝíç ãùíßá 

6.1 ÅéóáãùãéêÜ - Ïñéóìïß

Äßíåôáé ìßá êõñôÞ ãùíßá xA
^
y êáé Ýíáò êýêëïò (Ï,R). Ïé ó÷å-

ôéêÝò èÝóåéò ôïõò êáèïñßæïíôáé áðü ôç èÝóç ôçò êïñõöÞò ôçò
êáé ôùí ðëåõñþí ôçò:

(i) Áí ç êïñõöÞ åßíáé ôï êÝíôñï ôïõ êýêëïõ (ó÷.1), ôüôå ç
ãùíßá ëÝãåôáé åðßêåíôñç, üðùò åßäáìå óôç § 2.18. 

(ii) Áí ç êïñõöÞ (ó÷.2) åßíáé óçìåßï ôïõ êýêëïõ êáé ïé
ðëåõñÝò ôçò ôÝìíïõóåò ôïõ êýêëïõ, ôüôå ç ãùíßá ëÝãåôáé åããå-
ãñáììÝíç ãùíßá ôïõ êýêëïõ.
Ôï ôüîï Â

C
Ã ðïõ ðåñéÝ÷åôáé óôçí åããåãñáììÝíç ãùíßá ëÝãåôáé

áíôßóôïé÷ï ôüîï ôçò Þ äéáöïñåôéêÜ ëÝìå üôé ç åããåãñáììÝíç
ãùíßá A^ âáßíåé óôï ôüîï Â

C
Ã.

(iii) Áí ç êïñõöÞ åßíáé óçìåßï ôïõ êýêëïõ, ç ìßá ôçò ðëåõ-
ñÜ åßíáé ôÝìíïõóá êáé ç Üëëç åöáðôïìÝíç ôïõ êýêëïõ (ó÷.3),
ôüôå ç ãùíßá ëÝãåôáé ãùíßá ÷ïñäÞò êáé åöáðôïìÝíçò.

6.2   Ó÷Ýóç åããåãñáììÝíçò êáé áíôßóôïé÷çò
åðßêåíôñçò

Ç ó÷Ýóç ìßáò åããåãñáììÝíçò êáé ìßáò åðßêåíôñçò ãùíßáò ðïõ
âáßíïõí óôï ßäéï ôüîï äßíåôáé áðü ôï áêüëïõèï èåþñçìá:

Áðüäåéîç
¸óôù êýêëïò (O,R) êáé Ýíá ôüîï ôïõ A

C
B. Áò èåùñÞóïõìå ôçí

áíôßóôïé÷ç åðßêåíôñç ãùíßá ÁÏ^Â êáé óçìåßï Ã ôïõ êýêëïõ
ðïõ äåí áíÞêåé óôï ôüîï A

C
B. Ôüôå èá áðïäåßîïõìå üôé 

ÁÏ^Â = 2ÁÃ^Â.
(i) Áò ìåëåôÞóïõìå ðñþôá ôçí ðåñßðôùóç üðïõ ôï êÝíôñï Ï
ôïõ êýêëïõ âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü ôçò åããåãñáììÝíçò ãù-
íßáò ÁÃ^Â (ó÷.4á). ¸óôù Ã´ ôï áíôéäéáìåôñéêü óçìåßï ôïõ Ã.
Ôï ôñßãùíï ÁÏÃ åßíáé éóïóêåëÝò, åðïìÝíùò ÏÁ^Ã = ÏÃ^Á. 
Ç Ã´Ï^Á åßíáé åîùôåñéêÞ ôïõ ôñéãþíïõ ÁÏÃ, åðïìÝíùò 
Ã´Ï^Á = 2ÏÃ^Á êáé üìïéá Ý÷ïõìå üôé Ã´Ï^Â = 2ÏÃ^Â.

ÊÜèå åããåãñáììÝíç ãùíßá éóïýôáé ìå ôï ìéóü ôçò
åðßêåíôñçò ãùíßáò ðïõ âáßíåé óôï ßäéï ôüîï.

Ó÷Þìá 1

Ó÷Þìá 2

Ó÷Þìá 3

Èåþñçìá

Ó÷Þìá 4
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 6

ÐñïóèÝôïíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò äýï ðáñáðÜíù éóüôçôåò Ý÷ïõìå
üôé

ÁÏ
^

Â = 2ÁÃ
^ 

Â.
(ii) Áò åîåôÜóïõìå êáôüðéí ôçí ðåñßðôùóç üðïõ ôï Ï áíÞêåé
óå ìßá ðëåõñÜ ôçò åããåãñáììÝíçò ãùíßáò ÁÃ^Â (ó÷.4â). Ç åðß-
êåíôñç ãùíßá ÁÏ^Â åßíáé åîùôåñéêÞ ôïõ éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ
ÃÏÂ, ïðüôå ÁÏ^Â = 2ÁÃ^Â.
(iii) ¼ìïéá ìå ôéò ðñïçãïýìåíåò ðåñéðôþóåéò (ó÷.4ã).

6.3  Ãùíßá ÷ïñäÞò êáé åöáðôïìÝíçò

Ç ó÷Ýóç ìßáò ãùíßáò ÷ïñäÞò êáé åöáðôïìÝíçò ìå ôçí åããå-
ãñáììÝíç ãùíßá ðïõ âáßíåé óôï ôüîï ôçò ÷ïñäÞò äßíåôáé áðü ôï
áêüëïõèï èåþñçìá:

Áðüäåéîç
¸óôù üôé ç ãùíßá ÷ïñäÞò êáé åöáðôïìÝíçò xÁ^y åßíáé ïîåßá
(ó÷. 6) êáé ÁÃ^Â ìéá ôõ÷áßá åããåãñáììÝíç ãùíßá ðïõ âáßíåé

óôï ôüîï ôçò ÷ïñäÞò ÁÂ. Ãíùñßæïõìå üôé ÁÃ^Â = }
ÁÏ

2

^Â
}.

ÖÝñïõìå ôï áðüóôçìá ÏÌ, ïðüôå ÁÏ^Ì = ÌÏ^Â = }
ÁÏ

2

^Â
} =

ÁÃ^Â. ÁëëÜ xÁ^y = ÁÏ^Ì ùò ïîåßåò ãùíßåò ìå êÜèåôåò ðëåõñÝò.
ÅðïìÝíùò xÁ^y = ÁÃ^Â.
Áí ç ãùíßá ÷ïñäÞò êáé åöáðôïìÝíçò åßíáé áìâëåßá, ç áðüäåé-
îç åßíáé áíÜëïãç.

Ç ãùíßá ðïõ ó÷çìáôßæåôáé áðü ìßá ÷ïñäÞ êýêëïõ êáé
ôçí åöáðôïìÝíç óôï Üêñï ôçò ÷ïñäÞò éóïýôáé ìå ôçí
åããåãñáììÝíç ðïõ âáßíåé óôï ôüîï ôçò ÷ïñäÞò.

ÐÏÑIÓÌÁÔÁ

(i) Ôï ìÝôñï ìßáò åããåãñáììÝíçò ãùíßáò éóïýôáé ìå ôï
ìéóü ôïõ ìÝôñïõ ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ôüîïõ ôçò.

(ii) ÊÜèå åããåãñáììÝíç ãùíßá ðïõ âáßíåé óå çìéêýêëéï
åßíáé ïñèÞ.

(iii) Ïé åããåãñáììÝíåò ãùíßåò ðïõ âáßíïõí óôï ßäéï Þ óå
ßóá ôüîá ôïõ ßäéïõ Þ ßóùí êýêëùí åßíáé ßóåò êáé
áíôßóôñïöá.

Èåþñçìá

Ó×ÏËÉÏ
Áðü ôï ðüñéóìá (iii) óõìðåñáß-
íïõìå åýêïëá üôé ôá ôüîá ðïõ ðå-
ñéÝ÷ïíôáé ìåôáîý ðáñÜëëçëùí
÷ïñäþí åßíáé ßóá (ó÷.5) êáé áíôß-
óôñïöá.

Ó÷Þìá 5

Ó÷Þìá 6
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ÅÃÃÅÃÑÁÌÅÍÁ Ó×ÇÌÁÔÁ

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 1ç 

Ìßá ãùíßá ðïõ ç êïñõöÞ ôçò áíÞêåé óôï åóùôåñéêü Þ óôï åîùôåñéêü êýêëïõ êáé ïé
ðëåõñÝò ôçò åßíáé ôÝìíïõóåò ôïõ êýêëïõ ëÝãåôáé ãùíßá äýï ôåìíïõóþí êáé åêöñÜæåôáé
ùò óõíÜñôçóç ôùí åããåãñáììÝíùí ãùíéþí, ðïõ ó÷çìáôßæïõí ïé ðëåõñÝò ôçò ìå ôïí
êýêëï.
(i) Áò èåùñÞóïõìå ãùíßá xA^y, üðïõ ç êïñõöÞ ôçò Á åßíáé åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ
êýêëïõ (ó÷.7). Ïé ðëåõñÝò ôçò Áx, Ay êáé ïé ðñïåêôÜóåéò ôïõò ôÝìíïõí ôïí êýêëï óôá
óçìåßá Â1,Ã1 êáé Â2,Ã2 áíôßóôïé÷á. Ôüôå, éó÷ýåé üôé ç ãùíßá xA^y éóïýôáé ìå ôï Üèñïé-

óìá ôùí åããåãñáììÝíùí ãùíéþí ðïõ âáßíïõí óôá ôüîá ðïõ ðåñéÝ÷åé ç xA^y êáé ç êáôá-
êïñõöÞí ôçò, äçëáäÞ: 

xA^y = ÁÂ
^

1Ã2 + Â1Ã
^

2Á.

(ii) Áò èåùñÞóïõìå ãùíßá xA^y üðïõ ç êïñõöÞ ôçò Á åßíáé åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ êý-
êëïõ (ó÷.8). Ïé ðëåõñÝò ôçò Áx, Ay ôÝìíïõí ôïí êýêëï óôá óçìåßá Â1,Â2 êáé Ã1,Ã2 áíôß-

óôïé÷á. Ôüôå éó÷ýåé üôé ç ãùíßá xA^y éóïýôáé ìå ôç äéáöïñÜ ôùí åããåãñáììÝíùí ãù-
íéþí, ðïõ âáßíïõí óôá ôüîá ôïõ êýêëïõ ðïõ ðåñéÝ÷åé ç xA^y, äçëáäÞ 

xÂy = B2B̂1Ã2 � Â1Ã̂2Ã1, üðïõ B2B̂1Ã2 > Â1Ã̂2Ã1.

Áðüäåéîç

(i) Ç xA^y åßíáé åîùôåñéêÞ ôïõ ôñéãþíïõ Â1ÁÃ2, åðïìÝ-

íùò éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí äýï áðÝíáíôé åóùôå-
ñéêþí, äçëáäÞ xA^y = ÁÂ

^
1Ã2 + Â1Ã

^
2Á.

(ii) Ç ãùíßá Â2Â
^

1Ã2 åßíáé åîùôåñéêÞ ôïõ ôñéãþíïõ

Â1ÁÃ2, åðïìÝíùò

Â2Â
^

1Ã2 = xA^y + ÁÃ
^

2Â1
Þ   xA^y = Â2Â

^
1Ã2 � Â1Ã

^
2Ã1

.

Ó÷Þìá 7

Ó÷Þìá 8

Ó×ÏËÉÏ

xA^y = }
Â1

C

2

Ã1} + }
Â2

C

2

Ã2} .

Ó×ÏËÉÏ

xA^y = }
Â2

C

2

Ã2} � }
Â1

C

2

Ã1} .
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 6

6.4 Âáóéêïß ãåùìåôñéêïß ôüðïé óôïí êýêëï
Ôüîï êýêëïõ ðïõ äÝ÷åôáé ãíùóôÞ ãùíßá

¸óôù Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ êáé Ýíá óçìåßï Ì ðïõ äåí
áíÞêåé óôçí åõèåßá ÁÂ (ó÷.10). Áí ö åßíáé ç ãùíßá ÁÌ^ Â ôüôå
ëÝìå üôé ôï óçìåßï Ì âëÝðåé ôï ôìÞìá ÁÂ õðü ãùíßá ö Þ éóï-
äýíáìá ôï ÁÂ öáßíåôáé áðü ôï óçìåßï Ì õðü ãùíßá ö. Áí ô

)

åßíáé Ýíá ôüîï êýêëïõ ðïõ Ý÷åé ÷ïñäÞ ôçí ÁÂ êáé äéÝñ÷åôáé
áðü ôï Ì, ôüôå ëÝìå üôé ôï ôüîï ô

)
äÝ÷åôáé ãùíßá ö. 

Èá äïýìå ôþñá ðùò êáôáóêåõÜæåôáé Ýíá ôüîï ðïõ íá äÝ÷åôáé
ãùíßá ö.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 2ç

Èåùñïýìå äýï ôåìíüìåíïõò êýêëïõò êáé öÝñïõìå ôéò åöáðôüìåíÝò ôïõò óå êáèÝíá áðü
ôá êïéíÜ óçìåßá ôïõò. 
(i) Íá áðïäåé÷èåß üôé ïé åöáðôüìåíåò ôùí äýï êýêëùí óå êáèÝíá áðü ôá êïéíÜ óçìåßá
ôïõò ó÷çìáôßæïõí ßóåò ãùíßåò. Êáèåìßá áðü ôéò ãùíßåò áõôÝò ëÝãåôáé ãùíßá ôùí äýï
êýêëùí.
(ii) Áí ç ãùíßá ôùí äýï êýêëùí åßíáé ïñèÞ, ëÝìå üôé ïé êýêëïé ôÝìíïíôáé ïñèïãþíéá Þ
üôé åßíáé ïñèïãþíéïé. Íá áðïäåé÷èåß üôé, áí ïé äýï êýêëïé åßíáé ïñèïãþíéïé, ïé åöáðôü-
ìåíåò ôïõ åíüò êýêëïõ óôá êïéíÜ óçìåßá ôïõò äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï êÝíôñï ôïõ Üëëïõ
êýêëïõ.

Áðüäåéîç
(i) Áò èåùñÞóïõìå äýï ôåìíü-
ìåíïõò êýêëïõò ìå êÝíôñá Ï1

êáé Ï2 êáé Á,Â ôá óçìåßá ôïìÞò

ôïõò. Áðü ôçí éóüôçôá ôùí
ôñéãþíùí Ï1ÁÏ2 êáé Ï1ÂÏ2 èá

Ý÷ïõìå üôé 
Ï1Á^Ï2 = Ï1Â^Ï2 = ù (ó÷.9á).

Áò öÝñïõìå ôþñá ôéò åöáðôü-
ìåíåò ôùí äýï êýêëùí óôï óç-
ìåßï Á êáé óôï óçìåßï Â. Ïé
åöáðôüìåíåò óôï Á ó÷çìáôßæïõí ãùíßá x´Á^x = 2z� ù (ãéáôß Ï1Á^x = Ï2Á^x¢ = 1z) êáé üìïéá

ïé åöáðôüìåíåò óôï Â ó÷çìáôßæïõí ãùíßá y´Â^y = 2z� ù. ÅðïìÝíùò, x´Á^x = y´Â^y.
(ii) Aí äýï êýêëïé ôÝìíïíôáé ïñèïãþíéá, äçëáäÞ áí ö = 1z (ó÷.9â), Ý÷ïõìå üôé 
Ï1Á^Ï2 + Ï1Á^x =2z, ïðüôå ïé çìéåõèåßåò Áx êáé ÁÏ2 åßíáé áíôéêåßìåíåò.

Ó÷Þìá 9

Ó÷Þìá 10
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ÐÑÏÂËÇÌÁ

Äßíåôáé Ýíá ôìÞìá ÁÂ êáé ìßá ãùíßá ö. Íá êáôáóêåõáóèåß ôüîï êýêëïõ ðïõ íá Ý÷åé
÷ïñäÞ ôï ÁÂ êáé íá äÝ÷åôáé ãùíßá ö.

� ¸óôù ö< 1z

ÁíÜëõóç
Áí ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ öáßíåôáé áðü Ýíá óçìåßï Ì õðü
ãùíßá ö, äçëáäÞ ÁÌ^ Â = ö, ôüôå áñêåß íá ðñïóäéïñßóïõìå ôï
êÝíôñï êáé ôçí áêôßíá ôïõ ðåñéãåãñáììÝíïõ êýêëïõ ôïõ
ôñéãþíïõ ÁÌÂ (âë. Ðüñéóìá (iii), § 6.2).
¸óôù Á

C
Â Ýíá ôüîï êýêëïõ, êÝíôñïõ Ï, ìå ÷ïñäÞ ôçí ÁÂ

ôÝôïéï, þóôå ãéá êÜèå óçìåßï ôïõ Ì äéáöïñåôéêü ôùí Á,Â íá
éó÷ýåé ÁÌ^ Â = ö (ó÷.11). Áí öÝñïõìå ôçí çìéåõèåßá Âx åöáðôü-
ìåíç ôïõ êýêëïõ óôï Â èá Ý÷ïõìå ÁÂ^x = ÁÌ^ Â = ö (ãùíßá
÷ïñäÞò êáé åöáðôïìÝíçò) êáé åðïìÝíùò ç Âx åßíáé ìßá óôáèåñÞ,
áíåîÜñôçôç ôïõ Ì, çìéåõèåßá. ÅðåéäÞ OB^Bx, ôï êÝíôñï Ï èá âñßóêåôáé óôç óôáèåñÞ
åõèåßá æ ðïõ åßíáé êÜèåôç óôç Âx óôï Â. ÁëëÜ ôï Ï âñßóêåôáé åðßóçò êáé óôç ìåóïêÜèåôï
å ôïõ ÁÂ, Üñá åßíáé ç ôïìÞ ôùí å êáé æ.

Óýíèåóç

Èåùñïýìå ôï äïóìÝíï ôìÞìá ÁÂ êáé öÝñïõìå çìéåõèåßá Bx Ýôóé, þóôå ÁÂ^x = ö. Óôç óõíÝ÷åéá
öÝñïõìå åõèåßá æ êÜèåôç ôçò Bx óôï Â, ðïõ ôÝìíåé ôç ìåóïêÜèåôï å ôïõ ÁÂ óôï Ï. ÃñÜöïõìå
ôïí êýêëï (Ï,ÏÁ) êáé ôï ôüîï Á

C
ÔÂ (ó÷.11) (÷ùñßò ôá Üêñá ôïõ) åßíáé ôï æçôïýìåíï.

Áðüäåéîç 

Ãéá êÜèå óçìåßï Ì ôïõ ôüîïõ Á
C
ÔÂ Ý÷ïõìå ÁÌ^ Â = ÁÂ^x = ö, áöïý ç ÁÂ^x åßíáé ãùíßá ÷ïñäÞò

êáé åöáðôïìÝíçò êáé ç ÁÌ^ Â åããåãñáììÝíç ðïõ âáßíåé óôï
ôüîï ôçò ÷ïñäÞò, åíþ ãéá êÜèå óçìåßï Í ôïõ ôüîïõ Á

C
ÓÂ

Ý÷ïõìå 
ÁÍ^ Â = ÁÂ^x´ = 2z � ÁÂ^x = 2z � ö,

üðïõ Bx´ ç áíôéêåßìåíç çìéåõèåßá ôçò Bx.

Äéåñåýíçóç

Ãéá íá õðÜñ÷åé ëýóç ðñÝðåé ç åõèåßá æ íá ôÝìíåé ôçí å, ôï
ïðïßï óõìâáßíåé ðÜíôïôå, áöïý ÁÂ^x = ö Þ 0.

� ¸óôù ö>1z

Ôüôå ìå ôïí ßäéï, üðùò ðáñáðÜíù, ôñüðï êáôáóêåõÜæïõìå
ôïí êýêëï êÝíôñïõ Ï êáé ôï ôüîï Á

C
ÃÂ (ó÷.12) ðïõ åßíáé ôï

æçôïýìåíï (÷ùñßò ôá Üêñá ôïõ).

� ¸óôù ö = 1z

Ôüôå ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí åõèåéþí å, æ åßíáé ôï ìÝóï Ï ôïõ
ÁÂ (ó÷.13). ÅðïìÝíùò, ôï æçôïýìåíï ôüîï åßíáé êáèÝíá áðü
ôá çìéêýêëéá äéáìÝôñïõ ÁÂ, ÷ùñßò ôá Üêñá ôïõò Á êáé Â.

Ó÷Þìá 11

Ó÷Þìá 12

Ó÷Þìá 13
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Áðü ôá ðáñáðÜíù óõìðåñáßíïõìå üôé:
Ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ôïõ åðéðÝäïõ áðü
ôá ïðïßá Ýíá ôìÞìá  ÁÂ öáßíåôáé õðü ãùíßá ö åßíáé
äýï ôüîá êýêëùí, ÷ïñäÞò ÁÂ, ÷ùñßò ôá Üêñá ôïõò
Á,Â, óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôçí åõèåßá ÁÂ, êáèÝíá áðü
ôá ïðïßá äÝ÷åôáé ãùíßá ö.

¢ìåóç óõíÝðåéá ôïõ ðñïçãïõìÝíïõ åßíáé üôé: 
Ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ôïõ åðéðÝäïõ áðü
ôá ïðïßá Ýíá ôìÞìá ÁÂ öáßíåôáé õðü ïñèÞ ãùíßá åßíáé
êýêëïò ìå äéÜìåôñï ÁÂ, ÷ùñßò ôá óçìåßá Á êáé Â.   
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 6

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ

¸óôù ôüîï Á
C

Â ðïõ äÝ÷åôáé ãùíßá ö êáé Ð1 ôï çìéåðßðåäï óôï ïðïßï

ðåñéÝ÷åôáé (ó÷.14). Ãéá êÜèå óçìåßï Ì ôïõ Á
C

Â Ý÷ïõìå ÁÌ^ Â = ö, åíþ ãéá
êÜèå óçìåßï I ôïõ ôìÞìáôïò ÁÌ Þ óçìåßï Å ôçò ðñïÝêôáóçò ôïõ ÁÌ

Ý÷ïõìå áíôßóôïé÷á ÁÉ^Â > ö êáé ÁÅ^Â < ö. 

¢ñá ôá ìïíáäéêÜ óçìåßá ôïõ Ð1 áðü ôá ïðïßá ôï ÁÂ öáßíåôáé õðü ãùíßá ö

åßíáé ôá óçìåßá ôïõ Á
C

Â åêôüò áðü ôá Üêñá ôïõ. ¼ìïéá áðïäåéêíýåôáé üôé ôá
ìïíáäéêÜ óçìåßá ôïõ Ð2 ðïõ âëÝðïõí ôï ÁÂ õðü ãùíßá ö åßíáé ôá óçìåßá

ôïõ ôüîïõ Á
C
ÍÂ óõììåôñéêïý ôïõ Á

C
Â ùò ðñïò ôçí åõèåßá ÁÂ (ó÷.15). 

Ó×ÏËÉÏ

Óôç ëýóç ôïõ ðáñáðÜíù ðñïâëÞìáôïò, åêôüò áðü ôá ãíùóôÜ ìáò âÞìáôá: êáôá-
óêåõÞ, áðüäåéîç, äéåñåýíçóç áíáöÝñáìå ðñéí áðü áõôÜ êáé ôï âÞìá ôçò áíÜëõ-
óçò. Ôï âÞìá áõôü ôï êÜíïõìå üôáí ç êáôáóêåõÞ ôïõ æçôïýìåíïõ ó÷Þìáôïò äåí
åßíáé Üìåóá öáíåñÞ êáé ðåñéëáìâÜíåé ôá åîÞò: ÕðïèÝôïõìå üôé êáôáóêåõÜóáìå
ôï æçôïýìåíï ó÷Þìá êáé ðñïóðáèïýìå íá åíôïðßóïõìå åêåßíåò ôéò éäéüôçôÝò ôïõ
ðïõ áíÜãïõí ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ óå ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò ðïõ ìáò åßíáé Þäç
ãíùóôÝò. Óôç óýíèåóç Þ áëëéþò êáôáóêåõÞ Ý÷ïíôáò ïäçãü ôçí áíÜëõóç êÜíïõìå
üëåò åêåßíåò ôéò åðéìÝñïõò ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò ðïõ ôåëéêÜ èá ìáò ïäçãÞ-
óïõí óôçí êáôáóêåõÞ ôïõ æçôïýìåíïõ ó÷Þìáôïò. Ôá ðáñáðÜíù âÞìáôá áêïëïõ-
èïýí, üðùò åßíáé ãíùóôü, ôï âÞìá ôçò áðüäåéîçò êáé ôï âÞìá ôçò äéåñåýíçóçò
(§ 3.17).
Ç ìÝèïäïò áõôÞ ôùí ôåóóÜñùí âçìÜôùí: áíÜëõóç, óýíèåóç, áðüäåéîç êáé
äéåñåýíçóç åßíáé ãíùóôÞ ùò áíáëõôéêÞ - óõíèåôéêÞ ìÝèïäïò êáé ÷ñçóéìïðïéåß-
ôáé óå ðñïâëÞìáôá ãåùìåôñéêþí êáôáóêåõþí êáé óå Üëëåò ðåñéï÷Ýò ôùí Ìáèç-
ìáôéêþí.

Ó÷Þìá 14

Ó÷Þìá 15
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ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Ðüôå ìéá ãùíßá ëÝãåôáé åããåãñáììÝíç;

2. Áí ö êáé ù åßíáé áíôßóôïé÷á ç åããåãñáììÝíç êáé ç
åðßêåíôñç ãùíßá ðïõ âáßíïõí óôï ßäéï ôüîï åíüò êý-
êëïõ, ôüôå:
á. ö = ù,  â. ö = 2ù,  ã. ù = 2ö,  ä. ö = 90°+ù,
å. Ôßðïôá áðü ôá ðñïçãïýìåíá.
Êõêëþóôå ôï ãñÜììá ôçò óùóôÞò áðÜíôçóçò êáé áéôéï-
ëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.
3. Óõìðëçñþóôå ôï êåíü óôçí åðüìåíç ðñüôáóç:
�Ç ãùíßá ÷ïñäÞò êáé åöáðôïìÝíçò éóïýôáé ìå
...................................�
4. Ðïéïò åßíáé ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ôïõ
åðéðÝäïõ ôá ïðïßá âëÝðïõí Ýíá ãíùóôü ôìÞìá õðü ãù-

íßá ö , 1z Þ ö 5 1z;

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò 
1. Óå êáèÝíá áðü ôá ðáñáêÜôù ó÷Þìáôá íá âñåßôå ôá
x êáé y.

2. Áí óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá åßíáé Á^ = 40°, íá âñåßôå

ôï ìÝôñï ôïõ ôüîïõ Â
C
Å.

3. Áí óôá ðáñáêÜôù ó÷Þìáôá ïé åõèåßåò å êáé å¢ åßíáé
åöáðôüìåíåò íá âñåèïýí ôá x êáé y.

4. Áí óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá åßíáé Á^ = 25°, íá âñåßôå

ôá ìÝôñá ôùí ôüîùí Å
C
Â êáé Ã

C
Ä .

5. Áí óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá åßíáé Â
C
Ì = Ì

C
Ã êáé Á^ = 70°,

íá õðïëïãßóåôå ôéò ãùíßåò ôùí ôñéãþíùí ÏÂÃ êáé ÌÂÃ.

6. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá, ðïéá ó÷Ýóç åßíáé óùóôÞ;
i) x � y + z = 0,

ii) x � 2y + z = 0,
iii) x � y + z = 0,

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ
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ÅããåãñáìÝíá êáé åããñÜøéìá ôåôñÜðëåõñá

6.5 Ôï åããåãñáìÝíï ôåôñÜðëåõñï

Ïñéóìüò

¸íá ôåôñÜðëåõñï ëÝãåôáé åããåãñáììÝíï óå êýêëï, áí
ïé êïñõöÝò ôïõ åßíáé óçìåßá ôïõ êýêëïõ.

Ï êýêëïò óôïí ïðïßï åßíáé åããåãñáììÝíï Ýíá ôåôñÜðëåõñï ëÝ-
ãåôáé ðåñéãåãñáììÝíïò êýêëïò ôïõ ôåôñáðëåýñïõ.

iv) x + y = 2z,
v) êáìßá áðü ôéò ðáñáðÜíù.

Íá äéêáéïëïãÞóåôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

7. Ôï êáëýôåñï êÜèéóìá óå Ýíáí êé-
íçìáôïãñÜöï åßíáé ôï êÜèéóìá �Á�.
Íá âñåßôå ðïéa Üëëá êáèßóìáôá
Ý÷ïõí ôçí ßäéá ïðôéêÞ ãùíßá ìå ôï
èåáôÞ ðïõ êÜèåôáé óôï êÜèéóìá Á .

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Íá áðïäåßîåôå üôé ç åöáðôïìÝíç óôï ìÝóï åíüò áðü
ôá ôüîá ìå ÷ïñäÞ ÁÂ êýêëïõ (Ê) åßíáé ðáñÜëëçëç óôç
÷ïñäÞ ÁÂ êáé áíôßóôñïöá.

2. Äýï êýêëïé ôÝìíïíôáé óôá óçìåßá Á êáé Â. Áí Ã êáé Ä
åßíáé ôá áíôéäéáìåôñéêÜ óçìåßá ôïõ Á óôïõò äýï êý-
êëïõò, íá áðïäåßîåôå üôé ç åõèåßá ÃÄ äéÝñ÷åôáé áðü ôï Â.

3. Äýï êÜèåôåò ÷ïñäÝò ÁÂ, ÃÄ êýêëïõ (Ê) ôÝìíïíôáé
óôï óçìåßï Ñ. Íá áðïäåßîåôå üôé ç äéÜìåóïò ÑÌ ôïõ
ôñéãþíïõ ÑÂÃ åßíáé êÜèåôç óôçí ÁÄ.
4. Ï êáðåôÜíéïò åíüò éóôéïðëïúêïý ðëïßïõ É åßäå ôñåéò

óçìáäïýñåò ãéá õöÜëïõò óôá óçìåßá Á, Â, Ã . Ìå ìßá 
ðõîßäá äéüðôåõóçò ìÝôñçóå üôé 

ÁÉ
^
Â = 100°, ÂÉ

^
Ã= 125°, ÃÉ

^
Á = 135°.

Åíôüðéóå ôá óçìåßá Á, Â, Ã óôï ÷Üñôç êáé ðñïóäéüñéóå
ôçí áêñéâÞ èÝóç ôïõ éóôéïðëïúêïý. Ðþò ôá êáôÜöåñå;

Óýíèåôá ÈÝìáôá
1. Äýï êýêëïé åöÜðôïíôáé åîùôåñéêÜ (Þ åóùôåñéêÜ)
óôï óçìåßï Á êáé äýï åõèåßåò å, å¢ ðïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü
ôï Á ôÝìíïõí ôïí Ýíá êýêëï óôá óçìåßá Â, Â´ êáé ôïí
Üëëï óôá Ã êáé Ã ¢ áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé
ÂÂ¢//ÃÃ¢.
2. Äýï êýêëïé åöÜðôïíôáé åóùôåñéêÜ óôï Á. Ìßá ÷ïñ-
äÞ ÂÃ ôïõ ìåãáëýôåñïõ êýêëïõ åöÜðôåôáé óôï ìéêñüôå-
ñï, óôï óçìåßï Ä. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ÁÄ äé÷ïôïìåß ôç

ãùíßá ÂÁ^Ã.

3. Äßíåôáé êýêëïò (Ê), ç åöáðôïìÝíç å óå Ýíá óçìåßï
ôïõ Á êáé Ýíá óçìåßï Ñ ôçò å. Áðü ôï Ñ öÝñïõìå ìßá
åõèåßá ðïõ ôÝìíåé ôïí êýêëï óôá Â êáé Ã. Áí ç äé÷ïôü-

ìïò ôçò ãùíßáò ÂÁ^Ã ôÝìíåé ôç ÷ïñäÞ ÂÃ óôï Ä, íá áðï-
äåßîåôå üôé ÑÄ=ÑÁ.

¸íá ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ ðïõ åßíáé åããåãñáììÝíï óå êý-
êëï (Ï,R) Ý÷åé ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:
(i) Ïé áðÝíáíôé ãùíßåò ôïõ åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò.
(ii) KÜèå ðëåõñÜ ôïõ öáßíåôáé áðü ôéò áðÝíáíôé êïñõöÝò

õðü ßóåò ãùíßåò.

Èåþñçìá
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Áðüäåéîç
(i) H ãùíßá Á^ âáßíåé óôï ôüîï Â

C
ÃÄ, åíþ ç Ã^ óôï Â

C
ÁÄ, ìå 

Â
C
ÃÄ + Â

C
ÁÄ = 4z(ó÷.16). ÅðïìÝíùò Á^ + Ã^ = 2z.

(ii) Äýï ïðïéåóäÞðïôå äéáäï÷éêÝò êïñõöÝò ôïõ ôåôñáðëåýñïõ
ÁÂÃÄ (ð.÷. ïé Á, Â) åßíáé êáé êïñõöÝò äýï ßóùí åããåãñáììÝ-
íùí ãùíéþí (ÄÁ^ Ã êáé ÄÂ^ Ã), ðïõ âáßíïõí óôï ßäéï ôüîï Ã

C
Ä,

ðïõ ïñßæåé ç áðÝíáíôé ðëåõñÜ ÃÄ (ó÷.17).

6.6 Ôï åããñÜøéìï ôåôñÜðëåõñï

Ïñéóìüò

¸íá ôåôñÜðëåõñï ëÝãåôáé åããñÜøéìï üôáí ìðïñåß íá
ãñáöåß êýêëïò ðïõ íá äéÝñ÷åôáé êáé áðü ôéò ôÝóóåñéò
êïñõöÝò ôïõ.

Ç ìåëÝôç ôùí åããñÜøéìùí ôåôñáðëåýñùí ðñïÝêõøå áðü ôï åñþ-
ôçìá áí ôÝóóåñá óçìåßá ôïõ åðéðÝäïõ (áíÜ ôñßá ìç óõíåõèåéá-
êÜ) åßíáé Þ ü÷é ïìïêõêëéêÜ.
Ãíùñßæïõìå âÝâáéá üôé ôñßá óçìåßá ôïõ åðéðÝäïõ ìç óõíåõèåéáêÜ
áíÞêïõí óôïí ßäéï êýêëï, áõôü üìùò äå óõìâáßíåé áðáñáßôçôá êáé
ãéá ôÝóóåñá óçìåßá, ð.÷. ïé êïñõöÝò åíüò ôõ÷áßïõ ðáñáëëçëï-
ãñÜììïõ, ôï ïðïßï äåí åßíáé ïñèïãþíéï, äåí åßíáé äõíáôüí íá
áíÞêïõí óôïí ßäéï êýêëï, áöïý ïé áðÝíáíôé ãùíßåò ôïõ åßíáé ßóåò
êáé áí äåí åßíáé êáé ïé äýï ïñèÝò äåí èá åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò. 
ÁðïìÝíåé ëïéðüí íá êáèïñßóïõìå êÜôù áðü ðïéåò óõíèÞêåò åßíáé
ôÝóóåñá óçìåßá ïìïêõêëéêÜ Þ, éóïäýíáìá, êÜôù áðü ðïéåò ðñïû-
ðïèÝóåéò (êñéôÞñéá) Ýíá ôåôñÜðëåõñï åßíáé åããñÜøéìï óå êýêëï.

Ó÷Þìá 16

Ó÷Þìá 17

Ó÷Þìá 18

ÐÏÑIÓÌÁ

ÊÜèå åîùôåñéêÞ ãùíßá åíüò åããåãñáììÝíïõ ôåôñáðëåý-
ñïõ éóïýôáé ìå ôçí áðÝíáíôé åóùôåñéêÞ ãùíßá ôïõ.

¸íá ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ åßíáé åããñÜøéìï óå êýêëï, áí
éó÷ýåé ìßá áðü ôéò áêüëïõèåò ðñïôÜóåéò:

(i) Äýï áðÝíáíôé ãùíßåò ôïõ åßíáé ðáñáðëçñùìáôé-
êÝò.

(ii) Ìßá ðëåõñÜ ôïõ öáßíåôáé áðü ôéò áðÝíáíôé êïñõ-
öÝò õðü ßóåò ãùíßåò.

(iii) Ìßá åîùôåñéêÞ ôïõ ãùíßá éóïýôáé ìå ôçí áðÝíá-
íôé åóùôåñéêÞ ãùíßá ôïõ ôåôñáðëåýñïõ.

Èåþñçìá
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Ó÷Þìá 19

Ó÷Þìá 20

Ó÷Þìá 21

Áðüäåéîç
(i) ¸óôù Á^ + Ã^ = 2z. ÖÝñïõìå ôïí êýêëï ðïõ ïñßæïõí ôá

óçìåßá Á, Â, Ä êáé ôç ÷ïñäÞ ôïõ ÂÄ. Ôá óçìåßá Á, Ã âñßóêï-
íôáé åêáôÝñùèåí ôçò ÂÄ, ïðüôå êÜèå åããåãñáììÝíç ãùíßá óôï
ôüîï Â

C
ÁÄ éóïýôáé ìå ôç Ã^, åíþ êÜèå åããåãñáììÝíç ãùíßá ðïõ

âáßíåé óôï Â
C
ÅÄ (ó÷.19) éóïýôáé ìå ôçí ðáñáðëçñùìáôéêÞ ôçò,

äçëáäÞ ôçí Á^. ÅðïìÝíùò ôï Ã åßíáé óçìåßï ôïõ Â
C
ÅÄ êáé ïìï-

êõêëéêü ìå ôá Á, Â, Ä.

(ii) ¸óôù ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ ôÝôïéï þóôå 

ÄÁ^ Ã = ÄÂ^ Ã = ö. 

Ôüôå ôá Á,Â áíÞêïõí óôïí ãåùìåôñéêü ôüðï ôùí óçìåßùí ôïõ
åðéðÝäïõ áðü ôá ïðïßá ôï ôìÞìá ÃÄ öáßíåôáé õðü ïñéóìÝíç
ãùíßá ö. Ï ãåùìåôñéêüò áõôüò ôüðïò åßíáé (âë. § 6.4) äýï
óõììåôñéêÜ ôüîá ùò ðñïò ôï ÃÄ. Ôá Á,Â üìùò âñßóêïíôáé óôï
ßäéï ìÝñïò ôçò ÃÄ, óõíåðþò áíÞêïõí óôï ßäéï ôüîï, åðïìÝíùò
ôá óçìåßá Á, Â, Ã, Ä åßíáé ïìïêõêëéêÜ.

(iii) ¸óôù üôé xÃ^Â = Á^ (ó÷. 21), ôüôå Á^ + Ã^ = 2z, åðïìÝíùò
ôï ôåôñÜðëåõñï åßíáé åããñÜøéìï ãéáôß Ý÷åé äýï áðÝíáíôé
ãùíßåò ôïõ ðáñáðëçñùìáôéêÝò, ëüãù ôïõ êñéôçñßïõ (i).

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 1ç    ÐåñéãåãñáììÝíï êáé ðåñéãñÜøéìï ôåôñÜðëåõñï óå êýêëï

¸íá ôåôñÜðëåõñï, ôïõ ïðïßïõ ïé ðëåõñÝò åöÜðôïíôáé óôïí ßäéï êýêëï, ëÝãåôáé ðåñéãå-
ãñáììÝíï óôïí êýêëï áõôü, åíþ ï êýêëïò ëÝãåôáé åããåãñáììÝíïò óôï ôåôñÜðëåõñï áõôü.
(Á) Íá áðïäåé÷èïýí ïé éäéüôçôåò åíüò ðåñéãåãñáììÝíïõ ôåôñáðëåýñïõ ÁÂÃÄ:

(i) Ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí ôïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï, ôï ïðïßï åßíáé ôï
êÝíôñï ôïõ åããåãñáììÝíïõ êýêëïõ.
(ii) Ôá áèñïßóìáôá ôùí áðÝíáíôé ðëåõñþí ôïõ åßíáé ßóá.

(Â) Íá áðïäåßîåôå üôé ãéá íá åßíáé Ýíá ôåôñÜðëåõñï ðåñéãñÜøéìï óå êýêëï áñêåß íá
éó÷ýåé ìßá áðü ôéò áêüëïõèåò ðñïôÜóåéò :

(i) Ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí ôïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï.
(ii) Ôá áèñïßóìáôá ôùí áðÝíáíôé ðëåõñþí ôïõ åßíáé ßóá.

Áðüäåéîç

(Á) ÁðëÞ (âë. ó÷.22).

Ó÷Þìá 22
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(Â) (i) Áðü ôï óçìåßï ôïìÞò Ï ôùí äé÷ïôüìùí öÝñïõìå ôéò êÜèå-
ôåò ÏÅ, ÏÆ, ÏÇ, ÏÈ óôéò ðëåõñÝò ôïõ ôåôñáðëåýñïõ ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ,
ÄÁ áíôßóôïé÷á (ó÷. 23). Ôï Ï ùò óçìåßï ôçò äé÷ïôüìïõ ôçò ãùíßáò
Á̂ éóáðÝ÷åé áðü ôéò ðëåõñÝò ôçò ÁÂ, ÁÄ, óõíåðþò ÏÅ=ÏÈ. ÁíÜ-
ëïãá Ý÷ïõìå üôé ÏÅ=ÏÆ=ÏÇ, ïðüôå ôá óçìåßá Å, Æ, Ç, È áíÞ-
êïõí óå êýêëï (Ï,ÏÅ) êáé ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ åßíáé ðåñéãñÜ-
øéìï.
(ii) ¸óôù üôé ÁÂ+ÃÄ = ÁÄ+ÂÃ (1). Èåùñïýìå ôéò äé÷ïôüìïõò ôùí
ãùíéþí Ã

^
, Ä

^
, ïé ïðïßåò ôÝìíïíôáé óôï óçìåßï Ï êáé áðü ôï Ï öÝ-

ñïõìå ôéò êÜèåôåò óôéò ðëåõñÝò ôùí ãùíéþí áõôþí, ÏÈ^ÁÄ,
ÏH^ÃÄ êáé ÏÆ^ÂÃ (ó÷.24). Ôüôå ÏÈ = ÏÇ = ÏÆ êáé ï êýêëïò
(Ï,ÏÈ) åöÜðôåôáé óôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõ ÁÂÃÄ. ¸óôù üôé äåí
åöÜðôåôáé óôçí ÁÂ. ÖÝñïõìå ôçí åöáðôïìÝíç áðü ôï Á óôïí êý-
êëï (Ï,ÏÈ) ç ïðïßá ôÝìíåé ôçí åõèåßá ÂÃ óå óçìåßï Â´. Ôï ôåôñÜ-
ðëåõñï ÁÂ´ÃÄ åßíáé ðåñéãåãñáììÝíï, ïðüôå 

ÁÂ¢ + ÃÄ = ÁÄ + Â¢Ã     (2).
Áöáéñþíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) Ý÷ïõìå üôé:

ÁÂ � ÁÂ¢ = ÂÃ � Â´Ã     Þ      ÁÂ = ÁÂ¢ + ÂÂ¢,
ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï, åðïìÝíùò ï êýêëïò åöÜðôåôáé êáé óôçí ðëåõñÜ ÁÂ.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 2ç

Íá áðïäåé÷èåß üôé êÜèå éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï åßíáé åããñÜøéìï.
Áðüäåéîç
Áí ôï ÁÂÃÄ (ó÷.25) åßíáé éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï èá åßíáé Á

^
= Â

^
, 

Ã
^

= Ä^ êáé Á^ + Ä^ = Â^ + Ã^ = 2z. 
ÅðïìÝíùò èá åßíáé êáé Á^ + Ã^ = 2z, ïðüôå åßíáé åããñÜøéìï.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 3ç

Íá áðïäåé÷èåß üôé ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí åíüò ôåôñáðëåýñïõ
ó÷çìáôßæïõí åããñÜøéìï ôåôñÜðëåõñï.
Áðüäåéîç
¸óôù ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ êáé Á1Â1Ã1Ä1 ôï ôåôñÜðëåõñï ðïõ ó÷ç-

ìáôßæïõí ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí ôïõ (ó÷. 26). Ôüôå Ý÷ïõìå üôé

Â1Á^ 1Ä1 = ÁÁ^ 1Ä = 2z � 1 2 êáé     Ä1Ã
^

1Â1 = ÂÃ
^

1Ã = 2z � 1 2.

ÐñïóèÝôïíôáò êáôÜ ìÝëç Ý÷ïõìå üôé

Â1Á^ 1Ä1 + Ä1Ã
^

1Â1 = 4z � 1 2 = 2z, 

åðïìÝíùò ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ åßíáé åããñÜøéìï.

Á^ + Â^ + Ã^ + Ä^
}}

2

Â^ + Ã^
}

2

Á^ + Ä^
}

2
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ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Óå Ýíá åããåãñáììÝíï ôåôñÜðëåõñï:
i) Ôá áèñïßóìáôá ôùí áðÝíáíôé ãùíéþí 
åßíáé ßóá. Ó Ë
ii) ÊÜèå ðëåõñÜ öáßíåôáé áðü ôéò áðÝíáíôé 
êïñõöÝò õðü ßóåò ãùíßåò. Ó Ë
×áñáêôçñßóôå ùò óùóôÞ (Ó) Þ ëÜèïò (Ë) êáèåìßá áðü
ôéò ðñïçãïýìåíåò ðñïôÜóåéò êáé áéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜ-
íôçóÞ óáò.
2. Áí ÁÂÃÄ åããåãñáììÝíï óå êýêëï ôåôñÜðëåõñï ôüôå:

á. Á^ + Ã^åî = 2z â. Á^ = Ã^ ã. Á^ = Ä^åî

ä. Á^ = Ã^åî å. Â^ = Ä^

Êõêëþóôå ôï ãñÜììá ôçò óùóôÞò áðÜíôçóçò êáé áéôéï-
ëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.
3. Áðü ôÝóóåñá ìç óõíåõèåéáêÜ óçìåßá äéÝñ÷åôáé
ðÜíôïôå Ýíáò êýêëïò;
4. i) Ðüôå Ýíá ôåôñÜðëåõñï ëÝãåôáé åããñÜøéìï;
ii) Áí ïé ìåóïêÜèåôïé ôùí ðëåõñþí åíüò ôåôñáðëåýñïõ
äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï, ôüôå ôï ôåôñÜðëåõñï
åßíáé åããñÜøéìï;
ÄéêáéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.
5. Ðïéá åßíáé ôá êñéôÞñéá ãéá íá åßíáé Ýíá ôåôñÜðëåõñï
åããñÜøéìï;
6. Ðïéá áðü ôá ôåôñÜðëåõñá: ðáñáëëçëüãñáììï, ïñ-
èïãþíéï, ñüìâïò, ôåôñÜãùíï êáé ôñáðÝæéï åßíáé åããñÜ-
øéìá;

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Óå Ýíá åããñÜøéìï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ åßíáé Á^ = 120°

êáé Â^åî = 80°. Íá âñåßôå ôéò ãùíßåò Â^ , Ã^ êáé Ä^ ôïõ ôå-

ôñáðëåýñïõ.
2. Áí Ýíáò ñüìâïò åßíáé åããåãñáììÝíïò óå êýêëï, íá
áðïäåßîåôå üôé åßíáé ôåôñÜãùíï.
3. Íá áðïäåßîåôå üôé êÜèå åããåãñáììÝíï ðáñáëëçëü-
ãñáììo åßíáé ïñèïãþíéï.
4. Íá áðïäåßîåôå üôé êÜèå ðåñéãåãñáììÝíï ðáñáëëçëü-
ãñáììï åßíáé ñüìâïò, ôïõ ïðïßïõ ïé äéáãþíéïé ôÝìíï-
íôáé óôï êÝíôñï ôïõ åããåãñáììÝíïõ êýêëïõ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Äýï êýêëïé ôÝìíïíôáé óôá óçìåßá Á êáé Â. Áðü ôá Á
êáé Â öÝñïõìå åõèåßåò ðïõ ôÝìíïõí ôïí Ýíá êýêëï óôá
Ã êáé Ã´êáé ôïí Üëëï óôá Ä êáé Ä´ áíôßóôïé÷á. Íá áðï-
äåßîåôå üôé ÃÃ´//ÄÄ´.
2. ¸íáò êýêëïò (Ê) äéÝñ÷åôáé áðü ôéò êïñõöÝò Â êáé Ã
ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé ôÝìíåé ôéò ðëåõñÝò ÁÂ, ÁÃ óôá
óçìåßá Ä, Å áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ÄÅ åßíáé
ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí åöáðôïìÝíç å ôïõ ðåñéãåãñáììÝ-
íïõ êýêëïõ óôï Á.
3. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá ýøç ÁÄ, ÂÅ, ÃÆ åíüò ôñéãþ-

íïõ ÁÂÃ äé÷ïôïìïýí ôéò ãùíßåò ôïõ ôñéãþíïõ ÄÅÆ.

4. Íá áðïäåßîåôå üôé ïé åöáðôüìåíåò óôá Üêñá äýï êÜ-
èåôùí ÷ïñäþí êýêëïõ ó÷çìáôßæïõí åããñÜøéìï ôåôñÜ-
ðëåõñï.

Óýíèåôá ÈÝìáôá
1. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ï ðåñéãåãñáììÝíïò êýêëïò
ôïõ (Ï,R). Áí ÂÄ êáé ÃÅ åßíáé ýøç ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ
íá áðïäåßîåôå üôé OA^ÄE (Èåþñçìá Nagel).
2. Äßíåôáé ìßá ÷ïñäÞ ÂÃ åíüò êýêëïõ (O,R) êáé ïé åöá-

ðôüìåíåò å1 êáé å2 óôá Üêñá ôçò. Áðü Ýíá ôõ÷áßï óç-

ìåßï Ì ôçò ÂÃ öÝñïõìå êÜèåôç óôçí ÏÌ, ðïõ ôÝìíåé
ôéò å1 êáé å2 óôá óçìåßá Ä êáé Å áíôßóôïé÷á. Íá áðï-

äåßîåôå üôé ÄÌ = ÌÅ.
3. Íá áðïäåßîåôå üôé ïé ðñïâïëÝò êÜèå óçìåßïõ ôïõ ðå-
ñéãåãñáììÝíïõ êýêëïõ ôñéãþíïõ ðÜíù óôéò ðëåõñÝò
ôïõ åßíáé óçìåßá óõíåõèåéáêÜ (åõèåßá Simson).
4. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ç äé÷ïôüìïò ôïõ ÁÄ. Áí ïé
ðåñéãåãñáììÝíïé êýêëïé ôùí ôñéãþíùí ÁÄÂ êáé ÁÄÃ
ôÝìíïõí ôéò ðëåõñÝò ÁÃ êáé ÁÂ óôá óçìåßá Å êáé Æ

áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ÃÅ = ÂÆ.
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6.7 Ãåùìåôñéêïß ôüðïé êáé ãåùìåôñéêÝò êáôá-
óêåõÝò ìå ôç âïÞèåéá ôùí ãåùìåôñéêþí
ôüðùí

Óå ðñïçãïýìåíá êåöÜëáéá óõíáíôÞóáìå ïñéóìÝíïõò âáóéêïýò
ãåùìåôñéêïýò ôüðïõò, üðùò ï êýêëïò, ç ìåóïêÜèåôïò åíüò åõ-
èýãñáììïõ ôìÞìáôïò, ç äé÷ïôüìïò ìßáò ãùíßáò, ç ìåóïðáñÜë-
ëçëïò äýï ðáñÜëëçëùí åõèåéþí êáé ôÝëïò ôï ôüîï ãíùóôÞò
÷ïñäÞò ÁÂ, ôá óçìåßá ôïõ ïðïßïõ âëÝðïõí ôï ôìÞìá ÁÂ õðü
äïóìÝíç ãùíßá ö. 
Ïé ãåùìåôñéêïß áõôïß ôüðïé ìáò åßíáé ÷ñÞóéìïé óôç ëýóç ðñïâëç-
ìÜôùí ãåùìåôñéêþí êáôáóêåõþí. Áò äïýìå Ýíá ðáñÜäåéãìá.

Äñáóôçñéüôçôá

Íá åîåôáóèåß ç ýðáñîç êýêëïõ ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü:
i) äýï äïóìÝíá óçìåßá,

ii) ôñßá äïóìÝíá óçìåßá,
iii) ôÝóóåñá äïóìÝíá óçìåßá,

êáé ç ìïíáäéêüôçôÜ ôïõ óå êáèåìßá áðü ôéò ðáñáðÜíù ðåñéðôþóåéò.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 1 

Íá êáôáóêåõáóèåß ôñßãùíï ÁÂÃ ðïõ Ý÷åé BÃ=á, ýøïò ÁÄ=õ êáé ãùíßá Á
^

= ù, üðïõ á,õ
ãíùóôÜ ôìÞìáôá êáé ù ãíùóôÞ ãùíßá.
Ëýóç
� ÁíÜëõóç. ¸óôù ÁÂÃ ôï æçôïýìåíï ôñßãùíï (ó÷.27) ðïõ Ý÷åé 
ÂÃ = á, ýøïò ÁÄ = õ êáé ãùíßá Á

^
= ù. ÅðåéäÞ Á

^
= ù ç êïñõöÞ Á

âëÝðåé ãíùóôü ôìÞìá ÂÃ õðü ãíùóôÞ ãùíßá, Üñá åßíáé óçìåßï

ôïõ ãåùìåôñéêïý ôüðïõ Ô1 ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôá ôüîá ôC êáé ôC¢,

ðïõ ãñÜöïíôáé ìå ÷ïñäÞ ôç ÂÃ åêáôÝñùèåí áõôÞò êáé äÝ÷ïíôáé
ôï êáèÝíá ãùíßá ù. Åðßóçò, áöïý ôï Á áðÝ÷åé áðü ôç ÂÃ ãíùóôÞ
áðüóôáóç õ, åßíáé óçìåßï ôïõ ãåùìåôñéêïý ôüðïõ Ô2 ðïõ áðï-

ôåëåßôáé áðü äýï åõèåßåò ðáñÜëëçëåò ðñïò ôç ÂÃ êáé åêáôÝñù-
èåí áõôÞò óå áðüóôáóç õ. ¢ñá ç êïñõöÞ Á åßíáé ç ôïìÞ ôùí
ãåùìåôñéêþí ôüðùí Ô1 êáé Ô2.

Ó÷Þìá 27
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Óôç óõíÝ÷åéá äßíïõìå ïñéóìÝíá áêüìá ðáñáäåßãìáôá ãåùìåôñéêþí êáôáóêåõþí ìå ôç âïÞèåéá
ôùí ãåùìåôñéêþí ôüðùí.

Äñáóôçñéüôçôåò

Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí ìÝóùí ôùí ÷ïñäþí äïóìÝíïõ
êýêëïõ ðïõ:

i) åßíáé ðáñÜëëçëåò óå äïóìÝíç åõèåßá Þ
ii) éóáðÝ÷ïõí áðü ôï êÝíôñï ôïõ êýêëïõ Þ

iii) óõíôñÝ÷ïõí óå Ýíá óçìåßï.

Ó×ÏËÉÏ
Óôï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá, ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå ôï ôñßãùíï ÁÂÃ, ôïõ ïðïßïõ ãíùñßæïõìå ôçí ðëåõñÜ 
ÂÃ = á, ðñÝðåé íá ðñïóäéïñßóïõìå áêüìá ôçí êïñõöÞ Á. Ç êïñõöÞ áõôÞ Ý÷åé äýï éäéüôçôåò:

(i) âëÝðåé ôï ôìÞìá ÂÃ õðü ãíùóôÞ ãùíßá ù êáé
(ii) áðÝ÷åé áðü ôçí ðëåõñÜ ÂÃ, ãíùóôÞ áðüóôáóç õ.

ÅðïìÝíùò ôï Á åßíáé ç ôïìÞ ôùí äýï ãåùìåôñéêþí ôüðùí, ôüîïõ êáé åõèåßáò áíôßóôïé÷á.
ÃåíéêÜ, üôáí Ýíá ðñüâëçìá åßíáé Þ áíÜãåôáé óôïí ðñïóäéïñéóìü åíüò óçìåßïõ, ôüôå âñßóêïõìå äýï ãåùìåôñé-
êïýò ôüðïõò Ô1, Ô2 óôïõò ïðïßïõò ïöåßëåé, óýìöùíá ìå ôá äåäïìÝíá, íá âñßóêåôáé ôï óçìåßï áõôü êáé ç ôïìÞ

ôùí Ô1, Ô2 åßíáé ôï æçôïýìåíï óçìåßï.

Ç ìÝèïäïò ôçò ÷ñçóéìïðïßçóçò ôùí ãåùìåôñéêþí ôüðùí óôç ëýóç ðñïâëçìÜôùí ãåùìåôñéêþí êáôáóêåõþí
áíÜãåôáé óôïí ÐëÜôùíá.

� Óýíèåóç. Ìå ÷ïñäÞ ôìÞìá ÂÃ = á  ãñÜöïõìå ôá ôüîá ôC êáé ôC¢ ðïõ äÝ÷ïíôáé ãùíßá ù. Óôç
óõíÝ÷åéá óå áðüóôáóç ÆÇ = õ áðü ôç ÂÃ êáé åêáôÝñùèåí áõôÞò öÝñïõìå åõèåßåò å, å´//ÂÃ

ðïõ ôÝìíïõí ôá ôüîá ôC êáé ôC¢. Áí Á åßíáé Ýíá áðü ôá óçìåßá ôïìÞò ôùí Ô1, Ô2, ôï ôñßãùíï

ÁÂÃ åßíáé ôï æçôïýìåíï.
� Áðüäåéîç. Ôï ôñßãùíï ÁÂÃ, áðü ôçí êáôáóêåõÞ Ý÷åé BÃ = á, ýøïò ÁÄ = õ êáé ãùíßá

Á
^

= ù, áöïý ôï Á åßíáé óçìåßï ð.÷. ôïõ ôüîïõ ôC ôá óçìåßá ôïõ ïðïßïõ âëÝðïõí ôï ÂÃ õðü
ãùíßá ù.
� Äéåñåýíçóç. Ãéá íá õðÜñ÷åé ëýóç ðñÝðåé ïé ãåùìåôñéêïß ôüðïé Ô1 êáé Ô2 íá Ý÷ïõí êïéíÜ

óçìåßá. ¸ôóé, áí AÄ<ÅÆ ç åõèåßá å ôÝìíåé ôï ôüîï ôC óå äýï óçìåßá Á êáé Á1 êáé ç å´ ôÝìíåé

ôï ôC¢ óôá Á´ êáé Á 1́, ïðüôå Ý÷ïõìå ôÝóóåñá ôñßãùíá ôá ïðïßá åßíáé ßóá ìåôáîý ôïõò (ôñåéò

ðëåõñÝò ßóåò), ïðüôå èåùñïýìå üôé Ý÷ïõìå ìßá ëýóç. Áí ÁÄ=ÅÆ, ç å Ý÷åé Ýíá êïéíü óçìåßï

ìå ôï ôC, ôï Å, ïðüôå Ý÷ïõìå ùò ëýóç ôï éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÅÂÃ êáé ç å´ Ý÷åé Ýíá êïéíü

óçìåßï ìå ôï ôC¢, ôï Å´ , ïðüôå Ý÷ïõìå ùò ëýóç ôï éóïóêåëÝò ôñßãùíï Å´ÂÃ. Ôá ôñßãùíá áõôÜ
üìùò åßíáé ßóá, ïðüôå Ý÷ïõìå ìßá  ìüíï ëýóç. ÔÝëïò, áí ÁÄ>ÅÆ äåí õðÜñ÷ïõí êïéíÜ óç-
ìåßá ôùí Ô1, Ô2 êáé ôï ðñüâëçìá åßíáé áäýíáôï.
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ÐÑÏÂËÇÌÁ 2 

Íá êáôáóêåõáóèåß ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ôïõ ïðïßïõ äßíïíôáé ç õðïôåßíïõóá ÂÃ=á
êáé ìßá êÜèåôç ðëåõñÜ ôïõ ÁÂ = ã, üðïõ á êáé ã ãíùóôÜ ôìÞìáôá.
Ëýóç
� ÁíÜëõóç. Áò õðïèÝóïõìå üôé ÁÂÃ åßíáé ôï æçôïýìåíï ôñßãùíï
ìå Á^ = 1z, ÂÃ = á êáé ÁÂ = ã (ó÷.28). Áò èåùñÞóïõìå ãíùóôÞ ôçí
ðëåõñÜ ÂÃ. Ôï óçìåßï Á: 
(i) áðÝ÷åé áðüóôáóç ã áðü ôï Â, Üñá áíÞêåé óôïí êýêëï (Â,ã), êáé 
(ii) âëÝðåé ôï ÂÃ õðü ïñèÞ ãùíßá, Üñá áíÞêåé óôïí êýêëï äéáìÝ-
ôñïõ ÂÃ.

� Óýíèåóç. ÊáôáóêåõÜæïõìå ôïõò äýï êýêëïõò (ó÷.28) ïé ïðïßïé ôÝìíïíôáé óôá A êáé Á¢.
Ó÷çìáôßæïíôáé äýï ßóá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢ÂÃ ðïõ åßíáé ëýóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò óå äéá-
öïñåôéêÝò èÝóåéò.

� Áðüäåéîç. Ôï ôñßãùíï ðïõ êáôáóêåõÜóáìå Ý÷åé Á
^

= 1z, åðåéäÞ âáßíåé óå çìéêýêëéï, êáé
ÁÂ = ã ùò áêôßíá ôïõ êýêëïõ (Â,ã).

� Äéåñåýíçóç. Ãéá íá õðÜñ÷åé ëýóç ðñÝðåé ïé äýï êýêëïé íá ôÝìíïíôáé, ôï ïðïßï óõìâáßíåé
üôáí á > ã. ¼ôáí á # ã, åßíáé öáíåñü üôé ôï ðñüâëçìá äåí Ý÷åé ëýóç.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 3 

Äßíåôáé êýêëïò (Ï,R) êáé óçìåßï Ó åêôüò áõôïý. Íá êáôáóêåõáóèåß åöáðôïìÝíç ôïõ
êýêëïõ ç ïðïßá íá äéÝñ÷åôáé áðü ôï Ó.
Ëýóç
� ÁíÜëõóç. Áò õðïèÝóïõìå üôé ÓÁ åßíáé ìßá åöáðôïìÝíç ôïõ
êýêëïõ áðü ôï Ó, üðïõ Á ôï óçìåßï åðáöÞò (ó÷.29). ÖÝñïõìå
ôçí áêôßíá ÏÁ, ïðüôå ç ãùíßá ÏÁ^Ó åßíáé ïñèÞ êáé åðïìÝíùò ôï
Á åßíáé óçìåßï ôïõ ãíùóôïý êýêëïõ (Ê) ìå äéÜìåôñï ôï
ãíùóôü ôìÞìá ÏÓ. ¢ñá ôï Á åßíáé êïéíü óçìåßï ôïõ (O,R) êáé
ôïõ (Ê). ÅðïìÝíùò ôï Á ðñïóäéïñßæåôáé, ïðüôå ðñïóäéïñßæåôáé
êáé ç ÓÁ.

� Óýíèåóç. Ìå äéÜìåôñï ÏÓ ãñÜöïõìå êýêëï (Ê), ï ïðïßïò ôÝìíåé ôïí (O,R) óôá óçìåßá
Á êáé Á¢. ÖÝñïõìå ôéò åõèåßåò ÓÁ êáé ÓÁ¢ ïé ïðïßåò åßíáé ïé æçôïýìåíåò åöáðôüìåíåò.

� Áðüäåéîç. Åßíáé ÏÁ^Ó = ÏÁ^¢Ó = 1z, ùò åããåãñáììÝíåò óôïí êýêëï (Ê) ïé ïðïßåò âáßíïõí
óå çìéêýêëéá. ¢ñá ïé áêôßíåò ÏÁ êáé ÏÁ¢ åßíáé êÜèåôåò áíôßóôïé÷á óôéò ÓÁ êáé ÓÁ¢ êáé
åðïìÝíùò ïé ÓÁ êáé ÓÁ¢ åßíáé åöáðôüìåíåò ôïõ êýêëïõ (O,R).

Ó÷Þìá 28

Ó÷Þìá 29
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ÓõìðÝñáóìá:
Áðü ïðïéïäÞðïôå åîùôåñéêü óçìåßï åíüò êýêëïõ öÝñïíôáé
áêñéâþò äýï åõèåßåò åöáðôüìåíåò óôïí êýêëï.

� ÊïéíÞ åöáðôïìÝíç äýï êýêëùí
Áò èåùñÞóïõìå äýï êýêëïõò (K1) êáé (Ê2). Ìßá åõèåßá ðïõ

åöÜðôåôáé êáé óôïõò äýï êýêëïõò ëÝãåôáé êïéíÞ åöáðôïìÝíç
ôïõò. Ìßá êïéíÞ åöáðôïìÝíç äýï êýêëùí (ó÷.30) ÷áñáêôçñß-
æåôáé ùò åîùôåñéêÞ, üðùò ç å1, üôáí ïé êýêëïé åßíáé ðñïò ôï

ßäéï ìÝñïò ôçò êáé ùò åóùôåñéêÞ, üðùò ç å2, üôáí ïé êýêëïé

âñßóêïíôáé åêáôÝñùèåí áõôÞò.
Óôï åðüìåíï ðñüâëçìá äßíïõìå ôçí êáôáóêåõÞ ôùí êïéíþí
åîùôåñéêþí åöáðôïìÝíùí äýï êýêëùí.

� Äéåñåýíçóç. Ôï ðñüâëçìá Ý÷åé ðÜíôïôå äýï ëýóåéò, ãéáôß ïé êýêëïé (Ê) êáé (O,R) ôÝ-
ìíïíôáé áöïý ï (Ê) äéÝñ÷åôáé áðü ôï åóùôåñéêü óçìåßï Ï êáé áðü ôï åîùôåñéêü óçìåßï Ó
ôïõ (O,R).

ÐÑÏÂËÇÌÁ 4 

Äßíïíôáé äýï êýêëïé (Ï1,ñ), (Ï2,R) ìå R>ñ êáé Ï1Ï2>R � ñ. Íá êáôáóêåõÜóåôå ôéò êïé-

íÝò åîùôåñéêÝò åöáðôüìåíÝò ôïõò.

Ëýóç
� ÁíÜëõóç. ¸óôù ÁÂ ìßá êïéíÞ åîùôåñéêÞ åöáðôïìÝíç ôùí
êýêëùí (O1,ñ), (Ï2,R), üðïõ Á, Â ôá óçìåßá åðáöÞò ôçò ìå

ôïõò êýêëïõò áõôïýò áíôßóôïé÷á (ó÷.31). Ôüôå ïé áêôßíåò Ï1Á,

Ï2Â åßíáé êÜèåôåò óôçí ÁÂ êáé åðïìÝíùò ðáñÜëëçëåò. Áðü

ôï Ï1 öÝñïõìå ôçí ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ÁÂ, ðïõ ôÝìíåé ôçí

Ï2Â óôï Ã, ïðüôå ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÏ1 åßíáé ïñèïãþíéï.

¸ôóé Ï1Ã^Ï2Ã ïðüôå ï êýêëïò êÝíôñïõ Ï2 êáé áêôßíáò Ï2Ã

= Ï2Â � ÂÃ = Ï2Â � Ï1Á = R � ñ åöÜðôåôáé óôçí Ï1Ã óôï Ã. 

� Óýíèåóç. Ìå êÝíôñï Ï2 êáé áêôßíá R � ñ ãñÜöïõìå êýêëï êáé áðü ôï Ï1 öÝñïõìå ôéò

åöáðôüìåíåò ôïõ Ï1Ã êáé Ï1Ã¢ áíôßóôïé÷á. ÖÝñïõìå ôéò Ï2Ã, Ï2Ã¢ ðïõ ôÝìíïõí ôïí êýêëï

(O2,R) óôá Â, Â¢ êáé óôç óõíÝ÷åéá öÝñïõìå ôéò áêôßíåò Ï1Á, Ï1Á¢ ôïõ êýêëïõ (O1,ñ) ðá-

ñÜëëçëåò ðñïò ôéò Ï2Â, Ï2Â¢ áíôßóôïé÷á. Ôüôå ïé åõèåßåò ÁÂ êáé Á¢Â¢ åßíáé ïé æçôïýìåíåò

êïéíÝò åîùôåñéêÝò åöáðôüìåíåò ôùí êýêëùí.

Ó÷Þìá 30

Ó÷Þìá 31
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� Áðüäåéîç. Ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÏ1 Ý÷åé, áðü ôçí êáôáóêåõÞ, Ï1Á//ÃÂ êáé ÃÂ = 

= Ï2Â � Ï2Ã = R � (R �ñ) = Ï1Á, äçëáäÞ Ï1Á=//ÃÂ, ïðüôå åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï.

ÅðåéäÞ ç ãùíßá ôïõ Ã^ åßíáé ïñèÞ, áöïý ç Ï1Ã åßíáé åöáðôïìÝíç ôïõ êýêëïõ (Ï2, R � ñ) ôï

ÁÂÃÏ1 åßíáé ïñèïãþíéï. ¢ñá ïé áêôßíåò Ï1Á êáé Ï2Â åßíáé êÜèåôåò óôçí ÁÂ êáé åðïìÝíùò

ç ÁÂ åßíáé êïéíÞ åöáðôïìÝíç ôùí äýï êýêëùí. Ç ÁÂ åßíáé åîùôåñéêÞ åöáðôïìÝíç áöïý ïé
êýêëïé åßíáé ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò ôçò. ¼ìïéá áðïäåéêíýåôáé üôé êáé ç Á´Â´ åßíáé êïéíÞ
åîùôåñéêÞ åöáðôïìÝíç.
� Äéåñåýíçóç. Áðü ôçí ðñïçãïýìåíç êáôáóêåõÞ ðñïêýðôåé üôé ôï ðñüâëçìá Ý÷åé ëýóç
üôáí åßíáé äõíáôÞ ç ÷Üñáîç ôùí åöáðôïìÝíùí Ï1Ã êáé Ï1Ã´ áðü ôï Ï1 ðñïò ôïí êýêëï (Ï2,

R � ñ). Áõôü üìùò åßíáé äõíáôü üôáí ôï Ï1 åßíáé åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ êýêëïõ (Ï2, R � ñ),

ôï ïðïßï éó÷ýåé áöïý áðü ôçí õðüèåóç Ý÷ïõìå üôé Ï1Ï2> R � ñ. 

ÅðïìÝíùò, üôáí Ï1Ï2> R � ñ õðÜñ÷ïõí äýï åîùôåñéêÝò êïéíÝò åöáðôüìåíåò ôùí êýêëùí

(Ï1,ñ) êáé (Ï2,R).

Äñáóôçñéüôçôá

Äßíïíôáé äýï êýêëïé (Ï1,ñ) êáé (Ï2,R) ìå O1O2 > R + ñ. Íá êáôáóêåõÜ-

óåôå ôéò êïéíÝò åóùôåñéêÝò åöáðôüìåíÝò ôïõò. Óôç óõíÝ÷åéá íá åîåôÜóåôå
ôï ðëÞèïò ôùí êïéíþí åóùôåñéêþí êáé åîùôåñéêþí åöáðôïìÝíùí äýï êý-
êëùí áíÜëïãá ìå ôéò ó÷åôéêÝò èÝóåéò ôïõò.

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Ðïéïò åßíáé ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ôïõ
åðéðÝäïõ ðïõ 

i) Ý÷ïõí áðüóôáóç ñ áðü Ýíá óôáèåñü óçìåßï Ï,

ii) éóáðÝ÷ïõí áðü äýï óôáèåñÜ óçìåßá Á êáé Â,

iii) Ý÷ïõí áðüóôáóç ë áðü ìßá ïñéóìÝíç åõèåßá å,

iv) éóáðÝ÷ïõí áðü ôéò ðëåõñÝò ìßáò ãùíßáò, 

v) éóáðÝ÷ïõí áðü äýï ôåìíüìåíåò åõèåßåò, 

vi) éóáðÝ÷ïõí áðü äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò, 

vii) âëÝðïõí Ýíá äïóìÝíï ôìÞìá ÁÂ õðü ïñéóìÝíç

ãùíßá ù.

2. ¸íá ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ êáôáóêåõÜæåôáé üôáí
äßíïíôáé: 

×áñáêôçñßóôå ùò óùóôÞ (Ó) Þ ëÜèïò (Ë) êáèåìßá áðü ôéò
ðñïçãïýìåíåò ðñïôÜóåéò êáé áéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò 
1. Ðïéïò åßíáé ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí èÝóåùí:
i) ôïõ äñïìÝá ðïõ êéíåßôáé óå Ýíá åõèýãñáììï äéÜäñï-
ìï éóáðÝ÷ïíôáò áðü ôéò ðëåõñÝò ôïõ,

i) äýï êÜèåôåò ðëåõñÝò ôïõ. Ó Ë

ii) ìßá êÜèåôç ðëåõñÜ ôïõ êáé ç
õðïôåßíïõóá.

Ó Ë

iii) ìßá ïîåßá ãùíßá ôïõ. Ó Ë

iv) ç õðïôåßíïõóá êáé ìßá ïîåßá ãùíßá
ôïõ.

Ó Ë

v) ç äéÜìåóïò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí
õðïôåßíïõóá êáé ç õðïôåßíïõóá.

Ó Ë

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ
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ii) åíüò ôå÷íçôïý äïñõöüñïõ ôçò Ãçò ðïõ êéíåßôáé óå
áðüóôáóç 10km ðÜíù áðü áõôÞ.
2. Íá âñåßôå ôï ãåùìåôñéêü ôüðï ôùí êÝíôñùí ôùí
êýêëùí ãíùóôÞò áêôßíáò: 
i) ðïõ êõëßïíôáé óôï åóùôåñéêü åíüò ìåãáëýôåñïõ ãíù-
óôïý êýêëïõ,
ii) ðïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü Ýíá  óôáèåñü óçìåßï.
3. Ôï óçìåßï óôï ïðïßï åßíáé êñõììÝíïò Ýíáò èçóáõ-
ñüò áðÝ÷åé 4m áðü Ýíá äÝíôñï Ä êáé éóáðÝ÷åé áðü äýï
Üëëá äÝíôñá Á êáé Â. Íá âñåèåß ç èÝóç ôïõ èçóáõñïý.
4. Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí ìÝóùí ôùí
áêôßíùí äïóìÝíïõ êýêëïõ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôçò êïñõöÞò Á ôçò
ïñèÞò ãùíßáò ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ ðïõ Ý÷åé
äïóìÝíç õðïôåßíïõóá.
2. Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí ðñïâïëþí ôïõ
äïóìÝíïõ óçìåßïõ Á ðÜíù óôéò åõèåßåò ðïõ äéÝñ÷ïíôáé
áðü äïóìÝíï óçìåßï Â.

3. Äßíåôáé ïñèÞ ãùíßá xO^ y êáé óçìåßï Á óôï åóùôåñé-
êü ôçò. Ïé êïñõöÝò Â êáé Ã åíüò ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ

ÁÂÃ (A
^

= 1z) êéíïýíôáé ðÜíù óôéò Oy êáé Ox áíôß-

óôïé÷á. Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôïõ ìÝóïõ Ì
ôçò õðïôåßíïõóáò ÂÃ.
4. Íá êáôáóêåõáóèåß ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ 

(A
^

= 1z) ôïõ ïðïßïõ äßíïíôáé: 

i) ç äéÜìåóïò ÁÌ=ì êáé ìßá êÜèåôç ðëåõñÜ.
ii) ç äéÜìåóïò ÁÌ=ì êáé ôï ýøïò ÁÄ = ë.

Óýíèåôá ÈÝìáôá
1. Áðü Ýíá ìåôáâëçôü óçìåßï Ñ ôçò ðëåõñÜò ÂÃ åíüò
ôñéãþíïõ ÁÂÃ öÝñïõìå åõèåßåò ðáñÜëëçëåò ðñïò ôéò
ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÁÃ ðïõ ôÝìíïõí ôéò ÁÃ êáé ÁÂ óôá óç-
ìåßá Å êáé Æ áíôßóôïé÷á. Íá âñåßôå ôï ãåùìåôñéêü ôüðï
ôïõ ìÝóïõ Ì ôïõ ÆÅ.
2. Íá êáôáóêåõÜóåôå ôñßãùíï ÁÂÃ ôïõ ïðïßïõ äßíïíôáé:

i) ç ðëåõñÜ ÂÃ=ë, ç ãùíßá A^ = ù êáé ç äéÜìåóïò 
ÁÌ = ì.

ii) ç ðëåõñÜ ÂÃ=ë, ç ãùíßá A^ = ù êáé ç äéÜìåóïò 
ÂÍ = ì.
3. Íá êáôáóêåõÜóåôå Ýíá ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ ðïõ Ý÷åé
ðëåõñÝò ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ êáé ÄÁ ßóåò ìå ôá ãíùóôÜ ôìÞìáôá

ê, ë, ì, í áíôßóôïé÷á, êáé ç ãùíßá ôïõ A^ åßíáé ßóç ìå äï-
óìÝíç ãùíßá ù. 

ÃÅÍÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ïñèïãþíéï óôï Á. Áðü ôá Ü-
êñá Â,Ã ôçò õðïôåßíïõóáò ÂÃ öÝñïõìå êÜèåôåò Âx êáé
Ây óôç ÂÃ êáé ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò ôçò ÂÃ. Áðü ôï ìÝóï
Ì ôçò ÂÃ öÝñïõìå êÜèåôç óôçí ÁÃ, ðïõ ôÝìíåé ôçí Ãy
óôï Å êáé êÜèåôç óôçí ÁÂ ðïõ ôÝìíåé ôçí Âx óôï Ä. Íá
áðïäåé÷èåß üôé:
i) ôá óçìåßá Ä,Á,Å åßíáé óõíåõèåéáêÜ,
ii) ôá ôåôñÜðëåõñá ÁÄÂÌ êáé ÁÌÃÅ åßíáé åããñÜøéìá
óå êýêëï,
iii) ï ðåñéãåãñáììÝíïò êýêëïò ôïõ ôñéãþíïõ ÄÌÅ åöÜ-
ðôåôáé óôç ÂÃ.
2. ¸íá ôñßãùíï ÁÂÃ Ý÷åé óôáèåñÞ ôçí ðëåõñÜ ÂÃ êáé
ç êïñõöÞ Á ìåôáâÜëëåôáé Ýôóé, þóôå ç äéáöïñÜ ôùí
ðëåõñþí ÁÂ êáé ÁÃ íá åßíáé óôáèåñÞ. Áí Ì åßíáé ç
ðñïâïëÞ ôçò êïñõöÞò Â ðÜíù óôç äé÷ïôüìï ÁÄ ôçò

ãùíßáò A^, íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôïõ Ì.
3. Íá êáôáóêåõÜóåôå ôñßãùíï ÁÂÃ áðü ôéò ãùíßåò 

Â^ = ù, Ã^ = ö êáé ôçí ðåñßìåôñü ôïõ ä.

4. Äßíåôáé êýêëïò (Ï,R) êáé óçìåßï Á åêôüò áõôïý.
Áðü ôï Á íá öÝñåôå åõèåßá, ðïõ ôÝìíåé ôïí êýêëï óôá
Â,Ã þóôå ôï Â íá åßíáé ìÝóï ôïõ ÁÃ.

5. Äßíåôáé åããñÜøéìï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ. Ìå ÷ïñäÝò
ôéò ðëåõñÝò ôïõ ãñÜöïõìå ìÝóá óå áõôü ôüîá, ðïõ ôÝ-
ìíïíôáé áíÜ äýï óôá óçìåßá Å, Æ, Ç, È. Íá áðïäåßîå-
ôå üôé ôï ÅÆÇÈ åßíáé åããñÜøéìï. (Ïé Ýîé êýêëïé ôïõ
Miquel).
6. Èåùñïýìå ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôá óçìåßá Ä, Å, Æ ôùí
ðëåõñþí ôïõ ÂÃ, ÁÃ êáé ÁÂ áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîå-
ôå üôé ïé ðåñéãåãñáììÝíïé êýêëïé ôùí ôñéãþíùí ÁÆÅ,
ÂÆÄ êáé ÃÅÄ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï.
7. ¸óôù ÁÂÃÄ ñüìâïò êáé Å, Æ óçìåßá ôùí ÁÃ, ÂÄ
áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé ïé åõèåßåò ÂÅ, ÄÅ, ÃÆ
êáé ÁÆ ó÷çìáôßæïõí åããñÜøéìï ôåôñÜðëåõñï.
8. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôï ïñèüêåíôñï ôïõ Ç. Áí
Ì1 , Ì2 , Ì3 åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÂÃ, ÃÁ, ÁÂ áíôßóôïé÷á,

ÁÇ1 , ÂÇ2 , ÃÇ3 ôá ýøç ôïõ êáé Æ1 , Æ2 , Æ3 ôá ìÝóá ôùí

ÇÁ, ÇÂ, ÇÃ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ôï ôåôñÜðëåõñï Ç1Ì1Ì2Ì3 åßíáé åããñÜøéìï,

ii) ôï ôåôñÜðëåõñï Æ1Ç1Ì1Ì2 åßíáé åããñÜøéìï,

iii) ôá óçìåßá Mi , Hi , Zi , i = 1, 2, 3 åßíáé ïìïêõêëéêÜ

(Êýêëïò ôùí 9 óçìåßùí Þ êýêëïò ôïõ Åuler).
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ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

� ÅããåãñáììÝíç ãùíßá

i) ÊÜèå åããåãñáììÝíç ãùíßá éóïýôáé ìå ôï ìéóü ôçò áíôßóôïé÷çò åðßêåíôñçò.
ii) Ç ãùíßá ÷ïñäÞò êáé åöáðôïìÝíçò éóïýôáé ìå ôçí åããåãñáììÝíç ðïõ âáßíåé óôï ôüîï ôçò

÷ïñäÞò.

� ÅããåãñáììÝíï ôåôñÜðëåõñï

Éäéüôçôåò

i) Ïé áðÝíáíôé ãùíßåò ôïõ åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò.
ii) ÊÜèå ðëåõñÜ ôïõ öáßíåôáé áðü ôéò áðÝíáíôé êïñõöÝò õðü ßóåò ãùíßåò.

iii) ÊÜèå åîùôåñéêÞ ôïõ ãùíßá éóïýôáé ìå ôçí áðÝíáíôé  åóùôåñéêÞ ãùíßá ôïõ
ôåôñáðëåýñïõ.

� ÅããñÜøéìï ôåôñÜðëåõñï 

ÊñéôÞñéá

¸íá ôåôñÜðëåõñï åßíáé åããñÜøéìï óå êýêëï, áí éó÷ýåé ìßá áðü ôéò áêüëïõèåò ðñïôÜóåéò:
i) Äýï áðÝíáíôé ãùíßåò ôïõ åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

ii) Ìßá ðëåõñÜ ôïõ öáßíåôáé áðü ôéò áðÝíáíôé êïñõöÝò õðü ßóåò ãùíßåò.
iii) Ìßá åîùôåñéêÞ ôïõ ãùíßá éóïýôáé ìå ôçí áðÝíáíôé åóùôåñéêÞ ãùíßá ôïõ ôåôñáðëåýñïõ.

� ÐåñéãåãñáììÝíï ôåôñÜðëåõñï

Éäéüôçôåò

i) Ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí ôïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï, ôï ïðïßï åßíáé ôï êÝíôñï
ôïõ åããåãñáììÝíïõ êýêëïõ.

ii) Ôá áèñïßóìáôá ôùí áðÝíáíôé ðëåõñþí ôïõ åßíáé ßóá.

� ÐåñéãñÜøéìï ôåôñÜðëåõñï

ÊñéôÞñéá

¸íá ôåôñÜðëåõñï åßíáé ðåñéãñÜøéìï áí éó÷ýåé ìßá áðü ôéò áêüëïõèåò ðñïôÜóåéò:
i) Ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí ôïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï.

ii) Ôá áèñïßóìáôá ôùí áðÝíáíôé ðëåõñþí ôïõ åßíáé ßóá.

� Ãåùìåôñéêïß ôüðïé êáé ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò
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Áíáëïãßåò
Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ìåëåôÞóïõìå áñ÷éêÜ ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá. Èá

åéóÜãïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ ëüãïõ åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí, áð� üðïõ èá ðñï-
êýøåé ç Ýííïéá ôçò ìÝôñçóçò êáé ôïõ ìÝôñïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò.

Óôç óõíÝ÷åéá èá áðïäåé÷èïýí ïé âáóéêÝò ðñïôÜóåéò ôïõ êåöáëáßïõ ðïõ
åßíáé ôï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ êáé ôï èåþñçìá ôùí Äé÷ïôüìùí åíüò ôñéãþíïõ.

77ÊÅÖÁËÁÉÏ
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 7

Âáóßëç Êáíôßíóêõ, (Ñþóïò, 1866 - 1944), «ÌÝóá óôï ìáýñï ôåôñÜãùíï» 1923.
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ÁÍÁËÏÃÉÅÓ

7.1  ÅéóáãùãÞ

ÌÝãåèïò ãåíéêÜ ëÝãåôáé ïôéäÞðïôå åðéäÝ÷åôáé áýîçóç Þ åëÜô-
ôùóç. ÃåùìåôñéêÜ ìåãÝèç ëÝãïíôáé ôá ìåãÝèç ðïõ
åîåôÜæïíôáé áðü ôç Ãåùìåôñßá. ÔÝôïéá åßíáé ôá åõèýãñáììá
ôìÞìáôá, ïé ãùíßåò, ôá ôüîá, ïé åðéöÜíåéåò åðßðåäùí
ó÷çìÜôùí, ïé üãêïé ôùí óôåñåþí êôë.
Óôï êåöÜëáéï áõôü èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôá áðëïýóôåñá
ãåùìåôñéêÜ ìåãÝèç, ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá.
Áñ÷éêÜ èá äéáéñÝóïõìå äïóìÝíï åõèýãñáììï ôìÞìá óå í ßóá
ìÝñç.

7.2  Äéáßñåóç åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò óå í ßóá
ìÝñç

¸óôù Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ, ôï ïðïßï èÝëïõìå íá äéáé-
ñÝóïõìå óå í ßóá ìÝñç (í $ 2).
ÖÝñïõìå ôõ÷áßá çìéåõèåßá Áx, äéáöïñåôéêÞ áðü ôçí ÁÂ êáé
ðáßñíïõìå ìå ôï äéáâÞôç ðÜíù óå áõôÞ í äéáäï÷éêÜ ßóá ôìÞ-
ìáôá ÁÌ1 = Ì1Ì2 = ... = Ìí�1Ìí.

¸ðåéôá öÝñïõìå ôï ôìÞìá ÌíÂ êáé áðü ôá óçìåßá Ì1, Ì2, ...,

Ìí�1 öÝñïõìå ðáñÜëëçëåò ðñïò ôç ÌíÂ ðïõ ôÝìíïõí ôï ÁÂ

óôá óçìåßá Ñ1, Ñ2, ..., Ñí�1 áíôßóôïé÷á. Ïé ðáñÜëëçëåò áõôÝò,

óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ÉÉÉ, § 5.6, ïñßæïõí í ßóá ôìÞìáôá
ðÜíù óôçí ÁÂ. ÅðïìÝíùò ôá í ßóá åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÁÑ1,

Ñ1Ñ2, ..., Ñí�1Â åßíáé ôá æçôïýìåíá.

Óôç óõíÝ÷åéá èá ïñßóïõìå, ãåíéêÜ, ôï ãéíüìåíï åõèýãñáììïõ
ôìÞìáôïò ìå ïðïéïäÞðïôå ñçôü áñéèìü êáé ôï ëüãï äýï åõèý-
ãñáììùí ôìçìÜôùí.

7.3 Ãéíüìåíï åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ìå áñéè-
ìü � Ëüãïò åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí.

� ¼ðùò åßäáìå óôçí §2.8, áí AB=á åõèýãñáììï ôìÞìá êáé í
öõóéêüò áñéèìüò, ïíïìÜæïõìå ãéíüìåíï ôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ åðß
ôï öõóéêü áñéèìü í ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÃÄ, ôï ïðïßï åßíáé
ôï Üèñïéóìá í åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí ßóùí ðñïò ôï ÁÂ=á.
ÃñÜöïõìå ÃÄ=í ? ÁÂ.
� Áí ÷ùñßóïõìå, üðùò ðáñáðÜíù, ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ=á
óå í ßóá ìÝñç êáèÝíá áðü ôá í ßóá ôìÞìáôá ôá ðáñéóôÜíïõìå

Ó÷Þìá 1

Ó÷Þìá 2
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 7

ìå }
Á

í

Â
} Þ }

1

í
} ?ÁÂ. ¸íá åõèýãñáììï ôìÞìá ÅÆ ëÝãåôáé õðïäé-

áßñåóç (Þ õðïðïëëáðëÜóéï) ôïõ ÁÂ áí õðÜñ÷åé Ýíáò öõóéêüò

áñéèìüò í þóôå ÅÆ = }
Á

í

Â
} .

� Áí ì åßíáé Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò êáé ðñïóèÝóïõìå ì ôÝôïéá

ôìÞìáôá ðñïêýðôåé ôï ôìÞìá ÃÄ = ì1}
1

í
}ÁÂ2 = }

ì

í
}ÁÂ.

ÏíïìÜæïõìå ëïéðüí ãéíüìåíï ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ åðß

ôï èåôéêü ñçôü áñéèìü q = }
ì

í
} ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÃÄ, ôï ïðïßï

åßíáé ôï Üèñïéóìá ì åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí ßóùí ìå }
1

í
}ÁÂ.

ÃñÜöïõìå ÃÄ = q ? AB.
Ïñßæïõìå üôé ôï ãéíüìåíï åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò åðß ôïí
áñéèìü q = 0 åßíáé ôï ìçäåíéêü åõèýãñáììï ôìÞìá. 

Áðïäåéêíýåôáé üôé ãéá Ýíá äïóìÝíï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ
êáé Ýíá èåôéêü Üññçôï áñéèìü ñ õðÜñ÷åé ðÜíôïôå Ýíá
åõèýãñáììï ôìÞìá ÃÄ ôÝôïéï, þóôå ÃÄ = ñ ? ÁÂ. Ç
êáôáóêåõÞ üìùò, ôÝôïéùí åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí ìå ôïí
êáíüíá êáé ôï äéáâÞôç äåí åßíáé ðÜíôïôå äõíáôÞ.

� ¸óôù äýï ìç ìçäåíéêÜ åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÃÄ. Áí
õðÜñ÷åé åõèýãñáììï ôìÞìá ÊË êáé öõóéêïß áñéèìïß ì, í
ôÝôïéïé þóôå íá éó÷ýåé: ÁÂ = í ? ÊË êáé ÃÄ = ì ? ÊË ôá äýï
åõèýãñáììá ôìÞìáôá ëÝãïíôáé óýììåôñá. Ôï ÊË ëÝãåôáé
êïéíü ìÝôñï ôùí ÁÂ êáé ÃÄ.

Áðü ôá ðñïçãïýìåíá ðñïêýðôåé üôé áí ôá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÃÄ
åßíáé óýììåôñá, ôüôå èá õðÜñ÷åé Ýíáò èåôéêüò ñçôüò áñéèìüò

q = }
ì

í
} ôÝôïéïò, þóôå ÃÄ = q ? ÁÂ. Ï áñéèìüò q ëÝãåôáé ëüãïò

ôùí äýï ôìçìÜôùí êáé ãñÜöåôáé ìå ìïñöÞ êëÜóìáôïò,

äçëáäÞ q = }
Á

ÃÄ

Â
}. 

Ó÷Þìá 3

ÐÁÑÁÔÇÑHÓÇ
Ôï êïéíü ìÝôñï äåí åßíáé ìïíáäéêü ãéáôß êÜèå õðïäéáßñåóç ôïõ ÊË åßíáé
êïéíü õðïðïëëáðëÜóéï ôùí ÁÂ êáé ÃÄ. Åðßóçò åßíáé öáíåñü üôé äýï
óýììåôñá åõèýãñáììá ôìÞìáôá åßíáé (áêÝñáéá) ðïëëáðëÜóéá êÜèå
êïéíïý ôïõò ìÝôñïõ.

Ó×ÏËÉÏ

Ç ãñáöÞ }
Á

ÃÄ

Â
} äåí óçìáßíåé

äéáßñåóç åõèýãñáììùí ôìçìÜ-
ôùí áëëÜ åßíáé óõìâïëéêÞ
ãñáöÞ ôçò éóüôçôáò ÃÄ = q ? AB.
Óçìáßíåé äéáßñåóç üôáí ôá
èåùñÞóïõìå ðÜíù óôçí ßäéá
åõèåßá.
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Äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá ðïõ äåí åßíáé óýììåôñá ëÝãïíôáé áóýì-
ìåôñá. Èá ëÝìå åðßóçò üôé ï ëüãïò ôïõò åßíáé Üññçôïò áñéèìüò.
ÔÝôïéåò ðåñéðôþóåéò äåí åßíáé óðÜíéåò. Èá äïýìå áñãüôåñá üôé ç
ðëåõñÜ êáé ç äéáãþíéïò åíüò ôåôñáãþíïõ äåí Ý÷ïõí êïéíü ìÝôñï.

7.4  ÁíÜëïãá åõèýãñáììá ôìÞìáôá - Áíáëïãßåò
Äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá á, ã ëÝãïíôáé áíÜëïãá ðñïò äýï
Üëëá åõèýãñáììá ôìÞìáôá â, ä üôáí ï ëüãïò ôïõ á ðñïò ôï â
éóïýôáé ìå ôï ëüãï ôïõ ã ðñïò ôï ä, äçëáäÞ üôáí éó÷ýåé:

}
á
â

} = }
ä
ã

} (1). Áõôü óçìáßíåé üôé õðÜñ÷åé èåôéêüò áñéèìüò ë,

þóôå íá éó÷ýåé á = ë ?â êáé ã = ë ? ä. 
Ç ðáñáðÜíù éóüôçôá (1) ëÝãåôáé áíáëïãßá ìå üñïõò ôá åõèý-
ãñáììá ôìÞìáôá á, â, ã êáé ä. Ôá ôìÞìáôá á êáé â ëÝãïíôáé
ïìüëïãá Þ áíôßóôïé÷á. Ôï ßäéï êáé ôá ã êáé ä.
Ôá á, ä ëÝãïíôáé Üêñïé üñïé, åíþ ôá â, ã ìÝóïé üñïé ôçò

áíáëïãßáò. Ï ôÝôáñôïò üñïò ä ôçò áíáëïãßáò ëÝãåôáé êáé
ôÝôáñôç áíÜëïãïò ôùí á, â êáé ã.

Óôçí áíáëïãßá }
á

â
} = }

â

ã
} ïé ìÝóïé üñïé åßíáé ßóïé. ÁõôÞ ç áíáëï-

ãßá ëÝãåôáé óõíå÷Þò êáé ï â ëÝãåôáé ìÝóç áíÜëïãïò ôùí á êáé 
ã. Ôï â ëÝãåôáé åðßóçò ãåùìåôñéêüò ìÝóïò ôùí á êáé ã. Óõ÷íÜ
åßíáé ÷ñÞóéìï íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ìéá áíáëïãßá ìå ìéá
éóïäýíáìç Ýêöñáóç. Ãéá ôï óêïðü áõôü ÷ñçóéìïðïéïýìå ôéò
éäéüôçôåò ôùí áíáëïãéþí, ðïõ åßíáé ãíùóôÝò áðü ôï ÃõìíÜóéï,
ôéò ïðïßåò ðáßñíïõìå ÷ùñßò áðüäåéîç. Ïé óðïõäáéüôåñåò áðü
áõôÝò åßíáé ïé åîÞò:

ÉÄÉOÔÇÔÅÓ ÁÍÁËÏÃÉÙÍ

� ,

� 

� 

� 
á
â

ã
ä

ê
ë

á ã ê
â ä ë

= = = =
+ + +
+ + +L

L

L

á
â

ã
ä

á â
â

ã ä
ä

á
á â

ã
ã ä

= Û
±

=
±

= Û ± = ±,  
á
â

ã
ä

á
â

ã
ä

á
ã

â
ä

= Û =

á

â

â

ã
â áã= Û =2á

â
ã
ä

áä âã= Û = ÐÁÑÁÔÇÑHÓÇ
¼ôáí åöáñìüæïõìå éäéüôçôåò óå
áíáëïãßåò ìå üñïõò åõèýãñáììá
ôìÞìáôá, èåùñïýìå üôé Ýííïéåò
ðïõ äåí Ý÷ïõí ïñéóôåß ãéá åõèý-
ãñáììá ôìÞìáôá (ð.÷. "ðïëëá-
ðëáóéáóìüò åõèýãñáììùí ôìç-
ìÜôùí"), áíáöÝñïíôáé áðïêëåé-
óôéêÜ óôá ìÞêç ôïõò.
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7.5  ÌÞêïò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò

¼ôáí ëÝìå üôé èá ìåôñÞóïõìå Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ óç-
ìáßíåé üôé èá ôï óõãêñßíïõìå ìå Ýíá Üëëï åõèýãñáììï ôìÞìá
ÃÄ, ôï ïðïßï ðáßñíïõìå ùò ìïíÜäá ìÝôñçóçò. Ç åðéëïãÞ ôçò
ìïíÜäáò ìÝôñçóçò åßíáé áõèáßñåôç.
Óôï 2ï êåöÜëáéï áíáöÝñáìå ôçí Ýííïéá ôïõ ìÞêïõò
åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò. Åäþ èá äéáôõðþóïõìå ôïí ïñéóìü ìå
ôç âïÞèåéá ôïõ ëüãïõ åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí.

Ïñéóìüò

ÌÝôñï Þ ìÞêïò åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò åßíáé ï
ëüãïò ôïõ ðñïò Ýíá Üëëï åõèýãñáììï ôìÞìá, ðïõ
ðáßñíïõìå ùò ìïíÜäá ìÝôñçóçò.

¢ìåóåò óõíÝðåéåò ôïõ ïñéóìïý ôïõ ìÝôñïõ ôìÞìáôïò åßíáé
ïé ðáñáêÜôù ðñïôÜóåéò:
�  Äýï ßóá ôìÞìáôá Ý÷ïõí ßóá ìÝôñá êáé áíôßóôñïöá, ùò ðñïò
ïðïéáäÞðïôå ìïíÜäá ìÝôñçóçò.
�  Ï ëüãïò ôùí ìÝôñùí äýï ôìçìÜôùí, ðïõ ìåôñþíôáé ìå ôçí
ßäéá ìïíÜäá ìÝôñçóçò, éóïýôáé ìå ôï ëüãï ôùí äýï ôìçìÜôùí
êáé åßíáé áíåîÜñôçôïò áðü ôç ìïíÜäá ìÝôñçóçò.

7.6  Äéáßñåóç ôìçìÜôùí åóùôåñéêÜ êáé åîùôå-
ñéêÜ ùò ðñïò äïóìÝíï ëüãï

Åßäáìå óôçí § 7.2 ðþò äéáéñïýìå Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá óå í
ßóá ìÝñç. Èá äïýìå óôç óõíÝ÷åéá ðüôå Ýíá óçìåßï Ì äéáéñåß
Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá óå äïóìÝíï ëüãï. Óå åõèåßá xy äßíï-
íôáé äýï ïñéóìÝíá óçìåßá Á êáé Â. ¸óôù óçìåßï Ì ôçò åõ-
èåßáò xy, äéáöïñåôéêü ôïõ Â. Äéáêñßíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:
1) Áí ôï Ì åßíáé åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìá-
ôïò ÁÂ ôüôå ï ëüãïò ôùí áðïóôÜóåþí ôïõ áðü ôá Á êáé Â

éóïýôáé ìå }
Ì

Ì

Á

Â
}. ËÝìå üôé ôï Ì äéáéñåß åóùôåñéêÜ ôï åõèý-

ãñáììï ôìÞìá ÁÂ óå ëüãï ë, áí êáé ìüíï áí }
Ì

Ì

Á

Â
} = ë. Ãéá

ôï óçìåßï Ì éó÷ýåé ç ðáñáêÜôù ðñüôáóç.

Ðñüôáóç 

Ôï óçìåßï Ì åßíáé ìïíáäéêü.

ÐÁÑÁÔÇÑHÓÅÉÓ

� Ôï ìÝôñï ôïõ ôìÞìáôïò åßíáé
ìç áñíçôéêüò áñéèìüò êáé èá
óõìâïëßæåôáé üðùò êáé ôï ôìÞ-
ìá. ¸ôóé, ìå ôï óýìâïëï ÁÂ èá
åííïïýìå êáé ôï ìÝôñï ôïõ
ôìÞìáôïò ÁÂ.
� ¼óá áíáöÝñáìå ãéá ôï ëüãï
êáé ôï ìÝôñï ôìÞìáôïò éó÷ýïõí
ãåíéêÜ êáé ãéá Üëëá ãåùìåôñéêÜ
ìåãÝèç, üðùò ç ãùíßá, ôï ôüîï
êôë.
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Áðüäåéîç

ÐñÜãìáôé, áí Ì´ åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ ÁÂ þóôå }
Ì

Ì

¢
¢
Á

Â
} =ë,

ôüôå Ý÷ïõìå:

}
Ì

Ì

Á

Â
} = }

Ì

Ì

´

¢

Â
} Û }

ÌÁ

Ì

1

Á

ÌÂ
} 5 }

Ì¢

Ì

1

¢

Ì´Â
} Û

}
Ì

ÁÂ

Á
} 5 }

Ì

ÁÂ

¢
} Û ÌÁ 5 Ì¢,

ïðüôå ôï óçìåßï Ì ôáõôßæåôáé ìå ôï óçìåßï Ì¢.

Áí }
Ì

Ì

Á

Â
} =ë,   ôüôå 

}
Ì
Ì

Á
Â
} = }

1

ë
} Û }

ÌÁ

Ì

+

Á

ÌÂ
} = }

ë +

ë

1
} Û êáé

ÌÂ = ÁÂ � ÌÁ = ÁÂ � }
ë +

ë

1
} ÁÂ Û .

2) Áí Ì óçìåßï óôçí ðñïÝêôáóç ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò
ÁÂ, ôüôå ðÜëé ï ëüãïò ôùí áðïóôÜóåþí ôïõ áðü ôá Á êáé Â

éóïýôáé ìå }
Ì

Ì

Á

Â
}. ËÝìå üôé ôï Ì äéáéñåß åîùôåñéêÜ ôï åõèý-

ãñáììï ôìÞìá ÁÂ óå ëüãï ë, áí êáé ìüíï áí }
Ì

Ì

Á

Â
} = ë.

ÁíÜëïãá áðïäåéêíýåôáé üôé êáé óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, ôï
óçìåßï Ì åßíáé ìïíáäéêü.

Äéåñåýíçóç
(i) Áí ë=1, ôüôå ðñïöáíþò äåí õðÜñ÷åé óçìåßï Ì ðïõ íá äéáéñåß
åîùôåñéêÜ ôï ÁÂ óå ëüãï ë=1, áöïý ÌÁ Þ ÌÂ. Óôçí ðåñß-
ðôùóç áõôÞ ôï Ì åßíáé ôï ìÝóï ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò.

(ii) Áí ë>1, ôüôå }
Ì

Ì

Á

Â
} > 1 Û ÌÁ>ÌÂ, ïðüôå ôï Ì âñßóêåôáé

óôçí ðñïÝêôáóç ôïõ ÁÂ, ðñïò ôï ìÝñïò ôïõ Â (ó÷.5). Óôçí ðå-
ñßðôùóç áõôÞ Ý÷ïõìå: 

}
Ì

Ì

Á

Â
} = ëÛ}

Ì

Ì

Á

Â
} = }

1

ë
}Û}

ÌÁ

Ì

�

Á

ÌÂ
} = }

ë �

ë

1
} Û }

Ì

ÁÂ

Á
} = }

ë �

ë

1
} Û

êáé ÌÂ = ÌÁ � ÁÂ = }
ë �

ë

1
} ÁÂ � ÁÂ Û

.ÌÂ = }
ë �

1

1
} ÁÂ

ÌÁ = }
ë �

ë

1
} ÁÂ

ÌÂ = }
ë +

1

1
} ÁÂ

ÌÁ = }
ë +

ë

1
} ÁÂ

Ó÷Þìá 5
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(iii) Áí ë < 1 ôüôå }
Ì

Ì

Á

Â
} < 1 Û ÌÁ < ÌÂ, ïðüôå ôï Ì âñß-

óêåôáé óôçí ðñïÝêôáóç ôïõ ÁÂ, ðñïò ôï ìÝñïò ôïõ Á (ó÷.6).
¼ðùò ðáñáðÜíù âñßóêïõìå üôé  

êáé   .

(iv) ÏñéáêÝò èÝóåéò
á) ¼ôáí ôï óçìåßï Ì ôåßíåé óôï Á, ôï ôìÞìá ÌÁ ôåßíåé óôï ìç-
äåíéêü åõèýãñáììï ôìÞìá, ïðüôå ï ëüãïò ë ôåßíåé óôï ìçäÝí.
â) ¼ôáí ôï óçìåßï Ì ôåßíåé óôï Â, ôï ôìÞìá ÌÂ ôåßíåé óôï ìç-
äåíéêü åõèýãñáììï ôìÞìá, ïðüôå ï ëüãïò ë ôåßíåé óôï Üðåéñï.
ã) ¼ôáí ôï óçìåßï Ì áðïìáêñýíåôáé áðåñéüñéóôá, ôá ôìÞìáôá
ÌÁ êáé ÌÂ ôåßíïõí íá ôáõôéóôïýí, ïðüôå ï ëüãïò ë ôåßíåé óôç
ìïíÜäá.

ÌÂ = }
1

1

� ë
} ÁÂÌÁ = }

1 
ë
� ë
} ÁÂ

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Äå÷üìáóôå óõìâáôéêÜ ðùò, üôáí
ëÝìå üôé ôï óçìåßï Ì äéáéñåß ôï
åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ óå ëüãï ë,
åííïïýìå 

=ë êáé ü÷é .
MB

MA
ë=

MA

MB

ÓÇÌÅÉÙÓÇ 

� Áí Ï åßíáé ôï ìÝóï ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ, ôüôå ôï óçìåßï Ì ôÝôïéï þóôå }
Ì

Ì

Á

Â
} =ë âñßóêåôáé ìåôáîý Ï

êáé Á üôáí ë<1 êáé ìåôáîý Ï êáé Â üôáí ë>1.

� Áí }
Ì
Ì

Â
Á
} = ë, ëÝìå üôé ôï Ì äéáéñåß ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÂÁ óå ëüãï ë. ÄçëáäÞ èåùñïýìå üôé ôá Üêñá Á êáé Â

ôïõ ôìÞìáôïò åßíáé äéáôåôáãìÝíá. ¸íá ôÝôïéï åõèýãñáììï ôìÞìá ëÝãåôáé ðñïóáíáôïëéóìÝíï.

Ó÷Þìá 6

Ó÷Þìá 7

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Íá ïñßóåôå ôïõò ðáñáêÜôù ëüãïõò:
i) ôçò õðïôåßíïõóáò ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ ðñïò ôçí
áíôßóôïé÷ç äéÜìåóï,
ii) ìéáò åããåãñáììÝíçò ãùíßáò ðñïò ôçí áíôßóôïé÷ç åðß-
êåíôñç,
iii) ôçò äéáìÝôñïõ åíüò êýêëïõ, ðñïò ôçí áêôßíá ôïõ,
iv) ìéáò ïñèÞò ãùíßáò ðñïò ìéá ãùíßá éóüðëåõñïõ
ôñéãþíïõ.
2. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá åßíáé ÁÂ = 10á êáé ÁÃ = 2á.
Íá âñåèïýí ïé ëüãïé: 

i) ÁÂ ðñïò ÁÃ, ii) ÁÃ ðñïò ÁÂ,
iii) ÂÃ ðñïò ÁÂ, iv) ÁÃ ðñïò ÂÃ.
3. Äßíåôáé åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ êáé óçìåßï ôïõ Ã

Ýôóé þóôå }
Á

ÃÂ

Ã
} = }

1

2
}.

Ôüôå ï ëüãïò }
Á
Â

Â
Ã
} åßíáé: i) 2  ii) 3 iii) }

3

2
} iv) }

2

3
}

v) êáíÝíá áðü ôá ðáñáðÜíù.
(Íá äéêáéïëïãÞóåôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò).

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ
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4. Äßíåôáé åõèýãñáììï ôìÞìá AB = 12 cm êáé ôï ìÝóï
ôïõ Ï. Íá âñåèåß óçìåßï Ì ôïõ ÁÏ, þóôå ôá óçìåßá Ì
êáé Â íá äéáéñïýí åóùôåñéêÜ êáé åîùôåñéêÜ áíôßóôïé÷á
ôï ôìÞìá ÁÏ óôïí ßäéï ëüãï.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Ïé ãùíßåò åíüò ôñéãþíïõ åßíáé áíÜëïãåò ðñïò ôïõò
áñéèìïýò 4, 3, 2. Íá âñåèïýí ïé ãùíßåò ôïõ ôñéãþíïõ
óå ìïßñåò.
2. Ï ëüãïò ìéáò ãùíßáò ù ðñïò ôçí ðáñáðëçñùìáôéêÞ

ôçò åßíáé }
1
3

} . Íá âñåèåß ç ãùíßá ù.

3. Ïé ðëåõñÝò åíüò ôñéãþíïõ åßíáé áíÜëïãåò ðñïò ôïõò
áñéèìïýò 6, 3, 4. Áí ç ðåñßìåôñïò ôïõ ôñéãþíïõ åßíáé
65cm, íá âñåèïýí ôá ìÞêç ôùí ðëåõñþí ôïõ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò 

1. Ïé åîùôåñéêÝò ãùíßåò åíüò ôñéãþíïõ åßíáé áíÜëïãåò
ôùí áñéèìþí 2, 3 êáé 4. Íá õðïëïãéóèïýí ïé åóùôåñé-
êÝò ôïõ ãùíßåò.

2. Óå åõèåßá å ðáßñíïõìå äéáäï÷éêÜ ôá óçìåßá Á, Â, Ã
êáé Ä, þóôå ÁÂ = 6cm, ÂÃ = 12cm, ÃÄ = 2cm. Íá âñå-
èåß óçìåßï Ì ôïõ ÂÃ, ôï ïðïßï äéáéñåß åóùôåñéêÜ ôá
ôìÞìáôá ÁÄ êáé ÂÃ óôïí ßäéï ëüãï.

3. Ìå ôç âïÞèåéá ôùí éäéïôÞôùí ôùí áíáëïãéþí, íá
äéáéñÝóåôå äïóìÝíï ôìÞìá AB = á óå äýï ôìÞìáôá, ôá

ïðïßá Ý÷ïõí ëüãï }
3
4

} .

7.7  Èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ

Åßäáìå óôçí § 5.6  üôé áí ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ôÝìíïõí äýï Üë-
ëåò åõèåßåò êáé ïñßæïõí ßóá ôìÞìáôá ðÜíù óôç ìßá, èá ïñßæïõí
ßóá ôìÞìáôá êáé ðÜíù óôçí Üëëç. Ôá ðáñáðÜíù ãåíéêåýïíôáé
ãéá ïðïéïíäÞðïôå ëüãï óôï åðüìåíï èåþñçìá ðïõ åßíáé ãíù-
óôü ùò èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ.

ÄçëáäÞ:

Áí å1//å2//å3 , ôüôå }
Á

ÅÆ

Â
} = }

Æ

Â

Ç

Ã
} = }

Å

Á

Ç

Ã
} (ó÷.8á).

Áí ä1//ä2//ä3, ôüôå }
Ê

ÅÆ

Ë
} = }

Ë

Æ

Ì

Ç
} = }

Ê

Å

Ì

Ç
} (ó÷.8â).

Áí ôñåéò ôïõëÜ÷éóôïí ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ôÝìíïõí äõï
Üëëåò åõèåßåò, ïñßæïõí óå áõôÝò ôìÞìáôá áíÜëïãá. 

Èåþñçìá

Ó÷Þìá 8
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Ó÷Þìá 9

Áðüäåéîç
(i) Áí ôá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÂÃ (ó÷.9) åßíáé óýììåôñá, õðÜñ÷åé
åõèýãñáììï ôìÞìá ì ôÝôïéï, þóôå ÁÂ = êì êáé ÂÃ = ëì (1),
üðïõ ê, ë öõóéêïß áñéèìïß. Äéáéñïýìå ôï ôìÞìá ÁÂ óå ê ôìÞ-
ìáôá ßóá ìå ôï ì êáé ôï ÂÃ óå ë ôìÞìáôá ßóá ìå ôï ì. 
Áðü ôá óçìåßá ðïõ ïñßæïíôáé ìå ôïí ðáñáðÜíù ôñüðï öÝñïõ-
ìå åõèåßåò ðáñÜëëçëåò ðñïò ôçí å1, ïé ïðïßåò ôÝìíïõí ôç ä2.

ÅðåéäÞ ôá ôìÞìáôá ðïõ ïñßæïíôáé ðÜíù óôç ä1 åßíáé ßóá ìåôá-

îý ôïõò, ôüôå êáé ôá ôìÞìáôá ðïõ ïñßæïíôáé ðÜíù óôç ä2 èá åß-

íáé ßóá ôìÞìáôá, ðïõ ôï ìÞêïò ôïõ êáèåíüò áò åßíáé í. Ôüôå
èá Ý÷ïõìå ÅÆ = êí  êáé  ÆÇ = ëí   (2). 

Áðü ôéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé: }
A
B

B
Ã
} = }

ê
ëì
ì
} = }

ê
ë

} êáé 

}
Æ
Å

Ç
Æ
} = }

ê
ëí
í
} = }

ê
ë

},   ïðüôå   }
Á
Â

Â
Ã
} = }

Æ
Å

Ç
Æ
} Þ    }

Á
ÅÆ

Â
} = }

Æ
Â

Ç
Ã
} (3).

Áðü ôçí áíáëïãßá (3) ðáßñíïõìå: 

}
Á
ÅÆ

Â
} = }

Æ
Â

Ç
Ã
} = }

Á
ÅÆ

Â
+
+
Æ
Â
Ç
Ã

} Þ     }
Á
ÅÆ

Â
} = }

Æ
Â

Ç
Ã
} = }

Á
ÅÆ

Ã
}.

(ii) Áí ôá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÂÃ åßíáé áóýììåôñá, ï ëüãïò }
Á
Â

Â
Ã
}

åßíáé áóýììåôñïò áñéèìüò. Áðïäåéêíýåôáé üôé êáé óå áõôÞ ôçí
ðåñßðôùóç éó÷ýåé ç ðñïçãïýìåíç áíáëïãßá.

Éó÷ýåé êáé ôï áíôßóôñïöï ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ ÈáëÞ. 

Èåùñïýìå äýï åõèåßåò ä1 êáé ä2 ðïõ ôÝìíïõí äýï ðá-

ñÜëëçëåò åõèåßåò å1 êáé å2 óôá óçìåßá Á, Â êáé Å, Æ

áíôßóôïé÷á. 
Áí Ã êáé Ç åßíáé óçìåßá ôùí åõèåéþí ä1 êáé ä2 áíôß-

óôïé÷á ôÝôïéá, þóôå }
Á

ÂÃ

Â
} = }

Æ

Å

Ç

Æ
} , ôüôå ç åõèåßá ÃÇ

åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ôéò å1 êáé å2 (ó÷.9).

Èåþñçìá

ÐÏÑÉÓÌÁ

ÊÜèå åõèåßá ðïõ åßíáé ðáñÜëëçëç ìå ìßá áðü ôéò ðëåõ-
ñÝò åíüò ôñéãþíïõ ÷ùñßæåé ôéò äýï Üëëåò ðëåõñÝò óå ìÝ-
ñç áíÜëïãá êáé áíôßóôñïöá.
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Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ÄÅ//ÂÃ (ó÷.10).
ÖÝñïõìå áðü ôçí êïñõöÞ Á åõèåßá å//ÂÃ//ÄÅ, ïðüôå áðü ôï
èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ ðñïêýðôåé üôé

}
Á
Á

Ä
Å
} = }

Ä
Å

Â
Ã
}.

Ìéá óçìáíôéêÞ åöáñìïãÞ ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ ÈáëÞ åßíáé ôï
åðüìåíï èåþñçìá.

Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ÄÅ//ÂÃ (ó÷.12). Èá áðïäåßîïõìå üôé:

}
Á

Á

Â

Ä
} = }

Á

Á

Å

Ã
} = }

Ä

Â

Å

Ã
} .

ÅðåéäÞ ÄÅ//ÂÃ, áðü ôï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ Ý÷ïõìå 

(1).

ÖÝñïõìå ôçí ÅÆ ðáñÜëëçëç ôçò ÁÂ, ïðüôå ôï ÄÅÆÂ åßíáé
ðáñáëëçëüãñáììï, Üñá ÄÅ=ÂÆ  (2).
ÅðåéäÞ ÅÆ//ÁÂ, áðü ôï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ Ý÷ïõìå 

Þ    (3).

Áðü ôéò (1) êáé (3) ðñïêýðôåé üôé .

� Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ ÈáëÞ ãßíïíôáé ïñéóìÝ-
íåò ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò. Äýï áðü ôéò óðïõäáéüôåñåò åßíáé
ôá ðáñáêÜôù ðñïâëÞìáôá.

ÁÄ
ÁÂ

ÁÅ
ÁÃ

ÄÅ
ÂÃ

= =

ÁÅ
ÁÃ

ÄÅ
ÂÃ

=
ÁÅ

ÁÃ

BZ

BÃ
=

ÁÄ
ÁÂ

ÁÅ
ÁÃ

=

Ó÷Þìá 10

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ 
Ôï ðáñáðÜíù ðüñéóìá éó÷ýåé
êáé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç ÄÅ
ôÝìíåé ôéò ðñïåêôÜóåéò ôùí ðëåõ-
ñþí ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ. 

Ôï ôñßãùíï ðïõ ïñßæåôáé áðü ôéò åõèåßåò äýï ðëåõñþí
ôñéãþíïõ êáé ìßá ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ôñßôç ðëåõñÜ
ôïõ, Ý÷åé ðëåõñÝò áíÜëïãåò ðñïò ôéò ðëåõñÝò ôïõ áñ÷é-
êïý ôñéãþíïõ.

Èåþñçìá

Ó÷Þìá 12

Ó÷Þìá 11
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ÐÑÏÂËÇÌÁ 1 (ÊáôáóêåõÞ ôÝôáñôçò áíáëüãïõ)

Áí äïèïýí ôñßá åõèýãñáììá ôìÞìáôá á, â êáé ã, íá êáôáóêåõáóèåß ôï ôìÞìá x, ðïõ

ïñßæåôáé áðü ôçí áíáëïãßá }
á

â
} =}

x

ã
} .

Ëýóç
¸óôù ìéá ãùíßá zO. ^y. ÐÜíù óôç ìßá ðëåõñÜ ôçò Ïz
ðáßñíïõìå äéáäï÷éêÜ ôá ôìÞìáôá ÏÁ = á, ÁÂ = â êáé
ðÜíù óôçí Ïy ôï ôìÞìá ÏÃ = ã. Áðü ôï Â öÝñïõìå ôçí
ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ÁÃ, ðïõ ôÝìíåé ôçí Ïy óôï Ä. 
Ôüôå ÃÄ = x ãéáôß 

Þ   .

Åßíáé öáíåñü üôé ìå ôïí ßäéï ôñüðï êáôáóêåõÜæåôáé ôï

ôìÞìá x áí  }
á

x
} = }

â

ã
} Þ   }

á

x
} = }

â

ã
} Þ   }

á

â
} = }

x

ã
} ,

áñêåß êÜèå öïñÜ íá ãñÜöïõìå ôï x ùò ôÝôáñôï üñï ôçò 
áíáëïãßáò.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 2 (Äéáßñåóç åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò óå äïóìÝíï ëüãï)

Íá äéáéñåèåß åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ, åóùôåñéêÜ êáé åîùôåñéêÜ, óå äïóìÝíï ëüãï }
ì

í
} ,

üðïõ ì,í ãíùóôÜ ôìÞìáôá.

Ëýóç
Áðü ôï Á öÝñïõìå ìéá çìéåõèåßá Áx, ðÜíù óôçí ïðïßá
ðáßñíïõìå ôìÞìá ÁÅ=ì. Áðü ôï Â öÝñïõìå åõèåßá
ðáñÜëëçëç ôçò Áx êáé ðáßñíïõìå ðÜíù óå áõôÞ
åêáôÝñùèåí ôïõ Â ôìÞìáôá ÂÆ=ÂÇ=í. Ôá óçìåßá Ã
êáé Ä óôá ïðïßá ïé åõèåßåò ÅÇ êáé ÅÆ ôÝìíïõí ôçí
åõèåßá ÁÂ åßíáé ôá æçôïýìåíá. ÐñÜãìáôé, ôá ôñßãùíá
ÁÅÃ êáé ÃÇÂ Ý÷ïõí áíÜëïãåò ðëåõñÝò, ïðüôå:

}
Ã

Ã

Á

Â
} = }

Â

Á

Ç

Å
} = }

ì

í
} .

¼ìïéá ôá ôñßãùíá ÄÁÅ êáé ÄÂÆ Ý÷ïõí áíÜëïãåò
ðëåõñÝò, ïðüôå:

á
â

ã
x

=OA
AB

OÃ
ÃÄ

=
Ó÷Þìá 13

Ó÷Þìá 14
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.

� Áí ì=í, ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÆÅ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï,
ïðüôå ç ÅÆ äå äßíåé óçìåßï Ä ðÜíù óôçí ÁÂ, åíþ ôï Ã åßíáé
ôï ìÝóï ôïõ ÁÂ.

ÄA
ÄÂ

ÁÅ
ÂÆ

ì
í

= =

Ó÷Þìá 15

Äýï óçìåßá Ã êáé Ä, ðïõ äéáéñïýí åóùôåñéêÜ êáé åîùôåñéêÜ
ôï ôìÞìá ÁÂ óôïí ßäéï ëüãï, ëÝãïíôáé óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí
Á êáé Â (ó÷.16).

ÄçëáäÞ ôá Ã êáé Ä åßíáé óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Á êáé Â, áí ôá
ôÝóóåñá óçìåßá åßíáé óõíåõèåéáêÜ êáé 

. 

Áðü ôç ó÷Ýóç áõôÞ ðáßñíïõìå ôçí áíáëïãßá

Þ , 

áðü ôçí ïðïßá ðñïêýðôåé üôé êáé ôá Á êáé Â åßíáé óõæõãÞ
áñìïíéêÜ ôùí Ã êáé Ä. Ôá ôÝóóåñá óçìåßá (Á,Â) êáé   (Ã,Ä)
ëÝìå üôé áðïôåëïýí áñìïíéêÞ ôåôñÜäá.

ÁÃ
ÁÄ

ÂÃ
ÂÄ

=
ÃÁ
ÄÁ

ÃÂ
ÄÂ

=

ÃÁ
ÃÂ

ÄÁ
ÄÂ

=

Óçìåßùóç 
Ôï Ä ëÝãåôáé áñìïíéêü óõæõãÝò ôïõ Ã ùò ðñïò ôá Á êáé Â. ¼ðùò åßäáìå
ðáñáðÜíù, áí ôï Ã åßíáé ôï ìÝóï ôïõ ÁÂ, ôï Ä äåí õðÜñ÷åé. 

Ó÷Þìá 16
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AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Óôá ðáñáêÜôù ó÷Þìáôá íá âñåßôå ôá x êáé y.

2. Íá äéêáéïëïãÞóåôå ãéáôß ÁÂ//ÃÄ êáé ÅÆ//ÊË//ÌÍ
óôá ðáñáêÜôù ó÷Þìáôá.

3. Óôï äéðëáíü ó÷Þìá åßíáé:

i) Ó      Ë

ii) ÅÆ//ÃÄ Ó      Ë
Íá ÷áñáêôçñßóåôå ùò
óùóôÞ (Ó) Þ ëÜèïò (Ë)
êáèåìßá áðü ôéò ðñïçãïý-
ìåíåò ó÷Ýóåéò êáé íá
äéêáéïëïãÞóåôå ôéò áðá-
íôÞóåéò óáò.

4. Äßíåôáé ôìÞìá ÁÂ êáé äõï óçìåßá Ã êáé Ä þóôå 

}
Ã

Ã

Á

Â
} = }

Ä

Ä

Á

Â
} . Áñêåß ç ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç þóôå ôá Ã êáé

Ä íá åßíáé óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Á êáé Â;
5. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá åßíáé ÊË = 4, ËÅ = 2. Íá
âñåèåß óçìåßï Æ ôÝôïéï, þóôå ôá óçìåßá (Æ,Å) íá åßíáé
óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí (Ê,Ë).

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Óôï äéðëáíü ó÷Þìá åßíáé
ÄÅ//ÂÃ, ÅÆ//ÁÂ êáé ÆÇ//ÁÃ.
Íá áðïäåßîåôå üôé

}
Ä

Ä

Á

Â
} = }

Ç

Ç

Â

Á
} .

2. Áðü ôçí êïñõöÞ Á ðáñáëëçëïãñÜììïõ ÁÂÃÄ öÝñïõ-
ìå åõèåßá å ç ïðïßá ôÝìíåé ôç äéáãþíéï ÂÄ óôï Å, ôçí
ðëåõñÜ ÂÃ óôï Æ êáé ôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÄÃ óôï Ç. Íá
áðïäåßîåôå üôé

i) }
Á

Á

Ç

Æ
} = }

Ä

Á

Ç

Â
} , ii) ÁÅ2 = ÅÁ ?ÅÇ.

3. Ïé ìç ðáñÜëëçëåò ðëåõñÝò ÁÄ, ÂÃ ôñáðåæßïõ ÁÂÃÄ
ôÝìíïíôáé óôï Ï. Ç ðáñÜëëçëç áðü ôï Â ðñïò ôçí ÁÃ
ôÝìíåé ôçí ÁÄ óôï Å. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ÏÁ åßíáé ìÝ-
óï áíÜëïãï ôùí ÏÄ êáé ÏÅ.
4. Áðü óçìåßï Ä ôçò ðëåõñÜò ÂÃ ôñéãþíïõ ÁÂÃ öÝñïõ-
ìå ôçí ðáñÜëëçëç ðñïò ôç äéÜìåóü ôïõ ÁÌ, ðïõ ôÝìíåé
ôéò åõèåßåò ÁÂ êáé ÁÃ óôá óçìåßá Å êáé Æ áíôßóôïé÷á.

Íá áðïäåßîåôå üôé .

5. Äßíåôáé ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ êáé óçìåßï Å ôçò äéáãù-
íßïõ ÁÃ. Ïé ðáñÜëëçëåò áðü ôï Å ðñïò ôéò ÂÃ, ÃÄ ôÝ-
ìíïõí ôéò ÁÂ, ÁÄ óôá Æ êáé Ç áíôßóôïé÷á. Íá
áðïäåßîåôå üôé ÆÇ//ÄÂ.
6. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé óçìåßá Ä, Å ôçò ðëåõñÜò

ÂÃ, þóôå . Ïé ðáñÜëëçëåò áðü ôá Ä

êáé Å ðñïò ôéò ÁÃ êáé ÁÂ áíôßóôïé÷á ôÝìíïõí ôçí ÁÂ
óôï Æ êáé ôçí ÁÃ óôï Ç. Íá áðïäåßîåôå üôé ÆÇ//ÂÃ.
7. Áðü ôõ÷áßï óçìåßï Ê ôçò äéáìÝóïõ ÁÌ ôñéãþíïõ

ÂÄ ÃÅ
ÂÃ

= <
2

ÁÅ

ÁÆ

ÁÂ

ÁÃ
=

ÁÅ

ÅÄ

ÂÆ

ÆÃ
=

å1//å2
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ÁÂÃ öÝñïõìå ðáñÜëëçëåò ðñïò ôéò ÁÂ êáé ÁÃ, ðïõ ôÝì-
íïõí ôç ÂÃ óôá Ä êáé Å áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé
ÌÄ = ÌÅ .
8. Äßíåôáé ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ (ÁÂ//ÃÄ) êáé Å ôï ìÝóï ôçò
ìéêñÞò âÜóçò ÁÂ. Áí ç ÄÅ ôÝìíåé ôçí ÁÃ óôï Æ êáé ôçí
ðñïÝêôáóç ôçò ÃÂ óôï Ç, íá áðïäåßîåôå üôé ôá Æ, Ç åß-
íáé óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Ä, Å.
9. ÄåîáìåíÞ ýøïõò õ=12m ðåñéÝ÷åé íåñü ðïõ öôÜíåé
óå ýøïò h. ÑÜâäïò ìÞêïõò 15m ôïðïèåôåßôáé óôç äåîá-
ìåíÞ, üðùò óôï äéðëáíü ó÷Þìá. ÂãÜæïõìå ôç ñÜâäï êáé
ðáñáôçñïýìå üôé ôï ôìÞìá ðïõ âñÝ÷ôçêå Ý÷åé ìÞêïò
10m. Ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôï ýøïò h ôïõ íå-
ñïý;

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Áí ôá Ã, Ä åßíáé óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Á, Â êáé Ï åß-
íáé ôï ìÝóï ôïõ ÁÂ, íá áðïäåßîåôå üôé ôá Ã êáé Ä âñß-
óêïíôáé ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò ôïõ Ï.
2. Íá äéáéñåèåß åõèýãñáììï ôìÞìá AB = a  óå ôìÞìáôá
x, y, ù ôÝôïéá, þóôå 4x = 6y = 3ù.
3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ åããåãñáììÝíï óå êýêëï (Ï,R)
êáé Ýóôù Ä ç ôïìÞ ôçò äéáìÝôñïõ ÁÅ ìå ôç ÂÃ. Áí Æ êáé
Ç åßíáé ïé ðñïâïëÝò ôïõ Ä óôéò ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á,
íá áðïäåßîåôå üôé ÆÇ//ÂÃ.
4. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ êáé óçìåßï Å ôçò

ÄÂ ôÝôïéï, þóôå ÄÅ = }
1

5
} ÄÂ. Áí ç ÃÅ ôÝìíåé ôçí ÁÄ óôï

Æ, íá áðïäåßîåôå üôé ÁÆ = 3ÄÆ.
5. Áðü ôçí êïñõöÞ Â ðáñáëëçëïãñÜììïõ ÁÂÃÄ öÝ-
ñïõìå åõèåßá å, ðïõ ôÝìíåé ôçí ðëåõñÜ ÁÄ óôï Å êáé
ôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÃÄ óôï Æ. Íá áðïäåßîåôå üôé 

}
Ä

Ä

Á

Å
} 2 }

Ä

Ä

Ã

Æ
} = 1. 

6. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôá óçìåßá Ä, Å ôçò ÂÃ
þóôå ÂÄ = ÄÅ = ÅÃ. Ç ðáñÜëëçëç áðü ôï Ä ðñïò ôçí
ÁÂ ôÝìíåé ôç äéÜìåóï ÁÌ óôï Ê. Íá áðïäåßîåôå üôé:
i) Ôï Ê åßíáé ôï âáñýêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ.
ii) ÊÅ//ÁÃ.
7. Ôñáðåæßïõ ÁÂÃÄ (ÁÂ//ÃÄ) ïé äéáãþíéåò ÁÃ, ÂÄ ôÝ-
ìíïíôáé óôï Ï. Áðü ôï Ï öÝñïõìå ðáñÜëëçëåò ðñïò ôéò
ÁÄ, ÂÃ ðïõ ôÝìíïõí ôç ÄÃ óôá Å êáé Æ áíôßóôïé÷á. Íá
áðïäåßîåôå üôé ÄÅ = ÃÆ. 

Óýíèåôá èÝìáôá 
1. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôá óçìåßá Ä êáé Å ôùí

ðëåõñþí ôïõ ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á, þóôå }
Ä

Ä

Á

Â
} = }

Å

Å

Á

Ã
} .

Íá áðïäåßîåôå üôé ôá ìÝóá Ê, Ë, Ì ôùí ÁÂ, ÁÃ êáé ÄÅ
áíôßóôïé÷á, åßíáé óõíåõèåéáêÜ óçìåßá.
2. Áðü ôï ìÝóï Ì ôçò ðëåõñÜò ÂÃ ôñéãþíïõ ÁÂÃ öÝ-
ñïõìå ôõ÷áßá åõèåßá, ðïõ ôÝìíåé ôéò ÁÂ êáé ÁÃ óôá Æ
êáé Ç áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé 
ÆÁ ? ÇÃ = ÇÁ ? ÆÂ.
3. Äßíåôáé åõèåßá å, ôÝóóåñá äéáäï÷éêÜ óçìåßá ôçò Á,
Ã, Â, Ä êáé óçìåßï Ï åêôüò áõôÞò. Áðü ôï Â öÝñïõìå
ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ÏÁ, ç ïðïßá ôÝìíåé ôéò ÏÃ, ÏÄ óôá
Å êáé Æ áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá Ã, Ä åßíáé
óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Á, Â, áí êáé ìüíï áí ÂÅ = ÂÆ.
4. Áí Ýíá óçìåßï Ä ÷ùñßæåé åóùôåñéêÜ ôçí ðëåõñÜ ÂÃ
ôñéãþíïõ ÁÂÃ óå ëüãï ë êáé Ýíá óçìåßï Å ÷ùñßæåé åóù-
ôåñéêÜ ôï ÁÄ óå ëüãï ê, íá õðïëïãéóèåß ï ëüãïò óôïí ï-
ðïßï ÷ùñßæåé ç åõèåßá ÂÅ ôçí ðëåõñÜ ÁÃ.
5. Ç åöáðôïìÝíç åíüò êýêëïõ óå óçìåßï ôïõ Ì ôÝìíåé
ôéò åöáðôüìåíåò óôá Üêñá Á, Â ìéÜò äéáìÝôñïõ  ôïõ ÁÂ,
óôá óçìåßá Ã êáé Ä áíôßóôïé÷á. Áí Ê åßíáé ôï óçìåßï
ôïìÞò ôùí ÂÃ, ÁÄ, íá áðïäåßîåôå üôé ÌÊ^AB.
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7.8  ÈåùñÞìáôá ôùí äé÷ïôüìùí ôñéãþíïõ

Èá ìåëåôÞóïõìå åäþ, ùò åöáñìïãÝò ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ Èá-
ëÞ, âáóéêÝò éäéüôçôåò ôçò åóùôåñéêÞò êáé åîùôåñéêÞò äé÷ï-
ôüìïõ ãùíßáò ôñéãþíïõ.

ÄçëáäÞ, áí ÁÄ äé÷ïôüìïò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ, éó÷ýåé 

.

Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ç äé÷ïôüìïò ôïõ ÁÄ (ó÷.18). Áðü ôï
Â öÝñïõìå ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ÁÄ, ðïõ ôÝìíåé ôçí ðñï-
Ýêôáóç ôçò ÁÃ óôï Å. Áðü ôï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ óôï ôñßãùíï

ÃÅÂ Ý÷ïõìå }
Ä

Ä

Â

Ã
} = }

Á

Á

Å

Ã
} (1).

Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôï æçôïýìåíï, áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé
ÁÅ = ÁÂ. ÐñÜãìáôé:

Á
^

1 = Â
^

1 (åíôüò åíáëëÜî ôùí ðáñáëëÞëùí ÁÄ êáé ÂÅ),

Á
^

2 = Å
^

(åíôüò åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ ôùí ðáñáëëÞëùí ÁÄ

êáé ÂÅ),

Á
^

1 = Á
^

2 (ÁÄ äé÷ïôüìïò),

ïðüôå  Â
^

1 = Å
^

Üñá  ÁÅ = ÁÂ (2). 

Áðü ôéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé }
Ä

Ä

Â

Ã
} = }

Á

Á

Â

Ã
}.

ÅðåéäÞ ôï óçìåßï Ä ðïõ äéáéñåß ôçí ðëåõñÜ ÂÃ óå ëüãï }
Á

Á

Â

Ã
}

åßíáé ìïíáäéêü, ôï èåþñçìá éó÷ýåé êáé áíôßóôñïöá, äçëáäÞ:

Áí ôï Ä åßíáé óçìåßï ôçò ðëåõñÜò ÂÃ êáé éó÷ýåé }
Ä

Ä

Â

Ã
} = }

Á

Á

Â

Ã
}

ôüôå ç ÁÄ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò Á
^

.

ÄÂ

ÄÃ

ÁÂ

ÁÃ
=

158

ÊÅÖÁËÁÉÏ 7

Ç äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò ôñéãþíïõ äéáéñåß ôçí áðÝíá-
íôé ðëåõñÜ åóùôåñéêÜ óå ëüãï ßóï ìå ôï ëüãï ôùí ðñï-
óêåßìåíùí ðëåõñþí.

Èåþñçìá (åóùôåñéêÞò äé÷ïôüìïõ ôñéãþíïõ)

Ó÷Þìá 17

Ó÷Þìá 18
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� Õðïëïãéóìüò ôùí åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí, óôá
ïðïßá äéáéñåß ç äé÷ïôüìïò ôçí áðÝíáíôé ðëåõñÜ ùò
óõíÜñôçóç ôùí á,â,ã.

Óôï ó÷.18 èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå ôéò áðïóôÜóåéò ôïõ Ä áðü
ôá Â êáé Ã.
Ç ðñïçãïýìåíç áíáëïãßá ãñÜöåôáé:

Þ Þ 

ïðüôå . ¼ìïéá âñßóêïõìå .

ÄçëáäÞ, áí ç ÁÅ åßíáé åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò ôïõ ôñéãþíïõ
ÁÂÃ, éó÷ýåé üôé: 

.

Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ç åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò ôïõ ÁÅ
(ó÷.20). Áðü ôï Â öÝñïõìå ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ÁÅ, ðïõ
ôÝìíåé ôçí ÁÃ óôï Æ. Áðü ôï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ óôï ôñßãùíï
ÃÁÅ Ý÷ïõìå 

}
Å

Å

Â

Ã
} = }

Á

Á

Æ

Ã
} (1).

Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôï æçôïýìåíï, áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé
ÁÆ = ÁÂ. ÐñÜãìáôé:

Á
^

1 = Â
^

1 (åíôüò åíáëëÜî ôùí ðáñáëëÞëùí ÁÅ êáé ÂÆ),

Á
^

2 = Æ
^

1(åíôüò åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ ôùí ðáñáëëÞëùí

ÁÅ êáé ÂÆ),
Á
^

1 = Á
^

2 (ÁÅ åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò),

ïðüôå  Â
^

1 = Æ
^

1 Üñá  ÁÅ = ÁÂ   (2).

Áðü ôéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé }
Å

Å

Â

Ã
} = }

Á

Á

Â

Ã
} .

EB

ÅÃ

ÁÂ

ÁÃ
=

ÄÃ = }
â

á

+

â

ã
}ÄÂ = }

â

á

+

ã

ã
}

ÄÂ
á

ã
â ã

= +
ÄÂ

ÄÂ ÄÃ
ã

â ã+ = +
ÄÂ
ÄÃ

ã
â

=

Ó÷Þìá 19

Ó÷Þìá 20

Ç äé÷ïôüìïò ìéáò åîùôåñéêÞò ãùíßáò ôñéãþíïõ ôÝìíåé
ôçí ðñïÝêôáóç ôçò áðÝíáíôé ðëåõñÜò óå Ýíá óçìåßï,
ôï ïðïßï äéáéñåß åîùôåñéêÜ ôçí ðëåõñÜ áõôÞ óå ëüãï
ßóï ìå ôï ëüãï ôùí ðñïóêåßìåíùí ðëåõñþí.

Èåþñçìá (åîùôåñéêÞò äé÷ïôüìïõ ôñéãþíïõ)
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Ôï èåþñçìá éó÷ýåé êáé áíôßóôñïöá, äçëáäÞ:
Áí ôï Å åßíáé óçìåßï ôçò ðñïÝêôáóçò ôçò ðëåõñÜò ÂÃ êáé

éó÷ýåé }
Â

Å

Å

Ã
} = }

Á

Á

Â

Ã
}, ôüôå ç ÁÅ åßíáé ç åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò

ôçò ãùíßáò Á
^

.

� Õðïëïãéóìüò ôùí åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí óôá
ïðïßá äéáéñåß ç åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò ôçí áðÝíáíôé
ðëåõñÜ ùò óõíÜñôçóç ôùí á,â,ã.

Óôï ó÷.20 èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå ôéò áðïóôÜóåéò ôïõ Å
áðü ôá Â êáé Ã.
Ç ðñïçãïýìåíç áíáëïãßá ãñÜöåôáé:

Þ   Þ   ,

ïðüôå . ¼ìïéá âñßóêïõìå üôé .ÅÃ = }
â

á

2

â

ã
}ÅÂ = }

â

á

2

ã

ã
}

EB
á

ã
â ã

= -
ÅÂ

ÅÃ ÅÂ
ã

â ã- = -
EB
ÅÃ

ã
â

=

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Ôï óçìåßï Å âñßóêåôáé ðñïò ôï ìÝñïò ôçò ìéêñüôåñçò ðëåõñÜò.
ÐñÜãìáôé áí â>ã ôüôå Â^ >Ã^ ïðüôå Ã^ = ö>0 . 

Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé . 

¸÷ïõìå , ïðüôå 

Á̂1 + Â̂2 = 180° � Â̂ + }
Â
2

^
} + }

Ã
2

^
} = 180° � 1}Â̂ 2

� Ã̂
}2 = 180° � }

ö
2

} < 180°.

Áí ÁÂ = ÁÃ, ôüôå ôï Å äåí õðÜñ÷åé. (ÅöáñìïãÞ 1 � § 4.8)

$
$ $ $

$ $A
A Â Ã

Â
åî ï

1 2 2
180= =

+
= - êáé Â2

$ $A B o
1 2 180+ <

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Áí Ä êáé Å åßíáé ôá ß÷íç ôçò åóùôåñéêÞò êáé åîùôåñéêÞò äé÷ï-
ôüìïõ ôçò ãùíßáò Á^, ôñéãþíïõ ÁÂÃ, óôçí áðÝíáíôé ðëåõñÜ, èá

åßíáé }
Ä

Ä

Â

Ã
} = }

Á

Á

Â

Ã
} êáé }

Å

Å

Â

Ã
} = }

Á

Á

Â

Ã
} , ïðüôå }

Ä

Ä

Â

Ã
} = }

Å

Å

Â

Ã
} .

ÄçëáäÞ ôá ß÷íç Ä êáé Å ôùí äýï äé÷ïôüìùí åßíáé óçìåßá óõæõ-
ãÞ áñìïíéêÜ ùò ðñïò ôéò êïñõöÝò Â êáé Ã ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ. Ó÷Þìá 21
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7.9  Áðïëëþíéïò Êýêëïò

ÐÑÏÂËÇÌÁ

Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ðïõ ïé áðïóôÜóåéò ôïõò áðü äýï ïñéóìÝ-

íá óçìåßá Á êáé Â ôïõ åðéðÝäïõ Ý÷ïõí ãíùóôü ëüãï }
ì

í
} Þ 1.

Ëýóç
¸óôù äýï äåäïìÝíá óçìåßá Á, Â êáé Ì ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ ôü-

ðïõ ìå ôçí éäéüôçôá }
Ì

Ì

Á

Â
} = }

ì

í
} (1).

ÖÝñïõìå ôçí åóùôåñéêÞ äé÷ïôüìï ÌÃ êáé ôçí åîùôåñéêÞ äé-
÷ïôüìï ÌÄ ôïõ ôñéãþíïõ ÌÁÂ. Ôüôå 

}
Ã

Ã

Á

Â
} = }

Ì

Ì

Á

Â
} = }

ì

í
} (2) êáé }

Ä

Ä

Á

Â
} = }

Ì

Ì

Á

Â
} = }

ì

í
} (3).

ÄçëáäÞ, ôá óçìåßá Ã êáé Ä åßíáé ïñéóìÝíá, áöïý ÷ùñßæïõí ôï

ÁÂ åóùôåñéêÜ êáé åîùôåñéêÜ óå ëüãï ¾ì
í

¾. Áêüìá åßíáé ÃÌ
^

Ä = 90°, åðåéäÞ ïé ÌÃ êáé ÌÄ

åßíáé äé÷ïôüìïé ôùí äýï åöåîÞò êáé ðáñáðëçñùìáôéêþí ãùíéþí ÁÌ
^

Â êáé ÂÌ
^

Ç. 

¢ñá ôï Ì áíÞêåé óå êýêëï ìå äéÜìåôñï ôï ôìÞìá ÃÄ.

Áíôßóôñïöá: ¸óôù Í Ýíá óçìåßï ôïõ êýêëïõ ìå äéÜìåôñï ôï ôìÞìá ÃÄ. Ôüôå .

Èá áðïäåßîïõìå üôé .

Áðü ôï Â öÝñïõìå ÂÅ//ÃÍ, ïðüôå óôï ôñßãùíï ÁÂÅ åßíáé

}
Í

Í

Á

Å
} = }

Ã

Ã

Á

Â
} Þ ëüãù ôçò (2) }

Í

Í

Á

Å
} = }

ì

í
} (4).

Åðßóçò öÝñïõìå ÂÆ//ÄÍ, ïðüôå óôï ôñßãùíï ÁÄÍ åßíáé 

}
Í

Í

Á

Æ
} = }

Ä

Ä

Á

Â
} Þ ëüãù ôçò (3) }

Í

Í

Á

Æ
} = }

ì

í
} (5).

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (4) êáé (5) ðñïêýðôåé üôé , ïðüôå ÍÅ=ÍÆ, äçëáäÞ ôï Í åßíáé

ìÝóï ôïõ ÅÆ.

ÅðåéäÞ êáé ÂÅ//ÃÍ, ÂÆ//ÄÍ,  èá åßíáé êáé , äçëáäÞ ôï ôñßãùíï ÅÂÆ

åßíáé ïñèïãþíéï óôï ìå äéÜìåóï ÂÍ, ïðüôå ÍÂ = ÍÅ = ÍÆ (6).$B

EBZ ï$ =90ÃÍÄ ï$ =90

NA
NE

NÁ
NZ

=

NA
NB

ì
í

=

ÃÍÄ ï$ =90

Ó÷Þìá 22
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Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (4) êáé (6) Ý÷ïõìå .

¢ñá ï æçôïýìåíïò ãåùìåôñéêüò ôüðïò åßíáé ï êýêëïò ìå äéÜìåôñï ÃÄ.

ÊáôáóêåõÞ 

Áí äïèïýí ôá óçìåßá Á êáé Â êáé ï ëüãïò , äéáéñïýìå ôï ôìÞìá ÁÂ åóùôåñéêÜ êáé åîù-

ôåñéêÜ óå ëüãï , üðùò óôï ðñüâëçìá 2, § 7.7 êáé âñßóêïõìå ôá Ã êáé Ä. Óôç óõíÝ÷åéá

ãñÜöïõìå ôïí êýêëï ìå äéÜìåôñï ÃÄ.

Äéåñåýíçóç 

Áí åßíáé }
ì

í
} = 1, ôüôå }

Ì

Ì

Á

Â
} = 1 Þ ÌÁ = ÌÂ. ¢ñá ôï Ì éóáðÝ÷åé áðü ôá Á êáé Â, ïðüôå ï æç-

ôïýìåíïò ãåùìåôñéêüò ôüðïò åßíáé ç ìåóïêÜèåôïò ôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ.

ì
í

ì
í

NA
NB

ì
í

=

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Ï ðñïçãïýìåíïò ãåùìåôñéêüò ôüðïò ëÝãåôáé Aðïëëþíéïò êýêëïò, áðü ôï üíïìá ôïõ ¸ëëçíá ìáèçìáôéêïý Áðïë-
ëùíßïõ ðïõ ðñþôïò ìåëÝôçóå ôï èÝìá.
ÃåíéêÜ õðÜñ÷ïõí Üðåéñïé áðïëëþíéïé êýêëïé ùò ðñïò äýï óçìåßá Á êáé Â. Ãéá íá ïñéóèåß êÜðïéïò áðü áõôïýò,

üôáí äïèïýí ôá Á êáé Â, ÷ñåéÜæåôáé íá äïèåß ï ëüãïò }
ì

í
} Þ Ýíá áðü ôá óçìåßá Ã, Ä, Þ éóïäýíáìá, Ýíá ôõ÷áßï óç-

ìåßï ôïõ áðïëëþíéïõ êýêëïõ, þóôå ï ëüãïò íá åßíáé ðñïóäéïñéóìÝíïò.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Íá åîçãÞóåôå ãéáôß ôá ß÷íç Ä, Å ôçò åóùôåñéêÞò êáé

åîùôåñéêÞò äé÷ïôüìïõ ôçò ãùíßáò Á
^
, ôñéãþíïõ ÁÂÃ,

åßíáé óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Â êáé Ã.

2. Áí ÁÄ åßíáé ç äé÷ïôüìïò ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé ÄÂ = }
2

ã
},

íá äéêáéïëïãÞóåôå ãéáôß â + ã = 2á.
3. Ôé ïíïìÜæåôáé Áðïëëþíéïò êýêëïò ùò ðñïò äõï óç-
ìåßá Á êáé Â; Ðüóïé ôÝôïéïé Áðïëëþíéïé êýêëïé õðÜñ-
÷ïõí; Ìå ðïéïõò ôñüðïõò ìðïñåß íá ïñéóèåß êÜðïéïò
áðü áõôïýò;

4. Óôï äéðëáíü ó÷Þìá åßíáé ÁÄ ç
äé÷ïôüìïò, É ôï Ýãêåíôñï êáé Éá ôï
ðáñÜêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ.
Ôá óçìåßá (Á,Ä) êáé (É,Éá) áðïôå-
ëïýí áñìïíéêÞ ôåôñÜäá;
Íá äéêáéïëïãÞóåôå ôçí áðÜíôçóÞ
óáò.

5. Ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ôïõ åðéðÝäïõ
ðïõ ïé áðïóôÜóåéò ôïõò áðü äýï ïñéóìÝíá óçìåßá Á êáé
Â Ý÷ïõí ëüãï ë=1 åßíáé:
i) Êýêëïò äéáìÝôñïõ ÁÂ ii) Ç ìåóïêÜèåôïò ôïõ ÁÂ
iii) Ôï ìÝóï Ì ôïõ ÁÂ iv) ÊáíÝíá áðü ôá ðáñá-

ðÜíù.
(Íá äéêáéïëïãÞóåôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò).
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ÁÍÁËÏÃÉÅÓ

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Ç äéÜìåóïò ÁÌ êáé ç äé÷ïôüìïò ÂÄ ôñéãþíïõ ÁÂÃ

ôÝìíïíôáé óôï Å. Íá áðïäåßîåôå üôé }
E

A

M

E
} = 2 }

A

ÄÃ

Ä
} .

2. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ=6, ÂÃ=10, ÁÃ=9. Áí
ÁÄ, ÁÅ ç åóùôåñéêÞ êáé åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò ôçò ãù-
íßáò Á

^
, íá õðïëïãéóèåß ôï ÄÅ.

3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Á
^

= 90° êáé ç äéÜìåóüò ôïõ

ÁÌ. Áí ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò AM
^
B ôÝìíåé ôçí ÁÂ óôï

Ä êáé ôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÃÁ óôï Å, íá áðïäåßîåôå üôé
ÅÁ ? ÄÂ = ÅÃ ? ÁÄ.
4. Áí Ì åßíáé ôï ìÝóï ôçò ðëåõñÜò ÂÃ åíüò ôñéãþíïõ

ÁÂÃ êáé ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí AM
^
B êáé AM

^
Ã

ôÝìíïõí ôéò ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÁÃ óôá Ä êáé Å áíôßóôïé÷á,
íá áðïäåßîåôå üôé ÄÅ//ÂÃ.
5. Áí ÁÄ, ÂÅ êáé ÃÆ åßíáé ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí
åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé : 

}
Ä

Ä

Â

Ã
} ? }

Å

Å

Á

Ã
} ? }

Æ

Æ

Á

Â
} = 1.

Äéáôõðþóôå êáé áðïäåßîôå áíÜëïãç ðñüôáóç ãéá ôéò
åîùôåñéêÝò äé÷ïôüìïõò.
6. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ) åããå-
ãñáììÝíï óå êýêëï (Ï,R). Áí Ä ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ ôü-
îïõ ÂÃ êáé ç ÁÄ ôÝìíåé ôçí ðëåõñÜ ÂÃ óôï Å, íá áðï-
äåßîåôå üôé ÅÄ ? ÄÃ = ÅÃ ? ÄÂ.
7. Óå Ýíá çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ ÁÂ öÝñïõìå ôéò åöáðôü-
ìåíåò óôá Üêñá ôçò äéáìÝôñïõ, êáèþò êáé ìßá åöáðôïìÝíç
óå ôõ÷áßï óçìåßï  ôïõ Å, ðïõ ôÝìíåé ôçí åõèåßá ÁÂ óôï Æ
êáé ôéò Üëëåò äýï åöáðôüìåíåò óôá Ã êáé Ä. Íá áðïäåßîåôå
üôé ôá óçìåßá Ã, Ä åßíáé óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Å, Æ.
8. Äýï ðëåõñÝò åíüò ôñéãþíïõ åßíáé 20m êáé 36m. Ç
äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò, ç ïðïßá ðåñéÝ÷åôáé ìåôáîý ôùí
äýï áõôþí ðëåõñþí, äéáéñåß ôçí ôñßôç ðëåõñÜ óå äýï
ìÝñç, ôá ïðïßá äéáöÝñïõí êáôÜ 12m. Íá õðïëïãéóèåß ç
ôñßôç ðëåõñÜ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò 
1. Äßíïíôáé ïé äéáäï÷éêÝò ãùíßåò xO^y = yO^z = zO^t =
45° êáé ôá óçìåßá Á, Ä ôùí Ïx, Ït áíôßóôïé÷á, ôÝôïéá
þóôå OA = OÄ. Áí Â, Ã åßíáé ôá óçìåßá ôïìÞò ôçò ÁÄ
ìå ôéò Ïy, Ïz áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ÁÂ2 =
ÂÃ ?ÁÄ.
2. Áðü ôï ìÝóï Ì ôçò ðëåõñÜò ÂÃ åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ
öÝñïõìå ôçí ðáñÜëëçëç óôç äé÷ïôüìï ôïõ ÁÄ, ðïõ

ôÝìíåé ôéò ÁÂ, ÁÃ óôá Å, Æ áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå
üôé ÂÅ = ÃÆ.
3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ, ç äé÷ïôüìïò ôïõ ÁÄ êáé ôï
Ýãêåíôñü ôïõ É. 

i) Íá õðïëïãéóèåß ï ëüãïò }
Á

ÉÄ

É
} , ùò óõíÜñôçóç ôùí

ðëåõñþí á, â, ã ôïõ ôñéãþíïõ.
ii) Áí â + ã = 2á êáé Ê ôï âáñýêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ,

ôüôå:

á) ÉÊ//ÂÃ â) ÆÅ = }
â +

3

ã
} , üðïõ Æ, Å ôá óçìåßá

ôïìÞò ôùí ÁÂ, ÁÃ áíôßóôïé÷á ìå ôçí åõèåßá ÉÊ.
4. Áí ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí Â

^
êáé Ã

^
åíüò ôñéãþíïõ

ÁÂÃ, ôÝìíïõí ôç äéÜìåóü ôïõ ÁÌ óôá Ä êáé Å áíôß-

óôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé }
Ä

Á

Ì

Ä
} + }

Å

Á

Ì

Å
} > 2.

5. Ïé ìç ðáñÜëëçëåò ðëåõñÝò ôñáðåæßïõ ÁÂÃÄ (ÁÂ//ÃÄ)

ôÝìíïíôáé óôï Ï. Áí ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò 

ôÝìíåé ôéò ÁÂ, ÃÄ óôá Å êáé Æ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå
üôé:

i) ,

ii) .

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ åããåãñáììÝíï óå êýêëï (Ï,R).
Áí ç êÜèåôç äéÜìåôñïò ÊË óôç ÂÃ ôÝìíåé ôéò ÁÂ, ÁÃ
óôá Å, Æ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ôá Å, Æ åßíáé óõ-
æõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Ê, Ë.
2. Áí ïé äé÷ïôüìïé äýï áðÝíáíôé ãùíéþí ôåôñáðëåýñïõ
ÁÂÃÄ ôÝìíïíôáé ðÜíù óôç äéáãþíéï ðïõ åíþíåé ôéò äýï
Üëëåò êïñõöÝò ôïõ, ôüôå åßíáé ÁÂ ? ÃÄ = ÁÄ ? ÂÃ. Íá
åîåôáóèåß áí éó÷ýåé ç áíôßóôñïöç ðñüôáóç.

3. Äßíåôáé ôüîï Á
C
B êýêëïõ (Ï,R). Íá ïñßóåôå óçìåßï Ì

ôïõ ôüîïõ Á
C
B, ôÝôïéï þóôå }

M

M

A

B
} = }

ì

í
}, üðïõ ì, í äïóìÝíá

ôìÞìáôá.
4. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ êáé ôá óçìåßá Å, Æ
ôùí ðëåõñþí ôïõ ÁÄ, ÁÂ áíôßóôïé÷á, þóôå ÄÅ = ÂÆ.
Áí Ç åßíáé ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí ÂÅ êáé ÄÆ, íá áðïäåß-
îåôå üôé ç ÃÇ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò ÂÃ

^
Ä.

5. Íá êáôáóêåõÜóåôå ôñßãùíï ÁÂÃ ìå âÜóç ÂÃ=á,

ýøïò ÁÇ=õ êáé }
Á

Á

Â

Ã
} = }

ì

í
} , üðïõ ì,í äïóìÝíá ôìÞìáôá.

ÅÁ ÂÃ ÅÂ ÁÄ× = ×

ÆÄ ÂÃ ÆÃ ÁÄ× = ×

ÁÏÂ$
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1. Äßíïíôáé äýï êýêëïé (Ê,R) êáé (Ë,ñ) ðïõ åöÜðôï-
íôáé åîùôåñéêÜ óôï Á. ÖÝñïõìå ôï êïéíü åöáðôüìåíï
ôìÞìá ôïõò ÄÅ êáé ôçí ÁÂ êÜèåôç óôç ÄÅ . Íá áðï-
äåßîåôå üôé

ÁÂ = }
R

2R

+

ñ

ñ
} .

2. Ìéá ìåôáâëçôÞ åõèåßá å, äéÝñ÷åôáé áðü ôï âáñý-
êåíôñï È åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé ôÝìíåé ôéò ðëåõñÝò
ÁÂ, ÁÃ óôá Ä, Å áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé

}
Ä

Ä

Â

Á
} + }

Å

Å

Á

Ã
} = 1 .

3. i) Èåþñçìá ÌåíåëÜïõ. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé
åõèåßá å ðïõ ôÝìíåé ôéò åõèåßåò ÁÂ, ÂÃ, ÃÁ óôá Ä, Å, Æ
áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé 

}
Ä

Ä

Á

Â
} ?}

Å

Å

Â

Ã
} ? }

Æ

Æ

Á

Ã
} = 1.

ii) Èåþñçìá Ceva. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôá óç-
ìåßá Ä, Å, Æ ôùí åõèåéþí ÂÃ, ÃÁ, ÁÂ, áíôßóôïé÷á. Áí
ïé åõèåßåò ÁÄ, ÂÅ êáé ÃÆ óõíôñÝ÷ïõí, ôüôå éó÷ýåé:

}
Ä

Ä

Â

Ã
} ? }

Å

Å

Á

Ã
} ? }

Æ

Æ

Á

Â
} = 1.

Íá åîåôáóèåß êáé ãéá ôá äýï èåùñÞìáôá, áí éó÷ýåé ôï
áíôßóôñïöï.
4. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ. Áí ç äé÷ïôüìïò
ôçò ãùíßáò ÂÁ̂Ã ôÝìíåé ôç ÂÄ óôï Å êáé ôç ÂÃ óôï Æ,

íá áðïäåßîåôå üôé }
Å

Å

Á

Æ
} � }

Á

Á

Â

Ã
} = 1.

5. Äßíåôáé êýêëïò äéáìÝôñïõ ÁÂ êáé ÷ïñäÞ ÃÄ êÜèåôç
óôçí ÁÂ. Áí Ì åßíáé óçìåßï ôçò ÷ïñäÞò êáé ïé åõèåßåò
ÌÁ êáé ÌÂ ôÝìíïõí ôïí êýêëï óôá Å êáé Æ áíôßóôïé-
÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ÅÆ ?ÆÄ = ÅÄ ? ÆÃ .

6. Áí ôá óçìåßá (Á,Â) êáé (Ã,Ä) áðïôåëïýí áñìïíéêÞ ôå-
ôñÜäá êáé ôï Â åßíáé ìåôáîý ôùí Ã, Ä, íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ÏÁ2 = ÏÃ ? ÏÄ, üðïõ Ï ôï ìÝóï ôïõ ÁÂ.

ii) }
Á

2

Â
} = }

Á

1

Ã
} + }

Á

1

Ä
}.

7. Íá êáôáóêåõáóôåß åóùôåñéêÞ çìéåõèåßá Áx ôçò ãù-

íßáò Á
^

ôñéãþíïõ ÁÂÃ ôÝôïéá, þóôå áí Ä, Å åßíáé ïé

ðñïâïëÝò ôùí Â, Ã óôçí Áx áíôßóôïé÷á, íá åßíáé }
Á

Á

Å

Ä
} =

}
ì

í
}, üðïõ ì, í åßíáé ãíùóôÜ ôìÞìáôá.

8. Äßíåôáé ãùíßá xO
^

y êáé óôáèåñü óçìåßï Á óôï åóù-
ôåñéêü ôçò ãùíßáò. Íá êáôáóêåõáóèåß åõèåßá, ðïõ íá
äéÝñ÷åôáé áðü ôï Á êáé íá ôÝìíåé ôéò ðëåõñÝò ôçò
ãùíßáò óôá óçìåßá Â êáé Ã, þóôå:
i) ôï Á íá åßíáé ìÝóï ôïõ ÂÃ,

ii) íá åßíáé AB = }
2

3
} ÂÃ êáé 

iii) íá åßíáé }
Á

Á

Â

Ã
} = }

ì

í
}, üðïõ ì, í åßíáé ãíùóôÜ ôìÞìáôá.

9. Äýï êýêëïé (Ê,R) êáé (Ë,ñ) ôÝìíïíôáé óôá óçìåßá Á
êáé Á´. Íá êáôáóêåõáóèåß åõèåßá, ðïõ íá äéÝñ÷åôáé
áðü ôï Á êáé íá ôÝìíåé ôïõò êýêëïõò óôá óçìåßá Â êáé
Ã, þóôå íá åßíáé:

i) ÁÂ = ÁÃ, ii) }
Á

Á

Â

Ã
} = }

3

4
} .

10. Áí ÁÄ, ÂÅ, ÃÆ åßíáé ïé äé÷ïôüìïé åíüò ôñéãþíïõ
ÁÂÃ êáé É åßíáé ôï Ýãêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ, íá
áðïäåßîåôå üôé

}
É

É

Á

Ä
} + }

É

É

Â

Å
} + }

É

É

Ã

Æ
} $ 6.

Äñáóôçñéüôçôåò

1. Íá áðïäåßîåôå ôï áíôßóôñïöï ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ ÈáëÞ.

2. Äßíåôáé åõèýãñáììï ôìÞìá ÂÃ êáé ôõ÷áßï óçìåßï Á ôïõ åðéðÝäïõ, äéáöïñåôéêü ôùí
Â êáé Ã. Íá êáôáóêåõÜóåôå ôïí Áðïëëþíéï êýêëï ùò ðñïò ôá Â êáé Ã, ï ïðïßïò
äéÝñ÷åôáé  áðü ôï Á.
3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ç äé÷ïôüìïò ôïõ ÁÄ. Íá åîåôÜóåôå áí ôá Â êáé Ã
áíÞêïõí óôïí ßäéï Áðïëëþíéï êýêëï ùò ðñïò ôá Ä êáé Á. Íá êáôáóêåõÜóåôå ôïí

ðáñáðÜíù êýêëï êáé íá âñåßôå ôï ëüãï }
Ì

Ì

Á

Ä
} ùò óõíÜñôçóç ôùí ðëåõñþí á, â, ã ôïõ

ôñéãþíïõ, üðïõ Ì ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ êýêëïõ.

Åñãáóßá

Äßíåôáé åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ êáé óçìåßï Ã ôçò åõèåßáò ÁÂ. Íá âñåèåß ôï áñìïíéêü óõæõãÝò ôïõ Ã ùò ðñïò ôá
Á êáé Â (äýï ðåñéðôþóåéò).

164

ÊÅÖÁËÁÉÏ 7

ÃÅÍÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ
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ÉÓÔÏÑÉÊÏ ÓÇÌÅÉÙÌÁ

ÌÝôñçóç
Óôá ðñþôá óôÜäéá áíÜðôõîçò ôçò êïéíùíßáò ç ìÝôñç-
óç ãéíüôáí «ìå ôï ìÜôé», áöïý ôï ìÝôñï äåí åß÷å äéá-
êñéèåß ùò áíåîÜñôçôç éäéüôçôá åíüò áíôéêåéìÝíïõ.
Óôçí ðïñåßá áíÜðôõîçò ôçò êïéíùíßáò, üôáí ôÝôïéïõ
åßäïõò «ðïéïôéêÜ» ìÝôñá êñßèçêáí áíåðáñêÞ, åìöá-
íßóèçêáí êÜðïéá öõóéêÜ ìÝôñá, ðïõ Þôáí óõíÞèùò
ìÝñç ôïõ áíèñþðéíïõ óþìáôïò, üðùò ôï ìÞêïò ôïõ
ðïäéïý, ôï ðëÜôïò ôçò ðáëÜìçò ê.Ü. Ãéá ôçí ýðáñîç
ôÝôïéùí ìÝôñùí ìáñôõñïýí êáé ïé ïíïìáóßåò ôùí ìÝ-
ôñùí ìÞêïõò ðïõ äéáôçñÞèçêáí ìÝ÷ñé óÞìåñá, üðùò
«ðüäé», «äÜêôõëïò», «ðáëÜìç» ê.á. Ôá ìÝôñá áõôÜ
÷ñçóéìïðïéïýíôáí áñ÷éêÜ ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò
éóüôçôáò ôùí ìåôñïýìåíùí ìåãåèþí Þ ôçò éóïäõ-
íáìßáò ôùí ó÷çìÜôùí. Ôï ìÝôñï åíüò ìåãÝèïõò Á
Þôáí ôï ðëçóéÝóôåñï áêÝñáéï ðïëëáðëÜóéï ôçò ìï-
íÜäáò Å. 
Ç áíÜãêç ãéá ðéï áêñéâåßò ìåôñÞóåéò ïäÞãçóå óôç
÷ñÞóç õðïäéáéñÝóåùí ôçò ìïíÜäáò ìÝôñïõ. ¸ôóé
åìöáíßóôçêáí ôá ðñþôá «óõãêåêñéìÝíá êëÜóìáôá»,
ùò ìÝñç ôùí óõãêåêñéìÝíùí ìÝôñùí áðü üðïõ
ðñïÞëèáí. Ç éóôïñéêÞ äéáäéêáóßá ãÝíåóçò ôùí
óõãêåêñéìÝíùí êëáóìÜôùí ùò áðïôÝëåóìá ôçò áíÜ-
ãêçò ìÝôñçóçò åðéâåâáéþíåôáé áðü ôçí áíïìïéï-
ìïñößá ôïõ óõìâïëéóìïý ôùí êëáóìÜôùí áõôïý ôïõ
ôýðïõ. Óôç Âáâõëþíá ôá óýìâïëá ãéá ôï 1/2, ôï 1/3
êáé ôï 2/3 åßíáé ôáõôü÷ñïíá êáé óýìâïëá äï÷åßùí,
äçëáäÞ óõãêåêñéìÝíùí ìÝôñùí üãêïõ. Óôçí áñ÷áßá
Áßãõðôï äéáêñßíïíôáé ôá öõóéêÜ êëÜóìáôá (1/2, 1/3,
1/4 êáé 2/3), ðïõ äéáìïñöþèçêáí áðü Üìåóåò
ðñáêôéêÝò áíÜãêåò êáé Ý÷ïõí éäéÜæïõóá ïíïìáôï-
ëïãßá êáé éåñïãëõöéêü óõìâïëéóìü, êáé ôá áëãïñéè-
ìéêÜ êëÜóìáôá, ðïõ Þôáí ôçò ìïñöÞò 1/í, êáé åìöá-
íßóèçêáí ùò ðñïúüí ìáèçìáôéêÞò åðåîåñãáóßáò.
Ç áíåîáñôçôïðïßçóç ôïõ êëÜóìáôïò áðü ôï óõíõöá-
óìÝíï ðåäßï ìåãåèþí Þôáí ðïëý ðéï áñãÞ áðü ôç äéá-
ìüñöùóç ôçò Ýííïéáò ôïõ öõóéêïý áñéèìïý. Äåí Ýãé-
íå ãñÞãïñá áíôéëçðôü üôé ïé áñéèìçôéêÝò éäéüôçôåò
ôùí êëáóìÜôùí äåí åîáñôþíôáé áðü ôéò éäéüôçôåò ôïõ
ðåäßïõ ìåãåèþí, óôï ïðïßï áíÞêïõí.
Ç ðñþôç ÅëëçíéêÞ èåùñßá ìÝôñçóçò. Ìßá áðü
ôéò óçìáíôéêÝò äéáöïñÝò ôçò ÅëëçíéêÞò ìáèçìáôéêÞò
ðáñÜäïóçò áðü ôçí ÁéãõðôéáêÞ êáé ôç ÂáâõëùíéáêÞ
åßíáé üôé ôá ðñïâëÞìáôá ôçò ìÝôñçóçò óõíå÷þí
ìåãåèþí ôßèåíôáé óå íÝá èåùñçôéêÞ âÜóç. Ïé
ìáèçìáôéêïß áñ÷ßæïõí íá áíáæçôïýí ìåèüäïõò ìÝ-

ôñçóçò ìå âÜóç êÜðïéá áöçñçìÝíç ìïíÜäá ìÝôñïõ
ìÞêïõò, åðéöáíåßáò Þ üãêïõ. Êáé åäþ äåí åííïïýìå
åìðåéñéêÝò ìåèüäïõò (ðñïóåããéóôéêïý) ðñïóäéïñé-
óìïý ôïõ ìÝôñïõ ðïõ íá éêáíïðïéïýí ðñáêôéêÝò áíÜ-
ãêåò. Áðáéôåßôáé ç áðüäåéîç ôçò ýðáñîçò åíüò ôÝôïéïõ
ìÝôñïõ. Ç íÝá áõôÞ ðñïóÝããéóç áðáéôïýóå ôçí åéóá-
ãùãÞ íÝùí èåùñçôéêþí åííïéþí êáé íÝùí ôñüðùí
óõëëïãéóìïý. ÊÜèå óõãêåêñéìÝíï åßäïò ìåãåèþí
åßíáé óõíõöáóìÝíï ìå ïñéóìÝíï ôñüðï óýãêñéóçò
ôùí öõóéêþí áíôéêåéìÝíùí Þ óùìÜôùí. Ôá
åõèýãñáììá ôìÞìáôá, ð.÷. ìðïñïýí íá óõãêñéèïýí
ìå ôç âïÞèåéá ôçò Ýííïéáò ôçò «åöáñìïãÞò» ôïõ åíüò
åðß ôïõ Üëëïõ, ç ïðïßá ïäçãåß óôçí Ýííïéá ôïõ
ìÞêïõò: äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá Ý÷ïõí ôï ßäéï
ìÞêïò áí ìå ôç ìåôáöïñÜ ôïõ åíüò åðß ôïõ Üëëïõ
«åöáñìüæïõí», åíþ ôï Ýíá õðïëåßðåôáé ôïõ Üëëïõ
ôüôå ôï ðñþôï åßíáé ìéêñüôåñï ôïõ äåýôåñïõ. Ôá
âÜñç åßíáé ìåãÝèç Üëëïõ åßäïõò. Äåí Ý÷åé íüçìá ôï
åñþôçìá áí ôï âÜñïò ôïõ óþìáôïò åßíáé ìåãáëýôåñï,
ßóï, Þ ìéêñüôåñï áðü ôï ìÞêïò åíüò åõèýãñáììïõ
ôìÞìáôïò. ¸ôóé, ôá ìÞêç, ôá åìâáäÜ, ïé üãêïé, åßíáé
äéáöïñåôéêÜ åßäç ìåãåèþí. Ôï ðñüâëçìá ôçò
ìÝôñçóçò åíüò ìåãÝèïõò Á ìå ôç âïÞèåéá ôçò
ìïíÜäáò Å óõíßóôáôáé áñ÷éêÜ, óôçí áñ÷áßá ÅëëÜäá
óôï íá âñåèåß ðüóåò öïñÝò ðåñéÝ÷åôáé ç ìïíÜäá óôï
Á, äçëáäÞ æçôåßôáé ï áñéèìüò á ôÝôïéïò, þóôå A = áE,
üðïõ Á êáé Å åßíáé ìåãÝèç ôïõ áõôïý åßäïõò. ¸íá
ìÝãåèïò × åßíáé êïéíü ìÝôñï äýï ìåãåèþí Á êáé Â,
üôáí ðåñéÝ÷åôáé áêÝñáéï áñéèìü öïñþí óôá ìåãÝèç
áõôÜ, äçë. Á = á×, B = â×. Ôüôå ôá ìåãÝèç ëÝãïíôáé
óýììåôñá.
Ïé áñ÷áßïé ¸ëëçíåò ãåùìÝôñåò åß÷áí âñåé ìéá áðïôå-
ëåóìáôéêÞ äéáäéêáóßá ìå ôçí ïðïßá ìðïñïýóáí íá
âñïõí ôï êïéíü ìÝôñï äýï ìåãåèþí Á êáé Â, áí
õðÜñ÷åé. Ðñüêåéôáé ãéá ôç äéáäéêáóßá ôçò áíèõöáß-
ñåóçò Þ áíôáíáßñåóçò (ãíùóôÞò óÞìåñá ùò áëãüñéè-
ìïò ôïõ Åõêëåßäç), ç ïðïßá åêôßèåôáé óôéò äýï ðñþôåò
ðñïôÜóåéò ôïõ Âéâëßïõ VII ôùí «Óôïé÷åßùí» ôïõ
Åõêëåßäç. Áí õðïèÝóïõìå üôé Á>Â, ôüôå áöáéñïýìå
ôï Â áðü ôï Á üóåò öïñÝò ãßíåôáé. Áí äåí ðåñéóóåýåé
õðüëïéðï, ôüôå ôï Â ìåôñÜ áêñéâþò ôï Á êáé åßíáé ôï
êïéíü ìÝôñï. ÅéäåìÞ Ý÷ïõìå õðüëïéðï Â1, ìå Â>Â1.

Åöáñìüæïõìå ôçí ßäéá äéáäéêáóßá óôá Â, Â1. Áí äåí

ðñïêýðôåé õðüëïéðï, ôï Â1 åßíáé ôï êïéíü ìÝôñï, åéäå-

ìÞ Ý÷ïõìå Ýíá íÝï õðüëïéðï Â2. Áí ç åðáíÜëçøç

ÁÍÁËÏÃÉÅÓ
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 7

ÉÓÔÏÑÉÊÏ ÓÇÌÅÉÙÌÁ

áõôÞò ôçò äéáäéêáóßáò ôåñìáôéóôåß óå êÜðïéï Âí ðïõ

ìåôñÜ áêñéâþò ôï Áí ôüôå ôï Âí åßíáé ôï æçôïýìåíï

êïéíü ìÝôñï. Áí ï áëãüñéèìïò äåí ôåñìáôßæåôáé ôá
äýï ìåãÝèç åßíáé áóýììåôñá. Ðéèáíüôáôá óôï Èåáß-
ôçôï íá áíÞêåé ç éäÝá íá åöáñìïóôåß ç áíèõöáßñåóç
ùò êñéôÞñéï áóõììåôñßáò äýï ôìçìÜôùí. Ôï êñéôÞñéï
áõôü áðïäåéêíýåôáé óôçí Ðñüôáóç 2 ôïõ Âéâëßïõ ×
ôùí «Óôïé÷åßùí». 
Ç áíáêÜëõøç üôé äåí õðÜñ÷åé êïéíü ìÝôñï ôçò äéáãù-
íßïõ êáé ôçò ðëåõñÜò ôïõ ôåôñáãþíïõ áðïäßäåôáé óôïí
Ðõèáãüñá. Ôï ðþò áêñéâþò Ýãéíå áõôÞ ç áíáêÜëõøç
ðáñáìÝíåé èÝìá áíïéêôü ãéá ôï ïðïßï Ý÷ïõí ðñïôáèåß
ðïéêßëåò åñìçíåßåò. ¼ìùò ç áíáêÜëõøç áõôÞ, êáèþò
êáé ïé äõóêïëßá ëýóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôïõ ôåôñá-
ãùíéóìïý ôïõ êýêëïõ (âë. Ôá ìç åðéëýóéìá ãåù-
ìåôñéêÜ ðñïâëÞìáôá ôçò áñ÷áéüôçôáò) Ýäùóáí íÝá
þèçóç óôá ìáèçìáôéêÜ ôùí ìåôñïýìåíùí ìåãåèþí.

Ç ãåíéêÞ èåùñßá ôùí áíáëïãéþí ôïõ Åõäüîïõ. Ç
ýðáñîç áóýììåôñùí ìåãåèþí ïäÞãçóå óôç äéáôý-
ðùóç ìéáò íÝáò èåùñßáò áðü ôïí Åýäïîï ôïí Êíßäéï
ðïõ åêôßèåôáé óôï Âéâëßï V ôùí «Óôïé÷åßùí» ôïõ Åõ-
êëåßäç. Ç íÝá èåùñßá ôùí áíáëïãéþí óôçñßæåôáé óôç
ãåíéêÞ Ýííïéá ôïõ ìåãÝèïõò, ðåñéëáìâÜíïíôáò Ýôóé
êáé ôïõò áñéèìïýò êáé ôá Üëëá óõíå÷Þ ìåãÝèç (ìÞêç,
åðéöÜíåéåò, üãêïé). Ç Ýííïéá áõôÞ åéóÜãåôáé áîéùìá-
ôéêÜ ìå ôç âïÞèåéá ôùí Êïéíþí Åííïéþí óôï Âéâëßï
É ðïõ ïñßæïõí ôéò ó÷Ýóåéò éóüôçôáò êáé áíéóüôçôáò.

Ï Åýäïîïò ïñßæåé ðüôå äýï æåýãç Áñ÷éìÞäåéùí
ìåãåèþí á,â êáé ã,ä Ý÷ïõí ôïí ßäéï ëüãï ìå ôç âïÞèåéá
ôùí ðïëëáðëáóßùí áõôþí ôùí ìåãåèþí, äçëáäÞ
üôáí: 1) ìá > íâ êáé ìã > íä Þ 2) ìá = íâ êáé ìã = íä,
Þ 3) ìá < íâ êáé ìã < íä. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ôá
ìåãÝèç á, â, ã, ä ëÝãïíôáé áíÜëïãá. Ç ó÷Ýóç ôçò áíá-
ëïãßáò åßíáé ó÷Ýóç ôýðïõ éóüôçôáò, äçëáäÞ óõììå-
ôñéêÞ êáé ìåôáâáôéêÞ, êáé Ýôóé ôá æåýãç ìåãåèþí äéá-
ìåñßæïíôáé óå êëÜóåéò éóïäõíáìßáò æåõãþí ðïõ Ý÷ïõí
ôïí ßäéï ëüãï. ̧ ôóé, ï ëüãïò ìðïñåß íá åéóá÷èåß ùò ôï
êïéíü ÷áñáêôçñéóôéêü ðïõ Ý÷ïõí ôá æåýãç ìåãåèþí
ìéáò êëÜóçò. 
Ç ãåíéêÞ èåùñßá ôùí áíáëïãéþí áðïôåëåß ôç âÜóç ôçò
ìåèüäïõ ôçò åîÜíôëçóçò, ç ïðïßá åöáñìüóôçêå áðü
ôïõò áñ÷áßïõò ¸ëëçíåò óôç ìÝôñçóç (ìç óôïé÷åéù-
äþí) åðéöáíåéþí êáé üãêùí. Óôçñßæåôáé óôçí éäÝá üôé
áí áðü êÜðïéï ìÝãåèïò áöáéñÝóïõìå ðåñéóóüôåñï
áðü ôï ìéóü, áðü ôï õðüëïéðï åðßóçò ê.ï.ê., ôüôå ìåôÜ

áðü ðåðåñáóìÝíï áñéèìü âçìÜôùí ðáßñíïõìå
õðüëïéðï ìéêñüôåñï áðü ïðïéïäÞðïôå äåäïìÝíï
ìÝãåèïò («Óôïé÷åßá», Âéâëßï ×, Ðñüôáóç 1). Ìå Üëëá
ëüãéá, ç äéáöïñÜ áíÜìåóá óå ìéÜ ìåôáâëçôÞ ðïóü-
ôçôá ðïõ ôåßíåé óå Ýíá üñéï, êáé óôï üñéï áõôü, ìðïñåß
íá ãßíåé üóï ìéêñÞ èÝëïõìå ìå õðïäéðëáóéáóìü ôçò.
Ìå ôç âïÞèåéá ôçò ìåèüäïõ ôçò åîÜíôëçóçò ï
Åýäïîïò áðÝäåéîå ôá ðáñáêÜôù èåùñÞìáôá:
1.Ôá åìâáäÜ äýï êýêëùí Ý÷ïõí ëüãï ßóï ðñïò

ôï ëüãï ôùí ôåôñáãþíùí ôùí äéáìÝôñùí ôïõò.
2. Ï üãêïò ðõñáìßäáò éóïýôáé ìå ôï 1/3 ôïõ üãêïõ

ôïõ ðñßóìáôïò ìå ôçí ßäéá âÜóç êáé ýøïò.
3. Ï üãêïò ôïõ êþíïõ éóïýôáé ìå ôï 1/3 ôïõ üãêïõ

ôïõ êõëßíäñïõ ìå ôçí ßäéá âÜóç êáé ýøïò.
Ìå ôçí ßäéá ìÝèïäï ï Áñ÷éìÞäçò âñÞêå Ýíá
ðëÞèïò íÝùí åìâáäþí êáé üãêùí, üðùò ôï åì-
âáäüí ôçò ðáñÜðëåõñçò åðéöÜíåéáò êõëßíäñïõ
êáé êþíïõ, ôï åìâáäüí ôçò åðéöÜíåéáò óöáßñáò,
ôïí üãêï ôçò óöáßñáò ê.Ü.

Áñ÷éìÞäåéá êáé ìç Áñ÷éìÞäåéá ìåãÝèç. Ãéá íá
éó÷ýåé ç èåùñßá ôùí áíáëïãéþí ðñÝðåé íá ïñßæåôáé
ï ëüãïò áíÜìåóá óôá óõãêñéíüìåíá ìåãÝèç á,â.
Áõôü åîáóöáëßæåôáé áí õðÜñ÷ïõí áêÝñáéïé ì êáé
í ôÝôïéïé, þóôå ìá>â êáé íâ>á («Óôïé÷åßá»,
Âéâëßï V, Ïñéóìüò 4). Ç óõíèÞêç áõôÞ ïíïìÜ-
æåôáé óÞìåñá áîßùìá ôïõ Åõäüîïõ (Þ, óõ÷íüôåñá,
áîßùìá Áñ÷éìÞäç � Åõäüîïõ). Ôá ìåãÝèç ãéá ôá ï-
ðïßá éêáíïðïéåßôáé ôï áîßùìá áõôü ëÝãïíôáé
óÞìåñá Áñ÷éìÞäåéá. 

Áò óçìåéùèåß ðùò ìç Áñ÷éìÞäåéá ìåãÝèç Þôáí
ãíùóôÜ óôçí ÅëëçíéêÞ áñ÷áéüôçôá, üðùò ïé ëåãü-
ìåíåò êåñáôïåéäåßò ãùíßåò. Ðñüêåéôáé ãéá ôç ãùíßá
ðïõ ó÷çìáôßæåôáé ð.÷. áðü ôï ôüîï ðåñéöÝñåéáò êáé
ôçí åöáðôïìÝíç óôï Ýíá Üêñï ôçò, äçëáäÞ ôï ìÝ-
ñïò ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ ðåñéÝ÷åôáé ìåôáîý ôïõ ôüîïõ
êáé ôçò åöáðôïìÝíçò óôï óçìåßï åðáöÞò. ÏóïäÞ-
ðïôå êáé áí ìåãáëþóåé ìéá ôÝôïéá ãùíßá äåí ìðï-
ñåß ðïôÝ íá õðåñâåß ôç ãùíßá ðïõ ó÷çìáôßæåôáé
áðü ôçí åöáðôïìÝíç êáé ïðïéáäÞðïôå ôÝìíïõóá
ôïõ ôüîïõ óôï óçìåßï ôïìÞò. ¸íá ôÝôïéï ìÝãåèïò
a, ôï ïðïßï ðïëëáðëáóéáæüìåíï åðß ïðïéïíäÞðïôå
ðåðåñáóìÝíï áñéèìü í ðáñáìÝíåé ìéêñüôåñï ôïõ
ìåãÝèïõò â, ïíïìÜæåôáé åíåñãåßá áðåéñïóôü ùò
ðñïò ôï â, Þ áíôßèåôá, ôï â ëÝãåôáé åíåñãåßá Üðåéñï
ìÝãåèïò ùò ðñïò ôï á.
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ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

� ÌÝãåèïò ëÝãåôáé ïôéäÞðïôå  åðéäÝ÷åôáé áýîçóç Þ åëÜôôùóç. Óôç Ãåùìåôñßá Ý÷ïõìå ôá ãåùìå-
ôñéêÜ ìåãÝèç.
� ¸íá åõèýãñáììï ôìÞìá ÃÄ ëÝãåôáé õðïäéáßñåóç ôïõ ÁÂ, áí õðÜñ÷åé Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò í,

þóôå ÃÄ = }
Á

í

Â
}.

� ¸íá åõèýãñáììï ôìÞìá ÃÄ ëÝãåôáé ãéíüìåíï ôïõ ÁÂ åðß ôï èåôéêü ñçôü áñéèìü q = }
ì

í
} (ì>0,

í>0), áí åßíáé Üèñïéóìá ì åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí ßóùí ìå }
Á

í

Â
}.

� Áí ãéá äõï ìç ìçäåíéêÜ åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÃÄ õðÜñ÷åé ñçôüò q = }
ì

í
} ôÝôïéïò, þóôå

ÃÄ = qÁÂ, ôá äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá ëÝãïíôáé óýììåôñá êáé ï áñéèìüò q = }
Á

ÃÄ

Â
} ëÝãåôáé ëüãïò

ôùí äýï ôìçìÜôùí.

� Ìéá êïéíÞ õðïäéáßñåóç ÊË = }
Á

í

Â
} = }

Ã

ì

Ä
} ëÝãåôáé êáé êïéíü ìÝôñï ôùí ÁÂ êáé ÃÄ. Äýï óýììåôñá

åõèýãñáììá ôìÞìáôá åßíáé áêÝñáéá ðïëëáðëÜóéá êÜèå êïéíïý ôïõò ìÝôñïõ.

� Äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá ðïõ äåí åßíáé óýììåôñá ëÝãïíôáé áóýììåôñá êáé ï ëüãïò ôïõò åßíáé
Ýíáò Üññçôïò áñéèìüò.

Ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá á, ã, ëÝãïíôáé áíÜëïãá ðñïò ôá ôìÞìáôá â, ä üôáí åßíáé }
á
â

} = }
ä
ã

}

� Áíáëïãßá ôìçìÜôùí ëÝãåôáé êÜèå éóüôçôá ôçò ìïñöÞò }
á

â
} = }

ä

ã
}, üðïõ á, â, ã, ä åßíáé åõèýãñáììá

ôìÞìáôá.
� ÌÝôñï åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò á åßíáé ï ëüãïò ôïõ á ðñïò Ýíá Üëëï ôìÞìá ðïõ ðáßñíïõìå
áõèáßñåôá ùò ìïíÜäá ìÝôñçóçò. ¸ôóé:
- Äýï ßóá ôìÞìáôá Ý÷ïõí ßóá ìÝôñá êáé áíôßóôñïöá.
- Ï ëüãïò ôùí ìÝôñùí äýï ôìçìÜôùí, ðïõ ìåôñþíôáé ìå ôçí ßäéá ìïíÜäá ìÝôñçóçò, éóïýôáé ìå ôï
ëüãï ôùí äýï ôìçìÜôùí.

� Áí ãéá ôá äéáöïñåôéêÜ óõíåõèåéáêÜ óçìåßá Á, Â, Ì éó÷ýåé }
Ì

Ì

Á

Â
} = ë, ôüôå ëÝìå üôé ôï Ì äéáéñåß

ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ óå ëüãï ë.
- Ôï Ì äéáéñåß åóùôåñéêÜ Þ åîùôåñéêÜ ôï ôìÞìá ÁÂ óå ëüãï ë, áí ôï Ì åßíáé áíôßóôïé÷á ìåôáîý
ôùí Á êáé Â Þ óôçí ðñïÝêôáóç ôïõ ÁÂ.
- Ôï óçìåßï Ì ðïõ äéáéñåß Þ åóùôåñéêÜ Þ åîùôåñéêÜ ôï ôìÞìá ÁÂ óå ëüãï ë åßíáé ìïíáäéêü.

� Èåþñçìá ÈáëÞ
- Ôñåéò ôïõëÜ÷éóôïí ðáñÜëëçëåò åõèåßåò:

Áí å1//å2//å3 ,ôüôå }
Á

ÅÆ

Â
} = }

Æ

Â

Ç

Ã
} = }

Å

Á

Ç

Ã
} .

Áíôßóôñïöï: Áí å1//å2 êáé }
Á

Â

Â

Ã
} = }

Æ

Å

Ç

Æ
} , ôüôå ÃÇ//å1//å2.

ÁÍÁËÏÃÉÅÓ
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 7

- Óôï ôñßãùíï

Áí ÄÅ//ÂÃ, ôüôå }
A

Á

Ä

Å
} = }

Ä

Å

Â

Ã
} êáé }

Á

A

Â

Ä
} = }

Á

Á

Å

Ã
} = }

Ä

Â

Å

Ã
} .

Áíôßóôñïöï: Áí }
A

Á

Ä

Å
} = }

Ä

Å

Â

Ã
} , ôüôå ÄÅ//ÂÃ.

� ÃåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò
� ÊáôáóêåõÞ ôåôÜñôçò áíáëüãïõ
� Äéáßñåóç åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò åóùôåñéêÜ êáé åîùôåñéêÜ óå äïóìÝíï ëüãï

� ÓõæõãÞ áñìïíéêÜ
Äýï óçìåßá Ã êáé Ä ðïõ äéáéñïýí åóùôåñéêÜ êáé åîùôåñéêÜ ôï ôìÞìá ÁÂ óôïí ßäéï ëüãï, ëÝãïíôáé
óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Á êáé Â.

� ÈåùñÞìáôá äé÷ïôüìùí
ÅóùôåñéêÞò äé÷ïôüìïõ                                         ÅîùôåñéêÞò äé÷ïôüìïõ

� Ôá ß÷íç Ä êáé Å ôçò åóùôåñéêÞò êáé åîùôåñéêÞò äé÷ïôüìïõ ôçò ãùíßáò A^, ôñéãþíïõ ÁÂÃ, åßíáé
óçìåßá óõæõãÞ áñìïíéêÜ ùò ðñïò ôá Â êáé Ã.

� Áðïëëþíéïò êýêëïò ùò ðñïò ôá óçìåßá Á êáé Â ëÝãåôáé êÜèå êýêëïò äéáìÝôñïõ ÃÄ, üðïõ ôá Ã
êáé Ä åßíáé óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Á êáé Â.

ÁÅ åîùô. äé÷ïôüìïò Û }
Å
Å

Â
Ã
} = }

Á
Á

Â
Ã
}

ÅÂ = }
â

á
�
ã

ã
}, ÅÃ = }

â
á
�
â

ã
}

ÁÄ äé÷ïôüìïò Û }
Ä

Ä

Â

Ã
} = }

Á

Á

Â

Ã
}

ÄÂ = }
â

á

+

ã

ã
}, ÄÃ = }

â

á

+

â

ã
}
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Ïìïéüôçôá

Óôï êåöÜëáéï áõôü ìåëåôþíôáé ïé éäéüôçôåò ôùí üìïéùí åõèýãñáììùí ó÷ç-
ìÜôùí êáé åéäéêüôåñá ôùí üìïéùí ôñéãþíùí ãéá ôá ïðïßá äéáôõðþíïíôáé êá-
ôÜëëçëá êñéôÞñéá ïìïéüôçôáò. Ç ïìïéüôçôá åðåêôåßíåôáé óôï óýíïëï ôùí
óôïé÷åßùí ôùí åõèýãñáììùí ó÷çìÜôùí åíþ äßíïíôáé ðñáêôéêÝò åöáñìïãÝò
óå ðñáãìáôéêÜ ðñïâëÞìáôá êáé óçìåéþíåôáé üôé áðïôåëåß âáóéêü óõíäåôéêü
êñßêï ¢ëãåâñáò êáé Ãåùìåôñßáò. ÔÝëïò, ðáñïõóéÜæåôáé ç óôåíÞ ó÷Ýóç ôçò
ïìïéüôçôáò ìå ôçí ôñéãùíïìåôñßá.

88

169

ÊÅÖÁËÁÉÏ
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 8

Íáüò óôï Khajuraho ôçò ÂïñåéïêåíôñéêÞò Éíäßáò, 10ïò - 11ïò áéþíáò.
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8.1 ¼ìïéá åõèýãñáììá ó÷Þìáôá 

Áò èåùñÞóïõìå Ýíá ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ êáé áðü ôá ìÝ-
óá Â´ êáé Ä´ ôùí ðëåõñþí ÁÂ êáé ÁÄ áíôßóôïé÷á, áò öÝñïõìå
ðáñÜëëçëåò ðñïò ôéò ÁÄ êáé ÁÂ, ïé ïðïßåò ôÝìíïíôáé óôï óç-
ìåßï Ã´. Ôüôå ôï ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂ¢Ã¢Ä¢ Ý÷åé ôéò ãùíßåò ôïõ
ßóåò ìå ôéò áíôßóôïé÷åò ãùíßåò ôïõ ÁÂÃÄ, åíþ éó÷ýåé üôé

}
A

A

B

B

¢
} = }

B

Â

¢Ã
Ã

¢
} = }

Ã

Ã

¢Ä
Ä

¢
} = }

Á

Á

Ä

Ä

¢
} = }

1

2
}.

Áò èåùñÞóïõìå êáôüðéí Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ êáé áò ðñïåêôåß-
íïõìå ôéò ðëåõñÝò ôïõ ÁÂ êáé ÁÃ ðñïò ôá óçìåßá Â êáé Ã
áíôßóôïé÷á. Èåùñïýìå óçìåßï Â¢ óôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÁÂ,
Ýôóé, þóôå AB¢= 3ÁÂ. Áðü ôï Â¢ öÝñïõìå ðáñÜëëçëç ðñïò
ôçí ôñßôç ðëåõñÜ ÂÃ, ðïõ ôÝìíåé ôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÁÃ óôï
óçìåßï Ã¢. 
Ôüôå ðáñáôçñïýìå üôé ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÁÂ¢Ã¢ Ý÷ïõí üëåò
ôéò ãùíßåò ôïõò ßóåò ìßá ðñïò ìßá, åíþ åðéðëÝïí éó÷ýåé üôé

}
Á

Á

Â

Â

¢
} = }

Á

Á

Ã

Ã

¢
} = }

Â

Â

¢Ã
Ã

¢
} = 3.

Ôá äýï ðáñáëëçëüãñáììá, üðùò êáé ôá äýï ôñßãùíá ðïõ êá-
ôáóêåõÜóèçêáí ðñïçãïõìÝíùò ëÝãïíôáé üìïéá, åíþ ï ëüãïò
ôùí ïìüëïãùí ðëåõñþí ôïõò (äçëáäÞ ôùí ðëåõñþí ðïõ âñß-
óêïíôáé áðÝíáíôé áðü ßóåò ãùíßåò) ëÝãåôáé ëüãïò ïìïéüôçôáò.
Ãåíéêüôåñá ãéá ôá üìïéá åõèýãñáììá ó÷Þìáôá Ý÷ïõìå ôïí
áêüëïõèï ïñéóìü.

Ïñéóìüò

Äýï åõèýãñáììá ó÷Þìáôá ëÝãïíôáé üìïéá, áí Ý÷ïõí
ôéò ðëåõñÝò ôïõò áíÜëïãåò êáé ôéò ãùíßåò ðïõ ó÷çìá-
ôßæïíôáé áðü ïìüëïãåò ðëåõñÝò ôïõò ßóåò ìßá ðñïò
ìßá. 

Ï ëüãïò ôùí ïìüëïãùí ðëåõñþí äýï åõèýãñáììùí ó÷çìÜôùí,
ëÝãåôáé ëüãïò ïìïéüôçôáò áõôþí êáé óõìâïëßæåôáé ìå ë. Ç ïìïéü-
ôçôá ìåôáîý äýï åõèýãñáììùí ó÷çìÜôùí óõìâïëßæåôáé ìå < .

Áðüäåéîç  
Áò èåùñÞóïõìå äýï üìïéá åõèýãñáììá ó÷Þìáôá ÁÂÃÄÅ êáé
Á¢Â¢Ã¢Ä¢Å¢ (áíÜëïãá áðïäåéêíýåôáé ãéá åõèýãñáììá ó÷Þìáôá

Ï ëüãïò ôùí ðåñéìÝôñùí äýï üìïéùí åõèýãñáììùí
ó÷çìÜôùí éóïýôáé ìå ôï ëüãï ïìïéüôçôÜò ôïõò.

171

ÏÌÏÉÏÔÇÔÁ

Ó÷Þìá 1

Ó÷Þìá 2

Èåþñçìá
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ìå ðåñéóóüôåñåò êïñõöÝò). Ëüãù ôçò ïìïéüôçôáò èá Ý÷ïõìå
üôé

}
Á

Á

¢Â
Â

¢
} = }

Â

Â

¢Ã
Ã

¢
} = }

Ã

Ã

¢Ä
Ä

¢
} = }

Ä

Ä

¢Å
Å

¢
} = }

Å

Å

¢Á
Á

¢
} = ë,

êáé áðü ôéò éäéüôçôåò ôùí áíáëïãéþí, ôï Üèñïéóìá ôùí áñéèìç-
ôþí ðñïò ôï Üèñïéóìá ôùí ðáñáíïìáóôþí éóïýôáé ìå ë, äçëáäÞ:

= ë.

8.2 ÊñéôÞñéá ïìïéüôçôáò

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí ïìïéüôçôá ôùí
ôñéãþíùí, êáèþò áðïäåéêíýåôáé (åöáñìïãÞ 3) üôé äýï üìïéá
åõèýãñáììá ó÷Þìáôá ÷ùñßæïíôáé óå éóÜñéèìá üìïéá ôñßãùíá.

Áðüäåéîç
Áò èåùñÞóïõìå ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ ìå Á

^
= Á

^¢, Â^ = Â
^¢,

ïðüôå êáé Ã
^

= Ã
^¢. Xùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, èåùñïýìå üôé

Á¢Â¢ , ÁÂ, åðïìÝíùò õðÜñ÷åé óçìåßï Â¢¢ óôçí ÁÂ ôÝôïéï,
þóôå ÁÂ¢¢ = Á¢Â¢. Áðü ôç Â¢¢ öÝñïõìå ðáñÜëëçëç ðñïò ôç ÂÃ
ðïõ ôÝìíåé ôçí ÁÃ óôï Ã¢¢. Ôüôå ôá ôñßãùíá ÁÂ¢¢Ã¢¢êáé ÁÂÃ

åßíáé üìïéá, áöïý éó÷ýåé üôé Â¢¢Ã¢¢//ÂÃ, ïðüôå  }
Á

Á

Â

Â

¢¢
} = }

Á

Á

Ã

Ã

¢¢
} =

}
Â

Â

¢¢Ã
Ã

¢¢
} êáé ç Á

^
åßíáé êïéíÞ, åíþ Â

^ ¢¢ = Â
^

ïðüôå êáé Ã
^¢¢ = Ã

^
.

¼ìùò ôá ôñßãùíá ÁÂ¢¢Ã¢¢ êáé Á¢Â¢Ã¢ åßíáé ßóá, êáèþò Ý÷ïõí
ìßá ðëåõñÜ ßóç êáé ôéò ðñïóêåßìåíåò óå áõôÞ ãùíßåò ßóåò.
Óõíåðþò ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ åßíáé üìïéá.

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí äýï ãùíßåò ôïõò ßóåò ìßá ðñïò
ìßá, ôüôå åßíáé üìïéá.

Á¢Â¢+Â¢Ã¢+Ã¢Ä¢+Ä¢Å¢+E¢A¢
}}}

ÁÂ+ÂÃ+ÃÄ+ÄÅ+EA
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 8

Èåþñçìá I (1o ÊñéôÞñéï Ïìïéüôçôáò)

Ó÷Þìá 4

Ó÷Þìá 3

ÐÏÑIÓÌÁÔÁ

(i) Äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá åßíáé üìïéá, üôáí Ý÷ïõí ìßá
ïîåßá ãùíßá ôïõò ßóç.

(ii) ¼ëá ôá éóüðëåõñá ôñßãùíá åßíáé üìïéá ìåôáîý ôïõò.

(iii) Äýï éóïóêåëÞ ôñßãùíá, ôá ïðïßá Ý÷ïõí ìßá áíôßóôïé-
÷ç ãùíßá ßóç, åßíáé üìïéá.
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Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ (ó÷.4) Ýôóé, þóôå Á

^
= Á

^¢

êáé }
Á

Á

¢Â
Â

¢
} = }

Á

Á

¢Ã
Ã

¢
}. ×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò èåùñïýìå üôé

Á¢Â¢ , ÁÂ, åðïìÝíùò èá õðÜñ÷åé óçìåßï Â¢¢ óôçí ÁÂ, ìå ÁÂ¢¢
= Á¢Â¢. Áðü ôï  Â¢¢ öÝñïõìå ðáñÜëëçëç ðñïò ôç ÂÃ ðïõ ôÝìíåé
ôçí ÁÃ óôï Ã¢¢. ÅðïìÝíùò, ôá ôñßãùíá ÁÂ¢¢Ã¢¢ êáé ÁÂÃ åßíáé
üìïéá. ÅðåéäÞ ÁÂÃ <ÁÂ¢¢Ã¢¢ åßíáé 

}
Á

Á

Â

Â

¢¢
} = }

Á

Á

Ã

Ã

¢¢
} Þ  }

Á

Á

¢Â
Â

¢
} = }

Á

Á

Ã

Ã

²
}.

¼ìùò, áðü ôçí õðüèåóç éó÷ýåé üôé }
Á

Á

¢Â
Â

¢
} = }

Á

Á

¢Ã
Ã

¢
} .

ÅðïìÝíùò êáôáëÞãïõìå üôé }
Á

Á

Ã

Ã

¢¢
} = }

Á

Á

¢Ã
Ã

¢
} Þ ÁÃ¢¢ = Á¢Ã¢.

ÔåëéêÜ ôá ôñßãùíá ÁÂ¢¢Ã¢¢ êáé Á¢Â¢Ã¢ åßíáé ßóá, êáèþò Ý÷ïõí
äýï ðëåõñÝò ßóåò ìßá ðñïò ìßá êáé ôéò ðåñéå÷üìåíåò óôéò ðëåõ-
ñÝò áõôÝò ãùíßåò ßóåò.

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´ (ó÷. 4), þóôå

}
Á

Á

¢Â
Â

¢
} = }

Á

Á

¢Ã
Ã

¢
} = }

Â

Â

¢Ã
Ã

¢
}.

×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò èåùñïýìå Á¢Â¢ , ÁÂ , åðïìÝ-
íùò èá õðÜñ÷åé óçìåßï Â¢¢ óôçí ÁÂ, ìå ÁÂ¢¢ = Á¢Â¢. Áðü ôï
Â¢¢ öÝñïõìå ðáñÜëëçëç ðñïò ôç ÂÃ ðïõ ôÝìíåé ôçí ÁÃ óôï
Ã¢¢, ïðüôå ôá ôñßãùíá ÁÂ¢¢Ã¢¢ êáé ÁÂÃ åßíáé üìïéá.

ÅðåéäÞ ÁÂÃ <ÁÂ¢¢Ã¢¢ åßíáé  

}
Á

Á

Â

Â

¢¢
} = }

Á

Á

Ã

Ã

¢¢
} = }

Â

Â

¢¢Ã
Ã

¢¢
}    Þ }

Á

Á

¢Â
Â

¢
} = }

Á

Á

Ã

Ã

¢¢
} = }

Â

Â

¢¢Ã
Ã

¢¢
}.

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò áíÜëïãåò ìßá
ðñïò ìßá, ôüôå åßíáé üìïéá.

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí äýï ðëåõñÝò áíÜëïãåò ìßá ðñïò
ìßá êáé ôéò ðåñéå÷üìåíåò óôéò ðëåõñÝò áõôÝò ãùíßåò
ßóåò, ôüôå åßíáé üìïéá.
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Èåþñçìá II (2o ÊñéôÞñéï Ïìïéüôçôáò)

Èåþñçìá IIÉ (3o ÊñéôÞñéï Ïìïéüôçôáò)

Ó×ÏËÉÏ
Ôï èåþñçìá ðïõ åêöñÜæåé üôé äýï
üìïéá ôñßãùíá Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò
ôïõò áíÜëïãåò êáé ôï Ðõèáãüñåéï
èåþñçìá áðïôåëïýí ôïõò âáóé-
êïýò óõíäåôéêïýò êñßêïõò ôçò
Ãåùìåôñßáò ìå ôçí ¢ëãåâñá. Ç
óýíäåóç ôçò Ãåùìåôñßáò ìå ôçí
¢ëãåâñá åßíáé éäéáßôåñá åðïéêïäï-
ìçôéêÞ, êáèþò ìáò åðéôñÝðåé íá
÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí åðïðôåßá ôçò
Ãåùìåôñßáò óå áëãåâñéêÜ ðñïâëÞ-
ìáôá êáé ôçí åõ÷Ýñåéá ôùí ðñÜ-
îåùí ôçò ¢ëãåâñáò óå ãåùìåôñéêÜ
ðñïâëÞìáôá. Ôá üìïéá ôñßãùíá êáé
ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá áðïôÝëå-
óáí ôá èåìÝëéá ôçò Ôñéãùíïìå-
ôñßáò. ×ñçóéìïðïéþíôáò üìïéá
ôñßãùíá ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõ-
ìå ôéò äéáóôÜóåéò åíüò áíôéêåéìÝ-
íïõ ìåôñþíôáò ôéò äéáóôÜóåéò åíüò
ìéêñüôåñïõ ìïíôÝëïõ ôïõ. Ôï ìï-
íôÝëï áõôü èá Ý÷åé ôéò ßäéåò ãùíßåò
ìå ôï áñ÷éêü, åðïìÝíùò ïé äéáóôÜ-
óåéò ôïõ áñ÷éêïý ðñïêýðôïõí áí
ðïëëáðëáóéÜóïõìå ôéò áíôßóôïé÷åò
äéáóôÜóåéò ôïõ ìïíôÝëïõ ìå ôï ëü-
ãï ïìïéüôçôáò ôùí äýï ó÷çìÜôùí.

kefal08.qxd  22/01/2001 06:19 PM  Page 173



¼ìùò áðü ôçí õðüèåóç Ý÷ïõìå üôé

}
Á

Á

¢Â
Â

¢
} = }

Á

Á

¢Ã
Ã

¢
} = }

Â

Â

¢Ã
Ã

¢
} .

ÅðïìÝíùò ðñïêýðôåé üôé 

}
Á

Á

Ã

Ã

²
} = }

Á

Á

¢Ã
Ã

¢
} êáé }

Â

Â

¢¢Ã
Ã

¢¢
} = }

Â

Â

¢Ã
Ã

¢
} , 

ïðüôå ÁÃ¢¢ = Á¢Ã¢ êáé   Â²Ã² = Â¢Ã¢. 
¢ñá ôá ôñßãùíá ÁÂ¢¢Ã¢¢ êáé A¢B¢Ã¢ åßíáé ßóá ãéáôß Ý÷ïõí êáé
ôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõò ßóåò.

174

ÊÅÖÁËÁÉÏ 8

ÅÖÁÑÌÏÃH 1ç

Áò èåùñÞóïõìå äýï üìïéá ôñßãùíá ÁÂÃ, Á¢¢Â¢¢Ã¢¢ ìå ëüãï ïìïéüôçôáò ë êáé óçìåßá Ì

ôçò ÂÃ, Ì¢¢ ôçò Â¢¢Ã´ ôÝôïéá, þóôå }
Â

Ì

Ì

Ã
} = }

Â

M

¢M

¢Ã¢

¢
} . 

Ôüôå éó÷ýåé üôé }
Á

Á

¢

Ì

Ì¢
} = }

Â

Â

¢

Ì

M¢
} = }

Ã

Ã

¢

Ì

Ì¢
} = ë.

Áðüäåéîç
¸óôù üôé Á¢Â¢ , ÁÂ, ïðüôå èá õðÜñ÷åé óçìåßï Â¢¢ ôçò ÁÂ ôÝôïéï, þóôå ÁÂ¢¢ = Á¢Â¢ êáé
óçìåßï Ã¢¢ ôçò ÁÃ ôÝôïéï, þóôå ÁÃ¢¢ = Á¢Ã¢, ìå Â¢¢Ã¢¢//ÂÃ. ¸óôù óçìåßï Ì¢¢ ôçò Â¢¢Ã²
ôÝôïéo, þóôå Â¢¢Ì¢¢ = Â¢Ì¢.
Ðñïåêôåßíïõìå ôçí ÁÌ¢¢ þóôå íá ôìÞóåé ôç ÂÃ óå óçìåßï Å. Ôüôå ôá ôñßãùíá ÁÂ¢¢Ì¢¢ êáé
ÁÂÅ åßíáé üìïéá, ïðüôå

}
Á

Á

Â

Â

²
} = }

Â

Â

¢¢Ì
Å

¢¢
} = }

Á

Á

Ì

Å

¢¢
} Þ   ë = }

Â

Â

¢Ì
Å

¢
} = }

Á

Á

¢Ì
Å

¢
}.

¼ìïéá Ý÷ïõìå üôé ë = }
Ì

Å

¢
Ã

Ã¢
} = }

Á

Á

¢Ì
Å

¢
} .

Ïðüôå }
Â

Ì

¢Ì
¢Ã¢

¢
} = }

Â

ÅÃ

Å
} = }

Â

Ì

Ì

Ã
} , óõíåðþò ôá Å êáé Ì ôáõôßæïíôáé.

Ó÷Þìá 5
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ÏÌÏÉÏÔÇÔÁ

ÐÏÑIÓÌÁÔÁ

(i) Ï ëüãïò ïìïéüôçôáò äýï üìïéùí ôñéãþíùí åßíáé ßóïò ìå ôï ëüãï äýï ïìüëïãùí
õøþí ôïõò.

(ii) Ï ëüãïò ïìïéüôçôáò äýï üìïéùí ôñéãþíùí åßíáé ßóïò ìå ôï ëüãï äýï ïìüëïãùí
äé÷ïôüìùí ôïõò.

(iii) Ï ëüãïò ïìïéüôçôáò äýï üìïéùí ôñéãþíùí åßíáé ßóïò ìå ôï ëüãï äýï ïìüëïãùí
äéáìÝóùí ôïõò. 

EÖÁÑÌÏÃÇ 2ç
Ðüóï ýøïò Ý÷åé ôï ó÷ïëåßï óáò;
Ëýóç

¸íáò ìáèçôÞò âëÝðåé ôçí êïñõöÞ Ã ôïõ ó÷ïëåßïõ áðü äýï óçìåßá Á êáé Â óôï Ýäáöïò 
(ó÷. 6). ×ñçóéìïðïéþíôáò Ýíáí åîÜíôá (âë. åðüìåíç ðáñÜãñáöï) ìåôñÜåé ôéò ãùíßåò Á

^
, Â

^

ìå ôéò ïðïßåò öáßíåôáé ôï ó÷ïëåßï, ð.÷. Á
^

= 19° êáé Â
^

= 43°.
Káôüðéí ìåôñÜåé ôçí áðüóôáóç áðü ôï óçìåßï Á ùò ôï Â, ð.÷. ÁÂ=12 ìÝôñá . Ç ìÝôñçóç

ôùí ãùíéþí Ýãéíå áðü êÜðïéá áðüóôáóç áðü ôï Ýäáöïò ßóç ìå ôï ýøïò ôïõ ìáèçôÞ, áò
õðïèÝóïõìå üôé Ý÷åé ýøïò 1,8 ìÝôñá. Ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôï ýøïò ôïõ ó÷ïëåßïõ
êáôáóêåõÜæïõìå óå ìßá êüëëá ÷áñôß ôï áíôßóôïé÷ï ìïíôÝëï. Èåùñïýìå Ýíá åõèýãñáììï
ôìÞìá A´B´=6 cm. Ðñïåêôåßíïõìå ôçí Á´Â´ ðñïò ôï ìÝñïò ôïõ Â´ êáé ó÷çìáôßæïõìå óôï
ßäéï çìéåðßðåäï äýï ãùíßåò xÁ

^ ¢y = 19° êáé xB
^ ¢z = 43°. Oé çìéåõèåßåò A´y êáé B´z ôÝìíïíôáé

óôï óçìåßï Ã´. Áðü ôï óçìåßï Ã´ öÝñïõìå ôçí êÜèåôç Ã´Ä´ óôçí Á´Â´ êáé Ý÷ïõìå
êáôáóêåõÜóåé ôï ìïíôÝëï ìáò. ÌåôñÜìå üôé ôï Ã´Ä´ éóïýôáé ìå 3,3 cm. 

O ëüãïò ïìïéüôçôáò åßíáé ë= }
Á

Á

¢
Â

Â¢
} =200. 

ÅðïìÝíùò ôï ðñáãìáôéêü ìÞêïò ôïõ ÃÄ åßíáé ÃÄ = ëÃ¢Ä¢ = 6,6 ìÝôñá. ÐñïóèÝôïíôáò êáé
ôï ýøïò ôïõ ìáèçôÞ, Ý÷ïõìå üôé ôï ðñáãìáôéêü ýøïò ôïõ ó÷ïëåßïõ åßíáé 8,4 ìÝôñá.

Ó÷Þìá 6

Ó×ÏËÉÏ
Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ïìïéüôçôáò ìðïñïýìå íá ìåôñÞóïõìå ìÞêç åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí ðïõ åßíáé áðñüóéôá.
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ÅÖÁÑÌÏÃÇ 3ç

Íá áðïäåßîåôå üôé äýï üìïéá åõèýãñáììá
ó÷Þìáôá ÷ùñßæïíôáé óå éóÜñéèìá üìïéá ôñß-
ãùíá.
Áðüäåéîç
Èá áðïäåßîïõìå ôçí åöáñìïãÞ ãéá äýï ðåíôÜ-
ãùíá ÁÂÃÄÅ êáé Á¢Â¢Ã¢Ä¢Å¢, êáèþò ç áðüäåé-
îç åßíáé áíÜëïãç ãéá êÜèå ðïëýãùíï.
Áò õðïèÝóïõìå üôé ôá äýï ðåíôÜãùíá åßíáé
üìïéá ìå ëüãï ïìïéüôçôáò ë. Áðü ôéò êïñõöÝò
Á, Á¢ ôùí ðåíôáãþíùí öÝñïõìå ôéò äéáãùíßïõò ÁÃ, ÁÄ êáé Á¢Ã¢, Á¢Ä¢ áíôßóôïé÷á, ïðüôå êá-
èÝíá ðåíôÜãùíï ÷ùñßóèçêå óå ôñßá ôñßãùíá ÁÂÃ, ÁÃÄ, ÁÄÅ êáé Á¢Â¢Ã¢, Á¢Ã¢Ä¢, Á¢Ä¢Å¢
áíôßóôïé÷á. 

Ôüôå Ý÷ïõìå üôé ÁÂÃ < Á¢Â¢Ã¢ êáé ÁÄÅ < Á¢Ä¢Å¢. ÅðïìÝíùò, èá åßíáé êáé Ã
^

1 = Ã
^ ¢

1 êáé

}
Á

Á

¢
Ã

Ã¢
} = ë. Ôüôå üìùò èá Ý÷ïõìå üôé Ã

^
2 = Ã

^ ¢
2 (áöïý Ã

^
= Ã

^
´) êáé }

Ã

Ã

¢
Ä

Ä¢
} = ë. 

ÅðïìÝíùò êáé ôá ôñßãùíá ÁÃÄ êáé Á¢Ã¢Ä¢ èá åßíáé üìïéá.

Ï ÅÎÁÍÔÁÓ
Ôï äéðëáíü ó÷Þìá åêöñÜæåé ôç ëåéôïõñãßá ôïõ åîÜíôá,
äçëáäÞ ìáò ðáñïõóéÜæåé Ýíáí áðëü ìç÷áíéóìü ãéá íá ìå-
ôñÜìå ôéò ãùíßåò õðü ôéò ïðïßåò öáßíåôáé Ýíá ó÷Þìá. Ãéá
íá êáôáóêåõáóèåß ÷ñåéÜæåôáé Ýíá ßóéï îýëï, Ýíá ìïéñï-
ãíùìüíéï, ìßá ÷ïñäÞ (êéèÜñáò) Þ ðåôïíéÜ, Ýíá âáñÜêé
(íÞìá ôçò óôÜèìçò) êáé äýï áíèñþðïõò, Ýíáí ãéá íá âëÝ-
ðåé ôï áíôéêåßìåíï êáé Ýíáí ãéá íá äéáâÜæåé ôç ìÝôñçóç.

Ó×ÏËÉÏ
ÐáëéÜ ïé ìáèçìáôéêïß óõíåéäçôïðïßçóáí üôé ãéá íá
åðéëýïõí ôÝôïéïõ åßäïõò ðñïâëÞìáôá Þôáí áñêåôü íá
Ý÷ïõí Ýíáí ðßíáêá ìå ôñßãùíá êáé ôéò äéáóôÜóåéò ôïõò,
ïðüôå èá áñêïýóå íá ìåëåôïýí ôïí ðßíáêá ðáñÜ íá
êáôáóêåõÜæïõí ìïíôÝëá ôùí ôñéãþíùí ðïõ ðñïÝêõðôáí
áðü öõóéêÜ ðñïâëÞìáôá.
ÐáñáôÞñçóáí üôé áñêåß ï ðßíáêáò áõôüò íá Ý÷åé ìüíï
ïñèïãþíéá ôñßãùíá áöïý êÜèå ôñßãùíï äéáìåñßæåôáé óå
äýï ïñèïãþíéá (ó÷. 8). ¸íáò ôÝôïéïò ðßíáêáò åßíáé ïé ôé-
ìÝò ôùí ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí : ôá çìßôïíá êáé óõíçìßôïíá ôùí ãùíéþí åíüò ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ ìå
õðïôåßíïõóá 1. ÐñáêôéêÜ ôá áðïôåëÝóìáôá áðü ôçí ôñéãùíïìåôñßá åßíáé áêñéâÝóôåñá áðü áõôÜ ðïõ ðñïêýðôïõí
áðü ìÝôñçóç êáé êáôáóêåõÞ ìïíôÝëïõ, üðùò ðñïçãïõìÝíùò. Ùóôüóï ïé ôñéãùíïìåôñéêïß ðßíáêåò äåí åßíáé ôßðïôå
Üëëï, ðáñÜ ðßíáêåò üìïéùí ôñéãþíùí.

176

ÊÅÖÁËÁÉÏ 8

Ó÷Þìá 7

Ó÷Þìá 9

Ó÷Þìá 8
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ÅÖÁÑÌÏÃÇ 4ç

¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôï ýøïò ôïõ õá=ÁÇ. Íá áðïäåß-

îåôå üôé âã = 2Rõá, üðïõ R ç áêôßíá ôïõ ðåñéãåãñáììÝ-

íïõ êýêëïõ ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ.
Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôç äéÜìåôñï ÁÄ. Ôá ôñßãùíá ÁÇÃ êáé ÁÂÄ
åßíáé üìïéá, áöïý Â^ = Ç^ = 1z êáé Ã^ = Ä^ ùò åããåãñáììÝíåò
ðïõ âáßíïõí óôï ßäéï ôüîï.
ÅðïìÝíùò åßíáé

}
Á

Á

Ç

Â
} = }

Á

Á

Ä

Ã
} Þ   âã = 2Rõá.

177

ÏÌÏÉÏÔÇÔÁ

Ó÷Þìá 10

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ

Áí ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé ïñèïãþíéï ìå Á^ = 1 z , ôüôå åßíáé âã = áõá = 2Rõá .

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. i) Áí äýï ôñßãùíá åßíáé ßóá, ôüôå åßíáé üìïéá;

ii) Áí äýï ôñßãùíá åßíáé üìïéá ìå Ýíá ôñßôï ôñß-
ãùíï, ôüôå åßíáé êáé ìåôáîý ôïõò üìïéá;

2. Äýï éóïóêåëÞ ôñßãùíá åßíáé ðÜíôá üìïéá;

3. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá åßíáé ÁÂ = 3ÄÅ. Íá âñåèåß ï

ëüãïò }
Â

Å

Ã

Æ
} .

4. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá íá âñåèåß ôï ìÞêïò ôïõ ÄÅ.

5. Ïé ðëåõñÝò åíüò ôñéãþíïõ åßíáé 3cm, 4cm êáé 5cm.
¸íá ôñßãùíï üìïéï ìå áõôü Ý÷åé ðåñßìåôñï 24cm. Ðïéá
åßíáé ôá ìÞêç ôùí ðëåõñþí ôïõ;
6. Áí óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá ôï ôåôñÜðëåõñï ÂÊËÃ
åßíáé åããñÜøéìï, ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÁÊË åßíáé
üìïéá; Ðïéåò åßíáé ïé ïìüëïãåò ðëåõñÝò ôïõò;

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ
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7. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá ïé åõèåßåò ÁÂ êáé ÃÄ åßíáé
ðáñÜëëçëåò; ÁéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò EìðÝäùóçò
1. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á^ = 1z). Áðü
ôõ÷áßï óçìåßï Ä ôçò ÁÃ öÝñïõìå ÄÅ^ÂÃ. Íá áðïäåß-
îåôå üôé:

i) ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÄÅÃ åßíáé üìïéá,
ii) ÁÃ·ÅÄ = ÁÂ·ÅÃ.

2. Óôéò ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÁÃ ôñéãþíïõ ÁÂÃ èåùñïýìå

óçìåßá Ä êáé Å áíôßóôïé÷á, þóôå ÁÄ = }
1

3
} ÁÂ êáé 

ÃÅ = }
2

3
} ÁÃ . Íá áðïäåßîåôå üôé:

i) ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÁÄÅ åßíáé üìïéá,
ii) ÂÃ = 3ÄÅ.

3. Ìßá ìåôáëëéêÞ ðëÜêá Ý÷åé ó÷Þìá ïñèïãþíéïõ ôñé-
ãþíïõ ìå ðëåõñÝò á,â,ã. Ç ðëÜêá èåñìáßíåôáé êáé áðü ôç

äéáóôïëÞ áõîÜíåôáé êÜèå ðëåõñÜ ôçò êáôÜ ôï }
1

1

5
} ôçò. Èá

ðáñáìåßíåé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ôï ó÷Þìá ôçò ðëÜêáò;
4. ¸íá äÝíôñï ñß÷íåé êÜðïéá óôéãìÞ óå ïñéæüíôéï
Ýäáöïò óêéÜ ìÞêïõò 24m. Óôï ßäéï óçìåßï, ôçí ßäéá
óôéãìÞ, ìéá êáôáêüñõöç ñÜâäïò ìÞêïõò 2m ñß÷íåé
óêéÜ ìÞêïõò 3m. Íá âñåèåß ôï ýøïò ôïõ äÝíôñïõ.

5. Äßíåôáé ôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôï ýøïò ôïõ
ÁÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé :

i) ÁÄ2 = ÄÂ ?ÄÃ,
ii) ÁÂ2 = ÂÄ ?ÂÃ,

iii) ÁÂ ?ÁÃ = ÁÄ ?ÂÃ.
6. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ åããåãñáììÝíï óå êýêëï (O,R)
êáé oé åõèåßåò Áx êáé Áy ðïõ ó÷çìáôßæïõí ßóåò ãùíßåò
ìå ôéò ÁÂ êáé ÁÃ êáé ôÝìíïõí ôç ÂÃ êáé ôïí êýêëï
áíôßóôïé÷á óôá Ä êáé Å. Íá áðïäåßîåôå üôé 
ÁÄ ? ÁÅ = ÁÂ ? ÁÃ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò 
1. Ï ðáñáôçñçôÞò ÁÂ âëÝðåé ôï öùò ôïõ ëáìðôÞñá Ã
ìÝóá áðü ôïí êáèñÝðôç Ê. Íá õðïëïãßóåôå ôï ýøïò
ôïõ öáíïóôÜôç ÄÃ, üôáí åßíáé ÄÊ=3m, ÁÊ=2m êáé ôï

ýøïò ôïõ ðáñáôçñçôÞ 1,70m. (Åßíáé ãíùóôü áðü ôç
ÖõóéêÞ üôé ç ãùíßá ðñüóðôùóçò åßíáé ßóç ìå ôç ãùíßá
áíÜêëáóçò).

2. Íá áðïäåßîåôå üôé: 
i) äýï ðáñáëëçëüãñáììá åßíáé üìïéá, áí äýï äéáäï÷é-
êÝò ðëåõñÝò ôïõ åíüò åßíáé áíÜëïãåò ðñïò äýï äéáäï÷é-
êÝò ðëåõñÝò ôïõ Üëëïõ êáé ïé ãùíßåò ôùí ðëåõñþí áõ-
ôþí åßíáé ßóåò, 
ii) äýï ïñèïãþíéá ìå ßóç ôç ãùíßá ôùí äéáãùíßùí
ôïõò åßíáé üìïéá.
3. Èåùñïýìå ôïõò êýêëïõò (Ï1,R1) êáé (O2,R2) ðïõ

ôÝìíïíôáé óôá óçìåßá Á êáé Â. Áí ïé åöáðôüìåíåò óôï
Á ôÝìíïõí ôïõò êýêëïõò óôá Á1 êáé Á2 áíôßóôïé÷á, íá

áðïäåßîåôå üôé ÁÂ2 = ÂÁ1 ? ÂÁ2 .

4. Áí ÁÄ, ÂÅ êáé ÃÆ åßíáé ôá ýøç êáé Ç ôï ïñèüêåí-
ôñï ôñéãþíïõ ÁÂÃ íá áðïäåßîåôå üôé

ÇÄ ? ÇÁ = ÇÂ ? ÇÅ = ÇÃ ? ÇÆ.

5. Áðü ôï ìÝóï Ì ôïõ ôüîïõ Á
C
Â öÝñïõìå ôéò ÷ïñäÝò

ÌÄ êáé ÌÆ, ðïõ ôÝìíïõí ôç ÷ïñäÞ ÁÂ óôá Ä¢ êáé Æ¢
áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåé÷èåß üôé

ÌÄ ? ÌÄ¢ = ÌÆ ? ÌÆ¢.
6. Óå ïñèïãþíéï ôñáðÝæéï (Á^ = Ä^ = 1z) ïé äéáãþíéïé
åßíáé êÜèåôåò. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ýøïò ôïõ åßíáé
ìÝóï áíÜëïãï ôùí âÜóåùí.

Óýíèåôá ÈÝìáôá
1. Íá áðïäåßîåôå üôé äýï ôñáðÝæéá ìå áíÜëïãåò âÜóåéò
êáé ôéò ðñïóêåßìåíåò óå äýï ïìüëïãåò âÜóåéò ôïõò ãù-
íßåò ßóåò ìßá ðñïò ìßá, åßíáé üìïéá.

2. ¸óôù äïóìÝíç ãùíßá xO^y êáé óçìåßï Ì. Ï ôõ÷áßïò
êýêëïò ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôá Ï êáé Ì ôÝìíåé ôéò ðëåõ-
ñÝò Ïx, Oy óôá Â êáé Ã áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåé÷èåß üôé

}
M

M

B

Ã
} = }

d

d

¢
} , üðïõ d, d¢ åßíáé ïé áðïóôÜóåéò ôïõ Ì áðü

ôéò Ïx, Oy , áíôßóôïé÷á.

3. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á^ = 1z) êáé ôï

ýøïò ôïõ ÁÄ. Ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò Ã^ ôÝìíåé ôï AÄ
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óôï Æ êáé ç äé÷ïôüìïò ôçò ÄÁ^Â ôÝìíåé ôç ÂÃ óôï Å. Íá
áðïäåßîåôå üôé ÆÅ//ÁÂ.

4. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â^ � Ã^ = 1z êáé ôï ýøïò ôïõ

ÁÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé ÁÄ2 = ÄÂ ?ÄÃ .

5. Ç äé÷ïôüìïò ÁÄ åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ ôÝìíåé ôïí
ðåñéãåãñáììÝíï êýêëï óôï Å. Íá áðïäåßîåôå üôé : 
i) AB ? AÃ = ÁÄ ? ÁÅ,

ii) ÅÂ2 = ÅÁ ?ÅÄ .

179

ÏÌÏÉÏÔÇÔÁ

ÃÅÍÉÊEÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. ¸óôù äïóìÝíïò êýêëïò (Ï,R) êáé óçìåßï Á óôï
åîùôåñéêü ôïõ êýêëïõ. Áðü ôï Á öÝñïõìå ôçí åöá-
ðôïìÝíç ÁÔ êáé ôçí ôÝìíïõóá ÁÂÃ. Íá áðïäåé÷èåß üôé

}
Á

Á

Â

Ã
} = }

Ô

Ô

Â

Ã2

2

} .

2. Áðü óçìåßï Á öÝñïõìå ôéò åöáðôüìåíåò ÁÂ êáé ÁÃ
êýêëïõ (Ï,R) êáé ôõ÷áßá ôÝìíïõóá ÁÄÅ. Íá áðïäåé-
÷èåß üôé  ÂÄ ? ÃÅ = ÂÅ ? ÃÄ.
3. Aí Å, Æ åßíáé ïé ðñïâïëÝò ôùí êïñõöþí Â, Ã åíüò
ôñéãþíïõ ÁÂÃ (ìå â Þã) óôç äé÷ïôüìï ôïõ ÁÄ íá
áðïäåßîåôå üôé ôá Å, Æ åßíáé óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Á, Ä.
4. Óå êÜèå ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ íá áðïäåé÷èåß üôé
ïé áðïóôÜóåéò ôõ÷áßïõ óçìåßïõ ôçò äéáãùíßïõ ÁÃ áðü
ôéò ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÁÄ åßíáé áíôéóôñüöùò áíÜëïãåò
ðñïò ôéò ðëåõñÝò áõôÝò.

5. Áí Ì ôõ÷áßï óçìåßï êýêëïõ (Ï,R), íá áðïäåßîåôå
üôé :
i) ç áðüóôáóç d ôïõ Ì áðü ÷ïñäÞ ÁÂ ôïõ êýêëïõ åßíáé

d = }
ÌÁ

2R

?ÌÂ
} ,

ii) ç áðüóôáóç d´ ôïõ Ì áðü ôçí åöáðôïìÝíç óå

ôõ÷áßï óçìåßï Á ôïõ êýêëïõ åßíáé d´ = }
Ì

2

Á

R

2

} ,

iii) áí d, d1, d2 ïé áðïóôÜóåéò ôïõ Ì áðü ìßá ÷ïñäÞ ÃÄ

ôïõ êýêëïõ êáé áðü ôéò åöáðôüìåíåò óôá Ã, Ä

áíôßóôïé÷á, ôüôå d 2 = d1·d2 .

6. Èåþñçìá Ðôïëåìáßïõ: Óå êÜèå åããñÜøéìï ôåôñÜ-
ðëåõñï ôï Üèñïéóìá ôùí ãéíïìÝíùí ôùí áðÝíáíôé
ðëåõñþí åßíáé ßóï ìå ôï ãéíüìåíï ôùí äéáãùíßùí ôïõ.

Äñáóôçñéüôçôåò

1. Íá êáôáóêåõáóèïýí äýï ôåôñÜðëåõñá ôùí ïðïßùí ïé ðëåõñÝò åßíáé
ðáñÜëëçëåò ìßá ðñïò ìßá, áëëÜ äåí åßíáé üìïéá.

2. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ÁÂÃÄ. Íá êáôáóêåõáóèåß ôåôñÜðëåõñï Á¢Â¢Ã¢Ä¢ ôï
ïðïßï íá áðïôåëåßôáé áðü ôñßãùíá ßóá ìå ôá ôñßãùíá óôá ïðïßá
÷ùñßæåé ç äéáãþíéïò ÁÃ ôï ïñèïãþíéï Ýôóé, þóôå ôï Á¢Â¢Ã¢Ä¢ íá ìçí
åßíáé üìïéï ìå ôï ÁÂÃÄ.

Åñãáóßá

ÊáôáóêåõÜóôå Ýíáí åîÜíôá êáé õðïëïãßóôå ôï ýøïò ìßáò ðïëõêáôïéêßáò
óôç ãåéôïíéÜ óáò áêïëïõèþíôáò ôç äéáäéêáóßá ôçò åöáñìïãÞò 2.
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ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

� ¼ìïéá åõèýãñáììá ó÷Þìáôá � ÁíÜëïãåò ðëåõñÝò
� ºóåò ãùíßåò

� O ëüãïò ôùí ðåñéìÝôñùí äýï üìïéùí åõèýãñáììùí ó÷çìÜôùí éóïýôáé ìå ôï ëüãï ïìïéü-
ôçôÜò ôïõò.

� ÊñéôÞñéá Ïìïéüôçôáò ôñéãþíùí � Äýï ßóåò ãùíßåò

� Äýï ðëåõñÝò áíÜëïãåò

êáé ôéò ðåñéå÷üìåíåò

ãùíßåò ßóåò

� Ôñåéò ðëåõñÝò áíÜëïãåò

� Óå äýï üìïéá ôñßãùíá ï ëüãïò äýï ïìüëïãùí óôïé÷åßùí ôïõò éóïýôáé ìå ôï ëüãï ïìïéüôçôÜò
ôïõò.
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