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ΚΕΦΑΛΑΙΟ     1ο 

ΟΡΙΣΜΟΣ   ΟΜΑ∆ΑΣ:  
                                                                                                                                                                        
1. Ένα σύνολο G εφοδιασµένο µε µία πράξη * λέγεται οµάδα αν πληροί τις εξής 
ιδιότητες: 
ι) g1 * (g2 * g3) = (g1 * g2)* g3,  ∀ g1,g2,g3 є G.     (προσεταιριστική)   
ii) ∃  e є G: g* e = e*g, ∀ g є G.                                    (Ύπαρξη ουδέτερου στοιχείου)   
 iii)∀g є G, ∃ g΄ є G: g*g΄ =g΄*g = e                                                (συµµετρικό του g)   
   
2. Αν η πράξη του G συµβολίζεται µε . (επί) τότε η οµάδα (G, .) λέγεται 
πολλαπλασιαστική π.χ  (R * .), (Q *, .) όπου R* = R - {0}, Q*= Q - {0}, R το 
σύνολο των πραγµατικών αριθµών και Q το σύνολο των ρητών αριθµών. 
 
3. Αν η πράξη του G συµβολίζεται µε + (συν) τότε οµάδα (G,+) λέγεται προσθετική 
και  το ουδ. στοιχ. συµβολίζεται µε το 0 π.χ. (Q, +), (Ζ, +) όπου Ζ το σύνολο των 
ακεραίων αριθµών. 
 

4. Αν στην οµάδα ( F, .) ισχύει επιπλέον και η ιδιότητα g1 . g2 = g2 .g1  ∀ g1,g2 є G 
τότε η οµάδα λέγεται µεταθετική ή Αβελιανή. 
Συνήθως όταν χρησιµοποιούµε το σύµβολο + για την πράξη δεχόµαστε ότι η οµάδα 
είναι µεταθετική δηλ. ότι ισχύει:  
   g1 + g2 = g2 +g1,  ∀  g1, g2   є G. 
 
    Παραδείγµατα Οµάδων: 
    α) (G, .) όπου G = {+1, -1, i, - i } και i = 1−  . 

 

    β) Έστω το σύνολο Μν = { 1,2,.....ν} που αποτελείται από θετικούς ακέραιους 
αριθµούς και σ: Μν → Μν µια απεικόνιση του Μν επί του Μν που είναι (1-1), τότε 
ορίζεται το σύνολο: 
 Sν = { σ / σ: Μν Mν , 1-1  και  επί }. Το στοιχείο σ  του Sν λέγεται µετάθεση 
του συνόλου Μν. 
Εφοδιάζουµε το Sν µε την πράξη της σύνθεσης απεικονίσεων, οπότε το (Sν,.) γίνεται 
οµάδα. 
Παράδειγµα: Για ν =3 έχουµε 
 
 1  → 1  
σ1 = 2  → 2 και αντί αυτού γράφουµε: 
 { 3  → 3 }  
 
 

1  2  3 1  2  3 1  2  3 
σ1 = ( 1  2  3 ), σ2 = ( 1  3  2 ), σ3 = ( 3  2  1 ), 
 

1  2  3 1  2  3 1  2  3 
σ4 = ( 2  1  3 ), σ5 = ( 2  3  1 ) , σ6 = ( 3  1  2 ), 

 



 

2 

 
 
Γενικά ισχύει | Sν | = ν! = 1.2.3...ν, και 
 

1  → 1 1  → 3 1  → 2 
2  → 3 2  → 2 2  → 3 σ1 σ3 = { 
3  → 2 

} . {
3  → 1 

} = {
3  → 1 

} = σ5 

 
Το ουδέτερο στοιχείο είναι η ταυτοτική απεικόνιση σ1 και ισχύει  σ1

-1 = σ1 
Το (Sν, .) λέγεται οµάδα µεταθέσεων του συνόλου {1,2,3.....ν}. 
γ) Το (Rνχν, +) όπου ΙRνχν το σύνολο των τετραγωνικών πινάκων µε στοιχεία 
πραγµατικούς αριθµούς και  +  η γνωστή πρόσθεση τετραγωνικών πινάκων π.χ. 
 

( 

 
α1   β1 
γ1   δ1 

 

) + ( 

 
α2   β2 
 γ2   δ2 ) = (

 
α1+α2    β1+  β2  
γ1 + γ2    δ1+ δ2  )

δ) (Ζ Χ  Ζ ,+) όπου Ζ Χ  Ζ = { ( α,β ) / α,β є Z } 
και (α1,β1) + (α2,β2 ) = ( α1+ α2, β1+β2). 
Εδώ έχουµε ως ουδέτερο το στοιχείο (0,0) και αντίθετο [συµµετρικό του (α,β) ] το  
(-α, -β). 
ε) ( R [X], + ) όπου R [X] = { ανχν + αν-1 χν+ -...+ αο /α1 є R 
      i = o,1,2,....ν} 
στ) Η οµάδα Galois  του πολυώνυµου f(x) = x3-5 που είναι: 
G = { φ1, φ2, φ3, φ4, φ5 , φ6 }  µε: 
 
              q → q,  q ρητός                                                               q→ q,  q ρητός 
Ι= φ1=  3 5  → 3 5                                                                                               φ2 =  3 5 → 3 5  
                     ω → ω                                                                                  ω → ω2 
 
 
              q → q,  q ρητός                                                              q → q,  q ρητός 
     φ3= 3 5 → 3 5  ω                                                                                             φ4  =  3 5  → 3 5  ω 

                     ω → ω                                                                                 ω → ω2 
 
 
              q → q,  q ρητός                                                                 q → q,  q ρητός 
     φ5=  3 5  → 3 5 ω

2
                                                                                         φ6 =     3 5  → 3 5  ω

2 

                      ω → ω                                                                                     ω → ω2 
 
όπου φ : Ε Ε µε φ να είναι 1-1 και επί  
 
και      φ (α+β) = φ(α) + φ (β) 
           φ (α .β) = φ (α). φ (β)  
           φ (α) = α   αν  α  є   Q 
και  Ε είναι το σώµα ριζών του πολυώνυµου χ3 –5 = 0 
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ζ) Το σύνολο των σηµείων ενός επιπέδου και Ο ένα στεθερό σηµείο του. Για κάθε 
δύο σηµεία Α, Β  є Π θεωρούµε το σηµείο Α* Β = Γ έτσι ώστε: το ΟΑΓΒ να είναι                   
ένα παραλληλόγραµµο (δηλ. να ισχύει: ΟΓ = ΟΑ+ΟΒ ).  
 
                     Β                            Γ    Το σύνολο Π µε πράξη την  * είναι οµάδα. 
                                                                
                                                            
                                                         
Ο 
 
                           Α 
 
η) Έστω Ρ (Χ) το σύνολο όλων των υποσυνόλων ενός συνόλου Χ (δηλ. το 
δυναµοσύνολο του Χ). Για κάθε Α1 Β є Ρ (Χ) θεωρούµε την πράξη Α ∆ Β = (Α\Β) U 
( B\A) = ( AUB) \ ( A∩B). (τη λεγόµενη συµµετρική διαφορά του Α και Β). Από τα 
διαγράµµατα του Venn διαπιστώνουµε ότι ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα. 
Α∆ (Β∆Γ) = (Α∆Β) ∆Γ 
Το κενό σύνολο Ø είναι το ταυτοτικό στοιχείο ως προς αυτή την πράξη. 
Το αντίστροφο ενός υποσυνόλου Α του Χ είναι το ίδιο το Α αφού Α∆Α = Ø. 
Συνεπώς το Ρ (Χ) είναι αβελιανή οµάδα ως προς αυτή την πράξη. 
 
Ορισµός ∆ακτυλίου: 
    ∆ακτύλιος είναι ένα σύνολο R εφοδιασµένο µε δύο πράξεις + και . που πληροί τις 
εξής ιδιότητες: 
i) Το (R,+) είναι αβελιανή (µεταθετική) οµάδα  
ii) Η πράξη . είναι προσεταιριστική 
iii) Ισχύουν οι επιµεριστικές ιδιότητες του . ως προς την  +  δηλαδή: 
 (α+β).γ=αγ+βγ, δ(α+β) = δα+δβ ∀ α,β,γ,δ є R 
 
Παραδείγµατα ∆ακτυλίων: 
   α) (Ζ, +, . ), (Q, +, . ) , (R, +, . ) 
   β) (Rνχν , + , . ) π.χ.      
   γ)  (R [X] , +, . )  όπου κάθε στοιχείο του R [X]. Είναι µία παράσταση της µορφής: 
        αο + α1 χ + α2 χ2 +........+αn χn και n є Ν και  αn є  IR  για κάθε n. 
 
      O R[Χ]    ονοµάζεται δακτύλιος πολυωνύµων. 
  Τα στοιχεία του R [X] ονοµάζονται πολυώνυµα και το χ ονοµάζεται µεταβλητή. 
 

• Αν σε ένα δακτύλιο (R, +, . ) ισχύει επιπλέον τ1 . τ2 = τ2 . τ1, ∀  τ1 , τ2  є R τότε 
λέγεται µεταθετικός π.χ τα παραδείγµατα  α) και γ) είναι µεταθετικοί 
δακτύλιοι ενώ το β) δεν είναι µεταθετικός για ν>1. 

 
• Αν ∃  ένα στοιχείο 1 є R: το 1 = 1.τ = τ. ∀ τ є R τότε το 1 λέγεται µονάδα  του 

δακτυλίου. Όλα τα προηγούµενα παραδείγµατα είναι δακτύλιος µε µονάδα. 
            Ο δακτύλιος R = {2κ / κ є Ζ } δεν έχει µονάδα. 

• Ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα 1 ≠ 0 ( 0 είναι το ουδέτερο της 
πρόσθεσης στο R) λέγεται σώµα αν κάθε στοιχείο του α ≠ 0 έχει αντίστροφο 
µέσα στο R. 
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Παραδείγµατα σωµάτων: 
     Οι δακτύλιοι ( Q, + , . ) , (R, +, . ) , ( C , + , . )  όπου C = { α+βi / α, β є R }το 
σύνολο των µιγαδικών αριθµών είναι σώµατα ενώ οι δακτύλιοι ( Ζ, + , .) , (Rνχν ,+ , . ) 
για  ν>1 , R[X] δεν είναι σώµατα. 
 
Οµοµορφισµοί δακτυλίων: 
     Mία απεικόνιση φ:R1 →R2  µεταξύ των δακτυλίων R1, R2  λέγεται οµοιοµορφισµός 
αν ισχύει: 
     φ ( α+β) = φ (α) + φ(β) 
     φ (α . β) = φ (α) . φ(β)  ∀ α, β є R1 
Αν επιπλέον η φ είναι επί  τότε λέγεται επιµορφισµός    αν είναι και 1- 1 τότε λέγεται 
µονοµορφισµός αν είναι 1 – 1 και επί τότε λέγεται  Ισοµορφισµός 
 
                           οµοµ                     

• Αν φ: R1  ⎯⎯→   R2 τότε ισχύουν: 
      φ(Ο1) =  Ο2 
      φ (- α) = - φ ( α ). 
      φ ( α-β ) = φ (α) – φ (β) 
 
       Παραδείγµατα οµοµορφισµών: 
    α) φ1 : R1 →R2  , φ1(τi) = Ο2 ,  ∀  τi є R1 
    β) φ2 : R1 →R1  , φ2 (τi) = τi,  ∀  τi є R1 
    γ) φ3 : Q [χ] ∋  f (x) →  f (0) є Q 
    δ) φ4 : Z ∋ κ →  κ1 є R1 , όπου R1 δακτύλιος µε  κ . 1 = 1+….. +1 (κ  φορές αν  κ>0) 
        0 . 1 = 01 και (- κ). 1 = (- 1) +……..+ (-1) (κ φορές αν κ >0 ) 
 

    ε) φ5 :  R →R  όπου R =   { 
0
α β

δ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  / α, β, δ є R } 

        φ5  0
α β

δ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 0
0 0
α⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  στ) φ6 : R→R  όπου R = { qo+ q1 2  / qo, q1 є є } 
        φ6  (qo+ q1 2 ) = qo - q1 2 ). 
 
Υποοµάδες – Υποδακτύλιος – Υποσώµατα 
 
Έστω  (G,.)  µία  οµάδα  και   Η⊆G.  Λέµε  ότι  η   Η  είναι  υποοµάδα  της  G  αν  
ισχύουν: 

• e∈H, όπου e  το  ουδέτερο  στοιχείο  της G 
• Αν  h1, h2  ∈H,  τότε  h1.h2 ∈  H 
• Αν  h∈H τότε  h-1 ∈  H  

Παράδειγµα: 
G = Z, H ={ 2κ / κε Ζ } (µε πράξη την πρόσθεση). Εδώ έχουµε: 
1) O E H 
2) Αν 2κ1,2κ2 ∈  Η 2κ1 + 2 κ2 = 2 (κ1+ κ2 ) ∈ Η 
3) Αν 2κ ∈  Η →  - 2κ ∈ Η  
Το  Η  θα  είναι  υποοµάδα  του  G 
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Έστω (R,+,.)  ένας  δακτύλιος  και  R1⊆R 
Λέµε ότι ο (R1 +, . ) είναι υποδακτύλιος του  (R, +, . ) αν ισχύουν 

1) Ο ∈ R1  
2) Αν τ1, τ1 ΄ ∈  R1 ⇒  τ1 - τ1 ΄∈  R1 
3) Αν τ1, τ1 ΄ ∈  R1 ⇒  τ1 . τ1 ΄∈  R1 

Έστω (F, +, .) ένα σώµα  και F1 ⊆  F 
Λέµε ότι (F1, + , . ) είναι υπόσωµα του (F1, + , . ) αν ισχύουν: 
1) O,1 ∈  F1 
2) Αν α1 β1 ∈ F1 τότε α1 - β1 ∈  F1  και  α1 . β1 ∈ F1 
3) Αν γ1 ∈ F1, γ1 ≠0 τότε γ1

-1 ∈  F1 
 Tα (Q , +, .) , (R, + , . ) είναι υποσώµατα του (C, +, .) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ     2ο 
 

ΑΝΑΓΩΓΑ    ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ 

Έστω  F  ένα  σώµα. Τότε  ορίζεται  ο  ∆ακτύλιος  των  πολυωνύµων  της  
µεταβλητής  x:  F[x]=anxn +…………a1+ao   όπου  ai ∈F, i=o,1,2,3….n 
Αν   an≠ 0  τότε  λέµε  ότι  το  f(χ)= anxn +…………a1+ao     έχει  βαθµό  n    και  
γράφουµε   deg f(x)=n. ∈1 

Παρατήρηση:   Το   f(x)  δεν  είναι  σώµα  π.χ. 1
x

  ∉  F[x] 

Ορισµός:     Έστω  f(x)∈F[x],  degf(x)≥1  Το  πολυώνυµο  f(x)    λέγεται  ανάγωγο  
επί  του  F    αν  από  κάθε  ανάλυση  του  f(x)  της  µορφής  f(x)=f1(x).f2(x)  µε     
f1(x), f2(x) ∈ F[x] συνεπάγεται  ότι  f1(x)  σταθερό  ή  f2(x)   σταθερό  πολυώνυµο. 
 
ΑΝΑΓΩΓΑ  ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ  ΣΤΟ  R  

• Α.Βαθµού 
Όλα  τα  πολυώνυµα  επί  του  R    1ου   βαθµού θα  είναι  της  µορφής   f(x)= a1x+a0  
µε         a1,a0 ∈R  είναι  ανάγωγα  π.χ.  f(x)=2.x+4  και  αν  παραγοντοποιούνται  π.χ. .  
f(x)=2.x+4 =2(x+2)  τότε  το  γινόµενο  θα  αποτελείται  από   ένα  τουλάχιστον  
παράγοντα  σταθερό.  

• Β.Βαθµού 
Τα  πολυώνυµα  επί  του  R    2ου     βαθµού  θα  είναι  της  µορφής   f(x)=a2x2+a1x+a0  
µε a2,a1,a0 ∈R 
Εδώ  διακρίνουµε  τις  εξής  περιπτώσεις: 

α)  Αν   ∆=a1
2-4a2.a0>0   τότε  f(x)=a2(x-p1)(x-p2)  όπου  p1,p2  είναι  οι  ρίζες της  

εξίσωσης    a2x2+a1x+a0 =0  άρα  το  f(x)   δεν  θα  είναι  ανάγωγο  
β)  Αν    ∆=a1

2-4a2.a0=0   τότε  f(x)=a2(x-p1)(x-ρ1)  όπου  ρ1  είναι  η  διπλή  ρίζα  
της  εξίσωσης    a2x2+a1x+a0 =0   άρα  το  f(x)   δεν  θα  είναι  ανάγωγο 
γ) Αν    ∆=a1

2-4a2.a0<0  τότε  το  πολυώνυµο  δεν  παραγοντοποιείται  στο  R    
άρα  θα  είναι  ανάγωγο 

Εποµένως  τα  µόνα  πολυώνυµα  στο  R  β.  βαθµού  που  είναι  ανάγωγα  θα  είναι  
αυτά  που  έχουν  ∆<0. 

• Γ.Βαθµού 
Τα  πολυώνυµα  επί  του  R    3ου     βαθµού  θα  είναι  της  µορφής   
f(x)=a3x3+a2x2+a1x+a0     µε a3,a2,a1,a0 ∈R. Τότε  υπάρχει  ρ∈R:(x-p)/f(x)   δηλαδή  
f(x)=(x-p)(ax2+bx+c)   άρα  το  f(x)    δεν  είναι  ανάγωγο  στο R 
Οµοίως  ισχύει  ότι  κάθε  πολυώνυµο  περιττού  βαθµού  δηλαδή  αν                     
f(χ)= anxn +…………a1+ao   µε  deg f(x)=2ν+1   ν∈Ν  δεν  θα  είναι  ανάγωγο  στο  R  

• ∆.Βαθµού 
Τα  πολυώνυµα  επί  του  R    4ου    βαθµού  θα  είναι  της  µορφής   
f(x)=a4x4+a3x4+a2x2+a1x+a0     µε a4,a3,a2,a1,a0 ∈R. Οι  ρίζες  αυτού  του  
πολυωνύµου  θα  είναι  πραγµατικές  ή  µιγαδικές. 
Αν  υπάρχει έστω  µία  πραγµατική  ρίζα  έστω  ρ  τότε  το  πολυώνυµο  θα  γράφεται     
f(x)=(x-p)( a3x3+a2x2+a1x+a0)  άρα  το  f(x)  δεν  θα  είναι  ανάγωγο  στο  R 
Μένει  η  περίπτωση  λοιπόν  όλες  οι  ρίζες  να  είναι  µιγαδικές  τότε  αυτές  θα  
είναι  της  µορφής  ρ1=α1+iβ1 ,    ρ2=α1-iβ1 ,    ρ3=α2+iβ2  ,   ρ4=α2-iβ2   δηλαδή  θα  
είναι  ανά  δύο  συζυγής   και  το  f(x)  θα  γράφεται:                             
f(x)=a4(x-p1).(x-p2).(x-p3).(x-p4)=a4[x2-(p1+p2).x+p1.p2].[ x2-(p3+p4).x+p3.p4]=                 
 =a4(x2-2α1x+α1

2+β1
2).(x2-2.α2x+α2

2+β2
2)    άρα  το  f(x)  δεν  είναι  ανάγωγο 
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Οµοίως  ισχύει  ότι  κάθε  πολυώνυµο  άρτιου  βαθµού  δηλαδή  αν                        
f(χ)= anxn +…………a1+ao   µε  deg f(x)=2ν   ν∈Ν, µε  ν>1   δεν  θα  είναι  ανάγωγο  
στο  R  
 Άρα  τα  µόνα  ανάγωγα  πολυώνυµα  στο  R   θα  είναι  αυτά  που  είναι  1ου 
βαθµού   και  εκείνα  2ου  βαθµού  που  έχουν  µη  πραγµατικές  ρίζες  δηλαδή  
έχουν  ∆<0. 
 
ΑΝΑΓΩΓΑ  ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ  ΣΤΟ  C  
 

• Α.Βαθµού 
Όλα  τα  πολυώνυµα  επί  του  C    1ου   βαθµού θα  είναι  της  µορφής   f(x)= a1x+a0  
µε         a1,a0 ∈C  και  θα  είναι  ανάγωγα  

• Αν  f(χ)= anxn +…………a1+ao     degf(x)=n  µε  n>1  τότε                         
f(x)=an(x-z1)x-z2)…….(x-zn)  µε  z1,z2,……zn∈C.Άρα  f(x)  δεν  είναι  ανάγωγο 
Άρα  τα  µόνα  ανάγωγα  στο  C  είναι  αυτά  που  είναι  1ου   βαθµού. 
 
ΑΝΑΓΩΓΑ  ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ  ΣΤΟ  Q  
 

• Α.Βαθµού 
Όλα  τα  πολυώνυµα  επί  του  Q    1ου   βαθµού θα  είναι  της  µορφής   f(x)= a1x+a0  
µε         a1,a0 ∈Q  και  θα  είναι  ανάγωγα  

• Β.Βαθµού 
Τα  πολυώνυµα  επί  του  Q    2ου     βαθµού  θα  είναι  της  µορφής   
f(x)=a2x2+a1x+a0  µε a2,a1,a0 ∈Q 
Εδώ  διακρίνουµε  τις  εξής  περιπτώσεις: 

α) Αν    ∆=a1
2-4a2.a0<0  τότε  το  πολυώνυµο  δεν  παραγοντοποιείται  στο  Q    

άρα  θα  είναι  ανάγωγο 
β)  Αν   ∆=a1

2-4a2.a0≥0   τότε  f(x)=a2(x-p1)(x-p2)  όπου  p1,p2  είναι  οι  ρίζες της  
εξίσωσης    a2x2+a1x+a0 =0  και  εδώ  διακρίνουµε  τις  εξής  περιπτώσεις: 
• Αν  οι  ρίζες  του  πολυωνύµου  είναι ρητές  δηλαδή  αν  η  ∆ιακρίνουσα  ∆  

είναι  τέλειο  τετράγωνο  τότε  το  f(x)  δεν  θα  είναι  ανάγωγο  στο  Q 

• Αν  οι  ρίζες  του   πολυωνύµου  είναι  άρρητες  δηλαδή  αν  η  ∆  δεν  είναι  
τέλειο  τετράγωνο   τότε  το  f(x)    θα  είναι  ανάγωγο  στο  Q 

Εδώ  για  αυτές  τις  περιπτώσεις  καθώς  και  για  πολυώνυµα  που  degf(x)>1  
χρησιµοποιούµε  το  Κριτήριο  του   Eisenstein 

 
Κριτήριο  του   Eisenstein 
 
Έστω  f(x) ∈Z[x]  µε   f(χ)= anxn +…………a1+ao     όπου  ai ∈Ζ, i=o,1,2,3….n 
Αν∃  ρ>1  πρώτος  αριθµός  µε  ρ∈Z  τέτοιος  ώστε  ρ/ao,p/a1,…..p/an-1 και  το p  
δεν  διαιρεί  το an    καθώς  και το  ρ2  δεν  διαιρεί  το  ao,  τότε  το  f(x)  είναι   
ανάγωγο  στο  Q   
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Συγκεντρωτικά  έχουµε  τον  ακόλουθο   πίνακα 
 

Πολυώνυµο R Q C 
1ου  Βαθµού Ανάγωγο Ανάγωγο Ανάγωγο 

2ου  Βαθµού 

α) Αν  ∆<0  τότε  
είναι  ανάγωγο 

β)  Αν   ∆≥ 0  τότε  
δεν  είναι  ανάγωγο 

α) Αν  ∆<0  τότε  
είναι  ανάγωγο 

β) Αν   ∆≥0  τότε  
µπορεί  να  είναι  
ανάγωγο µπορεί  

και  όχι 
(Κριτήριο  του   

Eisenstein) 
 

∆εν  είναι  
ανάγωγο 

Βαθµού≥3 ∆εν  είναι  
ανάγωγο 

Μπορεί  να  είναι  
ανάγωγο µπορεί  

και  όχι 
(Κριτήριο  του   

Eisenstein) 
 

∆εν  είναι  
ανάγωγο 

 
 
Παρατήρηση 1η  
Αν  δεν  εφαρµόζεται  το  Κριτήριο  του   Eisenstein    τότε  δεν  µπορούµε  να  
ξέρουµε  αν το  f(x)    είναι  ανάγωγο  στο  Q 
 
Παρατήρηση 2η  
Έστω  f(x) ∈ Z[x]  
 Αν  το   f(x+1)   είναι  ανάγωγο  επί του  Q   τότε  και  το  f(x) είναι  ανάγωγο  επί  
του  Q      
Παράδειγµα 1ο  
f(x)=x5+4x4+2x+6  και  f(x) ∈Z[x] 
Υπάρχει  ρ=2  πρώτος  ώστε:  2/6, 2/2, 2/4  και  το 2  δεν  διαιρεί  το1 και  το  22  δεν  
διαιρεί  το  6  άρα  σύµφωνα  µε  το  Κριτήριο  του   Eisenstein  το  f(x)   είναι  
ανάγωγο  στο  Q 
Παράδειγµα 2ο  
f(x)=x3+3x+2 και  f(x) ∈Z[x] 
Εδώ  παρατηρούµε  ότι  δεν  υπάρχει  ρ  πρώτος  ώστε  ρ/2, ρ/3  δεν  εφαρµόζεται  το   
Κριτήριο  του   Eisenstein  αυτό  όµως  δεν  σηµαίνει  ότι  δεν  είναι  ανάγωγο   
Παίρνουµε  το  f(x+1)=x3+3x2+6x+6    και  για  ρ=3  ισχύει  το  Κριτήριο  του   
Eisenstein     άρα  το  f(x+1)   είναι  ανάγωγο  επί του   Q  άρα  και  το  f(x) είναι  
ανάγωγο  επί του  Q. 
Παράδειγµα 3ο 
f(x)=x3-2x+3x-1 και  f(x) ∈Z[x] 
f(x+1)=x3+x2+2x-2 
Εδώ  παρατηρούµε  ότι  σε  κανένα  από  τα  δύο  δεν  εφαρµόζεται  το  κριτήριο του   
Eisenstein   και  για  αυτό  ακολουθούµε  την  εξής  µέθοδο: 

Έστω  r
s

  ρίζα  του  f(x)  δηλαδή  f( r
s

)=0  και s ≠  0 και  (r,s)=1,  r,s ∈  Z 
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Τότε  θα  έχουµε  f( r
s

)=0⇒
3 2

3 22 3 1 0r r r
s s s
− + − = ⇒ r3-2r2s+3rs2-s3=0⇒  

r(r2-2rs+3s2)=s3⇒ r/s3⇒ r/s3.1⇒ r/1⇒ r=±1 
Οµοίως  s3-3rs2+2r2s=r3⇒ s(s2-3rs+2r2)=r3⇒ s/r3⇒ s=±1 

Άρα  οι  πιθανές  τιµές  του  r
s

  είναι  ±1  αλλά  f(1)=1≠ 0  και  f(-1)=-7≠ 0 

Άρα  το  f(x)    είναι  ανάγωγο  στο  Q. 
 
 
Αλγεβρικά στοιχεία: 
 
 ‘Έστω F ένά υπόσωµα του Ε και α ∈  Ε. Αν υπάρχει πολυώνυµο f(x) ∈F[x]  µε     
f(x) ≠ 0  (δηλαδή  f(x) διάφορο του µηδενικού πολυωνύµου) µε f(α) = 0, τότε λέµε 
ότι το α είναι αλγεβρικό επί του F. Αν δεν υπάρχει τέτοιο πολυώνυµο τότε λέµε ότι 
το α είναι υπερβατικό επί του F. 
 
Παραδείγµατα:  
1)Έστω  F=Q  και  E=R  α= 2 ∈Ε  και  f(x)=  x2-2 ∈Q[x]  Το  f(x)  είναι  µη 
µηδενικό  και f( 2 )=0  άρα  το  2   είναι  αλγεβρικό  επί  του  Q 
2)F=Q,  E=C  και  α= 2 +i ∈C⇒α2=2+2i 2 +i2⇒α2=1+2i 2 ⇒  
 2i 2 =α2-1⇒4i2( 2 )2=α4-2.α.2+1⇒α4-2.α.2+9=0. 
Άρα  υπάρχει  το  f(x)=x4-2x2+9∈Q[x]  µε  f(x) ≠ 0  και  f(α)=0  άρα  το              
α= 2 +i είναι  αλγεβρικό  επί του  σώµατος  Q. 
Παρατήρηση   
Έχει  αποδειχθεί  ότι  οι  πραγµατικοί  αριθµοί   π και  e    δεν  είναι  αλγεβρικοί  
δηλαδή  είναι  υπερβατικοί  επί  του   Q 
Ορισµός:  Αν  το  α  είναι  ρίζα   ενός  ανάγωγου  πολυωνύµου  f(x) ∈F[x]  µε  
degf(x)=ν,  τότε  το  ν  λέγεται  βαθµός  του  αλγεβρικού  στοιχείου  α 
Παράδειγµα 
f(x)=x2+1∈Q[x] είναι  ανάγωγο  επί  του  Q (Επειδή   ∆<0).Το  α=I  είναι  ρίζα  του  
f(x)  γιατί  f(i)=0.Ο  βαθµός  του  αλγεβρικού  στοιχείου  α=I  επί  του  Q   είναι  
degf(x)=2 
Ορισµός:  Αν  F  είναι  υπόσωµα  του  Ε  λέµε  ότι  το  Ε  είναι  επέκταση  του  F  και  
γράφουµε  Ε/F. 
 Αν   Ε/F  τότε το  Ε  είναι  διανυσµατικός  χώρος  µε  συντελεστές  από  το  F. 
Π.χ.  το  C επί  του  R   C={α+βi,α,β∈R}.Ο διανυσµατικός  χώρος  CR  έχει  βάση 
{1,i}  αφού  α+βi=α.1+β.i  και  άρα  dimCR=2 ή [C:R]=2    και  λέγεται  βαθµός  
επέκτασης του  C/R 
Γενικά  λοιπόν  ισχύει  [Ε:F]=dimEF 
 
Πρόταση  Έστω  Κ,Λ,Μ  σώµατα  µε  Κ⊆Λ⊆Μ  και dimMΛ=λ και  dimΛΚ=ξ  
Τότε  θα  ισχύει   dimMK=ξ.λ 
Πράγµατι 
Έστω dimΛΚ=ξ  και  έστω  {α1,α2,…..αξ}  µία  βάση  του  Λ  επί του  Κ  και  
{β1,β2,…βλ}  µία  βάση  του  Μ  επί  του  Λ. Θα  αποδείξουµε  ότι  το  σύνολο: 
{α1β1,α1β2,…..α1βλ,α2β1,α2β2,……..αξβ1,…….αξβλ} είναι µία βάση του  Μ  επί  του  Κ 
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Έστω  ότι:  ρ11α1β1+ρ12α1β2+…….ρ1λα1βλ+ρ21α2β1+………+ρξλαξβλ=0,  ρij ∈K  τότε  
έχουµε  
β1(ρ11α1+ρ21α2+ρ31α3+……ρξ1αξ)+β2(ρ12α1+…..ρξ2αξ)+……βλ(ρ1λα1+….ρξλαξ)=0 ⇒  
ρ11α1+ρ21α2+ρ31α3+……ρξ1αξ=0⇒ρ11=ρ21=…….ρξ1=0 
ρ12α1+………………….ρξ2αξ=0⇒ρ12=ρ22=…….ρξ2=0 
. 
. 
ρ1λα1+…………………. ρξλαξ=0⇒ρ1λ=ρ2λ=……ρξλ=0 
άρα  ρij=0  i=1,2,3……ξ,   j=1,2,3….λ. 
έστω  τώρα   ω∈Μ⇒ω=ε1β1+…….ελβλ  όπου  ε1,ε2,……..ελ ∈Λ 
ε1=ρ11α1+……..ρξ1αξ,  ρi1∈K. Το  ω  είναι  γραµµικός  συνδυασµός  των  αiβj µε  
συντελεστές  από  το  Κ⇒ τα  { αiβj   i=1,2,3…..ξ    j=1,2,3…….λ}  είναι  βάση  του  
Μ  επί  του  Κ 
Άρα  Κ,Λ,Μ  σώµατα  µε  Κ⊆Λ⊆Μ  και  dimKM=dimΛΜ=dimKΛ  ή 
[Μ:K]=[M:Λ].[Λ:K] 
 
Πρόταση: Αν F1 ⊆  F2  ⊆………⊆  Fν  τότε: 
[ Fν : F1 ] = [ Fν: Fν-1 . [ Fν-1 : Fν-2 ]………[F2: F1],    ν ≥3 
Πράγµατι: 
Για  ν=3 ισχύει από την  προηγούµενη   πρόταση 
Έστω ότι ισχύει για ν= ν-1. 
Τότε [ Fν-1: Fν ]= [ Fν-1 : Fν-2 ]……….[F2: F1], (1) 
Τo  F1 ⊆  Fν-1⊆  Fν  άρα: 
[ Fν: F1]= [ Fν: Fν-1]. [ Fν-1: F1] άρα από (1) έχουµε: 
[ Fν: F1]= [ Fν: Fν-1]. [ Fν-1: Fν-2]………[F2: F1]. 
 
 Ορισµός: Έστω Κ/F .  Η επέκταση Κ του F λέγεται αλγεβρική και  γράφουµε         
Καλγ/F αν κάθε στοιχείο του Κ είναι αλγ/F. 
 
 Πρόταση: Έστω Κ/F .( Κ επέκταση του F) 
και cαλγ/F. Τότε ∃  ακριβώς ένα   µονικό   ανάγωγο, ελάχιστου βαθµού πολυώνυµο 
φ(χ) ∈  F (x) : φ(c) = 0. 
To φ(χ) λέγεται το ελάχιστο πολυώνυµο του αλγεβρικού  στοιχείου  c και ο βαθµός 
του φ(χ) λέγεται βαθµός του αλγ. στοιχείου  c  
 
 Παρατήρηση: 
Έστω φ(χ) το ελάχιστο  πολυώνυµο του αλγεβρικού  στοιχείου c επί του F   και              
deg φ(χ)=ν 
Τότε τα στοιχεία 1, c, c2, ….., cν-1 αποτελούν µία βάση του δ.χ  F (c)F    και                             
[ F ( c) :F] =ν. 
 
Εφαρµογές:   
α) Το 2 είναι αλγεβρικό στο Q διότι είναι ρίζα του πολυώνυµου φ(χ) = χ2-2 ∈  Q [χ] 
µε φ(χ) ≠ 0. Επίσης από  Κριτήριο  του   Eisenstein   για p=2 το φ(χ) ανάγωγο στο Q    
και deg φ(χ) =2. 
Άρα η βάση του δ.χ Q ( 2 ) Q είναι {1,c}= { 1, 2 }και]Q ( 2 )= { qo + q1 2 , qo, 
q1∈  Q }. 
β) Το 3 2  είναι αλγεβρικό στο Q γιατί είναι ρίζα του πολυώνυµου φ(χ) = χ3-2 ∈  Q [χ] 
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που είναι ανάγωγο στο Q (από  το  Κριτήριο  του   Eisenstein για p=2) και deg φ(χ)=3 
άρα η βάση του δ.χ Q ( 3 2 )Q = { 1,c, c2 }={1, 3 2 , 3 4 }καιQ( 3 2 )={qo+q1

3 2 +q2
3 4 / 

qi ∈  Q,i =0,1,2} και [Q ( 3 2 ): Q ]=3. 
γ) Ας βρούµε τώρα την µορφή της επέκτασης Q ( 2, 3 ). 
Θεωρούµε τα 3 σώµατα 
Q ⊂  Q ( 2 )⊂   Q ( 2, 3 ). 
Έχουµε δείξει ότι: [ Q ( 2, 3 ) :Q]= [Q( 2, 3 ): Q( 2 )].[Q ( 2 ) :Q].   
Από το α) βρήκαµε ότι η βάση του δ.χ Q ( 2 )Q= {1, 2 } 
 
Θα βρούµε τώρα µία βάση του δ.χ Q ( 2, 3 )Q 2 (θέτουµε: Q ( 2 )=Κ  και έχουµε 
[ Κ ( 3 ):Κ]  και φ(χ) = χ2-3  ∈ Κ[χ]  το οποίο για να είναι ανάγωγο θα πρέπει    
± 3 ∉Κ=Q ( 2 ) (εδώ δεν ισχύει το Κριτήριο  του   Eisenstein   γιατί δεν είµαστε 
στο Q[x]). 
      Έστω  3  ∈Q ( 2 ) ={qo+q1 2 , qo,q1∈Q} δηλ. 3  =qo+q1 2     ⇒    
3=qo

2+2q1
2+2qoq1 2 ⇒0 = (qo

2+2q1
2-3).1+2qoq1 2 . 

Όµως {1, 2 } γρ.ανεξ. ως βάση άρα qo
2+2q1

2-3=0   και2 qoq1=0 ⇒qo=0 ή q1=0. 
Άρα για qo=0 ⇒2q1

2-3 =0 ⇒ το πολυώνυµο.f(x) = 2x2 –3 ∈ Q[x] έχει ρητή ρίζα, το 
q1∈ Q. 
     Από   Κριτήριο  του   Eisenstein   για p=3 είναι ανάγωγο /Q   Άτοπο  
Για q1=0 ⇒qo

2 –3=0 ⇒ το πολυώνυµο. h(χ)=χ2-3 ∈ Q[x] έχει ρητή ρίζα το qo∈ Q 
Από  Κριτήριο  του   Eisenstein   είναι ανάγωγο /Q για p=3. Άτοπο. 
Άρα 3 ∉  Q( 2 ). 
     Οµοίως - 3 ∉ Q( 2 ). Άρα φ(χ) ανάγωγο   στο Κ και deg φ(χ)=2. 
Άρα {1, 3 } βάση του Κ ( 3 )K Πολ/µε τις δύο βάσεις {1, 2 },{1, 3 }. 
Το σύνολο {1, 3 , 2 , 2 . 3 }είναι βάση του Q ( 2 , 3 )Q.  
δηλ. Q  ( 2 , 3 )= { qo+q1  3 +q2 2 +q3 2 . 3 ,qi∈Q}και [Q ( 2 , 3 ): Q]= 
2.2 = 4  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ     3ο 
 

ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΕΣ ΚΑΤΑΣΚΕΥΕΣ 
 Ένα σηµείο είναι κατασκευασµένο αν προκύπτει ως τοµή δύο κύκλων ή τοµή δύο 
ευθειών ή τοµή ευθείας και κύκλου τα οποία όµως αυτά µπορούµε να 
κατασκευάσουµε µε κανόνα και διαβήτη. 
 
∆ηµιουργία συστήµατος συντεταγµένων  
 
Έστω δύο σηµεία Α και β του επιπέδου.   Με τον κανόνα κατασκευάζουµε την ευθεία 
ΑΒ που την ονοµάζουµε ΧΧ΄. Ακολούθως µε τον διαβήτη φέρνουµε τους κύκλους 
(Α,ΑΒ)και(Β,ΒΑ)   
που τέµνονται στα σηµεία Γ και ∆. Ακολούθως φέρνουµε µε τον κανόνα την ευθεία 
Γ∆ που την ονοµάζουµε  yy΄. Το σηµείο τοµής των ευθειών yy΄ και χχ΄ το 
ονοµάζουµε Ο και έχουµε ΟΑ = ΟΒ. Το µήκος ΟΒ το ορίζουµε ίσο µε 1.Με τον  
Τρόπο αυτό εισάγουµε – 
κατασκευάσαµε ένα 
ορθοκανονικό σύστηµα 
αξόνων µε     Α( -1, Ο) και 
Β(1, Ο) και Ο(Ο,Ο).  
Εδώ παρατηρούµε ότι 
ξεκινώντας από 2 δεδοµένα 
σηµεία Α και Β 
«κατασκευάσαµε» τις 
ευθείες χχ ΄και yy΄, τους 
κύκλους (Α,Αβ) και (Β, 
ΒΑ) και τα σηµεία Γ,Ο,∆ 
καθώς 
 και ένα ορθοκανονικό 
σύστηµα αξόνων.  
      Ακολούθως φέρνουµε 
τον κύκλο (Ο,ΟΒ) που τέµνει τον Oy στο Ε ( 0,1 ) που το µήκος του ΟΕ είναι ίσο µε 
το 1. 
      Έτσι κατασκευάσαµε ένα ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων κάνοντας στοιχειώδεις 
κατασκευές. 
 
Σαν στοιχειώδεις κατασκευές θεωρούµε: 

• Την κατασκευή µιας ευθείας ( µε τον κανόνα) η οποία διέρχεται από δύο 
σηµεία ήδη κατασκευασµένα (π.χ. η yy΄) η δεδοµένα (πχ. η χχ΄). 

• Κατασκευή ενός κύκλου µε κέντρο κατασκευασµένο ή δεδοµένο σηµείο και 
ακτίνα κατασκευασµένο ή δεδοµένο µήκος (π.χ οι κύκλοι (Α.ΑΒ), (Β,ΒΑ) και 
(Ο,ΟΒ). 

• Κατασκευή ενός σηµείου που είναι τοµή δύο κατασκευάσιµων κύκλων (π.χ Γ 
και ∆) η τοµή κατασκευάσιµης ευθείας και κατασκευάσιµου κύκλου) (π.χ το 
Ε). 

Ορισµός  
 Ένα σηµείο είναι κατασκευάσιµο αν προκύπτει µετά από πεπερασµένα βήµατα 
στοιχειωδών κατασκευών. 
 

χ

ψ

∆

ΟΑ Β

Ε

Γ

ψ΄

χ΄

(0,1)

(-1,0) (1,0)
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Θεώρηµα:  
 Το σηµείο (χ, y) του επιπέδου είναι κατασκευάσιµο εάν και µόνο εάν τα σηµεία          
( χ, ο) και (y, ο) είναι κατασκευάσιµα.  
Απόδειξη: 

 
 
(⇒ ) Έστω ότι το σηµείο Α (χ, y) είναι κατ/µο. Kατασκευάζουµε τα σηµεία Γ και ∆  
(ως τοµή κατ/µου κύκλου και κατ/ων ευθειών). Ακολούθως κατασκευάζουµε την 
µεσοκάθετο του Ο∆  που τέµνει την Ο∆ στο Β µε Β(χ,ο) και την µεσοκάθετο του ΟΓ 
που τέµνει την yy΄ στο Ε (ο,y).Ακολούθως φέρνουµε τον κύκλο (Ο,ΟE) που τέµνει 
τον χχ΄ στο Η (y,o). Άρα από το σηµείο Α(χ,y)κατασκευάσαµε τα σηµεία Β (χ,ο) και 
Η (y,ο). 
(⇐ ) Αν τώρα έχουµε τα σηµεία Β(χ,ο) και Η (y, ο) φέρνουµε τον κύκλο (Ο,ΟΗ) που 
τέµνει τον  yy’ στο E(ο,y). Ακολούθως κατασκευάζουµε τις ευθείες ΑΕ⊥ yy΄και     
ΑΒ⊥  χχ΄που τέµνονται στο Α (χ,y). 
Oρισµός:  Ένας πραγµατικός αριθµός α θα λέγεται κατασκευάσιµος αν µπορούµε να 
κατασκευάσουµε ένα ευθύγραµµο τµήµα µήκους |α|. µε πεπερασµένο πλήθος 
βηµάτων σε ένα ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων που έχουµε ορίσει το µοναδικό 
µήκος. 
 
 
 
 
 

χ

ψ

Ο

Α

Γ

∆Β

Ε

Η

ψ΄

χ΄

(Ο,ψ) (χ,ψ)

(ψ,ο) (χ,ο)
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Παράδειγµα 
Θα κατασκευάσουµε τον αριθµό α= 2   
 
Φέρνουµε τον κύκλο (Ο,ΟΑ) κατασκευάστηκε το σηµείο Β σαν τοµή κύκλου και 

ευθείας στο τρίγωνο 
∆

ΑΟΒ έχουµε: AB2 = OΒ2 + ΟΑ2  ⇒  AB2 = 1+1=2  ⇒ΑΒ = 2   

 
 
 
  
Μετά φέρνουµε το κύκλο (Ο, ΑΒ) που τέµνει  τον Oχ στο Γ( 2 , Ο) 
έτσι κατασκευάσαµε µε κανόνα και διαβήτη ένα  ευθ. τµήµα ΟΓ µε µήκος  2  άρα  
Ο 2  είναι  κατασκευάσιµος   αριθµός. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

χ

ψ

Β

Ο

Α Γ
(1,0)

(0,1)
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Κατασκευές µε κανόνα και διαβήτη 
 
1) Κατασκευή καθέτου σε ορισµένο  σηµείο µιας ευθείας. 

  
                                                                        
Έστω ευθεία (ε) και 
σηµείο Ο      αυτής.                                          
Φέρνουµε τυχαίο κύκλο 
(Ο,ΟΑ) που τέµνει την (ε) 
στα Α,Β και ακολούθως  
την µεσοκάθετο του ΑΒ 
που είναι και  η 
ζητούµενη. 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
2) Κατασκευή καθέτου ευθείας από σηµείο εκτός αυτής 

 
Έστω ευθεία (ε) 
και σηµείο Ο 
εκτός αυτής.  
Φέρνουµε κύκλο 
(Ο,ΟΑ)  όπου Α 
τυχαίο σηµείο  
της ευθείας (ε), 
που  τέµνει  την  
ευθεία  (ε)  στο  Β 
και ακολούθως 
την µεσοκάθετο 
του ΑΒ που  είναι  
και  η  ζητουµένη 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

χ

ε ΟΑ Β

ε
.

Ο

Α Β
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3)  Κατασκευή   γινοµένου  τµηµάτων   α.β  
 
 

 
Έστω  α, β  δύο  δεδοµένα 
τµήµατα. Θεωρούµε  ΟΑ=α 
 ΟΒ=β  ΟΓ=1  και  ΒΧ//ΑΓ 
Τότε  έχουµε 
 

1
.

α
β

α β

ΟΑ ΟΧ ΟΧ
= ⇒ =

ΟΓ ΟΒ
⇒ΟΧ =

 

 
 

 
 
 
 

 
 
4)  Κατασκευή   πηλίκου   τµηµάτων   α/β  
 
 

 
 
 
Έστω  α, β  δύο  δεδοµένα 
τµήµατα. Θεωρούµε  ΟΑ=α 
 ΟΒ=β  ΟΓ=1  και  ΓΧ//ΑΒ 
Τότε  έχουµε 

1
α
β

α
β

ΟΑ ΟΧ ΟΧ
= ⇒ =

ΟΒ ΟΓ

⇒ΟΧ =
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

O

Γ

A

Β

Χ
α

α

β

O

Γ

Χ

Β

Α

α

β

1
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5)  Κατασκευή     τετραγωνικής  ρίζας   του  α,  α>ο 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Έστω  ΑΒ=α  και  ΒΓ=1.Φέρνουµε  τον  κύκλο  (Ο,ΟΑ)  και   ΒΧ⊥ΑΓ  και  έχουµε 
(ΒΧ)2=ΑΒ.ΒΓ  ⇒ (ΒΧ)2=α.1⇒ΒΧ= α  
 
 
 
 
Έστω ότι µας δίνεται ένα σύνολο σηµείων S  του επιπέδου, τότε µε την βοήθεια  ενός  
κανόνα και διαβήτη µπορούµε να  κατασκευάσουµε νέα σηµεία.   
Συνήθως το S αποτελείται από τα σηµεία (Ο,Ο) και (1, Ο) δηλ. S ={ (Ο,Ο), (1,Ο)}. 
Ένας πραγµατικός αριθµός α λέγεται κατασκευάσιµος από το S αν µπορούµε να 
κατασκευάσουµε το σηµείο (α,χ) ή (y ,α) µε χ,ψ ∈  R. Αν οι πραγµατικοί αριθµοί α,β 

είναι κατασκευάσιµοι από το S, τότε και οι αριθµοί α+β, α-β, α .β, α
β

, β≠ 0 είναι 

κατασκευάσιµοι από το S. ∆ηλαδή το σύνολο των κατασκευάσιµων πραγµατικών 
αριθµών είναι υπόσωµα του R. 
Όλοι οι ρητοί είναι κατασκευάσιµοι από το S= { (Ο,Ο), (1,0)}. (Βλέπε κατασκευή 
α
β

) 

Το  σώµα  Q(α1,β1,α2,β2,……αν,βν)   συνήθως  συµβολίζεται  µε Q(S)  όταν  
S={(0,1),(1,0),(α1,β1),( α2,β2),……(αν,βν)} 
Συµπέρασµα: Τα  στοιχεία  του  σώµατος  Q(S)  είναι  όλα  κατασκευάσιµα  από  
το   S 
 
Για να κατασκευάσουµε ένα νέο σηµείο  αυτό  θα είναι  
α) Η τοµή δύο ευθειών, είτε 
β) Η τοµή ενός κύκλου και µιας ευθείας είτε 
γ) Η τοµή δύο κύκλων 
 
Θα εξετάσουµε τώρα και τις τρεις περιπτώσεις: 
α) Έστω οι ευθείες αχ+bψ+c =0 και α΄χ + b΄ψ + c=0 µε a,b,c, α΄,b΄,c΄∈   Q (S). 
 
 

ε Α ΓΟ Β

Χ

α
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Αν οι ευθείες  είναι  παράλληλες  τότε  δεν  ορίζεται  νέο  σηµείο.                              
Αν οι ευθείες   δεν  είναι  παράλληλες  τότε (χο,ψο)  θα  είναι  το  σηµείο  τοµής  τους                         

και  θα  έχουµε   χο= xD
D

  και  ψ= 
D
D
ψ   που  διαπιστώνουµε  ότι  χο,ψο∈  Q (S). 

άρα η τοµή τους δεν ορίζει νέο σηµείο και εποµένως η τοµή δύο ευθειών πάντα 
κατασκευάζεται. 
β) Έστω η ευθεία αχ+bψ+c = 0 µε α,b,c∈  Q (S) και ο κύκλος (χ-d)2 + (ψ-e)2 = f 2 µε  
d, e, f  ∈  Q (S)   
 

 

A

αχ+bψ+c =0 

α΄χ + b΄ψ + c=0 

(χο,ψο)  

O

A B(χ1,ψ1) (χ2,ψ2)
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 ‘Έστω (χ1,ψ1)και  (χ2,ψ2)  τα σηµεία τοµής της ευθείας αχ+bψ+c = 0 και του κύκλου   
(χ-d)2 + (ψ-e)2 = f 2  τότε το χ1 είναι ρίζα της δευτεροβάθµιας εξίσωσης                    

(χ-d)2+( c ax e
b

− −
− )2=f2  της οποίας οι ρίζες  ανήκουν στην επέκταση Q (S)( 1∆  ) 

όπου ∆1 η διακρίνουσα  της δευτεροβάθµιας εξίσωσης. Αν 1∆ ∈ Q (S) τότε δεν 

ορίζονται νέα σηµεία. Αν 1∆ ∉  Q (S) τότε ορίζονται δύο νέα σηµεία που ανήκουν 

στην επέκταση Q (S)( 1∆  ) και είναι [Q (S)( 1∆  )  : Q (S)]=2,  διότι το 1∆ είναι 
ρίζα ενός ανάγωγου  πολυωνύµου επί του Q (S) δευτέρου βαθµού  
 
γ) Η τοµή δύο κύκλων ανάγεται στην προηγούµενη περίπτωση. 

 
γιατί δύο  κύκλοι   τέµνονται  κατά  µία  ευθεία  ΑΒ  άρα  το  πρόβληµα  ανάγεται  
στο  προηγούµενο 
 
 
 
Συµπέρασµα Αν ο πραγµατικός αριθµός α είναι κατασκευάσιµος  από το S, τότε       
α ∈ Q (S)( 1∆ , 2∆ ,….., ν∆ )  όπου  κ∆ ∉  Q (S)( 1∆ , 2∆ ,….., 1κ −∆ ) ,  µε  

κ=1,2,3….,ν  και [Q (S)( 1∆ , 2∆ ,….., ν∆ ) : Q (S)( 1∆ , 2∆ ,….., 1κ −∆ )]=2 
 
Άρα  [Q (S)( 1∆ , 2∆ ,….., ν∆ ): Q (S]=2ν 
 
 
 
 

K Λ

A

B
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Θεώρηµα 
Το σώµα F των κατασκευάσιµων  πραγµατικών αριθµών αποτελείται ακριβώς από 
εκείνους τους πραγµατικούς αριθµούς που µπορούµε να πάρουµε από το Q 
παίρνοντας τετραγωνικές ρίζες θετικών αριθµών πεπερασµένες το πλήθος φορές και 
εφαρµόζοντας πεπερασµένες το πλήθος πράξεις του σώµατος. 
Απόδειξη  
‘Έχουµε δείξει ότι το F δεν µπορεί να περιέχει αριθµούς άλλους από εκείνους που 
προκύπτουν από το αν πάρουµε πεπερασµένες το πλήθος τετραγωνικές ρίζες θετικών 
αριθµών και εφαρµόσουµε πεπερασµένες το πλήθος πράξεις του σώµατος. ‘Όµως, αν 
ο α > Ο είναι κατασκευάσιµος, τότε στο   αποδεικνύεται  ότι ο   a  είναι 
κατασκευάσιµος.  Εποµένως τετραγωνικές ρίζες των κατασκευάσιµων αριθµών είναι 
κατασκευάσιµες. 
 
ΠΟΡΙΣΜΑ Αν ο γ είναι κατασκευάσιµος και γ∉Q , τότε υπάρχει πεπερασµένη 
ακολουθία  πραγµατικών αριθµών α1,α2,……αν= γ τέτοια, ώστε 
το Q(α1,α2,……αν) να είναι µια επέκταση του Q(α1,α2,……αν-1)  βαθµού 2. 
Ειδικότερα, [Q(γ):Q] = 2ν για κάποιον ακέραιο τ≥  0. 
Απόδειξη 
 Η ύπαρξη των αi προκύπτει από το  προηγούµενο  Θεώρηµα . Τότε  έχουµε  
[Q(γ):Q]= [Q[(αν):Q]= [Q[(αν):Q(αν-1)]. [Q[(αν-1):Q(αν-2)]……. [Q[(α1):Q]=2ν  και  η  
απόδειξη  έχει  ολοκληρωθεί. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ     4ο 
 

ΤΑ  ΑΛΥΤΑ  ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ  ΤΗΣ  ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ 
 
      Οι επιτυχείς εφαρµογές της Θεωρίας των Οµάδων σε όλους τους κλάδους των 
µαθηµατικών είναι όντως πολλές. Θα περιορισθούµε στην παρουσίαση µιας 
εφαρµογής που αφορά τον χώρο των στοιχειωδών µαθηµατικών, µίας εφαρµογής 
µεγάλης ιστορικής σηµασίας, καθότι αναφέρεται αυτή στο κριτήριο δυνατότητας 
εκτελέσεως γεωµετρικής κατασκευής µε την χρήση µόνο του Κανόνος και του 
διαβήτη. 
      Από της εποχής των Αρχαίων Ελλήνων ένας αριθµός προβληµάτων απασχόλησαν 
εντονότατα τους γεωµέτρες. Παραθέτοµε τα κυριότερα εξ αυτών. 
1ον Ο Τετραγωνισµός του κύκλου. 
2ον Ο ∆ιπλασιασµός του κύβου. 
3ον Η Τριχοτόµηση γωνίας. 
      Είναι ουσιαστικό να παρατηρήσοµε εδώ ότι το πρόβληµα συνίσταται στο να 
γίνουν οι παραπάνω Κατασκευές µε την χρήση µόνο του κανόνος και του διαβήτη. 
Και βέβαια ανακύπτει το ερώτηµα: για ποίο λόγο να υπάρχει ο Περιορισµός αυτός;      
Είναι θέµα παραδόσεως. ∆ιάφορες λύσεις των προβληµάτων αυτών είχαν προταθεί 
κατά καιρούς, λύσεις όµως οι οποίες δεν περιορίζονταν µόνο στην χρήση του 
κανόνος και του διαβήτη, ήτοι δεν συµµορφώνονταν µε τους όρους που φαίνεται να 
πρόβαλλε η Ακαδηµία του Πλάτωνος: 
     Οι µόνες παραδεκτές Κατασκευές είναι εκείνες που γίνονται ΜΟΝΟ µε τον 
κανόνα και τον διαβήτη. 
      Το πρόβληµα του τετραγωνισµού του κύκλου, το οποίο συνίσταται στην 
κατασκευή, µε την βοήθεια µόνο του κανόνος και του διαβήτη, της πλευράς ενός 
τετραγώνου το οποίο να έχει εµβαδόν ίσον µε το εµβαδόν κύκλου δοθείσας ακτίνας, 
δεν σχετίζεται µε την Θεωρία των οµάδων.  
Το 2ο πρόβληµα έχει τις ρίζες του στην ακόλουθη ιστορία: 
      Η πανώλης µάστιζε το νησί της ∆ήλου, εκεί όπου ευρίκετο και το µαντείο του 
Απόλλωνος. Όταν το µαντείο ρωτήθηκε σχετικώς, απήντησε ότι για να σταµατήσει η 
πανώλης έπρεπε να διπλασιασθεί ο όγκος του βωµού του Απόλλωνος ο οποίος 
(βωµός) ήταν µαρµάρινος και είχε σχήµα κύβου. Οι ιερείς τότε κατασκεύασαν ένα 
δεύτερο κύβο του οποίου η ακµή ήταν διπλασία εκείνης του πρώτου, η πανώλης όµως 
παρά ταύτα εξακολούθησε την καταστρεπτική της δράση. Με τον διπλασιασµό 
βέβαια της ακµής του κύβου ο όγκος του είχε οκταπλασιαθεί και όχι διπλασιασθεί.      
Έτσι προέκυψε το πρόβληµα του διπλασιασµού του κύβου αποκαλούµενο επίσης και 
“∆ήλιον πρόβληµα” και το οποίο µπορεί να διατυπωθεί ως ακολούθως: ∆οθείσης της 
ακµής ενός κύβου να κατασκευασθεί µε την βοήθεια µόνο του κανόνος και του 
διαβήτη η ακµή ενός νέου κύβου διπλασίου όγκου. 
      Το πρόβληµα της τριχοτοµήσεως της γωνίας συνίσταται στο να διαιρεθεί δοθείσα 
γωνία σε τρία ίσα µέρη µε την βοήθεια µόνο του κανόνος και του διαβήτη. 
      Στο σηµείο αυτό πρέπει να κάνοµε τις ακόλουθες διευκρινίσεις: 
Υπάρχει ένα άπειρο πλήθος γωνιών τις οποίες µπορούµε να τριχοτοµήσοµε µόνο µε 
τον κανόνα και τον διαβήτη. Όµως, όπως θα δούµε, υπάρχουν επίσης γωνίες οι οποίες 
είναι αδύνατον να τριχοτοµηθούν µε την βοήθεια µόνο του κανόνος και του διαβήτη. 
Π.χ. είναι εύκολο να τριχοτοµήσοµε µία ορθή γωνία, διότι το ένα τρίτον αυτής 
αντιστοιχεί στο ένα δωδέκατο του κύκλου το οποίο κατασκευάζεται δια της εγγραφής 
κανονικού δωδεκαγώνου στον κύκλο, που µπορεί να γίνει µόνο µε την χρήση του 
κανόνος και του διαβήτη. 
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        Το ότι ο µαθηµατικός αδυνατεί να λύσει το προβλήµατα αυτά, δεν οφείλεται στο 
ότι οι µέθοδοι που διαθέτει δεν είναι αρκετά τελειοποιηµένες, αλλά στο ότι τον 
περιορίζουν να χρησιµοποιήσει δύο µόνο συγκεκριµένα εργαλεία, του κανόνα και τον 
διαβήτη, και στο ότι τα εργαλεία αυτά είναι «ανίκανα» να εκτελέσουν την κατασκευή 
αυτή. 
     Ποιος ποτέ θα σκέφτονταν να κάνει την εκσκαφή του Ισθµού της Κορίνθου µόνο 
µε ένα κέρινο φτυάρι; Η ανεπάρκεια των µέσων στην τελευταία αυτή περίπτωση είναι 
προφανής, ενώ στην περίπτωση των τριών προβληµάτων της Αρχαιότητας η 
ανεπάρκεια των µέσων που διαθέτει ο µαθηµατικός φάνηκε ύστερα από προσπάθειες 
που καταβλήθηκαν επί πολλούς αιώνες. 
      Οι µαθηµατικοί της Αρχαίας Ελλάδας περιορίζοντας τα όργανα που επιτρέπονταν 
στους γεωµέτρες, στον κανόνα µόνο και στον διαβήτη, δεν είχαν ποτέ υποπτευθεί ότι 
τους επέτρεπαν, συγχρόνως, και πολλά και λίγα. τους επέτρεπαν λίγα, για τους 
λόγους που εξηγήσαµε παραπάνω. Συγχρόνως όµως τους επέτρεπαν πολλά διότι η 
χρήση του κανόνος καθίσταται περιττή από την στιγµή που διαθέτει κανείς ένα 
διαβήτη. 
    Πιο συγκεκριµένα, έχει αποδειχθεί ότι τα προβλήµατα τα οποία µπορούν να 
λυθούν µε τον κανόνα και τον διαβήτη µπορούν επίσης να λυθούν: 
1ον  Με την βοήθεια ενός κανόνος και ενός διαβήτη σταθερού (αµετάβλητου) 
ανοίγµατος. 
2ον  Με την βοήθεια ενός κανόνος και ενός σταθερού κύκλου, χαραγµένου µία για 
πάντα στο επίπεδο, και του οποίου το κέντρο είναι δοθέν. 
3ον   Με την βοήθεια ενός κανόνος που έχει ακµές παράλληλες. 
4ον    Με την βοήθεια ενός γνώµονα 
5ον    Με την βοήθεια ενός γνώµονα  µε κινητούς βραχίονες. 
6ον     Με την βοήθεια ενός διαβήτη, χωρίς κανόνα. 
    Το τελευταίο αυτό αποτέλεσµα είναι ιδιαιτέρως ενδιαφέρον. Π.χ. είναι δυνατόν να 
προσδιορίσοµε το σηµείο τοµής δύο ευθειών, κάθε µία από τις οποίες δίδεται δια δύο 
σηµείων της, κάνοντας µόνο χρήση του διαβήτη. Η ανακάλυψη της σπουδαίας αυτής 
ιδιότητας οφείλεται στον Ιταλό µαθηµατικό Μasscheroni και ευρίσκεται στο 
σύγγραµµά του µε τίτλο: 
«Geometria  col  compasso» το οποίο εκδόθηκε το 1797. 
Θα κλείσοµε   αυτές  τι ς  παρατηρήσεις µε το ακόλουθο ανέκδοτο. 
      Το σύγγραµµα του Μasscheroni είχε προσελκύσει το ενδιαφέρον του 
Ναπολέοντος Βοναπάρτη όταν ο τελευταίος ευρίσκετο στην Ιταλία. 
Κάποια µέρα, µετά την επιστροφή του στην Γαλλία, ο Βοναπάρτης παρευρέθηκε σε 
µία συνεδρίαση της Γαλλικής Ακαδηµίας, όπου και έστρεψε την συζήτηση στο εν 
λόγω θέµα και παρουσίασε µερικές κατασκευές οι οποίες τον είχαν ιδιαίτερα 
εντυπωσιάσει. Στους ακροατές, µεταξύ των οποίων ευρίσκετο και ο διάσηµος 
µαθηµατικός  Lagrange προξένησε ζωηρή έκπληξη η παρουσίαση αυτή, ο δε Laplace  
ο οποίος υπήρξε καθηγητής του Βοναπάρτη, όταν αυτός σπούδαζε στην Στρατιωτική 
Σχολή της ΒRΙΕΝΝΕ, φώναξε ενώπιον όλων των παρευρισκοµένων: 
 
«Από σας τα πάντα περιµέναµε Στρατηγέ, 
εκτός από µαθήµατα µαθηµατικών». 
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    Αν και έχει αποδειχθεί ότι είναι αδύνατος  ο  διπλασιασµός  του  κύβου, η 
τριχοτόµηση µιας γωνίας  και  ο  τετραγωνισµός  του  κύκλου  µε αδιαβάθµητο 
κανόνα και διαβήτη. υπάρχουν παγκοσµίως ακόµα ερασιτέχνες µαθηµατικοί σι οποίοι 
πλανώνται. πιστεύοντας ότι ανακάλυψαν µια µέθοδο που ικανοποιεί τους κλασικούς 
περιορισµούς. 
      Ο αντιπροσωπευτικός τύπος αυτού που προσπαθεί να τριχοτοµήσει τη γωνία. 
είναι εκείνος που ξέρει αρκετά καλά ευκλείδειο γεωµετρία ώστε να δουλέψει πάνω 
σ’ένα πρόβληµα αλλά όχι τόσο καλά προτασιακή - κατηγορηµατική Λογική ώστε να 
συνειδητοποιήσει το αδύνατο της απόδειξης ή να βρει το λάθος της µεθόδου του.        
Επίσης. λόγω της απόρριψης της “αποδείξεώς” του εκάστοτε “κατασκευαστή” από 
αρκετά µαθηµατικά περιοδικά. αρχίζει και ενδίδει σε διάφορες θεωρίες συνωµοσίας 
σχετικές µε την αποτροπή της γνωστοποίησης της “µεγάλης” του ανακάλυψης 
      Τι µπορεί να συµβουλεύσει ένας µαθηµατικός έναν φιλόδοξο. που επιδιώκει την 
επίλυση  αυτών  των  προβληµάτων. Μπορεί να του υπενθυµίσει ότι στα µαθηµατικά. 
είναι δυνατό να προσδιοριστούν προβλήµατα που είναι αδύνατα στη λύση τους µε 
µια τελική απόλυτη έννοια. Είναι τόσο αδύνατο να τριχοτοµηθεί µια γωνία µε κανόνα 
και διαβήτη όσο είναι αδύνατο να κινηθεί σαν βασίλισσα ο ίππος στο σκάκι. Και στις 
2 περιπτώσεις. ο λόγος είναι ο ίδιος: Μια τέτοια πράξη παραβιάζει τους κανόνες ενός 
µαθηµατικού παιχνιδιού. Ο µαθηµατικός µπορεί  αν έχει την υποµονή και το 
υπόβαθρο να του εξηγήσει τις ακόλουθες αποδείξεις περί αδυνάτου αυτών των 
κατασκευών. 
 
 
 
∆ΗΛΙΟΝ ΠΡΟΒΛΗΜΑ   
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Είναι δεδοµένος ένας κύβος ακµής α. Να κατασκευασθεί µε κανόνα και διαβήτη 
κύβος διπλάσιου όγκου. 
Χωρίς βλάβη της γενικότητας θεωρούµε α=1  Τότε ο όγκος του ζητούµενου κύβου θα 
είναι χ3 = 2 . 13  ⇒  χ3 = 2  (όπου χ η πλευρά του ζητούµενου κύβου) Άρα πρέπει να 
κατασκευάσουµε τµήµα µήκους χ ώστε χ3 =2  δηλαδή το χ θα είναι ρίζα του 
πολυώνυµου x3 – 2  ∈ Q (x). To x3 – 2 είναι ανάγωγο επί του Q διότι είναι  3ου  
βαθµού  χωρίς  ρητές  ρίζες  και  {1,χ,χ2}  είναι  µία   βάση του Q (χ) και               
dimQ Q (χ)=3  αλλά  το  3  δεν  διαιρεί  το  2ν  άρα το χ  δεν είναι κατασκευάσιµο. 
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ΤΡΙΧΟΤΟΜΗΣΗ  ΓΩΝΙΑΣ 
 
Μπορούµε να κατασκευάσουµε µια γωνία θ αν είµαστε σε θέση να κατασκευάσουµε    

ένα ευθύγραµµο  τµήµα 
µήκους συνθ. Από  το  
διπλανό  σχήµα  έχουµε 
συνθ=ΟΑ άρα  αν  συνθ  είναι  
κατασκευάσιµο (δηλαδή  το  
ΟΑ)  τότε  και  η  γωνία  θ  θα  
είναι  κατασκευάσιµη      
Παίρνουµε τη γωνία των 60ο 
η οποία είναι κατασκευάσιµη 
και θα δείξουµε ότι δεν 
µπορούµε να τη 
τριχοτοµήσουµε.  
 

  
 
 

 
 Θα  αποδείξουµε    τώρα  ότι  η  γωνία  20ο  δεν  είναι  κατασκευάσιµη 

 
Ισχύει  ότι  συν3θ=4συν3θ-3συνθ   αν  θ=20ο   τότε  θα  έχουµε     

2
1 =4συν320-3συν20  άρα το συν20ο θα είναι ρίζα του 4χ3-3χ-

2
1  =0 µε 4χ3-3χ-

2
1
∈Q[x]  Το  πολυώνυµο  αυτό  είναι  ανάγωγο  άρα  dimQQ(συν20)=3 που  δεν  

µπορεί  να  γραφεί  σαν  δύναµη  του  2  άρα  το  συν20ο   δεν  κατασκευάζεται  
εποµένως  και  η  γωνία  60ο   δεν  τριχοτοµείται.   
 
ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΣΜΟΣ  ΤΟΥ  ΚΥΚΛΟΥ 
 
Στον  τετραγωνισµό  του  κύκλου   ζητείται  να  κατασκευαστεί  δια  του  κανόνος   
και του  διαβήτη τετράγωνο  εµβαδού  ίσου  προς  το  εµβαδόν  δοθέντος  κύκλου 

χωρίς  βλάβη  
της  γενικότητας   
ακτίνας   1 
 ∆ηλαδή  να  
κατασκευαστεί  
το  x  ώστε  
x2=π   Η λύση   
αυτού  του 
προβλήµατος 
ανάγεται στην  
κατασκευή του 

τµήµατος µήκους ίσου µε π, όταν η µονάδα µήκους   έχει δοθεί. 
Το παραπάνω κριτήριο απαιτεί κατ’ αρχήν ο π να είναι ρίζα µιας αλγεβρικής 
εξισώσεως της οποίας οι συντελεστές είναι ρητές συναρτήσεις των δεδοµένων. Αφού 
το µοναδικό δεδοµένο, εδώ, είναι το ευθύγραµµο τµήµα  µήκους 1, οι συντελεστές, 

Α

Γ

ΒΟ
θ

1

1

x

x
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ως εκ τούτου, πρέπει να είναι ρητοί αριθµοί. Συνεπώς πρέπει πρώτα από όλα ο π να 
είναι ρίζα µιας εξισώσεως µε συντελεστές ρητούς, που σηµαίνει να είναι ρίζα µιας 
εξισώσεως µε συντελεστές  ακεραίους. 
Το 1844 ο Liouville  απέδειξε ότι υπάρχουν αριθµοί οι οποίοι δεν είναι ρίζες καµιάς 
εξισώσεως µε ακεραίους συντελεστές. Οι αριθµοί αυτοί καλούνται υπερβατικοί, ενώ 
οι υπόλοιποι καλούνται αλγεβρικοί. Η απόδειξη που έδωσε ο Liouville  συνίσταται 
απλώς στην κατασκευή υπερβατικών αριθµών, απόδειξη η οποία δεν παρέχει τρόπο, 
(µέθοδο) δια του οποίου µπορεί κανείς να αναγνωρίσει αν ένας αριθµός, δοθείς εκ 
των προτέρων, είναι ή δεν είναι υπερβατικός. Η αναγνώριση δοθέντος αριθµού ως 
υπερβατικού συνέβη τριάντα χρόνια αργότερα, το 1873, όταν κατέστη δυνατόν να 
αποδειχθεί, για πρώτη φορά, από τον Ηermite ο υπερβατικό χαρακτήρας του αριθµού  
e ο οποίος είναι η βάση του συστήµατος των νεπερίων λογαρίθµων. Βασιζόµενος στο 
αποτέλεσµα αυτό, ο Lindemann κατόρθωσε, το 1822, να αποδείξει ότι ο αριθµός π 
είναι υπερβατικός, δίνοντας έτσι και την τελική απάντηση στο πρόβληµα του 
τετραγωνισµού του κύκλου: Ο τετραγωνισµός του κύκλου είναι αδύνατος. 
   
 
 
Κατασκευή των κανονικών πολυγώνων. 
 
Ο   Gauss  (1777-1855 ), πριν ακόµα κλείσει τα δεκαεννέα του χρόνια, είχε αποδείξει 
ότι το κανονικό δεκαεπτάγωνο µπορεί να κατασκευασθεί µε την βοήθεια µόνο του 
κανόνος και του διαβήτη. Η µέθοδός του, παρουσιαζόµενη σήµερα, µπορεί να 
θεωρηθεί ως µία εφαρµογή της θεωρίας του Galois αν και ο Galois δεν είχε ακόµα 
γεννηθεί την εποχή που ο  Gauss είχε κάνει την ανακάλυψή του. Εξάλλου, ούτε ο 
Galois φαίνεται να ενεπνεύσθη τίποτα το σχετικό από την µέθοδο του Gauss όταν 
επεξεργάζονταν την θεωρία του των εξισώσεων. 
Το αποτέλεσµα που απέδειξε ο Gauss είναι  
Θεώρηµα   Gauss 
Ένα  ν-γωνο  θα  κατασκευάζεται µε  κανόνα  και  διαβήτη  αν  και  µόνο  αν   
το  ν=2κ.ρ0.ρ1.ρ2….ρσ  όπου  κ≥  0  και  ρ0.ρ1.ρ2….ρσ  διακεκριµένοι πρώτοι  αριθµοί 

της  µορφής  ρi=2
t

2 +1 όπου  t Ν∈  
Παρά το γεγονός ότι η σταδιοδροµία του Gauss υπήρξε µακρά και λαµπρά, ο ίδιος 
θεωρούσε την ανακάλυψή αυτή για το δεκαεπτάγωνο, ως ένα από τους ωραιότερούς 
του τίτλους δόξας. Είχε µάλιστα εκφράσει την επιθυµία όπως ε πάνω στον τάφο του 
χαραχθεί ένα κανονικό δεκαεπτάγωνο, όπως στον τάφο του Αρχιµήδη υπήρχε 
χαραγµένη σφαίρα εγγεγραµµένη σε κύλινδρο. Η επιθυµία αυτή του  Gauss δεν 
εκπληρώθηκε, ο ανδριάντας του όµως, που υπάρχει στην γενέτειρα του 
BRUNSWICK είναι τοποθετηµένος σε βάθρο που έχει δεκαεπτά πλευρές. 
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Ας  εξετάσουµε ποια  κανονικά  πολύγωνα,  µέχρι  20  πλευρών  
κατασκευάζονται  γεωµετρικά  (δηλαδή µε  διαβήτη  και  κανόνα) 
 

Απάντηση 
 

 
 

 
  
Επίσης  παρατηρούµε  ότι  η  κεντρική  γωνία  του  κανονικού  τριγώνου  θα  είναι   

3
360 =120ο  που  το  120  είναι  πολλαπλάσιο  του  3.Άρα  κατασκευάζεται1 
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• 1 Κάθε  γωνία  που  είναι  πολλαπλάσιο  του  3 κατασκευάζεται (βλέπε  παράρτηµα)  

 

Κατασκευή  κανονικού  τριγώνου 
 
Αν  πάρουµε  ένα  ευθύγραµµο τµήµα 
ΒΓ  και  µε  κέντρα  το  Β  και  το  Γ 
αντίστοιχα  φέρουµε  δύο  κύκλους 
µε  ακτίνα  ΒΓ αυτοί  θα  τέµνονται 
σε  ένα  σηµείο  Α.Το  τρίγωνο  ΑΒΓ 
θα  έχει  όλες  τις γωνίες  του  ίσες 
και  όλες  τις  πλευρές  του  ίσες 
Άρα  θα  είναι  κανονικό. 
(Πρόταση  Ι-46  από  το  1ο βιβλίο 
των  Στοιχείων  του  Ευκλείδη) 
 

Β Γ

Α

Ο

Άρα  αφού  κατασκευάζεται  το  
κανονικό  τρίγωνο  φέρνοντας  
τις  µεσοκαθέτους  των  
πλευρών  του  τριγώνου 
κατασκευάζεται  το  κανονικό  
εξάγωνο 
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Και  αφού  κατασκευάζεται  το  
κανονικό  εξάγωνο  φέρνοντας  
τις  µεσοκαθέτους  των  
πλευρών  του  εξαγώνου 
κατασκευάζεται  το  κανονικό  
δωδεκάγωνο 

Κατασκευή  κανονικού  Τετραγώνου 
 
Αν  σε  ένα  κύκλο  κατασκευάσουµε  
δύο  κάθετες  διαµέτρους  θα  
σχηµατισθεί  ένα  τετράγωνο 
Η κεντρική  του  γωνία  θα  είναι  90ο  
που  και  αυτή  θα  κατασκευάζεται 
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Και  αφού  κατασκευάζεται  το  
κανονικό  τετράγωνο  
φέρνοντας  τις  µεσοκαθέτους  
των  πλευρών  του  τετραγώνου 
κατασκευάζεται  το  κανονικό  
οκτάγωνο 
 

Και  αφού  κατασκευάζεται  
το  κανονικό  οκτάγωνο  
φέρνοντας  τις  µεσοκαθέτους  
των  πλευρών  του  
τετραγώνου κατασκευάζεται  
το  κανονικό  ∆εκαεξάγωνο 
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Κατασκευή  κανονικού  Πενταγώνου 
 
Η  κεντρική  γωνία  του  Πενταγώνου  θα  

είναι  
5

360 =72ο που  επειδή  είναι  

πολλαπλάσιο  του  3  κατασκευάζεται. 
Άρα  το  κανονικό  πεντάγωνο  
κατασκευάζεται 
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Και  αφού  
κατασκευάζεται  το  
κανονικό  πεντάγωνο  
φέρνοντας  τις  
µεσοκαθέτους  των  
πλευρών  του  πενταγώνου 
κατασκευάζεται  το  
κανονικό  δεκάγωνο  και  
ακολούθως  φέρνοντας  
τις  µεσοκαθέτους  των  
πλευρών  του  κανονικού  
δεκαγώνου  
κατασκευάζουµε  το  
κανονικό  εικοσάγωνο 
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Κατασκευή  κανονικού  Επταγώνου 
 
Θεώρηµα   Gauss 
 
Ένα  ν-γωνο  θα  κατασκευάζεται µε  κανόνα  και  διαβήτη  αν  και  µόνο  αν   
το  ν=2κ.ρ0.ρ1.ρ2….ρσ  όπου  κ≥  0  και  ρ0.ρ1.ρ2….ρσ  διακεκριµένοι πρώτοι  αριθµοί  

της  µορφής  ρi=2
t

2 +1 όπου  t Ν∈  
 
   Παρατήρηση 
Χρησιµοποιώντας    αυτό  το  Θεώρηµα   µπορούµε  να  βρούµε  εύκολα  ποια    
πολύγωνα  κατασκευάζονται  και  ποια  όχι. 
Επί  του  προκειµένου για  το  επτάγωνο  έχουµε  για  ν=7  αν  εφαρµόσουµε  το  
ανωτέρω  θεώρηµα  έχουµε: 
    για    t=0   ρ0=21+1=3 
             t=1   ρ1=22+1= 5 
             t=2   ρ2=24+1=17 
             t=3   ρ3=28+1=257 
  και  7≠ 2κ.3.5.17  άρα  το  κανονικό  επτάγωνο  δεν  κατασκευάζεται  και  οµοίως  
δεν  κατασκευάζεται  το  κανονικό  δεκατετράγωνο (γιατί  αν  κατασκευάζονταν  µε  
διχοτόµηση  των  πλευρών  του θα  κατασκευάζονταν  και  το  επτάγωνο)    
 
 
 
Κατασκευή  κανονικού  Ενιαγώνου 
 

Η  Κεντρική  γωνία  του  ενιαγώνου  είναι  
9

360 =40ο που  δεν  είναι  πολλαπλάσιο  

του  3   άρα  δεν  κατασκευάζεται. 
Οµοίως  δεν  κατασκευάζεται  και  το  κανονικό  δεκαοκτάγωνο (γιατί  αν  
κατασκευάζονταν  µε  διχοτόµηση  των  πλευρών  του θα  κατασκευάζονταν  και  το  
ενιάγωνο)    
 
 
Κατασκευή  κανονικού  εντεκαγώνου 
 
Χρησιµοποιώντας  το  Θεώρηµα  του  Gauss  για  ν=11  έχουµε: 
11≠ 2κ.3.5.17..   άρα  το  κανονικό  εντεκάγωνο  δεν  κατασκευάζεται   µε  διαβήτη  
και  κανόνα.  
 
 
Κατασκευή  κανονικού  13-γώνου 
 
Χρησιµοποιώντας  το  Θεώρηµα  του  Gauss  για  ν=13 έχουµε: 
13≠ 2κ.3.5.17..   άρα  το  κανονικό  13-γωνο  δεν  κατασκευάζεται   µε  διαβήτη  και  
κανόνα.  
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Κατασκευή  κανονικού  15-γώνου 
 

Η  κεντρική  γωνία  του  15-γώνου   είναι  
15
360 =24ο  που  είναι  πολλαπλάσιο  του  3  

άρα  κατασκευάζεται.1 
 
   
Κατασκευή  κανονικού  17-γώνου 
 
Χρησιµοποιώντας  το  Θεώρηµα  του  Gauss  για  ν=17 έχουµε: 
17=2κ.3.5.17..   δηλαδή17=20.17  άρα  το  κανονικό  17-γωνο    κατασκευάζεται   µε  
διαβήτη  και  κανόνα.  
Εδώ  θα  χρησιµοποιήσω  και  ένα  άλλο  τρόπο  στο  να  αποδείξω  ότι  
κατασκευάζεται  το  17-γωνο  
Το  κανονικό  17-γωνο  θα  έχει  κορυφές  τις  ρίζες  της  εξίσωσης  χ17=1. 
Αν  εποµένως  αποδείξουµε  ότι  αυτές  οι  ρίζες  είναι  κατασκευάσιµες  τότε  και  το  
17-γωνο  θα  είναι  κατασκευάσιµο. 
Έστω  ρ  µία  ρίζα  του  πολυωνύµου  f(χ)=χ17-1  µε  ρ≠ 1 
 τότε  χ17-1=(χ-1)(χ16+χ15+……+χ+1)  και  επειδή  ο 17  είναι  πρώτος  αριθµός  
σύµφωνα  µε  γνωστή  πρόταση  το  πολυώνυµο  φ(χ)= χ16+χ15+……+χ+1  είναι  
ανάγωγο  επί  του  Q  και  αν  Ε  είναι  το  σώµα  ριζών  του  f(χ) τότε  Ε=Q(ρ)  και  ο  
βαθµός  επέκτασης  του [Ε:Q]=degφ(χ)=216=24 που  είναι  της  µορφής  2ν  άρα  είναι  
εν  δυνάµει  κατασκευάσιµο 
 
Κατασκευή  κανονικού  19-γώνου 
 
 
Το  κανονικό  19-γωνο  θα  έχει  κορυφές  τις  ρίζες  της  εξίσωσης  χ19=1. 
Αν  εποµένως  αποδείξουµε  ότι  αυτές  οι  ρίζες  είναι  κατασκευάσιµες  τότε  και  το  
19-γωνο  θα  είναι  κατασκευάσιµο. 
Έστω  ρ  µία  ρίζα  του  πολυωνύµου  f(χ)=χ19-1  µε  ρ≠ 1 
 τότε  χ19-1=(χ-1)(χ18+χ17+……+χ+1)  και  επειδή  ο 19  είναι  πρώτος  αριθµός  
σύµφωνα  µε  γνωστή  πρόταση  το  πολυώνυµο  φ(χ)= χ18+χ17+……+χ+1  είναι  
ανάγωγο  επί  του  Q  και  αν  Ε  είναι  το  σώµα  ριζών  του  f(χ) τότε  Ε=Q(ρ)  και  ο  
βαθµός  επέκτασης  του [Ε:Q]=degφ(χ)=18 που  δεν είναι  της  µορφής  2ν  άρα   το  
19-γωνο  δεν είναι   κατασκευάσιµο. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                 
1 Βλέπε  στο  παράρτηµα 
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Παράρτηµα 

 Οι  µόνες  ακέραιες  γωνίες  που κατασκευάζονται µε  κανόνα  και  
διαβήτη. είναι  πολλαπλάσια  του 3 

 
 

Αν  είναι  κατασκευάσιµες  οι  γωνίες  θ1
ο καιθ2

ο (θ1  και θ2  ακέραιοι)  τότε  
Μ.Κ.∆.(θ1,θ2)=δ           δ=κθ1+λθ2,  κ,λ∈Ζ δηλαδή  κατασκευάζεται  και  η  γωνία  δ.    
   

• Η  γωνία  60ο κατασκευάζεται(γωνία  κανονικού  εξαγώνου) άρα  µε  
διχοτόµηση  κατασκευάζεται  και  η  γωνία  30ο και  οµοίως     
µε  διχοτόµηση  κατασκευάζεται  και  η  γωνία  15ο=θ1 

 

• Η  γωνία  72ο κατασκευάζεται(γωνία  κανονικού  πενταγώνου) άρα  µε  
διχοτόµηση  κατασκευάζεται  και  η  γωνία  36ο και  οµοίως     
µε  διχοτόµηση  κατασκευάζεται  και  η  γωνία  18ο=θ2 

 
Μ.Κ.∆.(15,18)=3  άρα  υπάρχουν  κ,λ∈Ζ ώστε  3=κ.15+λ.18 
∆ηλαδή  η  γωνία  3ο  κατασκευάζεται  άρα  και  τα  πολλαπλάσια  αυτής. 
 
Έστω  θο  µια  κατασκευάσιµη  γωνία  µε  θο≠ πολ3  τότε (3,θ)=1  άρα  

υπάρχουν  κ,λ∈Ζ  ώστε  1= κ.3+λ.θ  δηλαδή  και  η  γωνία  1ο   θα  είναι  
κατασκευάσιµη  άτοπο γιατί  έτσι  µε  διπλασιασµό,  κάθε  γωνία  θα  ήταν  
κατασκευάσιµη. 

Θα  αποδείξουµε  όµως  τώρα  ότι  η  γωνία  20ο  δεν  είναι  
κατασκευάσιµη 

 
Ισχύει  ότι  συν3θ=4συν3θ-3συνθ   αν  θ=20ο   τότε  θα  έχουµε     

2
1 =4συν20-3συν20  άρα  το  συν20  θα  είναι  ρίζα  του              4χ3-3χ-

2
1  =0 

µε  4χ3-3χ-
2
1
∈Q[x]  Το  πολυώνυµο  αυτό  είναι  ανάγωγο  άρα  dimQQ(συν20)=3 

που  δεν  µπορεί  να  γραφεί  σαν  δύναµη  του  2  άρα  το  συν20ο   δεν  
κατασκευάζεται.   

 
Άρα  οι  µόνες  ακέραιες  γωνίες  που κατασκευάζονται µε  κανόνα  και  

διαβήτη. είναι  πολλαπλάσια  του 3 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ     5ο 
 

ΤΑ  ΑΛΥΤΑ  ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ  ΤΗΣ  ΑΡΧΑΙΟΤΗΤΑΣ 

    Αρκετοί αρχαίοι λαοί [Αιγύπτιοι, Βαβυλώνιοι, και άλλοι] γνώριζαν κάποιας 
µορφής Μαθηµατικά, έστω κι απλούς αριθµητικούς υπολογισµούς. Οι Έλληνες όµως, 
κυρίως µε την προσφορά τού Θαλή τού Μιλήσιου, εισάγοντας και εδραιώνοντας την 
απόδειξη στην διατύπωση θεωριών και στις λύσεις µαθηµατικών προβληµάτων, 
προήγαγαν τα Μαθηµατικά σε σπουδαία και αυτοτελή επιστήµη, και καθόρισαν την 
οριστική δοµή της όπως την γνωρίζουµε σήµερα.  

       Συνεπώς, µε την απόδειξη ως συστατικό τους στοιχείο, τα Μαθηµατικά παύουν 
να έχουν µια καθαρά εµπειρική και απλοϊκή δοµή, και ωριµάζουν τείνοντας στην 
φιλοσοφική σκέψη και λειτουργία. Έτσι, θεωρούνται πλέον ως µια υψηλού επιπέδου 
επιστήµη. Σηµειωτέον ότι οι Αιγύπτιοι γνώριζαν κι εκείνοι την Γεωµετρία, αλλά 
περιόριζαν τη χρήση της κυρίως στην µέτρηση τής επιφάνειας των αγροτεµαχίων 
τους και στην οριοθέτησή τους µετά από κάθε πληµµύρα τού ποταµού Νείλου. Η 
Γεωµετρία απέκτησε σφαιρικό, πνευµατικό, κι επιστηµονικό χαρακτήρα, και έγινε 
όργανο στα χέρια τού Ανθρώπου µε το οποίο αυτός µπόρεσε να κάνει έρευνα και να 
προχωρήσει πολύ µπροστά, µόνον µε τούς Έλληνες. Και γενικώς, η απόδειξη ως 
σύλληψη κι εφαρµογή αποτελεί σταθµό στην πορεία τής Ανθρωπότητας. 

 
      Το  ∆ήλιον1  πρόβληµα ή  ο  ∆ιπλασιασµός  του  κύβου, ο  τετραγωνισµός  του  
κύκλου  και  η  τριχοτόµηση    γωνίας  είναι  τα  τρία  πλέον  διάσηµα  προβλήµατα  
της  Ελληνικής  Αρχαιότητας, των  οποίων  η  αναζήτηση  της   λύσης  από  τους  
αρχαίους  γεωµέτρες,  οδήγησε  σε  µια  έντονη  ανάπτυξη  της  επιστήµης. 
      Τα  προβλήµατα  αυτά  έχουν  τεθεί  ήδη  από  του  5ου  π.χ.  αιώνα  και 

• Στο  ∆ήλιον  πρόβληµα  ζητείται  να  κατασκευαστεί  δια  του  κανόνος   και  
του  διαβήτη   το  µήκος  της  πλευράς  κύβου  όγκου  διπλασίου άλλου  του  
οποίου  δίνεται  η  πλευρά 

• Στον  τετραγωνισµό  του  κύκλου   ζητείται  να  κατασκευαστεί  δια  του  
κανόνος   και  του  διαβήτη   τετράγωνο  εµβαδού  ίσου  προς  το  εµβαδόν  
δοθέντος  κύκλου 

• Στην τριχοτόµηση    γωνίας   δίνεται  τυχαία  γωνία  και  ζητείται  να  
κατασκευασθεί  δια  του  κανόνος   και  του  διαβήτη   µια  άλλη  γωνία  
µέτρου  ίσου  προς  το  ένα  τρίτο  της  δοθείσης   

 
 
 
 
 
 

                                                 
1 Κατά  µία  εκδοχή  ο  Βασιλιάς  της  Κρήτης  Μίνως  είχε  διατάξει  να  κατασκευασθεί  για  τον  υιόν  
του  τάφος  κυβικής  µορφής   όταν  όµως  τον  είδε  εκτελούµενο  έκρινε  ότι  ήταν  πολύ  µικρός  για  
ένα  βασιλέα  και  διέταξε  να  διπλασιαστεί  διατηρώντας  το  κυβικό  του  σχήµα, κατά  άλλη  εκδοχή  
χρησµός  από  το  µαντείο   του  ∆ηλίου  Απόλλωνα   επέβαλε  στους  ∆ηλίους   να  διπλασιάσουν  τον  
κυβικό  βωµό  του  Απόλλωνα  για  να  απαλλαγούν  από  τον  λοιµό  που  µάστιζε  το  νησί  ∆ήλο     
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∆ΗΛΙΟΝ  ΠΡΟΒΛΗΜΑ 
 
        Οι  Πυθαγόρειοι    είχαν  διαπιστώσει  ότι  αν  θεωρήσουµε  τετράγωνο  πλευράς  
α  µπορούµε  να  κατασκευάσουµε  µε τον  κανόνα  και  τον  διαβήτη   άλλο  
τετράγωνο  διπλασίου  εµβαδού. Πράγµατι  η  πλευρά  του  τετραγώνου  αυτού  θα  
είναι  η  διαγώνιος  του  πρώτου  γιατί    (∆Β)2=2.(ΑΒ)2 
                                                                                                   

 
  Οι  Αρχαίοι  Έλληνες   Γεωµέτρες   
εποµένως  ήταν  πολύ  φυσικό  να  
θέσουν  το  ανάλογο  πρόβληµα  στον  
χώρο  για  τον κύβο  αφού  ησχολούντο  
παραλλήλως  και  µε  την  µελέτη  των  
στερεών 
        Η  λύση  όµως  αυτού του  
προβλήµατος  δεν  ήταν  άµεσος  όπως  
του  πρώτου. 
        Ο  Ευτόκιος (6ος  αιώνας  µ.χ.)  
σχολιαστής  των  έργων  του  Αρχιµήδη  
σχολιάζοντας  ανάλογο  πρόβληµα  του  
Αρχιµήδη   και  την  µέθοδο  που  αυτός  
χρησιµοποίησε  για  να  το  λύσει  δίνει  
όλες  τις  λύσεις  που  του  ήταν  γνωστές  
από  παλαιότερες  συγγραφές. Οι  λύσεις  

που  δίνει  είναι  12  και  η  αρχαιότερη  είναι  του  Αρχύτα  που  είχε  ηλικία  10  
αιώνων 
 
Οι  κυριότερες  από  τις  γνωστές  λύσεις  προέρχονται  από  τους: 

• Ιπποκράτη  τον  Χίο (470-400 π.χ.) 
• Αρχύτα  τον  Ταραντίνο  (430-365π.χ.) 
• Πλάτωνα (427-347π.χ.) 
• Μέναιχµο  (375 π.χ.) 
• Αρχιµήδη  (287-212 π.χ.)  
• Ερατοσθένη  (276-194 π.χ.) 
• Απολλώνιο   (265-170 π.χ.) 
• Νικοµήδη   (200π.χ.) 
• Ήρωνα  τον  Αλεξανδρινό  (1ος -2ος  αιών.  µ χ) 
• ∆ιοκλής  (1ος  αιών.  π.χ.) 
• Πάππος   Αλεξανδρινός   (3ος  αιών.  µ.χ) 
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Η   Λύση  του  Ιπποκράτη2  του  Χίου 
      Ο πρώτος  γεωµέτρης  που  ασχολήθηκε  µε  το  πρόβληµα  του  διπλασιασµού  
του  κύβου  θεωρείται  ο  Ιπποκράτης  ο  Χίος. 
     Όπως  αναφέρει  ο  Ευτόκιος    ο  Ιπποκράτης  ο  Χίος  ανήγαγε  το  πρόβληµα  
του  διπλασιασµού  του  κύβου   στην  εύρεση  δύο  µέσων  αναλόγων, σε  συνεχή  
αναλογία   µεταξύ  δύο  δοθέντων   µεγεθών.  
 Το  πρόβληµα   είναι  να  κατασκευαστεί   ένα  τµήµα   µήκους  χ  ώστε  χ3=2.α3  
όπου  α  η  πλευρά  του  αρχικού  κύβου  και  χ  η πλευρά  του  ζητουµένου 
 
 

           

..

.
α

α

α
χ

χ

χ

 
     Ο  Ιπποκράτης   λοιπόν  διαπίστωσε  ότι  η  λύση    της  παραπάνω  εξίσωσης     
ανάγεται  στην  εύρεση  δύο  µέσων  αναλόγων  δηλ.  να  κατασκευαστούν  δύο  

τµήµατα  χ  και  ψ  ώστε 2α
ψ

= ψ
χ

= χ
α

  όπου  α  και  2α  είναι  γνωστά  και  α  είναι  η  

πλευρά  του  πρώτου  κύβου. 
  Πράγµατι  αν  ισχύουν  αυτές  οι  σχέσεις   έχουµε   ψ2=2αχ  και  χ2=ψ.α  και  µε  
απαλοιφή  του ψ  έχουµε   χ4=2.α3.χ ή  χ3=2.α3 
   Οι  λύσεις  που  δόθηκαν  από  τους  υστερότερους  στηρίχτηκαν οι  πιο  πολλές  
στην  αναγωγή  αυτή  του  Ιπποκράτη  που  είναι  επίσης  δύσκολο  να  βρεθούν  οι   

                                                 

2 'Eζησε στο διάστηµα (470-400 π.Χ.). Κατεξοχήν γεωµέτρης, παρακολούθησε περί το 430 π.Χ. 
µαθήµατα Φιλοσοφίας και µαθηµατικών στην Αθήνα, στην οποία αργότερα και δίδαξε.  
Ευφυής γεωµέτρης κατέκτησε γρήγορα τις µέχρι τότε γεωµετρικές γνώσεις και συνέβαλε στην 
δροµολόγηση των λύσεων των προβληµάτων της Γεωµετρίας. Η συµβολή του στην γεωµετρία ήταν η 
παρακάτω: 'Eγραψε τα πρώτα "Στοιχεία" γεωµετρίας, στα οποία µάλλον τακτοποιούσε κάποια 
θεωρητικά ζητήµατα (Πρόκλος). Είναι πιθανό να κατείχε την πρώτη γεωµετρία του Αναξίµανδρου. 
Ασχολήθηκε µε το πρόβληµα του ∆ιπλασιασµού του Κύβου (κατασκευή του x από την , µε α 
δοσµένο τµήµα), το οποίο τότε περίπου είχε τεθεί, και το ανήγαγε σε πρόβληµα αναλογιών (µε τη 
µορφή της συνεχούς αναλογίας. Ασχολήθηκε µε το πρόβληµα του τετραγωνισµού του κύκλου, από 
την µελέτη του οποίου οδηγήθηκε στον τετραγωνισµό ενός µηνίσκου. Εκτός αυτού πρότεινε και τον 
τετραγωνισµό τριών άλλων µηνίσκων, στηριγµένος στην άποψη ότι όλοι οι µηνίσκοι των κανονικών 
πολυγώνων τετραγωνίζονται (Σιµπλίκιος). Αυτός µάλλον θεώρησε όλους τους κύκλους ως όµοια 
σχήµατα και πρότεινε δύο περίφηµα θεωρήµατα γι' αυτούς, τα παρακάτω: 
(1) "Τα εµβαδά των κύκλων είναι ανάλογα των τετραγώνων των διαµέτρων τους" (Στοιχεία 
2/ΧΙΙ) (Σιµπλίκιος). (Το πρώτο θεώρηµα απειροστικού λογισµού). 
(2) "Τα εµβαδά οµοίων κυκλικών τµηµάτων (µε ίσες επίκεντρες γωνίες) είναι ανάλογα των 
τετραγώνων των χορδών τους" (Εύδηµος). 
Η απόδειξη της (1) στα Στοιχεία είναι µάλλον δική του. Οι µαθηµατικές του αρχές ήταν Πυθαγόρειες, 
και είναι πιθανό για τη γεωµετρία εκείνων να είχε πληροφορίες από δηµοσιεύσεις του Φιλολάου (440 
π.Χ.) ή του αρχαιότερου 'Iππασου (~510 π.Χ.). Το σύνολο της µαθηµατικής του δράσης του χάρισε 
τον τίτλο του "Ευφυούς" γεωµέτρη, ο οποίος µε το πρωτοπόρο έργο του, ώθησε την ελληνική 
γεωµετρία σε νέες κατακτήσεις.  

 



 

36 

 
 
 
µέσοι  ανάλογοι,  το  πρώτο  όµως  βήµα  είχε  γίνει  γιατί  η  µελέτη  του  
προβλήµατος  µε  την  βοήθεια  των  αναλογιών  (που  είχε  αναπτύξει  Ο  Εύδοξος)   
ήταν  πιο   προσιτές  για  τα  δεδοµένα  και  τις  µεθόδους  της  εποχής.  
 
 
  
Η   Λύση  του  Αρχύτα3(430-365π.χ) 
 
 
    Ας  δούµε  την  περιγραφή  της  λύσης  του  Αρχύτα  που  έδωσε ο  Ευτόκιος  
σχολιαστής  των  έργων  του  Αρχιµήδη  βάσει  στοιχείων  από  τον  Εύδηµο 

 «∆ίδονται δύο τµήµατα εύθείας Α∆  καί Γ  ζητούνται δέ νά εύρεθούν δύο µέσαι 
άνάλογοι µεταξύ  αύτών. 

Εστω ό κύκλος ΑΒ∆Ζ, διαµέτρου Α∆. Λαµβάνοµεν έκ τού Α τήν χορδήν ΑΒ, ϊσην 
πρός τό Τµήµα Γ, καί προεκτείνοµεν ταύτην µέχρις ότου συναντήση εΙς τό σηµεϊον Π 
 
τήν έφαπτοµένην εϊς τό σηµεΐον ∆ τού  
κύκλου ΑΒ∆Ζ. 
«Φέροµεν τήν ΒΕΖ παράλληλον πρός  

τήν Π∆. Θεωρούµεν ένα ορθόν  

ήµικύλινδρον, µέ βάσιν την 

 ήµιπεριφέρειαν ΑΒ∆. 

 Επίσης, µίαν ήµιπεριφέρειαν διαµέτρου 

 Α∆, κάθετον έπί τό έπίπεδον τής  

περιφερείας ΑΒ∆Ζ. 

«Στρέφοµεν  περί  το σηµείον Α  

τήν ήµιπεριφέρειαν ταύτην  
                                                 

3 'Eζησε στο διάστηµα (430-365 π.Χ.). Αναφέρεται σαν ο τελευταίος των Πυθαγορείων. 'Hταν 
εξαιρετική προσωπικότητα του Τάραντα µε ξεχωριστές πολιτικές και µαθηµατικές ικανότητες. 
Θαυµάζεται ως Φιλόσοφος, Μαθηµατικός, Αστρονόµος και Μηχανικός. Υπήρξε δάσκαλος του Πλάτωνα 
(388 π.Χ.) και αργότερα και του Ευδόξου (365 π.Χ.). Η προσφορά στα µαθηµατικά της εποχής του 
ήταν σηµαντικότατη. Συγκεκριµένα: Έλυσε πρώτος το ∆ήλιο πρόβληµα µε µια πολύ ωραία θεωρητική 
κατασκευή. Η λύση πρόκυπτε από την τοµή ενός ηµικυλίνδρου ενός ηµικώνου και µιας σπείρας (στερεό 
εκ περιστροφής κύκλου περί άξονα που δεν τον τέµνει). Ανέπτυξε τις µεθόδους της Λογιστικής 
(µαθηµατικής τέχνης), µε την ανακάλυψη µιας ευφυέστατης µεθόδου υπολογισµού οποιωνδήποτε 
τετραγωνικών ριζών, στηριγµένης στην µουσική αναλογία ων Πυθαγορείων. Εφάρµοσε πρώτος τα 
µαθηµατικά στην επίλυση προβληµάτων της Μηχανικής (µαθηµατικής τέχνης). 'Eλυσε γεωµετρικά 
προβλήµατα µε τη βοήθεια κινητικής γεωµετρίας (οργάνων, των οποίων η κίνηση ενός στελέχους 
έδινε το ζητούµενο µήκος). Είναι πιθανό η φερόµενη ως λύση του Πλάτωνος του ∆ηλίου προβλήµατος 
να είναι δική του ιδέα. Γενικά ο Αρχύτας θεωρείτο στην αρχαιότητα ως µεγάλος µετρητής (και 
υπολογιστής), µε µεγάλη προσφορά στους υπολογισµούς διαφόρων µεγεθών. Αναφέρονται δύο έργα 
του, το "Αρµονικός" και το "∆ιατριβαί", από τα οποία σώζονται λίγα αποσπάσµατα. Στον Αρχύτα και 
στα τρία βιβλία του Φιλολάου (που αγόρασε ο Πλάτων), οφείλεται η αρχαία γνώση των επιτευγµάτων 
και δογµάτων των Πυθαγορείων. Σε αυτούς µάλλον οφείλεται και ο "Πυθαγορισµός" του Πλάτωνα.  
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(πάντοτε κάθετον έπί τό έπίπεδον ΑΒ∆Ζ), 

 έκ τού ∆ πρός τό Β. Θά διαγράψει  σύτω 

 µίαν έπιφάνειαν (µίαν σπεϊραν), ή όποία θά τέµνη τόν ήµικύλινδρον (συµφώνως 
πρός µίαν καµπύλην). 

«Εξ άλλου, έάν τό τρίγωνον ΑΠ∆ περιστραφεί  περί τήν εύθεϊαν Α∆, ή πλευρά αύτού 
ΑΠ θά διαγράψη µίαν κωνικήν έπιφάνειαν (κορυφής Α), θά τµήση δέ, κατά τήν 
κίνησίν της, τήν καµπύλην, τοµήν τού ήµικυλίνδρου καί τής σπείρας. Ταυτοχρόνως, 
τό σηµεΐον Β τής ΑΠ Οά διαγράψη έπί τού κώνου µίαν ήµιπεριφέρειαν. 

«Κατά τήν τοµήν τής ΑΠ καί τής σπείρας, ή ήµιπεριφέρεια (ή δια γράφουσα τήν 
σπεϊραν), θά εύρίσκεται εϊς τήν θέσιν ∆’ΑΚ καί τό τρίγω νον ΑΠ∆ εϊς τήν θέσι ΑΛ∆. 
“Εστω Κ τό έν λόγω σηµεϊον τοµής, ΒΜΖ ή ήµιπεριφέρεια τήν όποίαν διαγράφει τό 
Β καί ΒΖ ή τοµή αύτής καί τού κύκλου Β∆ΖΑ. ‘Εκ τού Κ φέροµεν τήν κάθετον έπί 
τό έπίπεδον ΑΒ∆. Αύτη τέµνει τήν περιφέρειαν ΑΒ∆Ζ, διότι ό κύλινδρος έχει 
κατασκευασθεί  καθέτως έπ’ αύτήν. Εστω ΚΙ ή κάθετος αϋτη. Φέροµεν τήν εύθεϊαν   
ΑΙ διερχοµένην έκ τού σηµείου Θ τής ΒΖ. 

«“Αγοµεν τήν εύθεϊο Α∆, ή όποία τέµνει. τό ήµικύκλιον ΒΜΖ εϊς σηµείον Μ, καί, έν 
συνεχεία, τάς εύθείας Κ∆’, ΜΙ καί Μθ. 

«‘Αφού Τά δύο ήµικύκλια ∆’ΚΑ καί ΒΜΖ είναι κάθετα έπί τό έπίπεδον ΑΒ∆Ζ, καί ή 
τοµή αύτών ΜΘ θά είναι έπίσης κάθετος έπί τό αύτό επίπεδον, καθώς καί έπί τήν 
εύθεϊαν ΒΖ αύτού. 

«“Εχοµεν  ΘΒ.ΘΖ = ΘΑ.ΘΙ = ΘΜ2Έποµένως, τό τρίγωνον ΑΜΙ είναι όµοιον πρός 
άµφότερα Τά τρίγωνα  ΜΘΙ καί ΘΜΑ ή δέ γωνία ΙΜΑ είναι όρθή. ‘Αλλά καί ή 
γωνία∆‘ΚΑ είναι έπίσης όρθή. “Αρα αί εύθεϊαι Κ∆’ καί ΜΙ είναι παράλληλοι. 
Έχοµεν οϋτω τάς άναλογίας 

'∆Α ΑΚ ΑΙ
= =

ΑΚ ΑΙ ΑΜ
 «∆ηλαδή, Τά τέσσαρα µεγέθη ∆’Α, ΑΚ, ΑΙ, ΑΜ, εύρίσκονται έν  

συνεχή άναλογία ‘Αλλά     Α∆’ = Α∆ καί ΑΜ = ΑΒ = Γ 

‘Εποµένως, αί Α Κ καί ΑΙ εϊναι αί ζητούµεναι µέσαι άνάλογοι µεταξύ τών Α ∆ καί 
Γ». 
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Η Λύση του Πλάτωνος4 (427-347 π.Χ 
 
Ο Πλάτων επινόησε µια διάταξη , σύµφωνα µε την οποία, κάνοντας µια κίνηση ενός 
οργάνου επί τούτω, µπορούµε να παρεµβάλουµε ανάµεσα στο α και το 2α τους 
µέσους ανάλογους που προέβλεπε η ανάλυση του προβλήµατος κατά τον Ιπποκράτη 
τον Χίο. 
Στο παρακάτω σχήµα , έχω πάνω σε δύο κάθετους άξονες τα Τµήµατα α στον ψψ’ 
και 2α στον χχ’ . αν µπορέσω να φέρω από τα Α και Β δύο παράλληλες ΑΚ//ΒΛ έτσι 
ώστε το τµήµα ΚΛ να είναι κάθετο σε αυτές, τότε το πρόβληµα λύθηκε, αφού  στο    
                                                                                                                                                                         

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                              

4'Eζησε στο διάστηµα (427-347 π.Χ.). Αθηναίος φιλόσοφος, αριστοκρατικής καταγωγής, ίδρυσε και 
διεύθυνε το διασηµότερο πανεπιστήµιο του Ελληνισµού, την Ακαδηµία, για 40 περίπου χρόνια, µέχρι 
τον θάνατό του. Σε ηλικία 18 ετών γνώρισε τον 60-χρονο πια Σωκράτη και γοητεύτηκε από την 
προσωπικότητα και την διδασκαλία του. Από το συνολικό του έργο σώζονται 36 έργα, τα οποία εκτός 
από την "Απολογία του Σωκράτη" έχουν τη µορφή διαλόγου. Σε όλα εκτός των "Νόµων" τη συζήτηση 
διευθύνει ο Σωκράτης, ενώ ο τίτλος του καθενός είναι το όνοµα του σπουδαιότερου συνοµιλητή ή 
αφηγητή. Στα έργα αυτά γίνεται φανερή η Πυθαγόρεια τοποθέτησή του, και ο άκρατος θαυµασµός του 
προς τα µαθηµατικά και ιδιαίτερα προς τη Γεωµετρία. Η συµβολή της Ακαδηµίας στα µαθηµατικά του 
4ου αι. π.Χ. είναι σηµαντικότατη, ιδιαίτερα µε τα έργα των καθηγητών της Θεαίτητου, Μεναίχµου και 
Ευδόξου. Η συµβολή όµως του ίδιου του Πλάτωνα είναι αµφιλεγόµενη, αν και πιστεύεται ότι: 'Eλυσε το 
∆ήλιο πρόβληµα (διπλασιασµό του κύβου) µε κινητική γεωµετρία και κάποιο όργανο µε τη βοήθεια 
του οποίου προέκυπτε η λύση. Έδωσε γενική µορφή στην Αναλυτική µέθοδο και συνέβαλε στην 
έρευνα των Γεωµετρικών τόπων. Προσδιόρισε ένα πλήθος των Πυθαγορείων τριάδων, δηλαδή των 

τριάδων ακεραίων αριθµών, που επαληθεύουν την ισότητα του Πυθαγορείου Θεωρήµατος  
Για τα πολυσυζητηµένα αστρονοµικά ζητήµατα της εποχής του (κίνηση του Ουρανού, θέση, σχήµα και 
κίνηση της γης) παρουσιάζει ξένες και θολά διατυπωµένες απόψεις (Φαίδων, Τίµαιος), γεγονός που 
φανερώνει ότι δεν διέθετε προσωπική άποψη για το θέµα, και γενικά ότι δεν ήταν µαθηµατικός. Η 
κύρια λοιπόν συµβολή του στα µαθηµατικά βρίσκεται κυρίως στο ότι προέτρεπε τους µαθηµατικούς να 
ερευνούν καθολικές µαθηµατικές αλήθειες, και γενικά να καλλιεργούν τα µαθηµατικά, τα οποία 
θεωρούσε ότι διαθέτουν τεράστια εκπαιδευτική αξία. Η προτροπή αυτή φαίνεται, εκτός των άλλων, και 
στις απόψεις του ότι τα Μαθηµατικά είναι "δόσις θεών εις ανθρώπους" και ότι "οδηγούν έντονα την 
ψυχή προς το θείο".  
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τρίγωνο   ΟΚΛ   έχουµε                               χ2=α.ΟΛ       (1) 
και  στο  ορθογώνιο   ΒΚΛ  έχουµε                ΟΛ2=χ.2.α      (2)   
Αν  Λύσουµε  την   (1)  ως   προς   ΟΛ  και  την  αντικαταστήσουµε  στην  (2)  

έχουµε  διαδοχικά  ΟΛ=
22 2 4

4 3 3 3
22 2 2 2χ χ χχ α αχ χ α χ χ α

α α α
⎛ ⎞

⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
Για  να  πετύχουµε  την  κατασκευή  του  χ   χρησιµοποιούµε  το  παρακάτω   όργανο    
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Εικόνα : 0 κυβιστής του Πλάτωνος 
 
Το ανωτέρω όργανο χρησιµοποιείται ως εξής: 
Η εσωτερική κορυφή ∆ του οργάνου τοποθετείται σε τυχαίο σηµείο της Οψ. 
Φροντίζουµε   η πλευρά ∆Γ να περνάει από το Β Κινούµε την ΕΖ , γλιστρώντας 
ταυτόχρονα την κορυφή ∆, πάνω στην 0 ‚µέχρι να βρούµε την Θέση, κατά την οποίαν    
το κινητό στέλεχος ΕΖ , να περνά από το σηµείο Α και από την τοµή Κ της Οχ και 
της πλευράς ∆Θ  του οργάνου. 
Τότε, τα ζητούµενα σηµεία, θα είναι τα Λ και Κ. 
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Η  λύση  του  Μεναίχµου5 
 
. Ο Μέναιχµος, υπήρξε µαθητής  του Εύδόξου και, εν συνεχεία του Πλάτωνος. 
Εκ τής επιστολής του ‘Ερατοσθένους   προς τον Πτολεµαίο τον 3ον , την οποίαν 
µνηµονεύει ο Πρόκλος, µανθάνοµε, όχι µόνον ότι ή ανακάλυψης των κωνικών τοµών 
οφείλεται στον  Μέναιχµον, άλλά και ότι ούτος έχρησιµοποίησεν αυτές δια την 
έπίλυσιν τού προβλήµατος τού διπλασιασµού τού κύβου  
 ‘Όσον άφορά εις την εφαρµογή αυτών δια την έπίλυσιν τού προβλήµατος τού 
διπλασιασµού τού κύβου, ο Εύτόκιος αναφέρει, ότι ο Μέναιχµος επέτυχε την λύσιν, 
µε  τη βοήθεια δύο διαφόρων κατασκευών: 
α. δια τής τοµής δύο παραβολών και 
β. δια τής τοµής µίας παραβολής και µίας  υπερβολής. 
Εποµένως, οι δύο λύσεις τού Μεναίχµου δύνανται να προκύψουν ως έξής: 
Αν γράψουµε τις σχέσεις τού Ιπποκράτους υπό την µορφή 

           2α
ψ

= ψ
χ

= χ
α

   

 
  είναι   ισοδύναµοι   µε  το  σύστηµα 
 
χ2=αψ       Παραβολή             ή     χ2=αψ       Παραβολή 
ψ2=2αχ     Παραβολή                    χψ=2α.2    Υπερβολή 
 
Εποµένως, οι δύο µέσοι ανάλογοι, χ  και  ψ   µεταξύ των µεγεθών  α και  2.α   
δύνανται να προκύψουν ως οι συντεταγµένοι τού σηµείου τοµής, είτε  δύο 
παραβολών   (Σχ. α), είτε   παραβολής και      υπερβολής  (Σχ.  β). 
 
 
 

                                                 

5 Γεννήθηκε γύρω στο 375 π.Χ. στην Αλωπεκόννησο ή Προκόννησο της Προποντίδας Μαθητής του 
Ευδόξου, µάλλον από τη σχολή της Κυζίκου, τον ακολούθησε στην Αθήνα, στην οποία µαθήτευσε στην 
Ακαδηµία του Πλάτωνα. Αργότερα εξελίχθηκε σε έναν από τους σηµαντικότερους καθηγητές της.  Η 
προσφορά του στη γεωµετρία βρίσκεται κυρίως στο ότι ανακάλυψε τις τρεις κωνικές τοµές 
(παραβολή, έλλειψη, υπερβολή). Η αρχική ονοµασία των καµπύλων ήταν "Μεναίχµιος τριάς" προς 
τιµή του (Ερατοσθένης). Ο Ευκλείδης τις καµπύλες αυτές τις γνωρίζει ως τοµές κώνου µε επίπεδο. Ο 
Μέναιχµος τις καµπύλες του τις κατασκεύαζε σηµείο προς σηµείο. Οι ίδιες καµπύλες µε συνεχή κίνηση 
πιστεύεται ότι κατασκευάστηκαν για πρώτη φορά από τον Ισίδωρο τον Μιλήσιο (6ο αι. µ.Χ.), τον 
έναν από τους αρχιτέκτονες της Αγίας Σοφίας. ∆εύτερη κορυφαία γεωµετρική προσφορά του 
Μέναιχµου υπήρξε η λύση του ∆ηλίου προβλήµατος, µε τη βοήθεια των κωνικών τοµών. Μάλιστα 
έδωσε δύο λύσεις, τις οποίες διέσωσε ο Εύτοκος, µαθητής του Ισίδωρου. ∆εν γνωρίζουµε αν η µελέτη 
του ∆ηλίου προβλήµατος τον οδήγησε στις κωνικές ή αντίστροφα, πάντως είναι βέβαιο ότι οι λύσεις του 
στηρίχτηκαν στην αναγωγή που έκανε για το πρόβληµα ο Ιπποκράτης ο Χίος. Κορυφαίος καθηγητής 
της Ακαδηµίας ήταν και ο αδελφός του ∆εινόστρατος, για τον οποίο αναφέρεται ότι επιχειρούσε να 
τετραγωνίσει τον κύκλο στηριγµένος σε µία καµπύλη του Ιππία του Ηλίου (περί το 430 π.Χ.), η οποία 
επίσης κατασκευαζόταν σηµείο προς σηµείο. Η χρήση αυτή της καµπύλης της έδωσε το όνοµα 
Τετραγωνίζουσα του Ιππία, αν και εκείνος την επινόησε µε στόχο του την τριχοτόµηση γωνίας. Τις 
τρεις καµπύλες της "Μεναιχµίου Τριάδος" επισταµένα µελέτησε ο Αρισταίος ο Πρεσβύτερος (περί το 
320 π.Χ.), ο οποίος και ανακάλυψε ότι αυτές είναι τοµές κώνου. Από τον Πάππο αναφέρεται ότι ο 
Αρισταίος παρουσίασε µεθοδικά τη σχετική θεωρία στο έργο του "Περί Κωνικών Τοµών".  
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 Σχ  α                                         Σχ  β 
 
Η  λύση  του   Ερατοσθένους6 (276-194π.χ.) 
 
Η λύση αυτή υλοποιείται µε την κατασκευή οργάνου που λέγεται «µεσολάβιον» και 
το οποίο επιτυγχάνει την κατασκευή των ενδιαµέσων χ και ψ όπως προέβλεπε η 
ανάλυση του Ιπποκράτους του Χίου. 
Όπως  αναφέρει  Ο  Ευτόκιος  την  λύση  αυτή  υπέβαλε  ο  Ερατοσθένης  στον  
Πτολεµαίο  σε  µια  επιστολή  στην  οποία  αναφέρεται  το  ιστορικό  του  
προβλήµατος  και  ενός  υποδείγµατος  του  µεσολάβου   ενώ  άλλο  λίθινο  οµοίωµα  
αυτού  αφιέρωσε  στον  ναό  του  Φαραώ  Πτολεµαίου 
 
 
                                                 

6'Eζησε στο διάστηµα (276-194 π.Χ.) περίπου. Μαθηµατικός, Φυσικός, Γεωγράφος, Αστρονόµος, 
Ιστορικός και Φιλόλογος σπούδασε και αργότερα δίδαξε στην Αλεξάνδρεια, στο περίφηµο Μουσείο της. 
Από το 235 π.Χ. και επί 40 χρόνια διετέλεσε διευθυντής της περίφηµης βιβλιοθήκης της Αλεξάνδρειας. 
Κάτοχος και ταξινοµητής όλης της τότε µαθηµατικής βιβλιογραφίας, έγινε γρήγορα γνώστης όλων των 
θεωρητικών προβληµάτων της τότε γεωµετρίας, αλλά και άλλων προβληµάτων της τότε γραµµατείας. 
Έτσι άπλωσε τη συγγραφική του δράση στην τακτοποίηση αυτών των προβληµάτων, ώστε να 
διευκολύνει τους µεταγενέστερους µελετητές. Από τα ποικίλα έργα του δεν σώθηκε κανένα εκτός από 
λίγους τίτλους, όπως: "Χρονογραφίαι" (9 βιβλία): Χρονολογική ταξινόµηση ανθρώπων και 
γεγονότων. "Γεωγραφικά" (3 βιβλία): Η Μαθηµατική γεωγραφία και η ιστορία της. "Περί της 
Αρχαίας κωµωδίας": Κριτική, ιστορία και χρονολόγηση. "Καταστερισµοί": Μελέτη των αστερισµών. 
"Περί Μεσοτήτων": Μελέτη της Αριθµητικής Γεωµετρικής και Αρµονικής αναλογίας. Επιστήθιος φίλος 
του Αρχιµήδη διατηρούσε επαφή µαζί του και συµµετείχε στα γεωµετρικά ζητούµενα της εποχής του. 
∆υστυχώς όµως από το συνολικό µαθηµατικό του έργο δεν σώθηκε τίποτα. Σώθηκε όµως η µνήµη δύο 
µαθηµατικών του επιτυχιών. Επινόησε και κατασκεύασε το περίφηµο όργανο "Μεσολάβιον", µε τη 
βοήθεια του οποίου έλυε το ∆ήλιο πρόβληµα (διπλασιασµό του κύβου), και ταυτόχρονα µπορούσε να 
παρεµβάλει ανάµεσα σε δύο δοσµένα ευθύγραµµα τµήµατα δύο µέσες αναλόγους, σε συνεχή αναλογία. 
Στα περίφηµα "Γεωγραφικά" του παρουσίασε την πρώτη ακριβή µαθηµατική µέτρηση της περιµέτρου 
της Γης, µε την βοήθεια σκιοθηρικών γνωµόνων, και την βρήκε ίση µε 250.000 στάδια (=39.400-
41.000 km, έναντι της πραγµατικής 40.000 km) (Κλεοµήδης, Στράβων).  
Πιστεύεται ότι ανακάλυψε ακόµα µία µέθοδο υπολογισµού της διάρκειας των µεγίστων ηµερών στα 
διάφορα πλάτη, από το γεωγραφικό πλάτος τους, και ότι συγκρότησε πίνακα πλατών γνωστών τόπων. 
Κατασκεύασε τον πρώτο παγκόσµιο µαθηµατικό χάρτη της τότε οικουµένης, την οποία σχεδίασε 
πάνω σε ένα πλέγµα καθέτων ευθειών (µεσηµβρινών και παραλλήλων κύκλων), αξιοποιώντας τις 
πληροφορίες των γεωγραφικών έργων της βιβλιοθήκης και των έργων των συνοδών του Μ. 
Αλεξάνδρου στην εκστρατεία της Ασίας. Λάτρης της ταξινόµησης της ανθρώπινης γνώσης ο 
Ερατοσθένης, δεν µπόρεσε να αντέξει την στέρηση της µελέτης, που του επέβαλε η γεροντική 
τύφλωση, και τελικά τερµάτισε τη ζωή του, σε ηλικία 82 ετών, µε απεργία πείνας.  
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 O  Μεσολάβος  αποτελείται  από  ένα  ορθογώνιο  πλαίσιο  του  οποίου  η  άνω  και   
η  κάτω  πλευρά   έχουν  αυλάκια εντός  των  οποίων  δύνανται  να  κινούνται  τρία  

ίσα  ορθογώνια  
τρίγωνα 
 
 
Με  διαδοχικές  
µετακινήσεις  των  

κινητών  
τριγώνων  

βρίσκουµε  τα  
ενδιάµεσα   σηµεία  Β  και  Γ  καθιστώντας  τα  συνευθειακά  µε  τα   ∆  και  Α   
λαµβάνοντας  ως  αρχή  το  τµήµα  α   και  µε  το  Θεώρηµα  του  Θαλή   
προσδιορίζουµε  το  τµήµα  χ   από  την  γνωστή  ανάλυση  του  προβλήµατος  από  
τον  Ιπποκράτη  τον  Χίο 
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Η Λύση µε την Βοήθεια τη κογχοειδούς του Νικοµήδους 
 
Αυτή η λύση είναι αρκετά πολύπλοκη, καθώς χρειάζεται η κατασκευή της 
κογχοειδούς του Νικοµήδους , η πρόταση  I I-.6 των Στοιχείων του Ευκλείδη το 
πυθαγόρειο Θεώρηµα, το θεώρηµα του Θαλή , οµοιότητα τριγώνων κ..ά. 
Ας ξεκινήσουµε µε τον ορισµό και την κατασκευή της κογχοειδούς. 

 
 Έχουµε ένα 
σταθερό 
σηµείο Π . 
επίσης µια 
σταθερή ευθεία 
(ε) Ακόµα 
έχουµε 
σταθερό κατά 
µήκος ένα ευθ. 
τµήµα µ. Από 
το Π ‚ φέρω 
την οικογένεια 
των ευθειών 
που τέµνουν 
την (ε) 

Εκατέρωθεν των σηµείων Τοµής της (ε) µε την οικογένεια των ευθειών ‚λαµβάνω 
τµήµατα ίσα µε µ Με ένωση όλων των σηµείων έχω την κογχοειδή. Στο παραπάνω 
σχήµα ‚τυχαίνει η απόσταση του Π από την (ε) να είναι µικρότερη από το µ και η 
κογχοειδής έχει και έναν βρόγχο .Στα επόµενα δύο σχήµατα, έχοµε τις υπόλοιπες δύο 
περιπτώσεις όταν ΠΑ=µ και ΠΑ>µ 
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Εδώ  έχουµε    τις   δύο  περιπτώσεις  για  την  κογχοειδή  του  Νικοµήδη  αν  ΠΑ=µ  
και  αν  ΠΑ>µ. 
 
Το  όργανο  που  υλοποιεί  αυτή  την  κατασκευή  της  κογχοειδούς  έχει  δύο  
σταθερούς  κανόνες  σε  σχήµα  Τ    και  ένα  κινητό  όπως  φαίνεται  στο  παρακάτω  
σχήµα. 

 
Η γραφίδα κινείται πάντα κατά τέτοιο τρόπο ‚έτσι ώστε να διέρχεται πάντα από τον 
πόλο Π και η γραφίδα να απέχει από την ευθεία πάντα µήκος µ. 
 
 
 
 



 

45 

 
Ας  δούµε  τώρα  την  πρόταση  I I -6  από  τα  στοιχεία  του  Ευκλείδη που  την  
χρησιµοποιεί  Ο  Νικοµήδης     στην  λύση  του. 
 
 
 
Πρόταση  I I-6  των  Στοιχείων  του  Ευκλείδη 
 
‘Εάν εύθεία γραµµή τµηθή είς τό µέσον, προστεθη δέ εις τήν προέκτασιν αύτής 
εύθείά τις, τό όρθογώνιον τό περιεχόµενον ύπό τής όλης καί τής προστεθείσης,  µέ 
τό τετράγωνον τσ ήµίσεος τής εύθείας. είναι ίσον µέ τό τετράγωνον τό έχον 
πλευραν τό ήµισυ τής εύθείας καί τήν προστεθείσαν. 
 
 
 
Έχουµε δηλαδή την  ευθεία  ΑΒ  και  παίρνουµε    σηµείο   Γ  ώστε  ΑΓ=ΒΓ   και  Β∆   
ένα τµήµα  στην   προέκταση  αυτής   τότε   Α∆.Β∆ +(ΓΒ)2=(Γ∆)2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Κατασκευάζουµε   ∆Θ=∆Β  και  κάθετη  στην  ∆Β  και  φέρνουµε  τις  ΓΖ,ΒΗ  
παράλληλες   στην  ∆Θ  και  την  διαγώνιο  ∆Η  ώστε  να  σχηµατισθεί  το  παραπάνω  
σχήµα .Η  απόδειξη  αυτής  της  πρότασης   του  Ευκλείδη  καθίσταται  προφανής   αν  
παρατηρήσουµε   ότι  τα  σχήµατα  που  έχουν  το  ίδιο  χρώµα  έχουν  το  ίδιο  
εµβαδόν 
 Και   τώρα  ας  δούµε  πως  ο   Νικοµήδης  υλοποίησε  την  κατασκευή  του   όπως  
την  διέσωσαν  Ο  Πάππος(3ος  αι µ.χ.)   και  Ο  Πρόκλος (410-485  µ.χ.)  που  υπήρξε  
ένας  από  τους  τελευταίους   διευθυντές  της  Ακαδηµίας  του  Πλάτωνα      
 
 
 
 
 
 

.

Α ΒΓ ∆

Ε Ζ Η Θ

Κ Λ Μ
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Ο  Νικοµήδης Θεωρεί δύο κάθετους άξονες Βχ και Βψ και πάνω τους τα µήκη        
ΒΑ =2 α και ΒΓ= α Επίσης Θεωρεί τα µέσα τους Λ και Ε αντιστοίχως. Στην Βγ 
φέρνει µεσοκάθετο και πάνω της κατασκευάζει σηµείο Ζ µε την ιδιότητα ΓΖ =α 
Παίρνει και ΗΒ=Α∆=α . Από το Η φέρνει την ΗΖ και από το Γ την παράλληλο (ε) 
προς αυτήν. 
Στην συνέχεια, µε την βοήθεια της κογχοειδούς, ο Νικοµήδης κατασκευάζει µεταξύ 
των πλευρών της γωνίας εΓχ , τµήµα α , έτσι ώστε προεκτεινόµενο , να περνά από το 
Ζ Αυτό επιτυγχάνεται, αν πάρουµε ως πόλο της κογχοειδούς το Ζ , βάση την Γε και 
σταθερό διάστηµα το µήκος α. 
Η κογχοειδής τέµνει την Βχ σε σηµείο Κ και η Κ∆ την Βψ στο Μ Τότε, στα τµήµατα 
ΒΑ=2 α και ΒΓ= α ‚ µέσες ανάλογες είναι οι ψ=ΓΚ και χ=ΑΜ. Έτσι Θα έχω 
χ3=2.α 
Πώς όµως δικαιολογείται αυτό; 
Ας το δούµε: 
Σύµφωνα µε την   πρόταση I I-6.6, θα ισχύει: 
ΒΚ ΓΚ+ΕΓ2=ΕΚ2 (1) 
Με πρόσθεση και στα δύο µέλη της (1) του ΕΖ2 , έχω: 
ΒΚ ΓΚ+ΕΓ2 +ΕΖ2= ΕΚ2 + ΕΖ2 = (Πυθαγόρειο Θεώρηµα) 
ΒΚ ΚΓ +α2 =ΖΚ2 (*) 
Οµοίως , για  το τµήµα ΑΒ που έχει προέκταση το ΑΜ , Θα έχω: 
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ΒΜ.ΜΑ+α2=ΛΜ2 (**) 

ΓΘ//ΗΖ  (Θεώρηµα Θαλή) 2α
ψ α

ΖΘ
=  

Επίσης τριγ. ΑΜ∆ είναι  όµοιο  µε  το  ∆ΓΚ από όπου έχω: 
 
2α χ
ψ α

=  

Από τις δύο τελευταίες σχέσεις έχω ότι χ=ΖΘ  χ+α=ΖΘ +α καθώς και 
2α χ
ψ α α

ΖΘ
= =   (3) 

∆ηλ. ΖΚ=ΛΜ(***)  
Από (*), (**),(***) έχω ότι ΒΚ ΓΚ =ΒΜ ΑΜ ή 
ψ
χ

ΒΜ
=
ΒΚ

 

 

Αλλά από τα όµοια τρίγωνα ΜΒΚ και ΜΑ∆ έχω: χ
α

ΒΜ
=

ΒΚ
  (##) 

 ‘Έτσι, από (#) και (##) έχω ψ χ
χ α
=  

Από την τελευταία σχέση και από την (3), έχω ότι 
2α ψ χ
ψ χ α

= =  

  που µας δίνει το αποδεικτέο.  
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Η ΤΡΙΧΟΤΟΜΗΣΗ ΓΩΝΙΑΣ 
 

      Η τριχοτόµηση της ορθής γωνίας είναι ένα εύκολο πρόβληµα, αφού το 1/3 της 
ορθής είναι η γωνία των 30ο  η οποία κατασκευάζεται είτε µε διχοτόµηση των 60ο  
από την κατασκευή του ισοπλεύρου τριγώνου (πρόταση Ι.-1 Στοιχείων) είτε από 
κατασκευή ορθογωνίου τριγώνου µε µία κάθετη πλευρά ίση µε το ήµισυ της 
υποτείνουσας. 
       Εποµένως, η διχοτόµηση µιας αµβλείας γωνίας αφαιρούµενης της ορθής που 
τριχοτοµείται, ανάγεται στην τριχοτόµηση οξείας γωνίας, Πράγµα που κατέστη 
δυσκολότατο. 
      Σήµερα γνωρίζουµε το αδύνατον της λύσης αυτού του προβλήµατος µε κανόνα 
και διαβήτη, αφού η εξίσωση που την εκφράζει είναι τρίτου βαθµού και  δίνεται  µε  
δύο  τρόπους  
     α)Γνωρίζουµε από την τριγωνοµετρία ότι  συν3θ=4συν3θ-3συνθ  και  αν θέσουµε  
συνθ=χ  και  συν3θ=b  έχουµε  4.χ3-3χ-b=0  Η  εξίσωση  αυτή  για 
      i) b=0  έχουµε  4.χ3-3χ=0 ⇒  χ(4.χ2-3)=0  που  οι  ρίζες  αυτής  κατασκευάζονται  

άρα  αν  b=0⇒συν3θ=0⇒συν3θ=συν
2
π
⇒3θ=κπ+

2
π   άρα  οι  γωνίες  που  

ικανοποιούν  την  σχέση   φ= κπ+
2
π   κατασκευάζονται 

       ii)  b=1  έχουµε  4.χ3-3χ-1=0⇒ (χ-1)(4χ2+4χ+1)=0 που  οι  ρίζες  αυτής    πάλι 
κατασκευάζονται  άρα  αν  b=1⇒συν3θ=1⇒συν3θ=συν0⇒3θ=2κπ   
 άρα  οι  γωνίες  που  ικανοποιούν  την  σχέση   φ= 2κπ  κατασκευάζονται και  
       iii)  b=-1 έχουµε  4.χ3-3χ+1=0⇒ (χ+1)(4χ2-4χ+1)=0 που  οι  ρίζες  αυτής    πάλι 
κατασκευάζονται άρα  αν  b=-1⇒συν3θ=-1⇒συν3θ=συνπ⇒3θ=2κπ+π   
    Όταν  όµως  το  b  είναι  τυχαίο  τότε  η  εξίσωση  4.χ3-3χ-b=0  είναι  ανάγωγος  µε  
αποτέλεσµα  να  µην  µπορούν  να  κατασκευαστούν  οι  ρίζες  αυτής 

β)Επίσης  από την τριγωνοµετρία γνωρίζουµε την ταυτότητα: 

                   
3

3

33
1 3
εφθ εφ θεφ θ

εφ θ
−

=
−

 

           Σε αυτή την εξίσωση, αν θέσουµε εφ3θ=α(γνωστός) και εφθ=χ (άγνωστος) µε 
πράξεις καταλήγουµε στην ισοδύναµή της: χ3-3αχ2-3χ+α=0 που είναι η εξίσωση η 
εκφράζουσα την τριχοτοµία. 
Οµοίως  για  α=0  έχουµε  χ3-3χ=0 ⇒ χ(χ2-3)=0  που  οι  ρίζες  αυτής  
κατασκευάζονται  Η  κατασκευή  όµως  µε  χάρακα  και  διαβήτη  των  ριζών  της 
εξίσωσης αυτής   για  τυχαία  τιµή  του  α  όπως απεδείχθη το 1837 είναι αδύνατος. 
Οι  Αρχαίοι  Έλληνες  όταν  οι  προσπάθειες  µε  τον  διαβήτη  και  τον  χάρακα  δεν  
απέδωσαν   στράφηκαν  σε  άλλες  καµπύλες  εκτός  του  κύκλου  και  άλλες  
µεθόδους. 
      Ο Ιππίας υπήρξε ο πρώτος γεωµέτρης που έλυσε το πρόβληµα, µε την βοήθεια 
της καµπύλης που αργότερα ο ∆εινόστρατος προσπάθησε να τετραγωνίσει τον κύκλο  
και  που  ονοµάστηκε  τετραγωνίζουσα 
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Η  Λύση  του  Ιππία  του  Ηλείου(430 π.χ.) 
 
Στο παρακάτω σχήµα, φανταζόµαστε ένα σηµείο στο ∆, Το Οποίο εκτελεί µια 
σύνθετη κίνηση: 
Ι)Μία οµαλή ευθύγραµµη κίνηση κατά την διεύθυνση ∆Α 
2)Μία οµαλή κυκλική µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα γύρω από το Α, µε ακτίνα 
Α∆. 
Οι δύο προηγούµενες ταχύτητες, είναι τέτοιες ώστε ο χρόνος που απαιτείται για την 
διάνυση του διαστήµατος Α∆ , είναι ίσος µε τον χρόνο που απαιτείται για στροφή 90ο  
Συνεπώς το ∆ εκτελεί σύνθετη κίνηση και η τροχιά του φαίνεται στο παρακάτω 
σχήµα (είναι η καµπύλη ΑΖΗ) 
 

 
 
Η καµπύλη αυτή κατασκευάζεται ως εξής: 
Αφού σε ίσους χρόνους διανύονται ίσα διαστήµατα και διαγράφονται ίσες γωνίες, 
χωρίζω το τετράγωνο και το Α∆ σε επαρκή αριθµό ίσων διαστηµάτων µε παράλληλες 
προς την ΑΒ . Κατόπιν κατασκευάζω τόσες ίσες γωνίες, όσα και τα διαστήµατα που 
κατασκεύασα , χωρίζοντας την ορθή σε αντίστοιχα ίσα διαστήµατα. 
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Στην συνέχεια κατασκευάζω το πρώτο σηµείο της ζητούµενης καµπύλης , ως τοµής 
του πρώτου διαστήµατος και την πρώτης γωνίας. ∆εύτερο σηµείο η τοµή του 
δευτέρου διαστήµατος και την δεύτερης γωνίας. Τρίτο η τοµή του τρίτου. και την 
τρίτης γωνίας κ.ο.κ. 
Στην συνέχεια συνδέω τα σηµεία µε όση ακρίβεια µπορώ. Όσο πιο πολλά τα ίσα 
διαστήµατα και σι γωνίες, τόσο καλύτερη η ακρίβεια που επιτυγχάνω. Αν α η πλευρά 
του τετραγώνου, Τ ο χρόνος πτώσης υ η επικαµπύλιος ταχύτητα, ω η γωνιακή 
ταχύτητα, Θα ισχύουν οι σχέσεις: 

α=υΤ και 
2
π  = ωΤ 

Επισης για το τυχόν σηµείο Ζ µε συντεταγµένες (χ,ψ) Θα ισχύουν: 

α—ψ = υt και 
2
π  - θ=ω.t όπου υ, ω οι ταχύτητες και t ο χρόνος κίνησης µέχρι το 

σηµείο Ζ ενώ θ είναι η γωνία ΖΑχ 
Επίσης ισχύει και η σχέση υ =ω α 
Με απαλοιφή µεταξύ των σχέσων των αγνώστων υ, ω, Τ, παίρνω 

2 2

2 2

α ψ α ψ α α ψψ θ ψ τοξεφπ π θ π π χθ

−
= = ⇒ = ⇒ =

−
 

Η τελευταία, είναι η εξίσωση της τετραγωνίζουσας µε καρτεσιανές συντεταγµένες. 
Επίσης ΑΗ =2α/π 
Το παραπάνω, υποδηλώνει, ότι αν είναι δυνατόν να κατασκευασθεί η καµπύλη µε 
κανόνα και διαβήτη, τότε και   το  π   είναι κατασκευάσιµο. 
Για την τριχοτόµηση όµως έχω: 
Έστω ότι θέλω να τριχοτοµήσω την οξεία γωνία Θ =ΖΑΒ. 
Από την εξίσωση της καµπύλης έχω ότι ψ=2αθ/π , από την οποία (µε διαίρεση και 
των δύο µελών µε το 3 ) εξάγεται η σχέση: 

2
3 3
ψ α θ

π
=  

από την παραπάνω σχέση, έχω ότι το ζητούµενο σηµείο για την τριχοτόµηση, είναι 
αυτό που έχει τεταγµένη ψ/3 , το οποίο ευκόλως προσδιορίζεται µε τριχοτόµηση του 
Τµήµατος ΖΚ. 
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Η Λύση τον Αργιµήδη7 µε την έλικά του(287-212 π.χ) 
 
Στο Παρακάτω σχήµα βλέπουµε την έλικα του Αρχιµήδη, µε την βοήθεια της οποίας 
µπορούµε να τριχοτοµήσουµε µια γωνία. Η έλιξ είναι η καµπύλη ΟΝΚ , η οποία 
παράγεται, αν φανταστούµε ότι το σηµείο Ο µετέχει δύο κινήσεων: 
1) Μιας οµαλής κυκλικής κίνησης µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα και 
2) Μιας οµαλής γραµµικής κατά µήκος µιας ακτίνας. 
Σε ίσους χρόνους διαγράφει ίσες γωνίες και ίσα διαστήµατα στην επιβατική ακτίνα. 
Συνεπώς µπορεί να κατασκευασθεί από διακριτά σηµεία κατά ανάλογο τρόπο µε την 
τετραγωνίσουσα του ∆εινοστράτου. 

 
Κατασκευάζω ίσες 
γωνίες και οµόκεντρους 
κύκλους των οποίων οι 
ακτίνες είναι σε 
τυχούσα αριθµητική 
πρόοδο µε θετική 
διαφορά. 
Με ανάλογο τρόπο 
όπως και µε την 
τετραγωνίζουσα , την 
κατασκευάζουµε και 
εκπληροί την εξίσωση: 

ρ=
2
R θ
π

 

 όπου R είναι η ακτίνα 
του πρώτου κύκλου(που 
λαµβάνω R=ω , µε ω 
την διαφορά της 
προόδου) 
Από την προηγούµενη 

µε διαίρεση και των δύο µελών µε το 3 , έχω: 
3 2 3

Rρ θ
π

= ∆ηλαδή το 1/3 της γωνίας θ , 

αντιστοιχεί στο 1/3 της πολικής ακτίνας ρ της καµπύλης κι αυτό για κάθε στιγµή της 
κίνησης.Εάν λοιπόν έχω προς τριχοτόµηση την γωνία χΟΖ=Θ . Τότε κάνω το εξής: 
Τριχοτοµώ το ΟΚ και λαµβάνω το τµήµα ΟΛ=1/3 ΟΚ Με κέντρο το Ο και ακτίνα 
ΟΛ κατασκευάζω κύκλο , που τέµνει την έλικα σε σηµείο Ν Φέρω την ΟΝ και η 
γωνία  τριχοτοµήθηκε. 
                                                 

7 Εξέχουσα µαθηµατική φυσιογνωµία µε τεράστιο όγκο έργων, πρωτοπόρων και ποιοτικά κορυφαίων. 
Εξαιρετικό πρότυπο γεωµέτρη ερευνητή, αποτελεί µαζί µε τον Ιπποκράτη και τον Εύδοξο, την τριάδα 
των πρωτεργατών του απειροστικού λογισµού. Ο Αρχιµήδης επίσης γνώριζε να κατασκευάζει τη λύση 
ειδικών τριτοβάθµιων προβληµάτων, και µεταξύ αυτών και του ∆ηλίου Προβλήµατος. Τις λύσεις αυτές 
τις έδινε µε την τοµή δύο κωνικών (Ευτόκιος). Μοναδική είναι η προσφορά του στην ανώτερη µετρική 
Γεωµετρία. Συγκεκριµένα έκφρασε τους όγκους στερεών εκ περιστροφής κωνικών εφαρµόζοντας 
"απειροστικές" µεθόδους ανάλυσης των στερεών αυτών. Η πρωτοτυπία και η αποτελεσµατικότητα των 
µελετών του έγιναν αιτία να χαρακτηριστεί από τους ιστορικούς των µαθηµατικών, ως ο µεγαλύτερος 
µαθηµατικός όλων των εποχών και όλων των εθνών.  
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Η  έλιξ  του  Αρχιµήδη  υλοποιηµένη  για  γωνία  2π 
 
Άλλα  όργανα  και  κατασκευές  για  την  τριχοτόµιση 
Η  κατασκεύη  του  A.Pergassi(1893) 
Στο παρακάτω σχήµα —όργανο, έχω το ηµικύκλιο µε κέντρο Κ , ενώ ισχύει 
ΑΒ=ΒΚ=ΚΛ Συνεπώς αν προσαρµόσω την κορυφή Ο της προς τριχοτόµησή γωνίας 

στην ΓΒ, όπως 
φαίνεται στο σχήµα το 
άκρο Α στην µία 
πλευρά και το άλλο 
µέρος του οργάνου να 
εφάπτεται (Το 
ηµικύκλιο) στην άλλη 
πλευρά, , τότε σι 
γωνίες ΒΟΑ, ΒΟΚ , 
και ΚΟΡ είναι ίσες 
µεταξύ τους και η 
γωνία τριχοτοµήθηκε. 
Η απόδειξη είναι απλή 
και µπορεί να γίνει µε 
την σύγκριση των 
τριών ορθογωνίων 
τριγώνων  
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ΑΟΒ, ΒΟΚ, ΚΟΛ   που είναι  µεταξύ τους ίσα, απ’ όπου απορρέει το ζητούµενο. 
Παραθέτουµε ακόµη και την εικόνα άλλων δύο οργάνων που βασίζονται στην ιδέα 
του Αρχιµήδη µε τα ισοσκελή τρίγωνα (µία από τις λύσεις που έχει δώσει ο µέγιστος 
αυτός µαθηµατικός) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Είναι προφανές ότι η απόδειξη της τριχοτοµίας υλοποιείται πάνω στο σχήµα, µε βάση 
την πρόταση ότι η εξωτερική γωνία ενός τριγώνου ισούται µε το άθροισµα των δύο 
εντός κι απέναντι γωνιών. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Και εδώ η ιδέα είναι ίδια µε την προηγούµενη , αλλά το όργανο έχει κινητά µέρη και 
παραπάνω πολυπλοκότητα. 
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Ο Τριχοτόµος του Ισαάκ Ρούφους 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Οι δύο ίσοι ρόµβοι µε τα τέσσερα ίσα µεταξύ τους ισοσκελή τρίγωνα, 
εξασφαλίζουν την τριχοτόµηση της γωνίας. 
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ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΣΜΟΣ  ΤΟΥ  ΚΥΚΛΟΥ 
 
 
Η Καµπύλη του Ιππία τον Ηλείου 
 
Αυτήν την είδαµε και πριν, καθώς την καµπύλη αυτή επινόησε η Ιππίας, αλλά είναι 
και γνωστή ως τετραγωνίζουσα του ∆εινοστράτους, αφού χρησιµοποιείται και για τον 
τετραγωνισµό Του κύκλου όπως προείπαµε. ‘Ένα άλλο σχήµα όπου υλοποιείται σε 
γωνία π και όχι π/2 όπως προηγουµένως είναι το παρακάτω: 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Είναι γνωστό ότι έχουµε καρτεσιανή εξίσωση: 2α ψψ τοξεφ
π χ

= όπου  α  η  

πλευρά  του  τετραγώνου. 
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Η παραπάνω εξίσωση αν επιλυθεί ως προς χ και µετασχηµατισθεί κατάλληλα, 

µπορεί να φθάσει στην παρακάτω µορφή: 2 2.

2

πψα αχ πψπ εφ
α

=  έτσι, αν πάρω το όριο της 

παραπάνω συναρτήσεως  µε ψ 0 , τότε θα  έχουµε      

0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 22 2lim lim . lim lim lim lim1 lim

2 2
ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

π πψ ψα α α αα αχ χ χ χπψ πψπ π π πεφ εφ
α α

→ → → → → → →
= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒

ΑΗ= 2α
π

 

(Χρησιµοποιήσαµε την σχέση ότι  lim 1
ψ

ψ
εφψ→

= ) 

Η τελευταία σχέση µας λέει ότι από την κατασκευή του ΑΗ είναι δυνατή και 
η κατασκευή του π. 

 
 

Η προσπάθεια του Αργιµήδη 
Ο Αρχιµήδης στο µνηµειώδες έργο Του «Κύκλου µέτρησις» αλλά και στο 

«περί ελίκων» λέει: 
Κάθε κύκλος που η ακτίνα του είναι ίση µε µια πλευρά ορθογωνίου τριγώνου 

και η περιφέρειά του είναι ίση µε την άλλη κάθετη πλευρά του ορθογωνίου τριγώνου, 

έχει εµβαδόν ίσο µε το τρίγωνο αυτό. 
Στο Θεώρηµα 18 του βιβλίου του περί ελίκων, αποδεικνύει , ότι: 
Αν ευθεία γραµµή εφάπτεται στο πέρας της έλικος που είναι γεγραµµένη για πρώτη 
φορά, και αν από το σηµείο που είναι η αρχή της έλικος αχθεί κάθετος στην αρχή της 
περιφοράς, τότε αυτή Θα συναντήσει την εφαπτοµένη και η ευθεία η µεταξύ της 
εφαπτοµένης και της αρχής της έλικος, θα είναι ίση προς την περιφέρειαν του πρώτου 
κύκλου. 

∆ηλαδή, αποδεικνύει, ότι η πρώτη περιφέρεια έχει ως ανάπτυγµα το τµήµα 
ΟΑ Έτσι, σε συνδυασµό µε το προηγούµενο θεώρηµα , το εµβαδόν του κύκλου είναι 
ίσο προς το τρίγωνο ΟΑΒ ‚το οποίο µπορεί να µετασχηµατισθεί σε ισοδύναµο 
τετράγωνο , κατά τα γνωστά. 
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Τετραγωνισµός   κυλιόµενου κύκλου 

 
 
 
Η κύλιση του κύκλου για µισή στροφή , µας δίνει µήκος π R. 
 Στο σχήµα έχω πR=x2 από γνωστή ιδιότητα του ύψους ορθογωνίου τριγώνου επί την 
υποτείνουσα. (Το ορθογώνιο τρίγωνο που είναι εγγεγραµµένο στο ηµικύκλιο και δεν 
έχει σχεδιασθεί) 
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