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Σφαιρικές συντεταγμένες 
 
Έστω διάνυσμα θέσης ενός σημείου Α 

ˆ ˆ ˆr x x y y z z     


 σε καρτεσιανές 
συντεταγμένες όπου ˆ ˆ ˆx, y, z  τα μοναδιαία 
διανύσματα. Σε σφαιρικές συντεταγμένες το 
διάνυσμα θέσης του σημείου Α θα έχει 
συντεταγμένες r, θ, φ και η σχέσεις των 
καρτεσιανών με τις σφαιρικές συντεταγμένες 
είναι: 
 
x=rsinθcosφ   (1) 
 
y= rsinθsinφ   (2) 
 
z=rcosθ   (3) 
  
επομένως:
 

ˆ ˆ ˆr rsinθcosφ x rsinθsinφ y rcosθ z     


 (4) 
 
με 0≤r< η ακτινική συντεταγμένη, 0≤θ≤π rad η πολική συντεταγμένη και 0≤φ<2π rad η 
αζιμουθιακή συντεταγμένη. 
Το διάνυσμα θέσης του σημείου Α σε σφαιρικές συντεταγμένες μπορεί να γραφεί ως: 
 
    ˆˆ ˆr r r rθ θ r sin θ φ φ      

      (5) 
 
Στοιχειώδες μήκος:  ˆˆ ˆdr dr r r dθ θ r sin θ dφ φ       

     (6) 
 
Στοιχειώδης όγκος:      2dV dx dy dz dr rdθ r sin θdφ r sin θ dr dθ dφ          (7) 
 
Η αντίστοιχες σχέσεις των r, φ, θ με τα x, y, z είναι:   1 22 2 2 /

r x y z     (8) 
 

 1y ytanφ φ tan
x x

  
     
 

 (9)  και 1

2 2 2

z zcosθ θ cos
r x y z


 
        

(10) 

 
 
Κλίση βαθμωτής συνάρτησης  σε σφαιρικές συντεταγμένες: 
 
Κανόνες μερικών παραγώγων : 
 

r φ θ
x r x φ x θ x

                                  
 

 
r φ θ

y r y φ y θ y
                                  

 

 
r φ θ

z r z φ z θ z
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Παράγωγοι αντίστροφων τριγωνομετρικών συναρτήσεων 

Έστω η συνάρτηση: y=cosx    (1) 
H αντίστροφη συνάρτηση είναι η λύση της παραπάνω εξίσωσης, δηλαδή: x=cos-1y (2) 
 
H παράγωγος της αντίστροφης συνάρτησης υπολογίζεται ως εξής: 
 

Παραγωγίζουμε τη σχέση (1):    
1

2 1

2

1 1
1

( ) ( )dy dx d(cos y)sin x
dx dy sin x dy cos x



      
  

 

 

     
1

2

1
1

d(cos y)
dy y



 


  0<cos-1y<π 

 
Έστω η συνάρτηση: y=tanx    (3) 
H αντίστροφη συνάρτηση είναι η λύση της παραπάνω εξίσωσης, δηλαδή: x=tan-1y (4) 
 
H παράγωγος της αντίστροφης συνάρτησης υπολογίζεται ως εξής: 
 

Παραγωγίζουμε τη σχέση (3):    
1

22 2
2

1 ( )dy dx d(tan y)cos x cos x
dx dy dycos x



      (5) 

 

Όμως:  
2 2

2
2 2

1 1sin x cos x tan x
cos x cos x


         (6) 

   
 

1 1
6 3

2 2

1 15
1 1

( ) ( )d(tan y) d(tan y)( )
dy dytan x y

 

   
 

 -π/2<tan-1y<π/2 

   

όπου:    1 2 12 2 2
8

1 2
2

/ ( )
( )

r rx y z x sinθcosφ
x x

 
    

 
 

 

  1 2 12 2 2
8

1 2
2

/ ( )
( )

r rx y z y sinθsinφ
y y

 
    

 
,    1 2 12 2 2

8

1 2
2

/ ( )
( )

r rx y z z cosθ
z z

 
    

 
 

 
 

2
2

2 2 2 2 2 2

1

1

( )φ y x y φ rsinθsinφ sinφ
x x x x r sinθy x x r sin θy

x

                         
   
 

, 

 
2

1
2 2 2 2 2

1 1

1

( )φ y x φ rsinθcosφ cosφ
y y x x y r sinθy x r sin θy

x

                      
   
 

, 

 

2

1 0
1

φ y
z z xy

x
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3
8 3 22 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 2
2

1 1

( )
( ) /

θ z θ xz
x x xz x y z r cos θ x y z

x y z r

                    
 

 

 
2

3

1θ r sinθcosφcosθ θ cosφcosθ
x sinθ x rr

 
  

 
 

 

 
3
8 3 22 2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 1 1 2
2

1

( )
( ) /

θ z θ yz
y y y sinθz x y z x y z

x y z

                   
 

 

 
2

3

1θ r sinθsinφcosθ θ sinφcosθ
y sinθ y rr

 
  

 
 

 

   
2

3
8 1 2 3 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 1 1 1 2
2

1

( )
( ) / /

θ z θ z
z z z sinθz x y z x y z x y z

x y z

 
    

       
          

 
 

2 2 2

3

1 1 1θ r cos θ θ sin θ θ sinθ
z sinθ r z sinθ r z rr

                
 

 

Για τα μοναδιαία διανύσματα ισχύει: 

r
rrr̂

r r
r


 






  ,  

r
φφ̂
r
φ








  και 

r
θθ̂
r
θ








  

 

       2 2 2 2 2 2 2r rsinθcosφ rsinθsinφ rcosθ r sin θ cos φ sin φ cos θ r      


 

 
Οπότε:  ˆ ˆ ˆ ˆr sinθcosφ x sinθsinφ y cosθ z           (11) 
 

r ˆ ˆrsinθsinφ x rsinθcosφ y
φ


    




 και  

 

     2 2 2 2 2r -rsinθ sinφ rsinθcosφ r sin θ cos φ sin φ r sinθ
φ


    




 

 
Οπότε:  ˆ ˆ ˆφ sinφ x cosφ y            (12) 
 

r ˆ ˆ ˆr cosθcosφ x r cosθsinφ y r sinθ z
θ


     




  και 

 

       2 2 2 2 2 2 2r rcosθcosφ rcosθsinφ sinθ r cos θ cos φ sin φ sin θ r
θ


       




 

 
Οπότε:  ˆ ˆ ˆ ˆθ cosθcosφ x cosθsinφ y sinθ z           (13) 
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Αντίστοιχα για τα μοναδιαία: 

r
xx̂
r
x








 ,  

r
yŷ
r
y








  και 

r
zẑ
r
z








  

 
r r θ φˆˆ ˆr r θ rsinφ φ
x x x x

   
    

   


r ˆˆ ˆsinθcosφ r cosφcosθ θ sinφ φ
x


     




 και 

 
 

     2 2 2 1r sinθcosφ cosφcosθ sinφ
x


    




 

 
Οπότε:  ˆˆ ˆx̂ sinθcosφ r cosφcosθ θ sinφ φ           (14) 
 

r r θ φˆˆ ˆr r θ rsinφ φ
y y y y

   
    

   


 r ˆˆ ˆsinθ sinφ r sinφcosθ θ cosφ φ

y


     



 και 

 
 

     2 2 2 1r sinθsinφ sinφcosθ cosφ
y


   




 

 
Οπότε:  ˆˆ ˆŷ sinθ sinφ r sinφcosθ θ cosφ φ           (15) 
 

r r θ φˆˆ ˆr r θ rsinφ φ
z z z z

   
    

   


 r ˆˆcosθ r sinθ θ

z


   



 και 

 
 

2 2 1r sin θ cos θ
z


  




 

 
Οπότε:  ˆˆẑ cosθ r sinθ θ            (16) 
 
 
 Μερικές παράγωγοι των μοναδιαίων διανυσμάτων: 
 

0r̂
r





,    r̂ ˆˆ ˆsinθsinφ x sinθcosφ y sinθ φ

φ


      


,    

r̂ ˆˆ ˆ ˆcosθcosφ x cosθsinφ y sinθ z θ
θ


      


      (17) 

 

0φ̂
r





,   0φ̂

θ





   

 
φ̂ ˆˆˆ ˆcosφ x sinφ y sinθ r cosθ θ
φ


         


       (18) 

 
όπου:  2 2ˆ ˆ ˆ ˆsinθ r sin θcosφ x sin θsinφ y sinθcosθ z          

 και 
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  2 2ˆ ˆ ˆ ˆcosθ θ cos θcosφ x cos θsinφ y cosθsinθ z          
Οπότε:  

   2 2 2 2ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆsinθ r cosθ θ cos θ sin θ cosφ x cos θ sin θ sinφ y cosθ sinθ z sinθcosθ z               

 
  ˆ ˆcosφ x sinφ y      

 

0θ̂
r





,   θ̂ ˆˆ ˆcosθsinφ x cosθcosφ y cosθ φ

φ


      


,    

θ̂ ˆˆ ˆ ˆsinθcosφ x sinθsinφ y cosθ z r
θ


        


     (19) 

 
 
 
Η κλίση βαθμωτής συνάρτησης f σε σφαιρικές συντεταγμένες γράφεται:  
 

 f f f f r f φ f θ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆf x y z f sinθcosφ r cosφcosθ θ sinφ φ
x y z r x φ x θ x

                                                     

 

 

 f r f φ f θ ˆˆ ˆsinθ sinφ r sinφcosθ θ cosφ φ
r y φ y θ y

                                          
 

 

 f r f φ f θ ˆˆcosθ r sinθ θ
r z φ z θ z

                                        
 

 

 f sinφ f cosφcosθ f ˆˆ ˆf sinθcosφ sinθcosφ r cosφcosθ θ sinφ φ
r r sinθ φ r θ

                 

  

 

 f cosφ f sinφcosθ f ˆˆ ˆsinθsinφ sinθsinφ r sinφcosθ θ cosφ φ
r r sinθ φ r θ

                
 

 
 

 f sinθ f ˆˆcosθ cosθ r sinθ θ
r r θ

           
 

 

   2 2 2 2 2 2 2f f ˆˆf sin θcos φ sin θ sin φ cos θ r sinθcos φcosθ sinθ sin φcosθ cosθsinθ θ
r r

 
         

 


 

 

 f f sinφ cosφˆ ˆsinφsinθcosφ sinθsinφcosφ φ sinθcosφ sinθ sin φ r
r φ r sinθ r sinθ

               
 

 
f sinφ cosφ f sinφ cosφˆ ˆcosφcosθ sinφcosθ θ sinφ cosφ φ
φ r sinθ r sinθ φ r sinθ r sinθ
                    

 

2 2 2 2 2 2 2f cos φcosθsinθ sin φcosθsinθ sinθcosθ f cos φcos θ sin φcos θ sin θ ˆr̂ θ
θ r r r θ r r r
                     

 

 
f cosφcosθ sinφcosθ ˆsinφ cosφ φ
θ r r
          

ˆ ˆf θ f φ fˆf r
r r θ r sinθ φ

  
    

  


  (20) 
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H απόκλιση μιας διανυσματικής συνάρτησης r θ φ

ˆˆ ˆF(r,θ,φ) F r F θ F φ     


 σε σφαιρικές 
συντεταγμένες είναι: 

 r θ φ

ˆ ˆθ φ ˆˆ ˆ ˆF r F r F θ F φ
r r θ r sinθ φ

                 

   

 
φθr

r θ φ

ˆ Fˆ ˆFF r θ φˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆF r r r F r θ r F r φ r F
r r r r r r

   
             

     


 

 

φ φθ θr r
ˆˆˆˆ ˆ ˆ ˆ F F θˆ ˆF F θF Fθθ r θ θ θ φˆˆ ˆr θ φ

r θ r θ r θ r θ r θ r θ
   

      
     

 

 
φ φθ θr r

ˆ ˆF F φˆˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆF F φF F φφ r φ θ φ φˆˆ ˆr θ φ
r sinθ φ r sinθ φ r sinθ φ r sinθ φ r sinθ φ r sinθ φ

      
      

     
 

 

17 18
19

1 1φ φ φ ( ),( )θ θ θr r r
( )

ˆˆˆ ˆ ˆ ˆF θ F F φˆˆˆ ˆ ˆ ˆF F θ F φF F θ F φr θ φ r θ φF
r r θ r θ r θ r θ r sinθ φ r sinθ φ r sinθ φ r sinθ φ

        
          

        



 

   1 1 φ φθ θ θr r r
ˆˆ ˆF F φˆˆF F θ F cosθ φF Fθ F φˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆF θ r φ φ sinθ r cos θ

r r r θ r r r sinθ r sinθ φ r sinθ
   

              
  



 
2 1 1 φθ θr r FF F cosθF FF

r r r θ r sinθ r sinθ φ


      
  


 

 

   2

2

1 1 1r φθr F FF sinθ
F

r r sinθ θ r sinθ φr
 

   
  


    (21) 

 
 

 
Ο στροβιλισμός μιας διανυσματικής συνάρτησης r θ φ

ˆˆ ˆF(r,θ,φ) F r F θ F φ     


  σε σφαιρικές 
συντεταγμένες είναι: 

 r θ φ

ˆ ˆθ φ ˆˆ ˆ ˆF r F r F θ F φ
r r θ r sinθ φ

                   

  

 
φθr

r θ φ

ˆ Fˆ ˆFF r θ φˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆF r r r F r θ r F r φ r F
r r r r r r

   
             

     


  

 
1 1 1 φ φθ θr r

ˆ F Fˆ ˆF FF F r θ φˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆθ r θ θ θ θ θ φ θ
r θ r θ r θ r θ r θ r θ

   
            

     
 

 
17 18
19

1 1 1 φ φ ( ),( )θ θr r
( )

ˆ F Fˆ ˆF FF F r θ φˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆφ r φ φ θ φ φ φ φ
r sinθ φ r sinθ φ r sinθ φ r sinθ φ r sinθ φ r sinθ φ

   
            

     
 

1 1φ φθ θr rF FF FF Fˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆF φ ( θ) ( φ) θ θ θ ( r) r
r r r θ r r r θ
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1 1 φθ θr r FF FF Fˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆθ φ (sinθ φ) ( r) φ (cosθ φ) φ ( sinθ r cosθ θ)
r sinθ φ r sinθ r sinθ φ r sinθ r sinθ


               

 
 

1 1 1 1φ φ φ φθ θ θr rF F F cosθFF F FF Fˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆF φ θ φ φ r θ r θ r
r r r θ r r θ r sinθ φ r sinθ φ r r sinθ

   
          

     


 

 
1 1 1 1φ φ φ φθ θ θr rF cosθ F F FF F FF Fˆˆ ˆF r θ φ
r θ r sinθ φ r sinθ r r sinθ φ r r r θ r

                                      


 

 

   1φ φθ θr r
ˆsinθ F r Fˆ ˆF (r F )F Fr θ φF

r sinθ θ φ r sinθ φ r r r θ

                                       


 (22) 

 
 

 
H Λαπλασιανή μιας βαθμωτής f συνάρτησης σε σφαιρικές συντεταγμένες είναι: 
 

 2 1 1ˆ ˆθ φ f f fˆˆ ˆ ˆf f r r θ φ
r r θ r sinθ φ r r θ r sinθ φ

                              

    

 
2 2 2

2
2 3 3

1 1 1 1 1ˆˆ ˆ ˆ ˆf f r f f f θ φ f φ f f φˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆf r r θ r θ r r r r
r r r r r θ θ r θ r r sinθ r φ φ r sinθ φ rr r r sinθ

                                           



 
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆθ f θ f r θ f θ f θ θ f θ cosθ f θ f φˆˆ ˆ ˆr θ φ φ
r θ r r r θ θ θ θ φ φ φ θr θ r r sinθ r sin θ r sinθ

          
           

          
 

2 2 2
17 18
192 2 2 2 2 2 2

( ),( )
( )

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆφ f φ f r φ f φ f θ φ f φ f φˆˆ ˆr θ φ
r sinθ φ r r sinθ r φ φ θ θ φ φ φr sinθ r sinθ r sin θ φ r sin θ

        
         

         
 

 
2 2

2
2 2 2 2

1ˆ ˆ ˆf θ f f θ f φ fˆ ˆ ˆf θ r φ
r r θ r rr r θ r

    
         

   


 

 

 
2

2 2 2 2 2 2

1ˆ ˆφ cosθ f f φ f ˆˆ ˆφ sinθ r cosθ θ
θ φr sinθ r sin θ φ r sin θ

  
         

 
 

 
2 2 2

2
2 2 2 2 2 2 2

2 1 1f f f cosθ f ff
r r θr r θ r sinθ r sin θ φ

    
      

   


 

 
2

2 2
2 2 2 2 2

1 1 1f f ff r sinθ
r r θ θr r sinθ r sin θ φ
                       


   (22) 

 
 

 


