
Ζ ζεωξία ηεο Α΄ Λπθείνπ  

Δ.2 ΢ΤΝΟΛΑ 
Ση ιέγεηαη ζύλνιν;  

΢ύλνιν είλαη θάζε ζπιινγή αληηθεηκέλσλ, πνπ πξνέξρνληαη από ηελ εκπεηξία καο ή ηε δηαλόεζή καο, είλαη 

θαιά νξηζκέλα θαη δηαθξίλνληαη ην έλα από ην άιιν. 

Σα αληηθείκελα απηά, πνπ απνηεινύλ ην ζύλνιν, νλνκάδνληαη ζηνηρεία ή κέιε ηνπ ζπλόινπ 

παξάδεηγκα: 

 κε Ν ζπκβνιίδνπκε ην ζύλνιν ησλ θπζηθώλ αξηζκώλ, 

 κε Ε ην ζύλνιν ησλ αθεξαίσλ αξηζκώλ, 

 κε Q ην ζύλνιν ησλ ξεηώλ αξηζκώλ θαη 

 κε ℝ ην ζύλνιν ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. 

Σα ζύκβνια θαη  

Γηα λα δειώζνπκε όηη ην x είλαη ζηνηρείν ηνπ ζπλόινπ Α, γξάθνπκε x ∈ Α θαη δηαβάδνπκε «ην x αλήθεη ζην 

Α», ελώ γηα λα δειώζνπκε όηη ην x δελ είλαη ζηνηρείν ηνπ ζπλόινπ Α γξάθνπκε x ∉ Α θαη δηαβάδνπκε «ην x 

δελ αλήθεη ζην Α». Γηα παξάδεηγκα 

 
Παξάζηαζε ζπλόινπ 

Γηα λα παξαζηήζνπκε έλα ζύλνιν ρξεζηκνπνηνύκε ζπλήζσο έλαλ από ηνπο παξαθάησ ηξόπνπο: 

α) Όηαλ δίλνληαη όια ηα ζηνηρεία ηνπ θαη είλαη ιίγα ζε πιήζνο, ηόηε γξάθνπκε ηα ζηνηρεία απηά κεηαμύ δύν 

αγθίζηξσλ, ρσξίδνληαο ηα κε ην θόκκα  θαη ιέγεηαη «παξάζηαζε ηνπ ζπλόινπ κε αλαγξαθή ησλ ζηνηρείσλ 

ηνπ». 

β) Αλ από έλα ζύλνιν Ω επηιέγνπκε εθείλα ηα ζηνηρεία ηνπ, πνπ έρνπλ κηα νξηζκέλε ηδηόηεηα Η, ηόηε 

θηηάρλνπκε έλα λέν ζύλνιν πνπ ζπκβνιίδεηαη κε:{x ∈Ω | x έρεη ηελ ηδηόηεηα Η} 

θαη δηαβάδεηαη «Σν ζύλνιν ησλ x ∈ D, όπνπ x έρεη ηελ ηδηόηεηα Η». Ο παξαπάλσ ηξόπνο παξάζηαζεο ελόο 

ζπλόινπ ιέγεηαη «παξάζηαζε ηνπ ζπλόινπ κε πεξηγξαθή ησλ ζηνηρείσλ ηνπ». 

Ίζα ζύλνια 

Γύν ζύλνια Α θαη Β ιέγνληαη ίζα, όηαλ έρνπλ ηα ίδηα αθξηβώο ζηνηρεία. Με άιια ιόγηα: 

«Γύν ζύλνια Α θαη Β ιέγνληαη ίζα, όηαλ θάζε ζηνηρείν ηνπ Α είλαη θαη ζηνηρείν ηνπ Β θαη 

αληηζηξόθωο θάζε ζηνηρείν ηνπ Β είλαη θαη ζηνηρείν ηνπ Α». 
΢ηελ πεξίπησζε απηή γξάθνπκε Α = Β.  

Τπνζύλνια ζπλόινπ 

 Έλα ζύλνιν Α ιέγεηαη ππνζύλνιν ελόο ζπλόινπ Β, όηαλ θάζε ζηνηρείν ηνπ Α είλαη θαη ζηνηρείν ηνπ Β. 

΢ηελ πεξίπησζε απηή γξάθνπκε Α ⊆ Β . Άκεζεο ζπλέπεηεο ηνπ νξηζκνύ είλαη νη: 

i) Α ⊆ Α, γηα θάζε ζύλνιν Α. 

ii) Αλ Α ⊆ Β θαη Β ⊆ Γ, ηόηε Α ⊆ Γ . 

iii) Αλ Α ⊆ Β θαη Β ⊆ Α, ηόηε Α = Β . 

Σν θελό ζύλνιν Κελό ζύλνιν είλαη ην ζύλνιν πνπ δελ έρεη ζηνηρεία θαη ζπκβνιίδεηαη κε ∅ ή { }.  

Γηαγξάκκαηα Venn 

Μηα επνπηηθή παξνπζίαζε ησλ ζπλόισλ θαη ησλ κεηαμύ ηνπο ζρέζεσλ γίλεηαη κε ηα δηαγξάκκαηα Venn. 

 Σν βαζηθό ζύλνιν ζπκβνιίδεηαη κε ην εζσηεξηθό ελόο νξζνγσλίνπ, ελώ θάζε ππνζύλνιν 

ελόο βαζηθνύ ζπλόινπ παξηζηάλεηαη κε ην εζσηεξηθό κηαο θιεηζηήο θακπύιεο πνπ πεξηέρεηαη ζην 

εζσηεξηθό ηνπ νξζνγσλίνπ. Αλ Α ⊆ Β, ηόηε ην Α παξηζηάλεηαη κε ην εζσηεξηθό κηαο θιεηζηήο θακπύιεο 

πνπ πεξηέρεηαη ζην εζσηεξηθό ηεο θιεηζηήο θακπύιεο πνπ παξηζηάλεη ην Β. 



Πξάμεηο κε ζύλνια 

 Έλωζε δύν ππνζπλόιωλ Α, Β ελόο βαζηθνύ ζπλόινπ Ω ιέγεηαη ην ζύλνιν ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Ω πνπ 

αλήθνπλ ηνπιάρηζηνλ ζε έλα από ηα ζύλνια Α θαη Β θαη ζπκβνιίδεηαη κε Α∪Β . 

Γειαδή είλαη: Α∪Β = {x ∈ Ω| x ∈ Α θαη x ∈ Β} 

 Σνκή δύν ππνζπλόιωλ Α, Β ελόο βαζηθνύ ζπλόινπ Ω ιέγεηαη ην ζύλνιν ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Ω πνπ 

αλήθνπλ θαη ζηα δύν ζύλνια Α, Β θαη ζπκβνιίδεηαη κε Α ∩ Β 

Γειαδή είλαη: Α ∩ Β = {x ∈ Ω| x ∈ Α θαη x ∈ Β} 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ δύν ζύλνια Α θαη Β δελ έρνπλ θνηλά ζηνηρεία, δειαδή όηαλ Α ∩ Β = ∅ , ηα δύν 

ζύλνια ιέγνληαη μέλα κεηαμύ ηνπο. 

 ΢πκπιήξωκα ελόο ππνζπλόινπ Α ελόο βαζηθνύ ζπλόινπ Ω ιέγεηαη ην ζύλνιν ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Ω 

πνπ δελ αλήθνπλ ζην Α θαη ζπκβνιίδεηαη κε Α΄. 

Γειαδή είλαη: Α΄ = {x ∈ Ω | x∉Α} 

1.ΠΗΘΑΝΟΣΖΣΔ΢ 
 Πείξακα ηύρεο (random experiment) νλνκάδεηαη ην πείξακα ηνπ νπνίνπ δελ κπνξνύκε εθ ησλ 

πξνηέξσλ λα πξνβιέςνπκε ην απνηέιεζκα, κνινλόηη επαλαιακβάλεηαη (θαηλνκεληθά ηνπιάρηζηνλ) θάησ 

από ηηο ίδηεο ζπλζήθεο.  

 Γεηγκαηηθόο ΥώξνοΣν ζύλνιν ησλ δπλαηώλ απνηειεζκάησλ ιέγεηαη δεηγκαηηθόο ρώξνο (sample 

space) θαη ζπκβνιίδεηαη ζπλήζσο κε ην γξάκκα Ω. Αλ δειαδήσ1,σ2,...,σθ είλαη ηα δπλαηά απνηειέζκαηα 

ελόο πεηξάκαηνο ηύρεο, ηόηε ν δεηγκαηηθόο ρώξνο ηνπ πεηξάκαηνο ζα είλαη ην ζύλνιν:Ω={σ1,σ2,...,σθ} . 

 Δλδερόκελα Σν ζύλνιν πνπ έρεη σο ζηνηρεία έλα ή πεξηζζόηεξα απνηειέζκαηα ελόο πεηξάκαηνο ηύρεο 

ιέγεηαηελδερόκελν (event) ή γεγνλόο. Ο ίδηνο ν δεηγκαηηθόο ρώξνο Ω ελόο πεηξάκαηνο ζεσξείηαη όηη 

είλαη ελδερόκελν, ην νπνίν κάιηζηα πξαγκαηνπνηείηαη πάληνηε, αθνύ όπνην θαη αλ είλαη ην απνηέιεζκα 

ηνπ πεηξάκαηνο ζα αλήθεη ζηνΩ. Γη’απηό ην Ω ιέγεηαη βέβαην ελδερόκελν. Γερόκαζηε αθόκα σο 

ελδερόκελν θαη ην θελό ζύλνιν ∅ πνπ δελ πξαγκαηνπνηείηαη ζε θακηά εθηέιεζε ηνπ πεηξάκαηνο ηύρεο. 

Γη’απηό ιέκε όηη ην ∅ είλαη ην αδύλαην ελδερόκελν. 

 Σν πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ ελόο ελδερνκέλνπ Α ζα ην ζπκβνιίδνπκε κε N(Α) 

Πξάμεηο κε Δλδερόκελα  

αλ Α θαη Β είλαη δύν ελδερόκελα, έρνπκε: 

 Σν ελδερόκελν A ∩ B , πνπ δηαβάδεηαη “Α ηνκή Β” ή “Α θαη Β” θαη πξαγκαηνπνηείηαη, όηαλ 

πξαγκαηνπνηνύληαη ζπγρξόλωο ηα Α θαη Β. 



  

 Σν ελδερόκελν Α∪Β, πνπ δηαβάδεηαη “Α έλσζε Β” ή “Α ή Β” θαη πξαγκαηνπνηείηαη, όηαλ 

πξαγκαηνπνηείηαη έλα ηνπιάρηζηνλ από ηα Α, Β.  

 

 

 Σν ελδερόκελν A', πνπ δηαβάδεηαη “όρη Α” ή“ζπκπιεξσκαηηθό ηνπ Α” θαη πξαγκαηνπνηείηαη, 

όηαλ δελ πξαγκαηνπνηείηαη ην Α. Σν A' ιέγεηαη θαη“αληίζεην ηνπ Α”. 

 

 

 Σν ελδερόκελν A - B, πνπ δηαβάδεηαη“δηαθνξά ηνπ Β από ην Α” θαη πξαγκαηνπνηείηαη, όηαλ 

πξαγκαηνπνηείηαη ην Α αιιά όρη ην Β. Δίλαη εύθνιν λα δνύκε όηη A-B = A ∩ B' . 

 

 

 Γηάθνξεο ζρέζεηο γηα ελδερόκελα  Α θαη Β δηαηππωκέλεο ζηελ θνηλή γιώζζα, θαη δηαηππωκέλεο 

ζηε γιώζζα ηωλ ζπλόιωλ.  

Σν ελδερόκελν  Α  πξαγκαηνπνηείηαη  ΢πκβνιηθά σ∈ Α 

Σν ελδερόκελν Α δελ πξαγκαηνπνηείηαη ΢πκβνιηθά σ ∈ Α' (ή σ Α) 

Έλα ηνπιάρηζηνλ από ηα  Α  θαη  Β  πξαγκαηνπνηείηαη ΢πκβνιηθά σ ∈ A ∩ B 

Πξαγκαηνπνηνύληαη ακθόηεξα ηα  Α  θαη Β ΢πκβνιηθά σ ∈ A ∩ B 

Γελ πξαγκαηνπνηείηαη θαλέλα από ηα  Α  θαη  Β ΢πκβνιηθά σ ∈ (Α∪Β)' 

Πξαγκαηνπνηείηαη κόλν ην  Α ΢πκβνιηθά σ ∈ A - B (ή σ ∈ A ∩ B ') 

Ζ πξαγκαηνπνίεζε ηνπ Α ζπλεπάγεηαη ηελ πξαγκαηνπνίεζε ηνπ Β ΢πκβνιηθά Α ⊆ B 

 Αζπκβίβαζηα Δλδερόκελα Γύν ελδερόκελα Α θαη Β ιέγνληαη αζπκβίβαζηα, όηαλ A∩B=∅ . Γύν 

αζπκβίβαζηα ελδερόκελα ιέγνληαη επίζεο μέλα κεηαμύ ηνπο ή ακνηβαίωο απνθιεηόκελα. 

 

 

 

 

 

 



1.2 ΔΝΝΟΗΑ ΣΖ΢ ΠΗΘΑΝΟΣΖΣΑ΢ 
Κιαζηθόο Οξηζκόο Πηζαλόηεηαο ζε έλα πείξακα κε ηζνπίζαλα ζηνηρεηώδε απνηειέζκαηα νξίδνπκε 

σο πηζαλόηεηα ηνπ ελδερνκέλνπ Α ηνλ αξηζκό: 

 
Από ηνλ πξνεγνύκελν νξηζκό πξνθύπηεη άκεζα όηη: 

 
3.   Γηα θάζε ελδερόκελν Α ηζρύεη 0≤P(A)≤1 , αθνύ ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ ελόο ελδερνκέλνπ είλαη ίζν ή 

κηθξόηεξν από ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ δεηγκαηηθνύ ρώξνπ. 

Καλόλεο Λνγηζκνύ ηωλ Πηζαλνηήηωλ 

1. Γηα νπνηαδήπνηε αζπκβίβαζηα κεηαμύ ηνπο ελδερόκελα Α θαη Β ηζρύεη: P(A∪B)=P(A)+P(B) 

ΑΠΟΓΔΗΞΖ 

Αλ N(A)=θ θαη N(Β)=ι, ηόηε ην Α∪Β έρεη θ+ι ζηνηρεία, γηαηί αιιηώο 

ηα Α θαη Β δε ζα ήηαλ αζπκβίβαζηα. Γειαδή, έρνπκε N(A∪Β)=θ+ι= N(A)+N(Β). 

Δπνκέλσο: )Β(Ρ)Α(Ρ
)Ω(Ν

)Β(Ν

)Ω(Ν

)Α(Ν

)Ω(Ν

)Β(Ν)Α(Ν

)Ω(Ν

)ΒA(Ν
)ΒΑ(Ρ 





   

Ζ ηδηόηεηα απηή είλαη γλσζηή σο απιόο πξνζζεηηθόο λόκνο (simply additive law) θαη ηζρύεη θαη γηα 

πεξηζζόηεξα από δύν ελδερόκελα. Έηζη, αλ ηα ελδερόκελα Α, Β θαη Γ είλαη αλά δύν αζπκβίβαζηα ζα έρνπκε 

P(A∪B∪Γ)=P(A)+P(B)+P(Γ). 

2. Γηα δύν ζπκπιεξσκαηηθά ελδερόκελα Α θαη Α' ηζρύεη: P(A')=1 - P(A) 

ΑΠΟΓΔΗΞΖ 

Δπεηδή A∩A'=∅, δειαδή ηα Α θαη A' είλαη αζπκβίβαζηα, έρνπκε δηαδνρηθά, 

ζύκθσλα κε ηνλ απιό πξνζζεηηθό λόκν:P(A∪A')=P(A)+P(A') άξα P(Ω)=P(A)+P(A') άξα 1=P(A)+P(A'). 

Οπόηε P(A')=1-P(A). 

3. Γηα δύν ελδερόκελα Α θαη Β ελόο δεηγκαηηθνύ ρώξνπ Ω ηζρύεη: P(A∪B)=P(A)+P(B)-P(A∩B) 

ΑΠΟΓΔΗΞΖ 

Γηα δπν ελδερόκελα Α θαη Β έρνπκε N(A∪B)=N(A)+N(B)-N(A∩B),   (1)   

αθνύ ζην άζξνηζκα N(A)+N(B) ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ A∩B ππνινγίδεηαη δπν θνξέο. 



Αλ δηαηξέζνπκε ηα κέιε ηεο (1) κε N(Ω) έρνπκε:  

θαη επνκέλσοP(A∪B)=P(A)+P(B)-P(A∩B) 

Ζ ηδηόηεηα απηή είλαη γλσζηή σο πξνζζεηηθόο λόκνο (additive law). 

4. Αλ A⊆B, ηόηε P(A)≤P(B) 

ΑΠΟΓΔΗΞΖ 

Δπεηδή A⊆B έρνπκε δηαδνρηθά: 

)Β(Ρ)Α(Ρ
)Ω(N

)Β(N

)Ω(N

)A(N
)B(N)A(N   

5. Γηα δύν ελδερόκελα Α θαη Β ελόο δεηγκαηηθνύ ρώξνπ Ω ηζρύεη:P(A-B)=P(A)-P(A∩B) 

ΑΠΟΓΔΗΞΖ 

Δπεηδή ηα ελδερόκελα A-B θαη A∩B είλαη αζπκβίβαζηα θαη 

 (A-B)∪(A∩B)=A, έρνπκε:P(A)=P(A-B)+P(A∩B) Άξα P(A-B)=P(A)-P(A∩B) 

 

2.ΟΗ ΠΡΑΓΜΑΣΗΚΟΗ ΑΡΗΘΜΟΗ 
2.1 ΟΗ ΠΡΑΞΔΗ΢ ΚΑΗ ΟΗ ΗΓΗΟΣΖΣΔ΢ ΣΟΤ΢ 

νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί απνηεινύληαη από ηνπο ξεηνύο θαη ηνποάξξεηνπο αξηζκνύο θαη παξηζηάλνληαη κε 

ηα ζεκεία ελόο άμνλα, ηνπ άμνλα ηωλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. 

 
Θπκίδνπκε όηη: 

 Κάζε ξεηόο αξηζκόο έρεη (ή κπνξεί λα πάξεη) θιαζκαηηθή κνξθή, δειαδή ηε κνξθή , όπνπ α, β 

αθέξαηνη, κε β ≠ 0. 

 Κάζε ξεηόο αξηζκόο κπνξεί λα γξαθεί σο δεθαδηθόο ή πεξηνδηθόο δεθαδηθόο θαη, αληηζηξόθσο, θάζε 

δεθαδηθόο ή πεξηνδηθόο δεθαδηθόο κπνξεί λα πάξεη θιαζκαηηθή κνξθή. 

Μπνξνύκε δειαδή λα πνύκε όηη νη ξεηνί αξηζκνί απνηεινύληαη από ηνπο δεθαδηθνύο θαη ηνπο πεξηνδηθνύο 

δεθαδηθνύο αξηζκνύο.  

 Οη αξηζκνί πνπ δελ κπνξνύλ λα γξαθνύλ κε ηε κνξθή 
β

α
, όπνπ α, β αθέξαηνη, κε β ≠ 0 θαη δει. νύηε σο 

δεθαδηθνί νύηε σο πεξηνδηθνί δεθαδηθνί ιέγνληαη άξξεηνη αξηζκνί. 

Πξάμεηο 

΢ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο νξίζηεθαλ νη πξάμεηο ηεο πξόζζεζεο θαη ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ θαη, κε ηε 

βνήζεηά ηνπο, ε αθαίξεζε θαη ε δηαίξεζε. 

 Γηα ηελ πξόζζεζε θαη ηνλ πνιιαπιαζηαζκό ηζρύνπλ νη ηδηόηεηεο πνπ αλαθέξνληαη ζηνλ επόκελν πίλαθα, 

νη νπνίεο θαη απνηεινύλ ηε βάζε ηνπ αιγεβξηθνύ ινγηζκνύ. 

 



Ηδηόηεηα Πξόζζεζε Πνιιαπιαζηαζκόο 

Αληηκεηαζεηηθή α + β = β + α αβ = βα 

Πξνζεηαηξηζηηθή α + (β + γ) = (α + β) + γ α(βγ) = (αβ)γ 

Οπδέηεξν ΢ηνηρείν α + 0 = α α ·1 = α 

Αληίζεηνο/Αληίζηξνθνο Αξηζκνύ α + (-α) = 0 
α ·  = 1, α ≠ 0 

Δπηκεξηζηηθή α( β + γ) = αβ + αγ 

 Ζ αθαίξεζε θαη ε δηαίξεζε νξίδνληαη κε ηε βνήζεηα ηεο πξόζζεζεο θαη ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ 

αληηζηνίρσο σο εμήο: α - β = α + (-β)  

 
 Γηα ηηο ηέζζεξηο πξάμεηο θαη ηελ ηζόηεηα ηζρύνπλ θαη νη αθόινπζεο ηδηόηεηεο πνπ είλαη γλσζηέο από ην 

Γπκλάζην: 

1. (α = β θαη γ = δ )  ⇒  α + γ = β + δ δειαδή, δπν ηζόηεηεο κπνξνύκε λα ηηο πξνζζέζνπκε θαηά κέιε. 

2. (α = β θαη γ = δ)  ⇒  αγ = βδ δειαδή, δπν ηζόηεηεο κπνξνύκε λα ηηο πνιιαπιαζηάζνπκε θαηά κέιε. 

3. α = β ⇔   α + γ = β + γ δειαδή, κπνξνύκε θαη ζηα δπν κέιε κηαο ηζόηεηαο λα πξνζζέζνπκε ή λα 

αθαηξέζνπκε ηνλ ίδην αξηζκό. 

4. Αλ γ ≠ 0, ηόηε: α = β  ⇔   αγ = βγ δειαδή, κπνξνύκε θαη ηα δπν κέιε κηαο ηζόηεηαο λα ηα 

πνιιαπιαζηάζνπκε ή λα ηα δηαηξέζνπκε κε ηνλ ίδην κε κεδεληθό αξηζκό. 

5. α · β = 0  ⇔  α = 0 ή β = 0 δειαδή, ην γηλόκελν δύν πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ είλαη ίζν κε ην κεδέλ, αλ θαη 

κόλν αλ έλαο ηνπιάρηζηνλ από ηνπο αξηζκνύο είλαη ίζνο κε ην κεδέλ. 

Άκεζε ζπλέπεηα ηεο ηδηόηεηαο απηήο είλαη ε αθόινπζε: α · β ≠ 0  ⇔  α ≠ 0 θαη β ≠ 0 

΢ΥΟΛΗΟ 

Όηαλ από ηελ ηζόηεηα α + γ = β + γ ή από ηελ ηζόηεηα α · γ = β · γ κεηαβαίλνπκε ζηελ ηζόηεηα α = β, ηόηε 

ιέκε όηη δηαγξάθνπκε ηνλ ίδην πξνζζεηέν ή ηνλ ίδην παξάγνληα αληηζηνίρσο. Όκσο ζηελ πεξίπησζε πνπ 

δηαγξάθνπκε ηνλ ίδην παξάγνληα πξέπεη λα ειέγρνπκε κήπσο ν παξάγνληαο απηόο είλαη ίζνο κε κεδέλ, 

νπόηε ελδέρεηαη λα νδεγεζνύκε ζε ιάζνο, όπσο ζπκβαίλεη ζην αθόινπζν παξάδεηγκα. 

Έζησ α = 1. Σόηε έρνπκε δηαδνρηθά: α = 1α · α = α · 1α
2
 = αα

2
 - 1 = α -1   

(α + 1)(α - 1) = (α - 1) · 1α + 1 = 1α = 0 

Όκσο έρνπκε θαη α = 1, νπόηε ην 1 ζα είλαη ίζν κε ην 0. Οδεγεζήθακε ζην ιαλζαζκέλν απηό ζπκπέξαζκα, 

δηόηη ζηελ ηζόηεηα (α + 1)(α - 1) = (α - 1) · 1 δηαγξάςακε ηνλ παξάγνληα (α - 1) ν νπνίνο, ιόγσ ηεο 

ππόζεζεο, ήηαλ ίζνο κε κεδέλ. 

Γπλάκεηο 

Αλ ν α είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο θαη ν λ θπζηθόο, ηόηε νξίδνπκε : 

α
λ
 = α · α · α· α · · · · · α,    γηα λ>1 θαη α

1
 = α,     γηα λ = 1. 

        
         λ παξάγνληεο  

Αλ επηπιένλ είλαη α ≠ 0, ηόηε νξίδνπκε : α
0
 = 1 θαη

ν

ν

α

1
α    

Αμηνζεκείωηεο ηαπηόηεηεο  

(α + β )
2
 = α

2
 + 2αβ + β

2
 

(α - β)
2
 = α

2
 - 2αβ + β

2
 

α
2
 - β

2
 = ( α + β ) · ( α - β ) 

(α + β )
3
 = α

3
 + 3α

2
 β + 3αβ

2
 + β

3
 

(α - β)
3
 = α

3
 - 3α

2
β + 3αβ

2
 - β

3
 

α
3
 + β

3
 =(α + β ) · (α

2
 - αβ + β

2
) 



α
3
 - β

3
 =( α - β ) · ( α

2
 + αβ + β

2
) 

(α + β + γ )
2
 = α

2
 + β

2
 + γ

2
 + 2αβ - 2βγ + 2γα 

Μέζνδνη απόδεημεο  

Α) Δπζεία Απόδεημε 
1

o
) Έζησ όηη γηα ηξεηο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α, β θαη γ ηζρύεη ε ζπλζήθε α + β + γ = 0 θαη ζέινπκε λα 

απνδείμνπκε όηη α
3
 + β

3
 + γ

3
 = 3αβγ, δειαδή έζησ όηη ζέινπκε λα απνδείμνπκε ηε ζπλεπαγσγή:« Αλ α + β + 

γ = 0, ηόηε α
3
 + β

3
 + γ

3
 = 3αβγ ». 

Δπεηδή α + β + γ = 0, είλαη α = -(β + γ) , νπόηε ζα έρνπκε: α
3
 + β

3
 + γ

3
 = [-(β + γ)]

3
 + β

3
 + γ

3
 

= -(β + γ )
3
 + β

3
 + γ

3 
= -β

3
 - 3β

2
γ - 3βγ

2
 - γ

3
 + β

3
 + γ

3
 = - 3β 

2
o
) Γηα λα απνδείμνπκε όηη έλαο ηζρπξηζκόο είλαη αιεζήο, κεξηθέο θνξέο κε δηαδνρηθνύο κεηαζρεκαηηζκνύο 

θαηαιήγνπκε ζε έλαλ ινγηθά ηζνδύλακν ηζρπξηζκό πνπ είλαη αιεζήο. Έηζη ζπκπεξαίλνπκε όηη θαη ν αξρηθόο 

ηζρπξηζκόο είλαη αιεζήο. 

Γηα παξάδεηγκα, έζησ όηη γηα ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α, β, x, y ζέινπκε λα απνδείμνπκε ηελ 

ηαπηόηεηα:(α
2
 + β

2
)(x

2
 + y

2
) = (αx + βy)

2
 + (y - βx)

2
 

Έρνπκε δηαδνρηθά: (α
2
 + β

2
)( x

2
 + y

2
)  = (αx + βy)

2
 + (αy - βx)

2⇔ α
2
x

2
 + α

2
y

2
 + β

2
x

2
 + β

2
y

2
  = α

2
x

2
 + 2αβxy 

+ β
2
y

2
 + α

2
y

2
 - 2αβxy + β

2
x

2⇔ α
2
x

2
 + α

2
y

2
 + β

2
x

2
 + β

2
y

2
 = α

2
x

2
 + α

2
y

2
 + β

2
x

2
 + β

2
y

2
, πνπ ηζρύεη. 

3
ν
) Γηα λα απνδείμνπκε όηη έλαο ηζρπξηζκόο δελ είλαη πάληα αιεζήο, αξθεί λα βξνύκε έλα παξάδεηγκα γηα 

ην νπνίν ν ζπγθεθξηκέλνο ηζρπξηζκόο δελ ηζρύεη ή, όπσο ιέκε, αξθεί λα βξνύκε έλααληηπαξάδεηγκα. Έηζη ν 

ηζρπξηζκόο «γηα θάζε α>0 ηζρύεη α
2
>α » δελ είλαη αιεζήο, αθνύ γηα 

2

1
α   έρνπκε 

4

1
α2   , δειαδή α

2
<α . 

Β) Μέζνδνο ηεο Απαγωγήο ζε Άηνπν 
Έζησ όηη ζέινπκε λα απνδείμνπκε ηνλ ηζρπξηζκό: 

«Αλ ην ηεηξάγσλν ελόο αθεξαίνπ αξηζκνύ είλαη άξηηνο, ηόηε θαη ν αξηζκόο απηόο είλαη άξηηνο», δειαδή «Αλ 

ν α
2
 είλαη άξηηνο αξηζκόο, ηόηε θαη ν α είλαη άξηηνο αξηζκόο» 

Γηα ηελ απόδεημε ηνπ ηζρπξηζκνύ απηνύ ζθεπηόκαζηε σο εμήο: 

Έζησ όηη ν α δελ είλαη άξηηνο. Σόηε ν α ζα είλαη πεξηηηόο, δειαδή ζα έρεη ηε κνξθή  

α = 2θ + 1, όπνπ θ αθέξαηνο, νπόηε ζα έρνπκε:α
2
 = ( 2θ + 1)

2
= 4θ

2
 + 4θ + 1 =2(2θ

2
 + 2θ) + 1 = 2ι + 1 (όπνπ 

ι = 2θ
2
 + 2θ). 

Γειαδή α
2
 = 2ι + 1, ι ∈ Ε, πνπ ζεκαίλεη όηη ν α

2
 είλαη πεξηηηόο. Απηό όκσο έξρεηαη ζε αληίζεζε κε ηελ 

ππόζεζε όηη ν α
2
 είλαη άξηηνο. Δπνκέλσο, ε παξαδνρή όηη α δελ είλαη άξηηνο είλαη ιαλζαζκέλε. Άξα ν α 

είλαη άξηηνο. 

΢ηελ παξαπάλσ απόδεημε ππνζέζακε όηη δελ ηζρύεη απηό πνπ ζέιακε λα απνδείμνπκε θαη ρξεζηκνπνηώληαο 

αιεζείο πξνηάζεηο θζάζακε ζε έλα ζπκπέξαζκα πνπ έξρεηαη ζε αληίζεζε κε απηό πνπ γλσξίδνπκε όηη 

ηζρύεη. Οδεγεζήθακε όπσο ιέκε ζε άηνπν. 

 

2.2 ΓΗΑΣΑΞΖ ΠΡΑΓΜΑΣΗΚΩΝ ΑΡΗΘΜΩΝ 
Έλλνηα ηεο δηάηαμεο 

 ΟΡΗ΢ΜΟ΢ Έλαο αξηζκόο α ιέκε όηη είλαη κεγαιύηεξνο από έλαλ αξηζκό β, θαη γξάθνπκε α>β, όηαλ ε 

δηαθνξά α - β είλαη ζεηηθόο αξηζκόο. 

΢ηελ πεξίπησζε απηή ιέκε επίζεο όηη ν β είλαη κηθξόηεξνο ηνπ α θαη γξάθνπκε β<α  

Από ηνλ παξαπάλσ νξηζκό πξνθύπηεη ακέζσο όηη: 

 Κάζε ζεηηθόο αξηζκόο είλαη κεγαιύηεξνο από ην κεδέλ. 

 Κάζε αξλεηηθόο αξηζκόο είλαη κηθξόηεξνο από ην κεδέλ. 

Έηζη ν αξρηθόο νξηζκόο γξάθεηαη ηζνδύλακα: α > β ⇔ α - β > 0 

Γεσκεηξηθά ε αληζόηεηα α > β ζεκαίλεη όηη, πάλσ ζηνλ άμνλα ησλ πξαγκαηηθώλ ν αξηζκόο α είλαη δεμηόηεξα 

από ηνλ β .  

 
  

Αλ γηα ηνπο αξηζκνύο α θαη β ηζρύεη α > β ή α = β , ηόηε γξάθνπκε α ≥ β θαη δηαβάδνπκε: «α κεγαιύηεξνο ή 

ίζνο ηνπ β». 

 

 



Ηδηόηεηεο ηωλ αληζνηήηωλ  

1. (α>0 θαη β>0) ⇒ α + β > 0  θαη (α < 0 θαη β < 0) ⇒ α + β < 0 

2. α, β νκόζεκνη ⇔α · β > 0 ⇔ 0
β

α
 > 0  θαη α, β εηεξόζεκνη⇔α · β < 0⇔ 0

β

α
  

3. 0α2  , γηα θάζε α∈ℝ  (Ζ ηζόηεηα ηζρύεη κόλν όηαλ α = 0)  

 Άξα αλ 0βα 22   ⇔α = 0 θαη β = 0  θαη αλ 0βα 22  ⇔ α ≠ 0 ή β ≠ 0 

4. (α > β θαη β > γ) ⇒ α > γ  

5. α>β ⇔ α + γ > β + γ 

6. Αλ γ > 0, ηόηε: α > β ⇔α · γ > β · γ 

7. Αλ γ < 0, ηόηε: α > β ⇔α · γ < β · γ 

8. (α > β θαη γ > δ ) ⇔α + γ > β + δ 

9. Γηα ζεηηθνύο αξηζκνύο α, β, γ, δ ηζρύεη ε ζπλεπαγσγή: (α > β θαη γ > δ ) ⇔α · γ > β · δ 

10. Γεληθόηεξα (α1>β1 θαη α2>β2 θαη … θαη αλ>βλ) ⇒ α1 + α2 +... + αλ>β1 + β2 + ... + βλ 

11. Αλ, επηπιένλ, ηα κέιε ησλ αληζνηήησλ είλαη ζεηηθνί αξηζκνί, ηόηε: 

(α1>β1 θαη α2>β2 θαη … θαη αλ>βλ)⇒α1 · α2 · ... · αλ>β1 · β2 · ... · βλ (*) 

12. Γηα ζεηηθνύο αξηζκνύο α, β θαη ζεηηθό αθέξαην λ ηζρύεη ε ηζνδπλακία: α>β ⇔ α
λ
>β

λ
 

ΑΠΟΓΔΗΞΖ 

Έζησ α>β . Σόηε, από ηε (*), γηα α1 = α2 = ... = αλ = α > 0 θαη β1 = β2 = ... = βλ = β > 0,πξνθύπηεη όηη: α
λ
 > β

λ
. 

Γηα ηελ απόδεημε ηνπ αληηζηξόθνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε κέζνδν ηεο απαγσγήο ζε άηνπν. Έζησ ινηπόλ 

όηη α
λ
 > β

λ
 θαη α ≤ β. Σόηε:αλ ήηαλ α = β , από ηνλ νξηζκό ηεο ηζόηεηαο ζα είρακε α

λ 
= β

λ
 (άηνπν), ελώ 

αλ ήηαλ α < β , ζα είρακε α
λ 
< β

λ
 (άηνπν). Άξα, α > β . 

13. Γηα ζεηηθνύο αξηζκνύο α, β θαη ζεηηθό αθέξαην λ ηζρύεη ε ηζνδπλακία:α = β ⇔α
λ
 = β

λ 
 

ΑΠΟΓΔΗΞΖ 

Έζησ α = β . Σόηε, από ηνλ νξηζκό ηεο ηζόηεηαο πξνθύπηεη, όπσο είπακε θαη πξνεγνπκέλσο, όηη α
λ
 = β

λ
 

Γηα ηελ απόδεημε ηνπ αληηζηξόθνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε κέζνδν ηεο απαγσγήο ζε άηνπν. Έζησ ινηπόλ 

όηη α
λ
 = β

λ 
θαη α ≠ β . Σόηε: 

αλ ήηαλ α > β , ιόγσ ηεο (4), ζα είρακε α
λ
 > β

λ
  (άηνπν), ελώ 

αλ ήηαλ α < β, ιόγσ ηεο (4), ζα είρακε α
λ
 < β

λ
  (άηνπν). 

Άξα, α = β. 

Γηαζηήκαηα 

ΓΗΑ΢ΣΖΜΑ ΑΝΗ΢ΟΣΖΣΑ ΢ΤΜΒΟΛΗ΢ΜΟ΢ 

 

α ≤ x ≤ β [α, β] 

 

α ≤ x ≤ β [α, β) 

 

α < x ≤ β (α, β] 

 

α < x ≤ β (α, β) 

 

x ≥ α [α, +∞) 

 

x > α (α, +∞) 

 

x ≤ α (-∞, α] 



 

x < α (-∞, α) 

2.3 ΑΠΟΛΤΣΖ ΣΗΜΖ ΠΡΑΓΜΑΣΗΚΟΤ ΑΡΗΘΜΟΤ 
Ζ απόιπηε ηηκή ελόο πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ α ζπκβνιίδεηαη κε |α| θαη νξίδεηαη από ηνλ ηύπν: 

 
Γειαδή:  

 Ζ απόιπηε ηηκή ζεηηθνύ αξηζκνύ είλαη ν ίδηνο ν αξηζκόο.  

 Ζ απόιπηε ηηκή αξλεηηθνύ αξηζκνύ είλαη ν αληίζεηόο ηνπ. 

 |0| = 0  

Ηδηόηεηεο ηωλ απόιπηωλ ηηκώλ 

1. |α| = |-α| ≥ 0 

2. |α| ≥ α θαη |α| ≥ -α  

3. Αλ ζ>0, ηόηε:|x| = ζ ⇔x = ζ ή x = -ζ 

4. |x| = |α| ⇔x = α ή x = -α 

5. |α|
2
 = α

2
 

6. |α · β| = |α| · |β|  

ΑΠΟΓΔΗΞΖ  

Δπεηδή θαη ηα δύν κέιε ηεο ηζόηεηαο |α · β| = |α| · |β| είλαη κε αξλεηηθνί αξηζκνί, έρνπκε δηαδνρηθά:|α · β| = 

|α| · |β| ⇔ |α · β|
2
 = (|α| · |β|)

2
 ⇔|α · β|

2
 = |α|

2
 · |β|

2⇔(α · β)
2
 = α

2
·β

2
,πνπ ηζρύεη.  

7. 
β

α

β

α
   

8. |α + β| ≤ |α| + |β|  

ΑΠΟΓΔΗΞΖ 

 Δπεηδή θαη ηα δύν κέιε ηεο αληζόηεηαο |α + β|<|α| + |β| είλαη κε αξλεηηθνί αξηζκνί, έρνπκε δηαδνρηθά: 

|α+β| ≤ |α| + |β| ⇔|α+β|
2
 ≤ (|α| + |β|)

2
 ⇔(α + β)

2
 ≤ |α|

2
 + |β|

2
 + 2|α| · |β| ⇔ 

α
2
 + β

2
 + 2αβ ≤ α

2
 + β

2
 + 2|αβ|⇔αβ≤ |αβ|, πνπ ηζρύεη. 

Δίλαη θαλεξό όηη ε ηζόηεηα αβ = |αβ| ηζρύεη αλ θαη κόλν αλ αβ ≥ 0 , δειαδή αλ θαη κόλν αλ νη αξηζκνί α θαη 

β είλαη νκόζεκνη ή έλαο ηνπιάρηζηνλ από απηνύο είλαη ίζνο κε κεδέλ. 

΢ΥΟΛΗΟ  

 Ζ ηζόηεηα |α · β| = |α| · |β| ηζρύεη θαη γηα πεξηζζόηεξνπο παξάγνληεο. ΢πγθεθξηκέλα: 

|α1 · α2 · ... · αλ| = |α1| · |α2| · ... · |αλ| 

 ΢ηελ εηδηθή κάιηζηα πεξίπησζε πνπ είλαη α1 = α2 = ... = αλ = α, έρνπκε: |α
λ
| = |α|

λ
 

 Ζ αληζόηεηα |α + β| ≤ |α| + |β| ηζρύεη θαη γηα πεξηζζόηεξνπο πξνζζεηένπο. 

΢πγθεθξηκέλα: |α1 + α2 + ... + αλ| ≤ |α1| + |α2| + ... + |αλ| 

Απόζηαζε δπν αξηζκώλ  
Aο ζεσξήζνπκε δπν αξηζκνύο α θαη β πνπ παξηζηάλνληαη πάλσ ζηνλ άμνλα κε ηα ζεκεία Α θαη Β 

αληηζηνίρσο.  

Σν κήθνο ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ ιέγεηαη απόζηαζε ησλ αξηζκώλ α θαη β, ζπκβνιίδεηαη κε d(α,β)  

θαη είλαη ίζε κε |α- β|. Δίλαη δειαδή: d (α, β) = |α - β| 

Πξνθαλώο ηζρύεη d (α, β) = d (β, α) . ΢ηελ πεξίπησζε κάιηζηα πνπ είλαη α<β, ηόηε ε απόζηαζε  

ησλ α θαη β είλαη ίζε κε β - α θαη ιέγεηαη κήθνο ηνπ δηαζηήκαηνο [α, β]. 

Μέζνλ ηκήκαηνο  

Αο ζεσξήζνπκε ηώξα έλα δηάζηεκα [α, β] θαη αο νλνκάζνπκε Α θαη Β ηα ζεκεία πνπ  



παξηζηάλνπλ ζηνλ άμνλα ηα άθξα α θαη β αληηζηνίρσο. 

 
Αλ Μ (x0) είλαη ην κέζνλ ηνπ ηκήκαηνο AB, ηόηε έρνπκε (MA) = (MB) ⇔d(x0, α) = d(x0, β)  

⇔|x0 - α| = |x0 - β|⇔x0 - α = β - x0, (αθνύ α< x0 <β) ⇔2x0 = α + β⇔
2

βα
x0


    

 Ο αξηζκόο 
2

βα 
πνπ αληηζηνηρεί ζην κέζνλ Μ ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ ιέγεηαη θέληξν ηνπ δηαζηήκαηνο [α, β] 

 ν αξηζκόο 
2

αβ
ρ


 ιέγεηαη αθηίλα ηνπ [α, β]. 

 Ωο κήθνο, θέληξν θαη αθηίλα ησλ δηαζηεκάησλ (α, β), [α, β) θαη (α, β] νξίδνπκε ην κήθνο, ην θέληξν θαη 

ηελ αθηίλα ηνπ δηαζηήκαηνο [α, β].  

 Έζησ ηώξα όηη ζέινπκε λα βξνύκε ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο x γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη 

 |x - 3|<2.  

Από ηνλ νξηζκό ηεο απόζηαζεο έρνπκε: 

 |x - 3|<2 ⇔d (x,3)<2 ⇔3 - 2<x<3 + 2 ⇔x ∈(3 - 2, 3 + 2)  

Γεληθά: Γηα x0 ∈ ℝ θαη ξ>0, ηζρύεη:|x - x0|<ξ ⇔x ∈ (x0 - ξ, x0 + ξ)⇔ x0 - ξ<x<x0 + ξ 

Γειαδή, νη αξηζκνί x πνπ ηθαλνπνηνύλ ηε ζρέζε |x -x0|<ξ είλαη ηα ζεκεία ηνπ δηαζηήκαηνο 

 (x0 - ξ, x0+ ξ) πνπ έρεη θέληξν ην x0 θαη αθηίλα ξ. 

 
΢ηελ εηδηθή πεξίπηωζε πνπ είλαη x0 = 0 , έρνπκε: |x|<ξ ⇔x ∈(-ξ, ξ) ⇔-ξ<x<ξ .  

Γηα παξάδεηγκα |x|<2 ⇔x ∈(-2, 2) ⇔-2<x<2 . 

 Έζησ, ηώξα, όηη ζέινπκε λα βξνύκε ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο x γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη |x - 3|>2. 

 
Από ηνλ νξηζκό ηεο απόζηαζεο έρνπκε:|x - 3|>2⇔d (x,3)>2 ⇔x < 3 - 2 ή x > 3 + 2 ⇔ 

x ∈ (-∞, 3 - 2)∪(3 + 2, +∞).  

Γεληθά:Γηα x0 ∈ℝ θαη ξ>0,ηζρύεη:|x - x0|<ξ ⇔x ∈(-∞, x0 - ξ)∪(x0 + ξ, +∞) ⇔x<x0 - ξ ή x>x0 + ξ Γειαδή 

νη αξηζκνί x πνπ ηθαλνπνηνύλ ηε ζρέζε |x - x0|>ξ αληηζηνηρνύλ ζε ζεκεία Μ(x) ηνπ άμνλα x΄x πνπ απέρνπλ 

από ην ζεκείν Κ(x0) απόζηαζε κεγαιύηεξε ηνπ ξ. 

 
΢ηελ εηδηθή πεξίπησζε πνπ είλαη x0 = 0 , έρνπκε: |x|>ξ ⇔x<-ξ ή x>ξ 

Γηα παξάδεηγκα: |x|>2 ⇔x<-2 ή x>2 . 

 



2.4 ΡΗΕΔ΢ ΠΡΑΓΜΑΣΗΚΩΝ ΑΡΗΘΜΩΝ 
Σεηξαγωληθή ξίδα κε αξλεηηθνύ αξηζκνύ 

ΟΡΗ΢ΜΟ΢  H ηεηξαγσληθή ξίδα ελόο κε αξλεηηθνύ αξηζκνύ α ζπκβνιίδεηαη κε  θαη είλαη ν κε αξλεηηθόο 

αξηζκόο πνπ, όηαλ πςσζεί ζην ηεηξάγσλν, δίλεη ηνλ α. 

Άξα αλ α>0, ε  παξηζηάλεη ηε κε αξλεηηθή ιύζε ηεο εμίζωζεο x
2
 = α . 

Ηδηόηεηεο  

 
λ-νζηή ξίδα κε αξλεηηθνύ αξηζκνύ 

ΟΡΗ΢ΜΟ΢ 

Ζ λ-νζηή ξίδα ελόο κε αξλεηηθνύ αξηζκνύ α ζπκβνιίδεηαη κε  θαη είλαη ν κε αξλεηηθόο αξηζκόο(1) πνπ, 

όηαλ πςσζεί ζηελ λ, δίλεη ηνλ α.  

Οξίδνπκε  

Άξα αλ α ≥ 0, ηόηε ε  παξηζηάλεη ηε κε αξλεηηθή ιύζε ηεο εμίζωζεο x
λ
 = α . 

Ηδηόηεηεο ηωλ ξηδώλ •  

1. Αλ α ≥ 0, ηόηε:   αα
νν   θαη αα

ν ν   

2. Αλ α ≤ 0 θαη λ άξηηνο, ηόηε: αα
ν ν    

Αλ α, β ≥ 0, ηόηε: 

3. ννν βαβα    

ΑΠΟΓΔΗΞΖ Έρνπκε:         βαβαβαβαβαβαβαβα
ν

ν
ννν

ν
ν

ννννν  πνπ 

ηζρύεη. 

4. ν
ν

ν

β

α

β

α
   θαη κε β 0 

5. 
νμμ ν αα


   

ΑΠΟΓΔΗΞΖ Έρνπκε:   αααααααα
νν

ν
μ

μ ν
μν

νμ
μν

μ ννμμ ν 




































πνπ ηζρύεη  

6. 
ν μνρ μρ αα   ΑΠΟΓΔΗΞΖ Έρνπκε:  

7.  γηα κε αξλεηηθνύο αξηζκνύο α1, α2, ... , αθ ηζρύεη:  

8. ΢ηελ εηδηθή κάιηζηα πεξίπησζε πνπ είλαη α1 = α2 = ... = αθ = α>0, ηζρύεη:  

 

9. γηα α , β ≥ 0 έρνπκε  

Γπλάκεηο κε ξεηό εθζέηε 

ΟΡΗ΢ΜΟ΢ 

Αλ α>0, κ αθέξαηνο θαη λ ζεηηθόο αθέξαηνο, ηόηε νξίδνπκε:  



Με ηε βνήζεηα ησλ ηδηνηήησλ ησλ ξηδώλ απνδεηθλύεηαη όηη νη ηδηόηεηεο ησλ δπλάκεσλ κε αθέξαην εθζέηε 

ηζρύνπλ θαη γηα δπλάκεηο κε ξεηό εθζέηε. 

3.ΔΞΗ΢Ω΢ΔΗ΢ 
3.1α ΔΞΗ΢Ω΢ΔΗ΢ 1νπ ΒΑΘΜΟΤ 

Ζ Δμίζωζε αx + β = 0 

Α) αx + β = 0 ⇔ αx + β - β = - β⇔ αx = -β 

Γηαθξίλνπκε ηώξα ηηο πεξηπηώζεηο: 

 Αλ α ≠ 0 ηόηε: αx = -β ⇔ Άξα , αλ α ≠ 0 ε εμίζσζε έρεη αθξηβώο κία ιύζε, ηελ . 

 Αλ α = 0 , ηόηε ε εμίζσζε αx = - β γίλεηαη 0x = -β, ε νπνία: 

i. αλ είλαη β ≠ 0 δελ έρεη ιύζε θαη γη απηό ιέκε όηη είλαη αδύλαηε, ελώ 

ii. αλ είλαη β = 0 έρεη ηε κνξθή 0x = 0 θαη αιεζεύεη γηα θάζε πξαγκαηηθό αξηζκό x δειαδή είλαη 

ηαπηόηεηα. 

Ζ ιύζε ηεο εμίζσζεο αx + β = 0 θαη γεληθά θάζε εμίζσζεο ιέγεηαη θαη ξίδα απηήο. 

Β) Αλ νη ζπληειεζηέο α θαη β ηεο εμίζσζεο αx + β = 0 εθθξάδνληαη κε ηε βνήζεηα γξακκάησλ ηόηε ηα 

γξάκκαηα απηά ιέγνληαη παξάκεηξνη, ε εμίζσζε ιέγεηαη παξακεηξηθή θαη ε εξγαζία πνπ θάλνπκε γηα ηελ 

εύξεζε ηνπ πιήζνπο ησλ ξηδώλ ηεο ιέγεηαη δηεξεύλεζε. 

Γηα παξάδεηγκα ε εμίζσζε (ι
2
 - 1)x - ι + 1 = 0, ι ∈ ℝ έρεη παξάκεηξν ην ι θαη γξάθεηαη ηζνδύλακα (ι

2
 - 1)x 

- ι + 1 = 0 ⇔(ι
2
 - 1)x = ι – 1 ⇔ (ι + 1)(ι - 1)x = ι – 1 

Δπνκέλσο 

 Αλ ι ≠ -1 θαη ι ≠ 1, ε εμίζσζε έρεη κνλαδηθή ιύζε, ηελ 

 
 Αλ ι = -1, ε εμίζσζε γίλεηαη 0x = -2 θαη είλαη αδύλαηε. 

 Αλ ι = 1, ε εμίζσζε γίλεηαη 0x = 0 θαη είλαη ηαπηόηεηα. 

3.1β Δμηζώζεηο πνπ αλάγνληαη ζε εμηζώζεηο 1νπ βαζκνύ 

 Με παξαγνληνπνίεζε κνξθήο (α1 ρ+β1) (α2 ρ+β2)  (α3 ρ+β3)  ……(αλ ρ+βλ)  =0 νπόηε (α1 ρ+β1) =0 ή 

 (α2 ρ+β2) =0 ή (α3 ρ+β3) =0 ή  ……  ή (αλ ρ+βλ)  =0   

 Κιαζκαηηθέο  

 Με απόιπηεο ηηκέο ηεο κνξθήο |f(x)| = |g(x)| Οπόηε ιύλνπκε ηηο f(x) = g(x)  ή  f(x) = - g(x)  

θαη ηεο κνξθήο |f(x)| = g(x) Οπόηε κε g(x) 0 ζπλαιεζεύνπκε κε ηηο f(x) = g(x)  ή  f(x) = - g(x) 

3.2 Ζ ΔΞΗ΢Ω΢Ζ x
λ
 = α 

 Ζ εμίζσζε x
λ
 = α , κε α>0 θαη λ πεξηηηό θπζηθό αξηζκό, έρεη αθξηβώο κηα ιύζε ηελ 

ν α  

 Ζ εμίζσζε x
λ
 = α , κε α<0 θαη λ πεξηηηό θπζηθό αξηζκό, έρεη αθξηβώο κηα ιύζε ηελ -

ν α  

 Ζ εμίζσζε x
λ
 = α , κε α>0 θαη λ άξηην θπζηθό αξηζκό, έρεη αθξηβώο δύν ιύζεηο ηηο   

ν α θαη -
ν α  

 Ζ εμίζσζε x
λ
 = α , κε α<0 θαη λ άξηην θπζηθό αξηζκό, είλαη αδύλαηε 

 Αλ ν λ πεξηηηόο ηόηε ε εμίζσζε x
λ
 = α

λ
 έρεη κνλαδηθή ιύζε, ηελ x = α 

 Αλ ν λ άξηηνο ηόηε ε εμίζσζε x
λ
 = α

λ 
έρεη δύν ιύζεηο, ηηο x1 = α θαη x2 = - α. 

3.3 ΔΞΙ΢Ω΢ΔΙ΢ 2
νπ

 ΒΑΘΜΟΤ 
Η εμίζωζε αx

2
 + βx + γ = 0, α ≠ 0   (1)  

Έρνπκε: 

2
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2
2

222
0είναι   πουα με μεύδιαιρο

2

α4

αγ4β

α2

β
χ

α4

β

α

γ

α4

β
χ

α2

β
χ2χ

α

γ

α2

β
χ2χ

α

γ
χ

α

β
χ0

α

γ
χ

α

β
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









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Αλ ζέζνπκε Γ = β
2
 - 4αγ, ηόηε ε ηειεπηαία εμίζσζε γίλεηαη: 

2

2

α4

Γ

α2

β
χ 








   (2) 



Γηαθξίλνπκε ηώξα ηηο εμήο πεξηπηώζεηο: 

 Αλ Γ> 0, ηόηε έρνπκε:  

δειαδή  

Δπνκέλσο ε εμίζσζε (2), άξα θαη ε ηζνδύλακή ηεο (1), έρεη δύν ιύζεηο άληζεο ηηο: 

Γηα ζπληνκία νη ιύζεηο απηέο γξάθνληαη . 

 Αλ Γ = 0, ηόηε ε εμίζσζε (2) γξάθεηαη: 

 
α2

β
χ ή 

α2

β
χ0

α2

β
χ ή 0

α2

β
χ0

α2

β
χ

α2

β
χ0

α2

β
χ

2
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


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


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






  

 

΢ηελ πεξίπησζε απηή ιέκε όηη ε εμίζσζε έρεη δηπιή ξίδα ηελ  
α2

β
χ   

 Αλ Γ<0, ηόηε ε εμίζσζε (2), άξα θαη ε ηζνδύλακή ηεο (1), δελ έρεη πξαγκαηηθέο ξίδεο, δειαδή 

είλαη αδύλαηε ζην ℝ. 

Ζ αιγεβξηθή παξάζηαζε Γ = β
2
 - 4αγ, από ηελ ηηκή ηεο νπνίαο εμαξηάηαη ην πιήζνο ησλ ξηδώλ ηεο 

εμίζσζεο αx
2
 + βx + γ = 0, α ≠ 0 , νλνκάδεηαη δηαθξίλνπζα απηήο. 

Σα παξαπάλσ ζπκπεξάζκαηα ζπλνςίδνληαη ζηνλ αθόινπζν πίλαθα: 

Γ = β
2
 - 4αγ 

Ζ εμίζωζε 

αx
2
 + βx + γ = 0, α ≠ 0 

Γ > 0 

Έρεη δύν ξίδεο άληζεο ηηο  

Γ = 0 
Έρεη κηα δηπιή ξίδα ηε  

Γ < 0 Δίλαη αδύλαηε ζην ℝ . 

 

ηύπνη Vieta 

Αλ κε S ζπκβνιίζνπκε ην άζξνηζκα x1 + x2 θαη κε P ην γηλόκελν x1 · x2, ηόηε έρνπκε ηνπο ηύπνπο: 

 

Ζ εμίζσζε αx
2
 + βx + γ = 0, κε ηελ βνήζεηα ησλ ηύπσλ ηνπ Vieta, κεηαζρεκαηίδεηαη σο εμήο: 

0PχSχ0χχχ)χχ(χ0
α

γ
χ

α

β
χ0γβχαχ 2
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Ζ ηειεπηαία κνξθή ηεο εμίζσζεο αx
2
 + βx + γ = 0 καο δίλεη ηε δπλαηόηεηα λα ηελ θαηαζθεπάζνπκε, όηαλ 

γλσξίδνπκε ην άζξνηζκα θαη ην γηλόκελν ησλ ξηδώλ ηεο. 

Δμηζώζεηο πνπ αλάγνληαη ζε εμηζώζεηο 2νπ βαζκνύ 

 Μνξθήο α(f(ρ))
2
+β )χ(f +γ=0 κε α ≠ 0 πνπ γίλεηαη α )χ(f

2
+β )χ(f +γ=0  δεπηέξνπ βαζκνύ κε άγλσζην 

θαηαξρή ην )χ(f  



 Κιαζκαηηθέο  

 Μνξθήο α(f(x))
2
 + β (f(x)) + γ = 0 δεπηέξνπ βαζκνύ κε άγλσζην θαηαξρή ην f(x) 

 Γηηεηξάγσλεο  κνξθήο α(f(x))
2λ

 + β (f(x))
λ
 + γ = 0 δεπηέξνπ βαζκνύ κε άγλσζην θαηαξρή ην (f(x))

λ
 

 

4ΑΝΙ΢Ω΢ΔΙ΢ 
4.1 ΑΝΙ΢Ω΢ΔΙ΢ 1νπ ΒΑΘΜΟΤ 

Οη αληζώζεηο: αx + β>0 θαη αx + β<0 

αx + β > 0 ⇔ αx + β - β >-β ⇔αx >-β 

Γηαθξίλνπκε ηώξα ηηο εμήο πεξηπηώζεηο: 

 Αλ α>0, ηόηε:
α

β
χ

α

β

α

αχ
βαχ





  

 Αλ α<0, ηόηε: 
α

β
χ

α

β

α

αχ
βαχ





  Πξνζνρή αιιάδεη ε θνξά  

 Αλ α = 0, ηόηε ε αλίζσζε γίλεηαη 0x>-β, ε νπνία 

 αιεζεύεη γηα θάζε x∈ℝ, αλ είλαη β>0,  

 είλαη αδύλαηε, αλ είλαη β<0 . 

Αληζώζεηο κε απόιπηεο ηηκέο 

 κε ηε βνήζεηα ηεο ηδηόηεηαο |x| < ρ⇔-ρ < x < ρ ή της |x - xν|<ξ ⇔ xν - ξ<x<xν + ξ 

 κε ηε βνήζεηα ηεο ηδηόηεηαο  |x| > ρ ⇔x < -ρ ή x > ρ  

4.2 ΑΝΙ΢Ω΢ΔΙ΢ 2
νπ

 ΒΑΘΜΟΤ 
Μνξθέο ηξηωλύκνπ  

Ζ παξάζηαζε αx
2
 + βx + γ, α   0 ιέγεηαη ηξηώλπκν 2

νπ
 βαζκνύ ή, πην απιά, ηξηώλπκν. Ζ δηαθξίλνπζα Γ 

ηεο αληίζηνηρεο εμίζσζεο αx
2
 + βx + γ = 0 ιέγεηαη θαη δηαθξίλνπζα ηνπ ηξηωλύκνπ. Οη ξίδεο ηεο 

εμίζσζεο αx
2
 + βx + γ = 0, δειαδή νη  νλνκάδνληαη θαη ξίδεο ηνπ 

ηξηωλύκνπ. 

Σν ηξηώλπκν αx
2
 + βx + γ, α ≠ 0 κεηαζρεκαηίδεηαη σο εμήο: 
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Δπνκέλσο: 

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Γηαθξίλνπκε ηώξα ηηο εμήο πεξηπηώζεηο: 

 Γ>0 . Σόηε ηζρύεη , νπόηε έρνπκε: 
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Δπνκέλσο: αx
2
 + βx + γ = α(x - x1)(x - x2) , όπνπ x1, x2 νη ξίδεο ηνπ ηξησλύκνπ.  

Άξα, όηαλ Γ>0, ηόηε ην ηξηώλπκν κεηαηξέπεηαη ζε γηλόκελν ηνπ α επί δύν πξσηνβάζκηνπο παξάγνληεο. 

 Γ = 0 . Σόηε από ηελ ηζόηεηα (1) έρνπκε: 

2
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β
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
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Άξα, όηαλ Γ = 0, ηόηε ην ηξηώλπκν κεηαηξέπεηαη ζε γηλόκελν ηνπ α επί έλα ηέιεην ηεηξάγσλν. 



 Γ<0 . Σόηε ηζρύεη |Γ| = -Γ, νπόηε έρνπκε: 

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Δπεηδή γηα θάζε x ∈ ℝ , ε παξάζηαζε κέζα ζηελ αγθύιε είλαη ζεηηθή, ην ηξηώλπκν δελ αλαιύεηαη ζε 

γηλόκελν πξσηνβάζκησλ παξαγόλησλ. 

Πξόζεκν ηωλ ηηκώλ ηνπ ηξηωλύκνπ 
Γηα λα κειεηήζνπκε ην πξόζεκν ησλ ηηκώλ ηνπ ηξησλύκνπ αx

2
 + βx + γ, α ≠ 0, ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο 

κνξθέο ηνπ αλάινγα κε ηε δηαθξίλνπζα. 

 Αλ Γ>0, ηόηε, όπσο είδακε πξνεγνπκέλσο, ηζρύεη: αx
2
 + βx + γ = α(x - x1)(x - x2) , όπνπ x1, x2 νη ξίδεο 

ηνπ ηξησλύκνπ 

Τπνζέηνπκε όηη x1<x2 θαη ηνπνζεηνύκε ηηο ξίδεο ζε έλαλ άμνλα. 

Παξαηεξνύκε όηη: Αλ x < x1 < x2 (΢ρήκα) , ηόηε x - x1 < 0 θαη x - x2 < 0, νπόηε (x - x1)(x - x2) > 0. 

Δπνκέλσο, ιόγσ ηεο (1), ην ηξηώλπκν είλαη νκόζεκν ηνπ α .  

 

Αλ x1 < x < x2 (΢ρήκα), ηόηε x - x1 > 0 θαη x - x2 < 0, νπόηε (x - x1)(x - x2) < 0. Δπνκέλσο, ιόγσ ηεο (1), ην 

ηξηώλπκν είλαη εηεξόζεκν ηνπ α   

Αλ x1 < x2 < x (΢ρήκα), ηόηε x - x1 > 0 θαη x - x2 > 0, νπόηε (x - x1)(x - x2) > 0. Δπνκέλσο, ιόγσ ηεο (1), ην 

ηξηώλπκν είλαη νκόζεκν ηνπ α   

 Αλ Γ = 0, ηόηε ηζρύεη: 
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  Δπνκέλσο, ην ηξηώλπκν είλαη νκόζεκν ηνπ α γηα θάζε 

πξαγκαηηθό 
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β
χ   , ελώ κεδελίδεηαη γηα 
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β
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 Αλ Γ<0, ηόηε ηζρύεη: 
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Όκσο ε παξάζηαζε κέζα ζηελ αγθύιε είλαη ζεηηθή γηα θάζε πξαγκαηηθό αξηζκό x. Δπνκέλσο ην ηξηώλπκν 

είλαη νκόζεκν ηνπ α ζε όιν ην ℝ. 

Σα παξαπάλσ ζπλνςίδνληαη ζηνλ πίλαθα: Σν ηξηώλπκν αx
2
 + βx + γ, α ≠ 0 γίλεηαη: 

 Δηεξόζεκν ηνπ α , κόλν όηαλ είλαη Γ>0 θαη γηα ηηο ηηκέο ηνπ x, πνπ βξίζθνληαη κεηαμύ ηωλ ξηδώλ. 

 Μεδέλ, όηαλ ε ηηκή ηνπ x είλαη θάπνηα από ηηο ξίδεο ηνπ ηξησλύκνπ. 

 Οκόζεκν ηνπ α ζε θάζε άιιε πεξίπησζε. 

Αξα  

 γηα λα είλαη έλα ηξηώλπκν ζεηηθό ΠΑΝΣΟΣΔ πξέπεη Γ<0 θαη α>0 

 γηα λα είλαη έλα ηξηώλπκν αξλεηηθό ΠΑΝΣΟΣΔ πξέπεη Γ<0 θαη α<0  

Αληζώζεηο ηεο κνξθήο αρ
2
 + βρ + γ > 0 ή αρ

2
 + βρ + γ < 0 

Βξίζθνπκε ην πξόζεκν ηνπ ηξηωλύκνπ αρ
2
 + βρ + γ θαη θξαηάκε ην δηάζηεκα ζην νπνίν γίλεηαη >0 ή 

<0 αληίζηνηρα  

Πξόνδνη 
5.1 Αθνινπζίεο 

Γεληθά αθνινπζία πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ είλαη κηα αληηζηνίρηζε ησλ θπζηθώλ αξηζκώλ 1,2,3,…,λ,… 

ζηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο. Ο αξηζκόο ζηνλ νπνίν αληηζηνηρεί ν 1 θαιείηαη πξώηνο όξνο ηεο αθνινπζίαο 

θαη ηνλ ζπκβνιίδνπκε ζπλήζσο κε α1, ν αξηζκόο ζηνλ νπνίν αληηζηνηρεί ν 2 θαιείηαηδεύηεξνο όξνο ηεο 

αθνινπζίαο θαη ηνλ ζπκβνιίδνπκε ζπλήζσο κε α2 θ.ι.π. Γεληθά ν αξηζκόο ζηνλ νπνίν αληηζηνηρεί έλαο 

θπζηθόο αξηζκόο λ θαιείηαη λ-νζηόο ή γεληθόο όξνο ηεο αθνινπζίαο θαη ην ζπκβνιίδνπκε ζπλήζσο κε αλ. 

Γειαδή, 1→ α1, 2→ α2, 3→α3, …, λ→αλ, … Σελ αθνινπζία απηή ηε ζπκβνιίδνπκε (αλ). 

Αθνινπζίεο πνπ νξίδνληαη αλαδξνκηθά 
γηα λα νξίδεηαη κηα αθνινπζία αλαδξνκηθά, απαηηείηαη λα γλσξίδνπκε: 

i. Σνλ αλαδξνκηθό ηεο ηύπν  πρ αλ+2 = αλ+1+αλ  θαη 



ii. Όζνπο αξρηθνύο όξνπο καο ρξεηάδνληαη, ώζηε ν αλαδξνκηθόο ηύπνο λα αξρίζεη λα δίλεη όξνπο. 

5.2 Αξηζκεηηθή πξόνδνο  
Μηα αθνινπζία ιέγεηαη αξηζκεηηθή πξόνδνο, αλ θάζε όξνο ηεο πξνθύπηεη από ηνλ πξνεγνύκελό ηνπ κε 

πξόζζεζε ηνπ ίδηνπ πάληνηε αξηζκνύ. 

Σνλ αξηζκό απηό ηνλ ζπκβνιίδνπκε κε σ θαη ηνλ ιέκε δηαθνξά ηεο πξνόδνπ. 

Δπνκέλσο, ε αθνινπζία (αλ) είλαη αξηζκεηηθή πξόνδνο κε δηαθνξά σ, αλ θαη κόλν αλ ηζρύεη: 

 
O λνο όξνο κηαο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ κε πξώην όξν α1 θαη δηαθνξά σ είλαη αλ=α1+(λ-1)σ 

Απόδεημε  

Από ηνλ νξηζκό ηεο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ έρνπκε: 

 
Πξνζζέηνληαο θαηά κέιε ηεο λ απηέο ηζόηεηεο θαη εθαξκόδνληαο ηελ ηδηόηεηα ηεο δηαγξαθήο βξίζθνπκε 

αλ=α1+(λ-1)σ 

Αξηζκεηηθόο κέζνο 

Αλ πάξνπκε ηξεηο δηαδνρηθνύο όξνπο α, β, γ κηαο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ κε δηαθνξά σ, ηόηε ηζρύεη: 

 

Αιιά θαη αληηζηξόθσο, αλ γηα ηξεηο αξηζκνύο α, β, γ ηζρύεη  ηόηε 

έρνπκε  

πνπ ζεκαίλεη όηη νη α, β, γ είλαη δηαδνρηθνί όξνη αξηζκεηηθήο πξνόδνπ. Ο β ιέγεηαη αξηζκεηηθόο κέζνο ησλ 

α θαη γ 

Απνδείμακε ινηπόλ όηη: Σξεηο αξηζκνί α,β,γ είλαη δηαδνρηθνί όξνη αξηζκεηηθήο πξνόδνπ  αλ θαη κόλν αλ 

ηζρύεη  

 Άζξνηζκα λ δηαδνρηθώλ όξωλ αξηζκεηηθήο πξνόδνπ 

Σν άζξνηζκα ησλ πξώησλ λ όξσλ αξηζκεηηθήο πξνόδνπ (αλ) κε δηαθνξά σ είλαη 

 
 

5.3 Γεωκεηξηθή πξόνδνο  
Μηα αθνινπζία ιέγεηαη γεσκεηξηθή πξόνδνο, αλ θάζε όξνο ηεο πξνθύπηεη από ηνλ πξνεγνύκελν κε 

πνιιαπιαζηαζκό επί ηνλ ίδην πάληνηε κε κεδεληθό αξηζκό. 

Σνλ αξηζκό απηό ηνλ ζπκβνιίδνπκε κε ι θαη ηνλ ιέκε ιόγν ηεο πξνόδνπ. ΢ε κηα γεσκεηξηθή πξόνδν (αλ) 

ππνζέηνπκε πάληα όηη α1 # 0, νπόηε, αθνύ είλαη θαη ι ≠ 0, ηζρύεη αλ ≠ 0 γηα θάζε v∈ ℕ*
. Δπνκέλσο, ε 

αθνινπζία (αλ) είλαη γεσκεηξηθή πξόνδνο κε ιόγν ι, αλ θαη κόλν αλ ηζρύεη: 

 
Ο λνο όξνο κηαο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ κε πξώην όξν α1 θαη ιόγν ι είλαη αλ=α1 · ι

λ
-1 

Απόδεημε  

Από ηνλ νξηζκό ηεο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ έρνπκε: 



 
Πνιιαπιαζηάδνληαο θαηά κέιε ηηο λ απηέο ηζόηεηεο θαη εθαξκόδνληαο ηελ ηδηόηεηα ηεο ηεο δηαγξαθήο, 

βξίζθνπκε αλ=α1ι
λ-1

 

Γεωκεηξηθόο κέζνο 

Αλ πάξνπκε ηξεηο δηαδνρηθνύο όξνπο α, β, γ κηαο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ κε ιόγν ι, ηόηε 

ηζρύεη  

Αιιά θαη αληηζηξόθσο, αλ γηα ηξεηο αξηζκνύο α, β, γ ≠0 ηζρύεη β
2 
= αγ, ηόηε  πνπ ζεκαίλεη όηη νη α, 

β, γ είλαη δηαδνρηθνί όξνη κηαο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ. Ο ζεηηθόο αξηζκόο ιέγεηαη γεωκεηξηθόο 

κέζνο ησλ α θαη γ. 

Απνδείμακε ινηπόλ όηη: Σξεηο κε κεδεληθνί αξηζκνί α, β, γ είλαη δηαδνρηθνί όξνη γεσκεηξηθήο πξνόδνπ,αλ 

θαη κόλν αλ ηζρύεη β
2 

= αγ 

Άζξνηζκα λ δηαδνρηθώλ όξωλ γεωκεηξηθήο πξνόδνπ 

Σν άζξνηζκα ησλ πξώησλ λ όξσλ κηαο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ (αλ) κε ιόγν ι≠1 είλαη 

 
ΑΠΟΓΔΙΞΗ 

Έζησ (1) 

Πνιιαπιαζηάδνπκε ηα κέιε ηεο (1) κε ην ιόγν ι θαη έρνπκε 

(2) 

Αθαηξνύκε από ηα κέιε ηεο (2) ηα κέιε ηεο (1) θαη έρνπκε: 

 

Δπνκέλσο, αθνύ ι ≠ 1, έρνπκε:  

Παξαηήξεζε: ΢ηελ πεξίπησζε πνπ ν ιόγνο ηεο πξνόδνπ είλαη ι-1, ηόηε ην άζξνηζκα ησλ όξσλ ηεο είλαη 

Sv = λ · α1 αθνύ όινη νη όξνη ηεο πξνόδνπ είλαη ίζνη κε α1. 

5.4 Αλαηνθηζκόο - Ίζεο θαηαζέζεηο 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ. Καηαζέηνπκε ζηελ ηξάπεδα έλα θεθάιαην α επξώ κε εηήζην επηηόθην ε%. Με ηε 

ζπκπιήξωζε ελόο ρξόλνπ νη ηόθνη πξνζηίζεληαη ζην θεθάιαην θαη ην πνζό πνπ πξνθύπηεη είλαη ην λέν 

θεθάιαην πνπ ηνθίδεηαη κε ην ίδην επηηόθην γηα ηνλ επόκελν ρξόλν. Αλ ε δηαδηθαζία απηή επαλαιεθζεί 

γηα λ ρξόληα, λα βξεζεί πόζα ρξήκαηα ζα εηζπξάμνπκε ζην ηέινο ηνπ λ
νπ

 ρξόλνπ. 

(Σν πξόβιεκα απηό είλαη γλωζηό ωο πξόβιεκα αλαηνθηζκνύ). 

ΛΤ΢Η 

΢ην ηέινο ηνπ 1 ρξόλνπ ην θεθάιαην α ζα δώζεη ηόθν  θαη καδί κε ηνλ ηόθν ζα γίλεη 

 

΢ην ηέινο ηνπ 2νπ ρξόλνπ ην θεθάιαην α, ζα δώζεη ηόθν ζα γίλεη  θαη καδί κε ηνλ 

 



΢ην ηέινο ηνπ 3νπ ρξόλνπ ην θεθάιαην α2 καδί κε ηνπο ηόθνπο ζα γίλεη 

 
θαη γεληθά ζην ηέινο ηνπ λ ρξόλνπ ην θεθάιαην ζα γίλεη 

 

Παξαηεξνύκε όηη ηα α1 α2, α3,..., αλ είλαη δηαδνρηθνί όξνη κηαο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ κε

θαη  

Άξα, ζύκθσλα κε ηνλ ηύπν ηνπ λ όξνπ γεσκεηξηθήο πξνόδνπ, ζην ηέινο ηνπ λ
νπ

 ρξόλνπ ην θεθάιαην α καδί 

κε ηνπο ηόθνπο ζα γίλεη 

 

Αλ ζέζνπκε  πνπ είλαη ν ηόθνο ηνπ ελόο επξώ ζε έλα ρξόλν, έρνπκε ηνλ ηύπν 

 
πνπ είλαη γλσζηόο σο ηύπνο ηνπ αλαηνθηζκνύ. 

 


