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Σε όσους βλέπουν 
 

το µέλλον τους  
 

σαν µια 
  

διαρκή πρόκληση 
 

για 
 

διάκριση 
 

καταξίωση 
 

και 
 

ποιοτική βελτίωση,  
 

εύχοµαι ολόψυχα: 
 

δύναµη, 
κουράγιο, 

ηρεµία 
 

και προπάντων 
 

«όχι άγχος»! 
  
 
 
 
 
 
 
                        

Μια συµβουλή για το άγχος (και όχι µόνο) 
 
 

«Μόνον όταν 
πάψεις να  ψάχνεις εναγωνίως, 

θα µάθεις να βρίσκεις 
όσα πραγµατικά 
έχουν αξία»! 

 
 
 
 

Θωµάς Ραϊκόφτσαλης 
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Μάθηµα 1ον 

 

• ∆ιανυσµατικά και µονόµετρα ή βαθµωτά µεγέθη 

 

Μεγέθη τα ο̟οία ̟ροσδιορίζονται α̟ό το µέτρο τους και α̟ό την αντίστοιχη 

µονάδα µέτρησης, λέγονται µονόµετρα ή βαθµωτά. Τέτοια µεγέθη είναι η 

µάζα, ο όγκος, η ̟υκνότητα, η θερµοκρασία κτλ.,  

Μεγέθη ̟ου για να τα ̟ροσδιορίσουµε, εκτός α̟ό το µέτρο τους και τη 

µονάδα µέτρησης, χρειαζόµαστε ακόµα τη διεύθυνση και τη φορά τους, 
λέγονται διανυσµατικά µεγέθη ή α̟λώς διανύσµατα. Τέτοια µεγέθη είναι η 

δύναµη, η ταχύτητα, η ε̟ιτάχυνση, η µετατό̟ιση, η µαγνητική ε̟αγωγή κτλ. 
 

• Το διάνυσµα στη Γεωµετρία 

 

Γεωµετρικά ορίζουµε σαν διάνυσµα κάθε 
̟ροσανατολισµένο ευθύγραµµο τµήµα, δηλαδή 

διάνυσµα είναι το κάθε ευθύγραµµο τµήµα του 

ο̟οίου τα άκρα θεωρούνται διατεταγµένα. Το ̟ρώτο 

άκρο λέγεται αρχή ή σηµείο εφαρµογής του 

διανύσµατος, ενώ το δεύτερο λέγεται ̟έρας του 

διανύσµατος.  

Το διάνυσµα µε αρχή το Α και ̟έρας το Β συµβολίζεται µε AB
→

 και 
̟αριστάνεται µε ένα βέλος ̟ου ξεκινάει α̟ό το Α και καταλήγει στο Β.  

Το διάνυσµα µε αρχή το Β και ̟έρας το Α συµβολίζεται µε BA
→

 και 
̟αριστάνεται µε ένα βέλος ̟ου ξεκινάει α̟ό το Β και καταλήγει στο Α.  

����  Πρόσεξε ότι αν A B≠  τότε AB BA≠
���� ����

 και αυτό διότι εκφράζουν 

διαφορετικές έννοιες. 
 

Αν η αρχή και το ̟έρας ενός διανύσµατος συµ̟ί̟τουν, τότε το διάνυσµα 

λέγεται µηδενικό διάνυσµα. Έτσι, για ̟αράδειγµα, το διάνυσµα AA
→

 είναι 

µηδενικό διάνυσµα, το ο̟οίο µ̟ορούµε να το συµβολίσουµε και µε 0
�

. 
 

����  Πρόσεξε ότι αν AB 0=
���� �

 τότε τα άκρα ταυτίζονται ο̟ότε A B≡ . 
 

Για το συµβολισµό των διανυσµάτων χρησιµο̟οιούµε ̟ολλές φορές τα µικρά 

γράµµατα του ελληνικού ή του λατινικού αλφάβητου ε̟ιγραµµισµένα µε 

βέλος για ̟αράδειγµα, , ,..., u, v,...α β
�

� � �

 
 

• Μέτρο διανύσµατος 

Η α̟όσταση των άκρων ενός διανύσµατος AB
→

, δηλαδή το µήκος του 

ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ, λέγεται µέτρο ή µήκος του διανύσµατος AB
→

 και 

συµβολίζεται µε |AB|
→

.  

Αν AB 0
→

≠
�

 τότε |AB| 0
→

> , ενώ 0 0=
�

, ο̟ότε είναι ̟άντα |AB| 0
→

≥ .  

 

 AB
→

 

 

  B (πέρας) 

  A  (αρχή) 
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���� Πρόσεξε ότι το µέτρο ενός διανύσµατος είναι ένας µη αρνητικός 
̟ραγµατικός αριθµός!  

 

���� Πρόσεξε Μην ταυτίζεις ̟οτέ το διάνυσµα µε το µέτρο του γιατί είναι 
δυο διαφορετικές µαθηµατικές έννοιες! 

 

���� Πρόσεξε ότι το µέτρο ενός διανύσµατος εκφράζει και την α̟όσταση 

του σηµείου Α α̟ό το σηµείο Β.  

 

���� Πρόσεξε ότι AB BA=
���� ����

. 

 

• Το µοναδιαίο διάνυσµα 

Αν το διάνυσµα AB
→

 έχει µέτρο 1, δηλαδή αν ισχύει ότι AB 1=
����

, τότε λέγεται 

µοναδιαίο διάνυσµα. 

 

• Η διεύθυνση και η φορά 

Αν έχουµε µια ευθεία ε, τότε το σύνολο όλων των ευθειών ̟ου είναι 
̟αράλληλες σ' αυτή λέµε ότι ορίζουν µια διεύθυνση. Η διεύθυνση αυτή είναι 
ορισµένη, αν δοθεί µια ο̟οιαδή̟οτε α̟ό τις ̟αράλληλες ευθείες η ο̟οία 

λέγεται και αντι̟ρόσω̟ος της διεύθυνσης.  

Σε καθεµία α̟ό τις ευθείες ̟ου έχουν την ίδια διεύθυνση διακρίνουµε δύο 

φορές. Η µια θεωρείται αυθαίρετα ως η θετική φορά ο̟ότε, η άλλη θα 

θεωρείται ως η αρνητική. 

 

• ∆ιεύθυνση και φορέας διανύσµατος 
Ως διεύθυνση ενός διανύσµατος ορίζουµε τη 

διεύθυνση της ευθείας στην ο̟οία βρίσκεται το 

διάνυσµα.  

Η ευθεία ̟άνω στην ο̟οία βρίσκεται ένα µη µηδενικό 

διάνυσµα AB
→

 λέγεται φορέας του AB
→

.  

Ως φορέα ενός µηδενικού διανύσµατος AA 0
→

=
�

 

µ̟ορούµε να θεωρούµε ο̟οιαδή̟οτε α̟ό τις ευθείες 
̟ου διέρχονται α̟ό το Α. 

 

• ∆ιάνυσµα ̟αράλληλο ̟ρος ευθεία 

Αν ο φορέας ενός διανύσµατος AB
→

 είναι ̟αράλληλος ή συµ̟ί̟τει µε µια 

ευθεία ε, τότε λέµε ότι το AB
→

 είναι ̟αράλληλο ̟ρος τη ε και γράφουµε 

AB//
→

ε . 

  ε

  B

  A

 

 
→
AA

  Α
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• Παράλληλα ή συγγραµµικά διανύσµατα 

∆ύο µη µηδενικά διανύσµατα AB
→

 και 
→

Γ∆ , ̟ου 

έχουν τον ίδιο φορέα ή ̟αράλληλους φορείς, 

λέγονται ̟αράλληλα ή συγγραµµικά 

διανύσµατα. Στην ̟ερί̟τωση αυτή λέµε ότι τα 

AB
→

 και 
→

Γ∆  έχουν ίδια διεύθυνση και γράφουµε 

AB//
→ →

Γ∆ . 
 

• ∆ιανύσµατα οµόρρο̟α και αντίρρο̟α 

 

Τα συγγραµµικά διανύσµατα διακρίνονται σε οµόρρο̟α και αντίρρο̟α. 

Συγκεκριµένα: 

 ∆ύο µη µηδενικά διανύσµατα AB
→

 και 
→

Γ∆  

λέγονται οµόρρο̟α: 

 

α) όταν έχουν ̟αράλληλους φορείς και 

βρίσκονται στο ίδιο ηµιε̟ί̟εδο ως ̟ρος την 

ευθεία ΑΓ ̟ου ενώνει τις αρχές τους  ή 

 

β) όταν έχουν τον ίδιο φορέα και µία α̟ό τις ηµιευθείες ΑΒ και Γ∆ ̟εριέχει 

την άλλη.  

Στην ̟ερί̟τωση αυτή λέµε ότι τα AB
→

 και 
→

Γ∆  έχουν την ίδια κατεύθυνση 

(ίδια διεύθυνση και ίδια φορά) και γράφουµε AB Γ∆
→ →

↑↑ . 

 ∆ύο µη µηδενικά διανύσµατα AB
→

 και 
→

Γ∆  λέγονται αντίρρο̟α, όταν είναι 

συγγραµµικά και δεν είναι οµόρρο̟α.  

Στην ̟ερί̟τωση αυτή λέµε ότι τα 

διανύσµατα AB
→

 και 
→

Γ∆  έχουν αντίθετη 

κατεύθυνση (ίδια διεύθυνση και αντίθετη 

φορά) και γράφουµε AB Γ∆
→ →

↑↓ . 

 

����  Πρόσεξε ότι αναγκαία συνθήκη για να είναι δυο διανύσµατα AB
→

 και 
→

Γ∆  είτε οµόρρο̟α είτε αντίρρο̟α είναι να είναι συγγραµµικά! Αν δεν 

είναι συγγραµµικά τότε δεν έχει νόηµα η σύγκριση ως ̟ρος τη φορά 

τους! 

 

  Γ
  ∆

  Β
  Α

  ∆
  Γ

  Α
  Β

 

  ∆

  ∆
  Γ

  Γ

  Α

  Α

  Β

  Β

 

  ∆

  ∆

  Γ

  Γ

  Α

  Α

  Β

  Β
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• Ίσα διανύσµατα 

 

∆ύο µη µηδενικά διανύσµατα λέγονται ίσα όταν 

έχουν την ίδια κατεύθυνση και ίσα µέτρα. Για να 

δηλώσουµε ότι δύο διανύσµατα AB
→

 και 
→

Γ∆  είναι 

ίσα, γράφουµε AB
→ →

= Γ∆ . 

 

 

 

 

����  Πρόσεξε ότι τα µηδενικά διανύσµατα θεωρούνται ίσα µεταξύ τους. 
 

����  Πρόσεξε ότι α̟ό τον ορισµό της ισότητας διανυσµάτων γίνεται 
φανερό ότι ένα διάνυσµα µ̟ορεί να ̟αρασταθεί µε ένα ευθύγραµµο 

τµήµα το ο̟οίο έχει ορισµένο µήκος, διεύθυνση και φορά αλλά όχι 
συγκεκριµένη θέση στο χώρο. 

 

• Ιδιότητες της ισότητας στα διανύσµατα 

 

Για την ισότητα στο σύνολο των διανυσµάτων ισχύουν οι σχέσεις: 
 

α. AB
→ →

= ΑΒ  (ανακλαστική) 

 

β. Αν AB
→ →

= Γ∆  τότε και 
→ →

Γ∆ = ΑΒ  (συµµετρική) 

 

γ. Αν AB
→ →

= Γ∆  και 
→ →

Γ∆ = ΕΖ  τότε και AB
→ →

= ΕΖ  (µεταβατική) 
 

 

Σηµείωση: Μια σχέση ̟ου είναι ανακλαστική, συµµετρική και µεταβατική 

λέγεται σχέση ισοδυναµίας, ο̟ότε η ισότητα στο σύνολο των διανυσµάτων 

(αλλά και γενικά) είναι σχέση ισοδυναµίας. 
 

• Προτάσεις 
 

 

Εύκολα α̟οδεικνύεται ότι: 

• Αν AB
→ →

= Γ∆ , τότε A
→ →

Γ = Β∆ , B
→ →

∆ = ΓΑ  και 

B
→ →

Α = ∆Γ . 

• Αν Μ είναι το µέσον του ΑΒ, τότε AM MB
→ →

=  και αντιστρόφως. 

Α
Μ

Β
 

 

 

 A  Γ

 ∆
 B

  Α
  Β

  Γ

  ∆

 

  Α   Β

  Γ   ∆
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• Αντίθετα διανύσµατα 

 

∆ύο διανύσµατα λέγονται αντίθετα, όταν έχουν 

αντίθετη κατεύθυνση και ίσα µέτρα.  

Για να δηλώσουµε ότι δύο διανύσµατα AB
→

 και 
→

Γ∆  είναι αντίθετα, γράφουµε AB Γ∆
→ →

= −  ή 

Γ∆ ΑΒ
→ →

= − . 

Είναι φανερό ότι AB AB
→ → → →

= − Γ∆ ⇔ = ∆Γ . 

Ειδικότερα, έχουµε 
→ →

ΒΑ = −ΑΒ . 

����  Πρόσεξε ότι η έκφραση δυο διανύσµατα AB
→

 και 
→

Γ∆  είναι ίσα και 
αντίθετα είναι λάθος!  

����  Πρόσεξε ότι τα αντίθετα διανύσµατα έχουν ίσα µέτρα, δηλαδή 

AB AB BA= − =
���� ���� ����

 και ίδια διεύθυνση, δηλαδή είναι συγγραµµικά, 

ο̟ότε AB// //
→ →

− ΑΒ ΒΑ
����

. 

 

• Γωνία δύο διανυσµάτων – διανύσµατα ορθογώνια ή κάθετα 

 

Έστω δύο µη µηδενικά διανύσµατα α
�

 και β
�

. Με αρχή ένα σηµείο Ο 

̟αίρνουµε τα διανύσµατα OA
→

= α
�

 και OB
→

= β
�

. 

 a
→

  Α Ο

  Β

 β
→

  θ

  

 a
→

  Α Ο

  Β

 β
→

  

 a
→

  Α Ο  Β

 β
→

 

Την κυρτή γωνία AOB
∧

, ̟ου ορίζουν οι ηµιευθείες ΟΑ και ΟΒ, την 

ονοµάζουµε γωνία των διανυσµάτων α
�

 και β
�

 και τη συµβολίζουµε µε ( , )
∧

α β
�

�

 

ή ( , )
∧

β α
�

�

 ή ακόµα, αν δεν ̟ροκαλείται σύγχυση, µε ένα µικρό γράµµα, για 

̟αράδειγµα 
∧

θ .  

Α̟οδεικνύεται ότι η γωνία των α
�

 και β
�

 είναι ανεξάρτητη α̟ό την ε̟ιλογή 

του σηµείου Ο. Είναι φανερό ε̟ίσης ότι 0 00 180
∧

≤ θ ≤  ή σε ακτίνια 0
∧

≤ θ ≤ π  

και ειδικότερα: 

 

 A  ∆

 Γ
 B

  Α
  Β

  ∆
  Γ
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• 0
∧

θ = , αν α ↑↑ β
�

�

. 

• 
∧

θ = π , αν α ↑↓ β
�

�

. 

Αν 
2

∧ π
θ = , τότε λέµε ότι τα διανύσµατα α

�

 και β
�

 είναι 

ορθογώνια ή κάθετα και γράφουµε α β⊥
�

�

. 

 

 

����  Πρόσεξε ότι αν ένα α̟ό τα διανύσµατα ,α β
�

�

 είναι το µηδενικό 

διάνυσµα, τότε ως γωνία των α
�

 και β
�

 µ̟ορούµε να θεωρήσουµε ο̟οιαδή̟οτε 

γωνία 
∧

θ  µε 0
∧

≤ θ ≤ π . Έτσι, µ̟ορούµε να θεωρήσουµε ότι το µηδενικό 

διάνυσµα, 0
�

, είναι οµόρρο̟ο ή αντίρρο̟ο ή ακόµη και κάθετο σε κάθε άλλο 

διάνυσµα. 

 

Έλεγχος γνώσεων 

 

Α! Γενικές ερωτήσεις 
1. Τι είναι µονόµετρο και τι διανυσµατικό µέγεθος; 
2. Τι καλείται διάνυσµα στη Γεωµετρία; 

3. Ποιο διάνυσµα λέγεται µηδενικό; 

4. Τι είναι µέτρο ενός διανύσµατος; 
5. Ποιο διάνυσµα καλείται µοναδιαίο; 

6. Τι καλείται φορέας ενός διανύσµατος; 
7. Ποια  διανύσµατα καλούνται συγγραµµικά; 

8. Ποια διανύσµατα καλούνται οµόρρο̟α; 

9. Ποια διανύσµατα καλούνται αντίρρο̟α; 

10. Πότε δύο διανύσµατα καλούνται ίσα; 

11. Πότε δύο διανύσµατα καλούνται αντίθετα; 

12. Πως ορίζεται η γωνία δύο διανυσµάτων; 

13. Πότε δύο διανύσµατα καλούνται κάθετα ή ορθογώνια; 

 

Β! Ερωτήσεις κρίσεως 

1. Το διάνυσµα AA
�����

 είναι:  
α) µηδενικό; β) µοναδιαίο; γ) έχει µέτρο 1; δ) έχει µέτρο 0. 

2. Το  µηδενικό διάνυσµα: 

 α) δεν έχει φορέα,  β) έχει φορέα την ο̟οιαδή̟οτε ευθεία,  γ) έχει φορέα   

την ο̟οιαδή̟οτε ευθεία ̟ου διέρχεται α̟ό το σηµείο ̟ου καθορίζουν τα 

ταυτιζόµενα άκρα του.  

3. Το µέτρο ενός διανύσµατος είναι: 
α)  αρνητικός αριθµός,  β)  θετικός αριθµός, γ) αριθµός µη αρνητικός, δ) 

ο̟οιοσδή̟οτε αριθµός. 

4. Αν AB 1=
����

και 1Γ∆ =
����

, τότε: 

 
→

α   

 

  Α  

 Ο 

  Β  

 
→

β   
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α) ΑΒ = Γ∆
���� ����

,  β) ΑΒ ↑↓ Γ∆
���� ����

, γ) ΑΒ ↑↑ Γ∆
���� ����

, δ) ,ΑΒ Γ∆
���� ����

, µοναδιαία 

διανύσµατα. 

5. Αν AB ↑↓ Γ∆
���� ����

τότε: 

α) ΑΒ = Γ∆
���� ����

, β) ΑΒ = −Γ∆
���� ����

, γ) έχουν ίδια διεύθυνση, δ) έχουν ίδια 

διεύθυνση και αντίθετη φορά. 

6. Αν AB = Γ∆
���� ����

, τότε: 

α) ΑΒ = Γ∆
���� ����

, β) ΑΒ ↑↑ Γ∆
���� ����

και ΑΒ = Γ∆
���� ����

, γ) AΓ = Β∆
���� ����

, δ) AB = −∆Γ
���� ����

. 

7. Αν
^

,
 
α β 

 

�� �

=θ, τότε: 

α) o0 180ο≤ θ ≤ , β) o0 360ο≤ θ ≤ , γ) o180 180ο− ≤ θ ≤ , δ) o0 90ο≤ θ ≤ . 

8. Αν ΑΒ ↑↑ Γ∆
���� ����

τότε: 

α) 
^

,
 
α β 

 

�� �

= o360 , β) 
^

,
 
α β 

 

�� �

= o90 , γ) 
^

,
 
α β 

 

�� �

= o180 , δ) 
^

,
 
α β 

 

�� �

= o0 . 

9. Αν ΑΒ ↑↓ Γ∆
���� ����

 τότε: 

α) 
^

,
 
α β 

 

�� �

= o360 , β) 
^

,
 
α β 

 

�� �

= o90 , γ) 
^

,
 
α β 

 

�� �

= o180 , δ) 
^

,
 
α β 

 

�� �

= o0 . 

10. Αν
^

,
 
α β 

 

�� �

=θ, τότε:  α) 
^

,
 
α β 

 

�� �

= - 
^

,
 
β α 

 

� ��

,  β) 
^

,
 
α β 

 

�� �

=
^

,
 
β α 

 

� ��

. 

 

 

Μέθοδοι και τεχνικές για την ε̟ίλυση των ασκήσεων 
 

1.  ���� Αν µας ζητούν να α̟οδείξουµε ότι τα διανύσµατα AB
����

 και Γ∆
����

 

είναι ίσα θα εργαζόµαστε ως εξής: Θα δείχνουµε ότι τα διανύσµατα 

αυτά είναι οµόρρο̟α και έχουν ίσα µέτρα ή θα δείχνουµε ότι τα 

ευθύγραµµα τµήµατα Α∆ και ΒΓ έχουν το ίδιο µέσο, δηλαδή τα Α∆ και 
ΒΓ διχοτοµούνται. 

2.   ���� Πρόσεξε ότι τα µοναδιαία διανύσµατα δεν είναι ίσα, αλλά 

α̟λώς έχουν όλα µέτρο ίσο µε 1. 

3.   ���� Πρόσεξε ότι αν AB A= Γ
���� ����

 τότε Β ≡ Γ  και αν AB = ΓΒ
���� ����

 τότε Α ≡ Γ . 

4.   ���� Πρόσεξε ότι αν AΜ = ΜΒ
����� �����

 τότε το Μ είναι το µέσο του 

ευθυγράµµου τµήµατος ΑΒ, εφόσον Α ≠ Β . 

5.   ���� Πρόσεξε ότι αν AΜ = ΜΒ
����� �����

 και τα σηµεία Α, Β, Μ δεν είναι 

συνευθειακά, τότε το Μ βρίσκεται ̟άνω στη µεσοκάθετη του 

ευθυγράµµου τµήµατος ΑΒ. 

6.   ���� Πρόσεξε ότι αν ,   ρ>0ΟΜ = ρ
�����

, ό̟ου Ο ένα σταθερό σηµείο και 

Μ ένα µεταβλητό σηµείο, τότε το σηµείο Μ βρίσκεται ̟άνω σε έναν 

κύκλο ̟ου έχει κέντρο το σηµείο Ο και ακτίνα ίση µε ρ. 
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Α Β 

Γ ∆ 

Θέµατα ̟ρος εµ̟έδωση 
 

1. ∆ίνεται ένα τετράγωνο ΑΒΓ∆. Κυκλώσετε το Σ 

(σωστό) ή το Λ (λάθος) στις ̟αρακάτω ισότητες. 

 i. AB = Γ∆
���� ����

   Σ Λ 

 ii. A∆ = ΒΓ
���� ����

   Σ Λ 

 iii. AΓ = Β∆
���� ����

   Σ Λ 

 

 
 

2. ∆ίνεται ένα τετράγωνο ΑΒΓ∆. Να κυκλώσετε το Σ (σωστό) ή το Λ 

(λάθος) στις ̟αρακάτω ισότητες. 

 i. AB = Γ∆
���� ����

       Σ Λ 

 ii. AΓ = Β∆
���� ����

       Σ Λ 

 iii. ( ),
4

∧ π
ΒΑ Β∆ =
���� ����

       Σ Λ 

 iv. ( ),
4

∧ π
∆Α Β∆ =
���� ����

       Σ Λ 

3. Να σηµειώσετε τη γωνία ( ),
∧

α β
�� �

 στις ακόλουθες ̟ερι̟τώσεις. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α
��

 β
�

 

(1) 

α
��

 

β
�

 

(2) 

α
��

 

β
�

 
(3) 

α
��

 

β
�

 
(4) 

α
��

 

β
�

 
(5) 
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∆ Γ Ζ 

Α Β Ε 

4. Θεωρούµε το ̟αραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆. 

Στις ̟ροεκτάσεις των ̟λευρών του ΑΒ και 
Γ∆ ̟αίρνουµε αντίστοιχα τα τµήµατα 

ΒΕ = ΓΖ . Ποιοι α̟ό τους ̟αρακάτω 

ισχυρισµούς είναι σωστοί και ̟οιοι 
λανθασµένοι. Κυκλώσετε το Σ (σωστό) ή το 

Λ (λάθος). 

 i. ΒΕ = ∆Ζ
���� ����

       Σ Λ 

 ii. ∆Ζ ↑↓ ΑΕ
���� ����

       Σ Λ 

 iii. ΒΕ = ∆Ζ
���� ����

       Σ Λ 

 iv. Α∆ ↑↑ ΒΓ
���� ����

       Σ Λ 

 v. ∆Γ = ΒΑ
���� ����

       Σ Λ 

 vi. ΑΒ = −Γ∆
���� ����

       Σ Λ 

 vii. ΖΑ = ΕΓ
���� ����

       Σ Λ 

 viii. ΕΑ = ΓΖ
���� ����

       Σ Λ 

 ix. 
^ ^

, ,
   
∆Ζ ΓΒ = ΒΕ Α∆   

   

���� ���� ���� ����

     Σ Λ 

 x. 
^ ^

, ,
   
∆Ζ Α∆ = π− Γ∆ ΓΒ   

   

���� ���� ���� ����

     Σ Λ 

 

5. Ποιοι α̟ό τους ̟αρακάτω ισχυρισµούς είναι σωστοί και ̟οιοι 
λανθασµένοι. Κυκλώσετε το Σ (σωστό) ή το Λ (λάθος). 

 i. Για κάθε διάνυσµα α
��

 ισχύει α = −α
�� ��

   Σ Λ 

 ii. Αν α ↑↑ β
�� �

 και β ↑↑ γ
� �

 τότε α ↑↑ γ
�� �

    Σ Λ 

 iii. Αν α ↑↑ −β
�� �

  τότε −α ↑↑ β
�� �

     Σ Λ 

 iv. Ισχύει ότι ( )α ↑↓ − −α
�� ��

       Σ Λ 

 v. Αν α ↑↑ β
�� �

 και β ↑↑ −γ
� �

 τότε α ↑↓ γ
�� �

   Σ Λ 

 

6. Ποιοι α̟ό τους ̟αρακάτω ισχυρισµούς είναι σωστοί και ̟οιοι 
λανθασµένοι. Κυκλώσετε το Σ (σωστό) ή το Λ (λάθος). 

 i. Αν AB A= Γ
���� ����

, τότε Β ≡ Γ      Σ Λ 

 ii. Αν α ↑↓ β
�� �

 και β ↑↓ γ
� �

 τότε α ↑↑ γ
�� �

    Σ Λ 

 iii. Για τα µη µηδενικά διανύσµατα α
��

 και β
�

 ισχύει ότι   

  , ,
∧ ∧   

α β = −α −β   
   

�� � �� �

      Σ Λ 

 iv. Για τα µη µηδενικά διανύσµατα α
��

 και β
�

 ισχύει ότι   

  , ,
∧ ∧   

−α β = π − α β   
   

�� � �� �

      Σ Λ 
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Ασκήσεις 
 

1. Έστω Μ το µέσο της ̟λευράς ΑΓ ενός 
τριγώνου ΑΒΓ. Με αρχή το Μ γράφουµε τα 

διανύσµατα M∆ ΓΒ
→ →

=  και ME BA
→ →

= . Να α̟οδειχτεί 
ότι το Α  είναι το µέσο του ∆Ε. 

Λύση 

Ε̟ειδή 
→ →

Μ∆ = ΓΒ , είναι 
→ →

ΜΓ = ∆Β   (1). Όµως Μ µέσο 

του ΑΓ. Άρα, 
→ →

ΜΓ = ΑΜ  (2). Λόγω των (1) και (2), 

έχουµε 
→ →

∆Β = ΑΜ , ο̟ότε: 
→ →

∆Α = ΒΜ  (3). Ε̟ειδή ε̟ι̟λέον 
→ →

ΜΕ = ΒΑ , έχουµε 
→ →

ΑΕ = ΒΜ  (4). Έτσι, α̟ό τις σχέσεις (3) και (4) έχουµε 
→ →

∆Α = ΑΕ , ο̟ότε Α  είναι 
το µέσο του ∆Ε.      

2. Αν για τα µη συγγραµµικά διανύσµατα AB
����

 και Γ∆
����

 ισχύει η σχέση 

AB = Γ∆
���� ����

 , να εξάγετε κατάλληλα συµ̟εράσµατα για τα σηµεία Α,Β,Γ,∆, 

3. Έστω ισό̟λευρο τρίγωνο ΑΒΓ και ονοµάζουµε Κ,Λ,Μ τα µέσα των ΑΒ, 

ΒΓ, ΓΑ αντίστοιχα.  

α) Να συγκριθούν τα διανύσµατα ΚΛΓΜΜΛΑΚ ,,,  ανά δύο. 

β) Να υ̟ολογιστούν οι 







ΚΜΚΛ ,

^

, 







ΛΒΛΜ ,

^

, 







ΚΒΚΓ ,

^

.  

4. Σε τρίγωνο ΑΒΓ γράφουµε τα διανύσµατα Γ∆ = ΒΑ
���� ����

 και ΒΕ = ΑΓ
���� ����

. 

∆είξετε ότι το σηµείο Γ είναι το µέσο του ευθυγράµµου τµήµατος ∆Ε. 

5. Πάνω στις ̟λευρές ΑΒ και ΒΓ ενός ̟αραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ 

̟αίρνουµε τα σηµεία Μ και Ν αντίστοιχα και γράφουµε τα 

διανύσµατα AΓΕ = Μ
���� �����

 και ΑΖ = ΓΝ
���� ����

. Να α̟οδείξετε ότι το τετρά̟λευρο 

ΖΜΕΝ είναι ̟αραλληλόγραµµο.   

6. Εξωτερικά του ̟αραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ κατασκευάζουµε τα 

τετράγωνα ΑΒΕΖ και ∆ΓΘΗ. Να α̟οδείξετε ότι: 

 i. ΖΗ = ΕΘ
���� ����

, ΑΗ = ΒΘ
���� ����

, Ζ∆ = ΑΗ
���� ����

.    

 ii. Τα ευθύγραµµα τµήµατα ΑΓ και ΗΕ έχουν κοινό µέσο. 

 iii. Το κέντρο Ο του ΑΒΓ∆ είναι κοινό µέσο των ΕΗ και ΖΘ. 

7. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και έστω Μ µέσο της ̟λευράς του ΑΓ. Γράφουµε 

τα διανύσµατα Μ∆ = ΓΒ
����� ����

 και ΜΕ = ΑΒ
����� ����

. Να α̟οδείξετε ότι τα σηµεία 

∆,Β,Ε είναι συνευθειακά και ότι το Β είναι το µέσο του ∆Ε. 

8. Έστω Μ και Ν τα µέσα των ̟λευρών ΑΒ και ΒΓ του τριγώνου ΑΒΓ 

καθώς και τα διανύσµατα Μ∆ = ΒΓ
����� ����

 και ΝΕ = ΒΑ
���� ����

. Να α̟οδείξετε ότι τα 

ευθύγραµµα τµήµατα Μ∆, ΝΕ, ΑΓ έχουν κοινό µέσο.  

9. ∆ίνεται ένα τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρεθούν τα σηµεία Χ του ε̟ι̟έδου έτσι 

ώστε τα διανύσµατα AB
����

 και AΧ
����

 να έχουν: 

α) την ίδια κατεύθυνση,  β) την ίδια διεύθυνση και το ίδιο µέτρο.  

γ) την ίδια διεύθυνση, δ) το ίδιο µήκος.  

  Α

  Μ

  Β

  Γ

  Ε

 ∆
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Μάθηµα 2ον 

 

• Πρόσθεση ∆ιανυσµάτων 

Α.  Ορισµός της ̟ρόσθεσης δυο διανυσµάτων  

Έστω δύο διανύσµατα α
��

 και β
�

. Με αρχή ένα σηµείο Ο ̟αίρνουµε διάνυσµα 

OA
→

= α
��

 και στη συνέχεια µε αρχή το Α ̟αίρνουµε διάνυσµα AM
→

= β
�

. Το 

διάνυσµα OM
→

 λέγεται άθροισµα ή συνισταµένη των διανυσµάτων α
�

 και β
�

 

και συµβολίζεται µε α +β
�� �

. 

 

����  Πρόσεξε ότι το άθροισµα των διανυσµάτων α
�

 και β
�

 είναι ανεξάρτητο 

της ε̟ιλογής του σηµείου Ο. 
 

Α̟όδειξη 

Έστω O′  ένα άλλο σηµείο. 
Παίρνουµε τα διανύσµατα 

O A
→

′ ′ = α
��

 και A M
→

′ ′ = β
�

. 

Ε̟ειδή OA O A
→→
′ ′= = α

��

 και 

AM A M
→→

′ ′= = β
�

, έχουµε: 

OO AA
→ →

′ ′=  και AA MM
→ →

′ ′= . 

Ε̟οµένως, OO MM
→ →

′ ′= , ̟ου συνε̟άγεται ότι και OM O M
→→
′ ′= . 

 

Γ. Κανόνας του ̟αραλληλογράµµου 

Το άθροισµα δύο διανυσµάτων βρίσκεται και 
µε το λεγόµενο κανόνα του 
̟αραλληλόγραµµου. ∆ηλαδή, αν µε αρχή 
ένα σηµείο Ο ̟άρουµε τα διανύσµατα 

OA
→

= α
�

 και OB
→

= β
�

, τότε το άθροισµα α +β
�

�

 

ορίζεται α̟ό τη διαγώνιο OM
�����

 του 
̟αραλληλόγραµµου ̟ου έχει ̟ροσκείµενες 
̟λευρές τις OΑ  και ΟΒ . 
 

• Ιδιότητες  Πρόσθεσης  ∆ιανυσµάτων 
 
Για την ̟ρόσθεση των διανυσµάτων ισχύουν οι γνωστές ιδιότητες της 

̟ρόσθεσης ̟ραγµατικών αριθµών. ∆ηλαδή, αν , ,α β γ
�

� �

 είναι τρία διανύσµατα, 

τότε: 

(1)        α +β = β +α
� ��� ��

   (Αντιµεταθετική ιδιότητα) 

(2)        ( ) ( )α +β + γ = α + β+ γ
� �

� � �

 (Προσεταιριστική ιδιότητα) 

 
→

α    
→

α   

 

  Α  

 Ο 

 
→

β    
→

β     Μ 

 
→

α   

  Α΄  

O′  

 
→

β   

M′  

→ →

α+ β  
→ →

α+ β  

 
→

α  
 
→ →

α+β   

 
→

α  

 
→

α  

 

  Μ 

  Β  

  Α  

 Ο 

 
→

β   

 
→

β   

 
→

β   
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(3)        0 0α + = +α = α
�� � � �� ��

  (Ουδέτερο στοιχείο της ̟ρόσθεσης το 0
�

) 

(4)        ( ) ( ) 0α + −α = −α +α =
�

� � � �

. (Αντίθετα διανύσµατα έχουν άθροισµα 0
�

) 

 

Α̟όδειξη 

(1) Α̟ό το ̟ροηγούµενο σχήµα έχουµε: OA AM OM
→ → →

α +β = + =
�

�

 και   

OB BM OM
→ → →

β+α = + =
�

�

. Ε̟οµένως, α +β = β+α
� �

� �

. 

(2) Α̟ό το δι̟λανό σχήµα έχουµε: 

( ) (OA AB) B OB B O
→ → → → → →

α +β + γ = + + Γ = + Γ = Γ
�

� �

 

και 

( ) OA (AB B ) OA A O .
→ → → → → →

α + β+ γ = + + Γ = + Γ = Γ
�

� �

 

Ε̟οµένως, ( ) ( )α +β + γ = α + β+ γ
� ��� � �� �

. 

 
Οι ιδιότητες (3) και (4) είναι ̟ροφανείς.      
 
- Η ̟ροσεταιριστική ιδιότητα µας ε̟ιτρέ̟ει να συµβολίζουµε καθένα α̟ό 

τα ίσα αθροίσµατα ( )α +β + γ
�

� �

 και ( )α + β+ γ
�

� �

 µε α +β+ γ
�

� �

, το ο̟οίο θα λέµε 

άθροισµα των τριών διανυσµάτων ,α β
�

�

 και γ
�

. 

- Το άθροισµα ̟ερισσότερων διανυσµάτων 1 2 3, , , ..., να α α α
� � � �

, 3ν ≥  ορίζεται 

ε̟αγωγικά ως εξής: 1 2 3 1 2 3 1... ( ... )ν ν− να +α +α + +α = α +α +α + +α +α
� � � � � � � � �

. 

Για ̟αράδειγµα, 

1 2 3 4 1 2 3 4( )α +α +α +α = α +α +α +α
� � � � � � � �

 

 
���� Πρόσεξε ότι για να ̟ροσθέσουµε ν  
διανύσµατα , , , ...,1 2 3 να α α α

� � � �

, τα καθιστούµε 

διαδοχικά, ο̟ότε το άθροισµά τους θα είναι το 
διάνυσµα ̟ου έχει ως αρχή την αρχή του 
̟ρώτου και ως ̟έρας το ̟έρας του τελευταίου. 
Ε̟ειδή µάλιστα ισχύουν η αντιµεταθετική και η ̟ροσεταιριστική ιδιότητα της 
̟ρόσθεσης, το άθροισµα δε µεταβάλλεται αν αλλάξει η σειρά των ̟ροσθετέων 
ή αν µερικοί α̟ό αυτούς αντικατασταθούν µε το άθροισµά τους. 
 

���� Πρόσεξε ότι για τρία τυχαία σηµεία , ,Α Β Γ  ισχύει η σχέση του Shasles 

ΑΒ+ΒΓ = ΑΓ
���� ���� ����

. (Η σχέση του Shasles ισχύει και για ν τυχαία σηµεία)   

���� Πρόσεξε ότι κάθε διάνυσµα ΑΒ
����

 µ̟ορεί να γραφεί ως άθροισµα δυο ή 
̟ερισσοτέρων διανυσµάτων!   

Για ̟αράδειγµα ΑΒ = ΑΜ +ΜΒ
���� ����� �����

 ή ΑΒ = ΑΜ+ΜΝ +ΝΒ
���� ����� ����� ����

. 

���� Πρόσεξε ότι αν 0ΜΑ+ΜΒ =
����� ����� �

 τότε τα διανύσµατα ΜΑ
�����

 και ΜΒ
�����

 είναι 

αντίθετα, δηλαδή ισχύει η ισοδυναµία 0ΜΑ+ΜΒ =
����� ����� �

⇔ ΜΑ = −ΜΒ
����� �����

. 
Ταυτόχρονα το σηµείο Μ είναι το µέσο του ευθυγράµµου τµήµατος 
ΑΒ! 

 a
→ → →

+ +β γ   

 β γ
→ →

+   

 a
→ →

+ β   

 a
→

  

 

  Γ  

  Β  

  Α  

 Ο 

 γ
→

  

 β
→

  

 a a a
→ → →

+ +1 2 3

 a
→

1

 a a a a
→ → → →

+ + +1 2 3 4

 a
→

2

 a
→

4

 a
→

3
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• Αφαίρεση ∆ιανυσµάτων 

Η διαφορά α −β
�

�

 του διανύσµατος β
�

 α̟ό το διάνυσµα α
�

 ορίζεται ως 

άθροισµα των διανυσµάτων α
�

 και −β
�

. ∆ηλαδή ( )α−β = α + −β
� �

� �

. 

 

 

 

 

 

 

 

Σύµφωνα µε τα ̟αρα̟άνω, αν έχουµε δύο διανύσµατα α
�

 και β
�

, τότε υ̟άρχει 

µοναδικό διάνυσµα x
�

, τέτοιο, ώστε xβ+ = α
�

� �

. Πράγµατι, 

xβ + = α ⇔
�

� �

( ) ( x) ( ) 0 x ( ) x⇔ −β + β + = −β + α ⇔ + = α + −β ⇔ = α −β
� � � � � �

� � � � � �

. 

���� Πρόσεξε λοι̟όν ότι η εξίσωση xβ+ = α
�

� �

 έχει µοναδική λύση x = α −β
�

� �

 . 

���� Πρόσεξε ότι οι ιδιότητες της ̟ρόσθεσης δεν ισχύουν για την αφαίρεση. 

 

• ∆ιάνυσµα Θέσης ή ∆ιανυσµατική Ακτίνα 
 

Έστω Ο ένα σταθερό σηµείο του χώρου. Για κάθε 

σηµείο Μ του χώρου ορίζεται το διάνυσµα 
→

ΟΜ , το 
ο̟οίο λέγεται διάνυσµα  θέσεως του Μ ή 
διανυσµατική ακτίνα του Μ.  

Το σηµείο Ο, ̟ου είναι η κοινή αρχή όλων των 
διανυσµατικών ακτίνων των σηµείων του χώρου, λέγεται σηµείο αναφοράς 
στο χώρο. 

Αν Ο είναι ένα σηµείο αναφοράς, τότε για ο̟οιοδή̟οτε διάνυσµα 
→

ΑΒ  έχουµε 

OA AB OB
→ → →

+ =  και ε̟οµένως  AB OB OA
→ → →

= − . 

 

���� Πρόσεξε ότι «Κάθε διάνυσµα στο χώρο είναι ίσο µε τη διανυσµατική 
ακτίνα του ̟έρατός του µείον τη διανυσµατική ακτίνα της αρχής του». 

 
���� Πρόσεξε τα εξής! 

  OM OA OB= + = α +β
����� ����� ���� �� �

,   O O
→ → →

ΒΑ = Α− Β = α −β
�� �

 

και AB OB OA
→ → →

= − = β−α
� ��

.  Ο̟ότε α̟ό τον 

κανόνα του ̟αραλληλογράµµου για την 
διανυσµατική ̟ρόσθεση συµ̟εραίνουµε τα εξής: 

 
→ →

α− β   

 
→

α   

 
→

α   

 
→

α   

 
→

α   

 
→ →

α−β   

 
→ →

α+ β   

 

 
→

−β    
→

−β   
 
→

β   
 
→

β   

 

   Α  

  Β  

  O  

 
→

α  

 
→

α  

 

  Μ 

  Β  

  Α  

 Ο 

 
→

β   

 
→

β   
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1. Η διαγώνιος µε αρχή το Ο, δηλαδή το ΟΜ
�����

 εκφράζει το α +β
�� �

. 

 2. Η διαγώνιος µε αρχή το Α, δηλαδή το ΑΒ
����

 εκφράζει το β−α
� ��

 

 3. Η διαγώνιος µε αρχή το Β, δηλαδή το ΒΑ
����

 εκφράζει το α −β
�� �

. 

 
���� Πρόσεξε τα εξής! 

 α + β = ΟΜ = ΜΟ
�� � ����� �����

 

 ABα −β = β − α = = ΒΑ
�� � � �� ���� ����

 

 

• Μέτρο αθροίσµατος διανυσµάτων (τριγωνική ανισότητα) 

 
Στο δι̟λανό σχήµα βλέ̟ουµε το άθροισµα των 

διανυσµάτων α
�

 και β
�

. Α̟ό την τριγωνική 

ανισότητα γνωρίζουµε όµως ότι 
|(OA) (AB)| (OB) (OA) (AB)− ≤ ≤ +  

και ε̟οµένως | || | | |α − β ≤ α +β ≤ α + β
� ��� �

� �

 

 
 
���� Πρόσεξε τα εξής! 

 Ισχύει ότι | || | | |α+β = α + β ⇔ α ↑↑β
� � �� �

� �

 

 Ισχύει ότι | |α − β = α +β ⇔ α ↑↓ β
��� � �� �

�

 

 
 

Θέµατα ̟ρος εµ̟έδωση 

 

1. Αν ΑΒ
����

+ΒΓ
���

=ΑΓ
����

, τότε τα σηµεία Α, Β, Γ  είναι συνευθειακά.  Σ Λ 

2. Αν ΑΒ
����

+ΒΓ
���

+ Γ∆
����

= 0
�

, τότε Α∆
����

= 0
�

.      Σ Λ 

3. Αν ΑΒ
����

=ΒΑ
����

, τότε ΑΒ
����

= 0
�

.       Σ Λ 

4. Τα διανύσµατα ΑΒ
����

 και ΟΑ
�����

-ΟΒ
����

 είναι ίσα.    Σ Λ 

5. Αν α +β = α + β
�� � �� �

, τότε τα α
�

 και β
�

 είναι συγγραµµικά.  Σ Λ 

6. Για ο̟οιαδή̟οτε διανύσµατα α
�

, β
�

 ισχύει: α +β ≤ α + β
�� � �� �

. Σ Λ 

7. Για ο̟οιαδή̟οτε διανύσµατα α
�

, β
�

 ισχύει: | |α − β ≤ α −β
��� �

�

. Σ Λ 

8. Για τα αντίρρο̟α διανύσµατα α
�

, β
�

 ισχύει: | |α − β = α +β
��� �

�

. Σ Λ 

9.        Στο ̟αραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ είναι: 

ΑΒ
����

=α
�

, Α∆
����

 = β
�

.  

 

 a
→

  
 a
→ →

+ β    a
→

  

 
  Β  

  Α  

 Ο  β
→

  

 β
→
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α. Το διάνυσµα ΑΓ
����

 ισούται µε α
�

 + β
�

    Σ Λ 

β. Το διάνυσµα Β∆
����

 ισούται µε  β
�

 - α
�

    Σ Λ 

10.      Στο δι̟λανό σχήµα το διάνυσµα x
�

 ισούται µε:  

      Α. α
�

 - β
�

 - γ
�

 - δ
�

 Β. α
�

 + β
�

 + γ
�

 - δ
�

     

      Γ.  α
�

 - β
�

 + γ
�

 - δ
�

 ∆. α
�

 + β
�

 - γ
�

 - δ
�

  

      Ε.  α
�

 - β
�

 - γ
�

 + δ
�

 
 

 

11. Σε κάθε σχήµα ̟ου βρίσκεται στη στήλη (Α) αντιστοιχεί µια τιµή του 

διανύσµατος x
�

 ̟ου βρίσκεται στη στήλη (Β). Να συνδέσετε µε µια 

γραµµή κάθε σχήµα της στήλης (Α) µε το αντίστοιχο 
�

x  της στήλης (Β).  

 

στήλη Α στήλη Β 

 

 

 

 

 

 

 

α
�

 + β
�

 - γ
�

 

α
�

 + β
�

 + γ
�

 

- (α
�

 + β
�

 + γ
�

) 

α
�

 - β
�

 - γ
�

 

β
�

 + γ
�

 - α
�

  

β
�

 - γ
�

 - α
�

 

 

 
12.  Στο ̟αραλληλόγραµµο ΑΒΓ είναι: 

ΑΒ = α
���� ��

, Α∆ = β
���� �

. Να αντιστοιχήσετε 

κάθε διάνυσµα της στήλης (Α) µε το 

ίσο του της στήλης (Β).  
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στήλη Α στήλη Β 

ΑΓ
����

 

ΓΒ
���

 

Γ∆
����

 

Β∆
����

 

- α
�

 

α+β
�

�

 

β-α
�

�

  

α-β
�

�

 

- β
�

 

 
 

Ασκήσεις 

1.  Για τέσσερα σηµεία , , ,Α Β Γ ∆  να α̟οδειχτεί ότι 
→ → → →

ΑΒ+ ∆Γ = ∆Β+ ΑΓ . 

Λύση 

Αν Ο είναι ένα σηµείο αναφοράς, τότε έχουµε:  
 

AB OB OA O O
→ → → → → →

+ ∆Γ = − + Γ− ∆ OB O O OA
→ → → →

= − ∆+ Γ− = . 

B A
→ →

= ∆ + Γ  
 

2.  Να α̟οδειχτεί ότι |α+β+ γ | ≤ | α | + | β | + | γ |
� �

� � � �

. 

Λύση 

Έχουµε | |(α+β+ γ |= α +β)+ γ |≤| α +β | + | γ |≤| α | + | β | + | γ |
� � � �

� � � � � � � �

. 

3. ∆ίνεται ̟αραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆. Αν Κ και Λ είναι τα µέσα των ΑΒ 
και Γ∆ αντιστοίχως και Μ τυχαίο σηµείο της A∆, να α̟οδειχθεί ότι 

ΜΚ +ΑΛ =ΜΓ
����� ���� �����

. 

4. ∆ίνεται τετρά̟λευρο ΑΒΓ∆. Να δειχτεί ότι ΑΓ+Β∆ = Α∆ +ΒΓ
���� ���� ���� ����

. 

5. Για τα µη συγγραµµικά και µη µηδενικά διανύσµατα α
��

 και β
�

, να 

δείξετε ότι 1
α β

+ ≥
α + β α −β

�� �

�� � �� � .  

6. ∆ίνεται κανονικό εξάγωνο ΑΒΓ∆ΕΖ, κέντρου Ο. Να βρεθούν τα 
διανύσµατα: 

α. ΓΒ − ΖΑ
���� ����

  β. ( )ΟΓ − ΕΟ − ∆Ε
���� ���� ����

 

γ. ∆Ο − ΑΒ
���� ����

  δ. ∆Ζ − ΓΒ − ∆Β
���� ���� ����

 

7. ∆ίνεται το ̟αραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και σηµείο Μ της ̟λευράς Γ∆. 
Βρείτε τα διανύσµατα: 

α. ∆Μ − ΑΜ
����� �����

 β. ∆Α + ΒΜ
���� �����

 γ. ΒΜ +Μ∆ + ΓΒ − ΑΒ
����� ����� ���� ����

 

 

  Γ  

  Α  

  ∆  
  Β  
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8. ∆ίνεται το ̟αραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆. Προεκτείνουµε τις ΒΓ και ∆Α και 
̟αίρνουµε τµήµατα ΓΖ = ΑΕ . Να α̟οδείξετε ότι: 

 α. 0ΒΖ + ∆Ε =
���� ���� �

 β. Α∆ + ΓΒ = Γ∆ + ΑΒ
���� ���� ���� ����

  γ. ΒΕ = Ζ∆
���� ����

 

9. Οι δυνάµεις 1 2 5F ,F ,...,F
� � �

 ασκούνται 

στο σώµα Σ. Ποια δύναµη 
χρειάζεται, ώστε να µην αφήσει το 
σώµα Σ να µετακινηθεί α̟ό τη 
θέση του; 

 
 

 
 

10. ∆ίνονται τέσσερα σηµεία ,Α,Β,Γ ∆  και έστω , , ,α β γ δ
� �

� �

 τα αντίστοιχα 

διανύσµατα θέσεως ως ̟ρος ένα σηµείο αναφοράς Ο. Τι µ̟ορείτε να 
̟είτε για το τετρά̟λευρο ΑΒΓ∆  αν: 

i. α + γ = β + δ
� �

� �

  

ii. |α − γ |=| β − δ |
� �

� �

 

iii. α + γ = β + δ
� �

� �

   και   |α − γ |=| β − δ |
� �

� �

 

11.  Να εκφράσετε το διάνυσµα x
�

 σε καθένα α̟ό τα ̟αρακάτω σχήµατα ως 
συνάρτηση των άλλων διανυσµάτων ̟ου δίνονται: 

 
�

a

 
�

β

 
�

x

 i)

        

 
�

x

 
�

a
 
�

γ

 
�

β

 ii)

        

 
�

x

 
�

a

 
�

ε

 
�

ζ

 
�

δ
 
�

γ

 
�

β iii)

 

12. Αν για δύο τρίγωνα ΑΒΓ και Α∆Ε ισχύει 
→ → → →

ΑΒ+ ΑΓ = Α∆+ ΑΕ , να δείξετε 
ότι το τετρά̟λευρο Β∆ΓΕ είναι ̟αραλληλόγραµµο. 

13. ∆ίνονται τέσσερα σηµεία Α,Β,Γ,∆ και έστω Ο, το µέσο του τµήµατος ΑΓ. 

Να α̟οδείξετε ότι 
→ → → →

ΟΒ+ Ο∆ = ΑΒ− ∆Γ . 

14. ∆ίνεται κανονικό εξάγωνο ΑΒΓ∆ΕΖ . Αν 
→

ΑΒ = α
�

 και B
→

Γ = β
�

, να 

εκφράσετε το διάνυσµα 
→

Γ∆  ως συνάρτηση των α
�

 και β
�

. 

15. Για ένα τυχαίο εξάγωνο 1 2 3 4 5 6P P P P P P  να α̟οδείξετε ότι 

1 3 2 4 3 5 4 6 5 1 6 2P P P P P P P P P P P P 0
→ → → → → →

+ + + + + =
�

. 

16. ∆ίνεται τετρά̟λευρο ΑΒΓ∆ και το µέσο Ο της διαγωνίου του Β∆. Να 

δειχτεί ότι ΟΑ +ΟΓ = ∆Α −ΓΒ
���� ���� ���� ����

. 

17. Αν ισχύει 0ΑΓ + Β∆ + ΓΖ + ∆Α + ΕΒ =
���� ���� ���� ���� ���� �

, να α̟οδείξετε ότι δεν είναι 
δυνατόν τα σηµεία , , , , ,Α Β Γ ∆ Ε Ζ  να είναι όλα διακεκριµένα.  

 
�

F5

 
�

F3

 Σ

 
�

F4

 
�

F1

 
�

F2
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A B Ζ 

∆ Γ Ε 

18. ∆ίνονται τα σηµεία , , ,Α Β Γ ∆ . Να συγκρίνετε τα διανύσµατα 

x = ΑΒ + ∆Γ
� ���� ����

 και y = ΑΓ + ∆Β
�� ���� ����

. 

19. Αν ισχύει η σχέση ΑΒ + ΓΑ = ΚΒ + ΓΛ
���� ���� ���� ����

, να α̟οδείξετε ότι τα σηµεία Κ 
και Λ συµ̟ί̟τουν. 

20. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρεθεί σηµείο Μ τέτοιο ώστε 

0ΑΒ + ΑΓ + ΑΜ =
���� ���� ����� �

. 

21. Αν είναι 
3

4
α =
��

, 
1

4
β =
�

 και 1α + β ≥
�� �

, να α̟οδείξετε ότι α ↑↑ β
�� �

. 

22. ∆ίνεται τετρά̟λευρο ΑΒΓ∆. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τό̟ος των 

σηµείων Μ του ε̟ι̟έδου για τα ο̟οία ισχύει ότι Μ∆ + ΒΓ = ΜΑ
����� ���� �����

. 

23. ∆ίνεται το ̟αραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆. Βρείτε σηµείο Μ του ε̟ι̟έδου 
του, τέτοιο ώστε: 

 i. AΜ +ΜΒ +ΜΓ = Μ∆
����� ����� ����� �����

 

 ii. ΑΓ + ∆Β = ΑΒ +ΜΒ
���� ���� ���� �����

 
24. Θεωρούµε το ̟αραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆. 

Στις ̟ροεκτάσεις των ̟λευρών του ΑΒ και 
Γ∆ ̟αίρνουµε αντίστοιχα τα τµήµατα 
ΓΕ = ΑΖ . Ποιοι α̟ό τους ̟αρακάτω 
ισχυρισµούς είναι σωστοί και ̟οιοι 
λανθασµένοι. Κυκλώσετε το Σ (σωστό) ή το 
Λ (λάθος). 

 i. AΒΑ + ΒΓ = Γ
���� ���� ����

      Σ Λ 

 ii. AΑ∆ + ∆Γ = Γ
���� ���� ����

      Σ Λ 

 iii. 0Α∆ + ΓΒ =
���� ���� �

       Σ Λ 

 iv. ΖΑ + ΒΓ = ∆Ζ
���� ���� ����

      Σ Λ 

 v. B BΖ − Ζ∆ = ∆
���� ���� ����

      Σ Λ 

 vi. AΑΒ − ΑΓ = ∆
���� ���� ����

      Σ Λ 

 vii. Ζ∆ + ΑΒ = ΖΕ + ΑΖ
���� ���� ���� ����

      Σ Λ 
25. ∆ίνεται ισοσκελές τρα̟έζιο ΑΒΓ∆ µε //ΑΒ Γ∆ . Α̟ό το ∆ η ̟αράλληλη 

̟ρος τη ΒΓ τέµνει την ΑΒ στο Ε. Να βρείτε σηµείο Μ τέτοιο ώστε 

ΜΑ+ΜΒ +Μ∆ = ΜΕ +ΜΓ
����� ����� ����� ����� �����

 

26. ∆ίνεται ̟αραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆. Αν Κ το σηµείο τοµής των 
διαγωνίων του, να α̟οδείξετε ότι: 

i. 0ΚΑ +ΚΒ + ΚΓ + Κ∆ =
���� ���� ���� ���� �

. 

 ii. Αν Ο τυχαίο σηµείο του ε̟ι̟έδου του τότε ΟΑ +ΟΓ = ΟΒ + Ο∆
���� ���� ���� ����

. 
27. ∆ίνονται τα σηµεία , ,Α Β Γ . Ορίζουµε τα σηµεία ∆ και Ε α̟ό τις 

σχέσεις: AB 0Γ∆ + =
���� ���� �

 και 0ΓΕ + ΒΑ =
���� ���� �

. Να α̟οδείξετε ότι το Γ είναι 
µέσο του ∆Ε. 

28. Θεωρούµε τα µη συνευθειακά σηµεία , , ,Α Β Γ ∆  και το µέσο Μ της ΑΓ. 

Να α̟οδείξετε ότι B AB A BΜ +Μ∆ = − ∆Γ = ∆ + Γ
����� ����� ���� ���� ���� ����

. 
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Μάθηµα 3ον 

 

• Πολλα̟λασιασµός αριθµού µε διάνυσµα 
 

Α. Ορισµός  Πολλα̟λασιασµού  Αριθµού  µε  ∆ιάνυσµα 

Έστω ένας ̟ραγµατικός αριθµός λ∈— και ένα διάνυσµα 0α ≠
�

�

. Ορίζουµε σαν 

γινόµενο του λ µε το 
�

α  και συµβολίζουµε λ ⋅α
�

 ή λα
�

 ένα διάνυσµα το ο̟οίο: 

1. Έχει µέτρο | || |λ α
�

, δηλαδή ισχύει ότι | || |
��

�

λ ⋅α = λ α .  

2. α. Αν λ > 0 , τότε λ ⋅α ↑↑ α
��

�

, 

β. Αν λ < 0 , τότε λ ⋅α ↑↓ α
��

�

, 

γ. Αν λ = 0 , τότε 0λ ⋅α =
�

�

. 

Ε̟ίσης ορίζουµε 0 0λ ⋅ =
� �

. 

 

���� Πρόσεξε ότι αν λ ⋅α ↑↑ α
�� ��

 και 0α ≠
�

�

 τότε  και 0λ > . 

���� Πρόσεξε ότι αν λ ⋅α ↑↓ α
�� ��

 και 0α ≠
�

�

 τότε  και 0λ < . 

���� Πρόσεξε ότι αν 0λ ⋅α =
�

�

 τότε ή λ = 0  ή 0α =
�

�

. 

���� Πρόσεξε ότι το γινόµενο 
1
⋅ α
λ

�

 µε λ ≠ 0  το συµβολίζουµε και µε 
α

λ

�

. 

Παράδειγµα 

Αν το διάνυσµα α
�

 έχει µέτρο 2, τότε: 

- To διάνυσµα 3α
�

 είναι οµόρρο̟ο µε το α
�

 και 
έχει µέτρο |3 | 3| 3 2 6α = α |= ⋅ =

� �

. 

- Tο διάνυσµα 3− α
�

 είναι αντίρρο̟ο µε το α
�

 και 
έχει µέτρο ίσο | 3 || 3|| 2 6− α = − α |= 3⋅ =

� �

. 

 

 

 

Β. Ιδιότητες  Πολλα̟λασιασµού  Αριθµού  µε  ∆ιάνυσµα 

 

Για το γινόµενο ̟ραγµατικού αριθµού µε διάνυσµα ισχύουν οι ̟αρακάτω 

ιδιότητες τις ο̟οίες τις έχεις χωρίς α̟όδειξη: 

1. λ(α + β) = λα + λβ
� �

� �

  

2. ( )λ + µ α = λα + µα
� � �

  

3. ( ) ( )λ µα = λµ α
� �

 

4. 0 0λα = ⇔ λ =
�

�

   ή   0α =
�

�

 

5. ( ) ( ) ( )−λα = λ −α = − λα
� � �

 

6. ( )λ α −β = λα − λβ
� �

� �

 

7. ( )λ − µ α = λα −µα
� � �

 

 

 −
→

3a  

 3a
→

 

 a
→
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8. Αν   λα = λβ
�

�

   και   0λ ≠ ,   τότε   α = β
�

�

 

9. Αν   λα = µα
� �

   και   0α ≠
�

�

,   τότε   λ = µ . 

 

 

Γ. Γραµµικός  Συνδυασµός  ∆ιανυσµάτων 

Έστω δύο διανύσµατα α
�

 και β
�

. Ονοµάζουµε γραµµικό συνδυασµό των 

διανυσµάτων α
�

 και β
�

 κάθε διάνυσµα της µορφής v κα λβ= +
�

��

, ό̟ου ,κ λ∈R . 

Για ̟αράδειγµα τα διανύσµατα γ
�

 και δ
�

, ό̟ου 3 5γ = α + β
�

� �

 και 2 3δ = − α + β
� �

�

 

είναι γραµµικοί συνδυασµοί των α
�

 και β
�

. 

Ανάλογα ορίζεται και ο γραµµικός συνδυασµός τριών ή ̟ερισσότερων 

διανυσµάτων. Έτσι, για ̟αράδειγµα, το διάνυσµα v 3 2 5= α − β + γ
�

� ��

 είναι ένας 

γραµµικός συνδυασµός των ,α β
�

�

 και γ
�

. 

 

∆. Συνθήκη  Παραλληλίας  ∆ιανυσµάτων 

 

Θεώρηµα  

Έστω δύο διανύσµατα α
�

, β
�

, µε 0β ≠
� �

. Ισχύει η ισοδυναµία:  

//α β
�

�

⇔  υ̟άρχει λ∈— τέτοιο ώστε: α = λβ
�

�

. 

Α̟όδειξη 

���� (Ευθύ) Αν ισχύει η σχέση α = λβ
�

�

, λ∈R , τότε ό̟ως γνωρίζουµε α̟ό τον 

ορισµό του ̟ολλα̟λασιασµού αριθµού µε διάνυσµα, τα διανύσµατα α
�

, β
�

 

είναι ̟αράλληλα.  

 

���� (Αντίστροφο) Αν τα διανύσµατα α
�

 και β
�

 είναι ̟αράλληλα και 0β ≠
� �

, 

τότε θα δείξουµε ότι υ̟άρχει µοναδικός αριθµός λ  τέτοιος ώστε α = λ ⋅β
�

�

.  

Θέτουµε 
| |

| |

α
κ =

β

�

� , ό̟ου 0κ ≥ , τότε | | | |α = κ β
�

�

. Συνε̟ώς: 

• Αν α ↑↑ β
�

�

, τότε α = κβ
�

�

, ο̟ότε αν θέσουµε 0λ = κ > , έχουµε α = λ ⋅β
�

�

. 

• Αν α ↑↓ β
�

�

, τότε α = −κβ
�

�

, ο̟ότε αν θέσουµε 0λ = −κ < , έχουµε α = λ ⋅β
�

�

. 

• Αν 0α =
�

�

,     τότε 0α = ⋅β
�

�

, ο̟ότε αν θέσουµε 0λ = κ = , έχουµε α = λ ⋅β
�

�

. 

 

Σε κάθε λοι̟όν ̟ερί̟τωση υ̟άρχει λ∈R  τέτοιος ώστε α = λ ⋅β
�

�

.  

 

Θα δείξουµε ότι ο λ είναι µοναδικός. 

Έστω ότι υ̟άρχει και άλλος ̟ραγµατικός αριθµός µ τέτοιος ώστε α = µ ⋅β
�

�

, 

ο̟ότε:  
0

0 ( ) 0   0
β≠

λ ⋅β = µ ⋅β ⇔ λ ⋅β − µ ⋅β = ⇔ λ −µ ⋅β = ⇔ λ −µ = ⇔ λ = µ
� �

� �� � � � �

. 
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Α 

Β 

Γ 

Μ 

Παράδειγµα 

Αν ∆ και Ε είναι τα µέσα των ̟λευρών ΑΒ και ΑΓ του 

τριγώνου ΑΒΓ,  να δειχθεί ότι 
1

2
∆Ε = ⋅ΒΓ
���� ����

. 

Είναι: B BA A 2 A 2A 2( A AE) 2 E
→ → → → → → → →

Γ = + Γ = ∆ + Ε = ∆ + = ∆ . 

Αφού λοι̟όν B 2 E
→ →

Γ = ∆ , συµ̟εραίνουµε ότι //∆Ε ΒΓ  

και |B | 2| E|
→ →

Γ = ∆ , ̟ου σηµαίνει ότι 
1

2
∆Ε = ΒΓ , δηλαδή α̟οδείξαµε 

διανυσµατικά τη γνωστή µας α̟ό την Ευκλείδεια Γεωµετρία σχέση 

//
2

ΒΓ
∆Ε = . 

 

∆. ∆ιανυσµατική  Ακτίνα  του Μέσου  Τµήµατος (Βασικό Θέµα 1) 

 

Έστω ένα ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ και Μ το µέσο 

του. Αν Ο τυχαίο σηµείο αναφοράς τότε 

OA OB
OM

2

→ →
→ +
= . 

Α̟όδειξη 

Για τη διανυσµατική ακτίνα OM
→

 του µέσου Μ 

του  τµήµατος ΑΒ ισχύουν οι σχέσεις: 

OM OA AM
→ → →

= +    και   OM OB BM
→ → →

= + . Προσθέτοντας κατά µέλη έχουµε: 

2OM OA AM OB BM OA OB
→ → → → → → →

= + + + = + ,  άρα 
OA OB

OM
2

→ →
→ +
= . 

 

���� Πρόσεξε ότι αν  θέλεις να 

εκφράσεις το άθροισµα δυο διανυσµάτων 

AB A+ Γ
���� ����

 ̟ου έχουν κοινή αρχή το σηµείο 

Α σε συνάρτηση µε ένα διάνυσµα, τότε θα 

χρησιµο̟οιείς τη σχέση:  

AB A 2 A+ Γ = ⋅ Μ
���� ���� �����

, ό̟ου Μ το µέσο του 

τµήµατος ΒΓ . 

 

 

 

Ε. ∆ιανυσµατική  Ακτίνα  του κέντρου βάρους (Βασικό Θέµα 2) 

 

Να α̟οδειχτεί ότι ένα σηµείο G είναι το κέντρο βάρους ενός τριγώνου ΑΒΓ, 

αν και µόνο αν ισχύει GA G G 0
→ → →

+ Β+ Γ =
�

 και ότι για ο̟οιοδή̟οτε σηµείο Ο 

ισχύει 
1

OG (OA OB O )
3

→→ → →

= + + Γ . 

   Α  

  Ε   ∆ 

  Γ   Β  

   Α  

  Ο  

  Μ 

  Β 
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Α̟όδειξη 

Γνωρίζουµε ότι αν G είναι το κέντρο βάρους του τριγώνου ΑΒΓ, τότε 
G 2GΑ = ∆ , ό̟ου Α∆  η διάµεσος του τριγώνου. 

Ε̟οµένως, ισχύει AG 2G
→ →

= ∆ , ο̟ότε έχουµε 

GA GB G GA 2G GA AG GG 0
→ → → → → → → →

+ + Γ = + ∆ = + = =
�

. 

Αντιστρόφως, αν για ένα σηµείο G ισχύει 

GA GB G 0
→ → →

+ + Γ =
�

, τότε θα έχουµε GA 2 G 0
→ →

+ ∆ =
�

, 

ό̟ου ∆ το µέσον της ΒΓ, ο̟ότε θα ισχύει AG 2G
→ →

= ∆ . 

Έτσι, το σηµείο G ανήκει στη διάµεσο Α∆ και ισχύει G 2GΑ = ∆ . Άρα, το G  

είναι το κέντρο βάρους του τριγώνου ΑΒΓ. 

Α̟ό τη σχέση GA GB G 0
→ → →

+ + Γ =
�

 έχουµε για τυχαίο σηµείο Ο ότι:  

OA OG OB OG O OG 0
→ → → → → →

− + − + Γ − =
�

. Άρα 
1

OG (OA OB O )
3

→→ → →

= + + Γ . 

���� Πρόσεξε ότι αν  θέλεις να εκφράσεις το άθροισµα τριών διανυσµάτων 

AB A A+ Γ + ∆
���� ���� ����

 ̟ου έχουν κοινή αρχή το σηµείο Α σε συνάρτηση µε ένα 

διάνυσµα, τότε θα χρησιµο̟οιείς τη σχέση: AB A A 3 AG+ Γ + ∆ = ⋅
���� ���� ���� �����

, ό̟ου G το 

κέντρο βάρους του τριγώνου ΑΒΓ. 

 

ΣΤ. ∆ιανυσµατική  Ακτίνα  του σηµείου Μ ̟ου χωρίζει το τµήµα ΑΒ σε 

α̟λό λόγο λ, ( A BΜ = λ ⋅ΜΜ = λ ⋅ΜΜ = λ ⋅ΜΜ = λ ⋅Μ
����� ��������� ��������� ��������� ����

) µε 1,0λ ≠ −λ ≠ −λ ≠ −λ ≠ − .  (Βασικό Θέµα 3) 

 

Έστω ένα ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ και ένα 

σηµείο Μ εσωτερικό του τέτοιο ώστε 

A BΜ = λ ⋅Μ
����� �����

, µε 1,0λ ≠ − . Για το τυχαίο 

σηµείο Ο του ε̟ι̟έδου του ισχύει ότι 

B

1

ΟΑ + λ ⋅Ο
ΟΜ =

λ +

���� ����

�����

. 

 

Α̟όδειξη 

Για τη διανυσµατική ακτίνα OM
→

 του 

σηµείου Μ του  τµήµατος ΑΒ ισχύουν οι σχέσεις: OM OA AM
→ → →

= +  (1) και 

OM OB BM
→ → →

= +  (2).  

Πολλα̟λασιάζουµε ε̟ί λ και τα δυο µέλη της (2) και έχουµε 

OM OB BM
→ → →

λ ⋅ = λ ⋅ + λ ⋅  (3).  

Προσθέτοντας κατά µέλη τις (1) και (3) έχουµε:  

OM OA AM OB BM
→ → → → →

ΟΜ + λ ⋅ = + + λ ⋅ + λ ⋅
�����

(4). 

 Όµως A B A A 0Μ = λ ⋅Μ ⇔ Μ = −λ ⋅ΒΜ ⇔ Μ + λ ⋅ΒΜ =
����� ����� ����� ����� ����� ����� �

 (5). Η (4) λόγω της (5) 

µας δίνει: (1 ) OM OA OB
→ → →

+ λ ⋅ = + λ ⋅ ⇔
B

1

ΟΑ + λ ⋅Ο
ΟΜ =

λ +

���� ����

�����

. 

   Α  

  G 

  Γ   Β   ∆ 

Ο 

Α 

Β 

Μ 
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���� Πρόσεξε ότι για 1λ = , έχουµε ότι το Μ είναι µέσο του ΑΒ και ισχύει 

ότι 
1 B B

1 1 2

ΟΑ + ⋅Ο ΟΑ + Ο
ΟΜ = =

+

���� ���� ���� ����

�����

. 

 

 

Μέθοδοι και τεχνικές για την ε̟ίλυση των ασκήσεων 

̟ου αναφέρονται στα Μαθήµατα 2 και 3. 
 

���� Μελέτησε ̟ολύ ̟ροσεκτικά τα ε̟όµενα! 

 

• Μέθοδος 1η 

 

Το άθροισµα δυο διαδοχικών διανυσµάτων είναι ένα διάνυσµα ̟ου έχει για 

αρχή την αρχή του ̟ρώτου και τέλος (̟έρας) το τέλος του δεύτερου και γενικά 

το άθροισµα ν διαδοχικών διανυσµάτων είναι ένα διάνυσµα ̟ου έχει για 

αρχή την αρχή του ̟ρώτου και τέλος (̟έρας) το τέλος του τελευταίου. 

 

• Μέθοδος 2η 

 

Η διανυσµατική διαφορά δυο ̟λευρών ενός τριγώνου µε κοινή αρχή ισούται 
µε το διάνυσµα της τρίτης ̟λευράς µε κατάλληλη φορά, δηλαδή 

AB A− Γ = ΓΒ
���� ���� ����

 και A AΓ − Β = ΒΓ
���� ���� ����

. 

 

• Μέθοδος 3η 

 

Κάθε διάνυσµα µ̟ορεί να αναλυθεί: 
 

α. Σε άθροισµα διαδοχικών διανυσµάτων, δηλαδή AB A= Γ + ΓΒ
���� ���� ����

.  
 

β. Σε διαφορά διανυσµάτων µε κοινή αρχή, δηλαδή AB = ΟΒ −ΟΑ
���� ���� ����

. 
 

 

• Μέθοδος 4η 

 

Το διανυσµατικό άθροισµα δυο ̟λευρών ενός 
τριγώνου µε κοινή αρχή ισούται µε το δι̟λάσιο του 

διανύσµατος της ̟εριεχόµενης διαµέσου µε την ίδια 

αρχή, δηλαδή ισχύει ότι AB A 2 A+ Γ = ⋅ Μ
���� ���� �����

. 

 

• Μέθοδος 5η 

 

Οι ̟ερισσότερες διανυσµατικές σχέσεις µ̟ορούν να αντιµετω̟ισθούν 

α̟οτελεσµατικά µε τη µέθοδο των διανυσµατικών ακτίνων.  

Με τη µέθοδο αυτή εκφράζουµε κάθε διάνυσµα της ̟ρος α̟όδειξη σχέσης µε 
διανύσµατα κοινής αρχής, θεωρώντας σαν σηµείο αναφοράς το τυχαίο σηµείο 

Ο, (διαλέγουµε σαν σηµείο αναφοράς αυτό ̟ου µας διευκολύνει 

   Α  

  Γ   Β   Μ 
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̟ερισσότερο), ο̟ότε κάθε διάνυσµα AB
����

 γράφεται AB = ΟΒ −ΟΑ
���� ���� ����

, δηλαδή το 

τυχαίο διάνυσµα AB
����

 εκφράζεται σαν διανυσµατική ακτίνα του τέλους µείον 

την διανυσµατική ακτίνα της αρχής. 
Πρέ̟ει να γνωρίζουµε και τα εξής: 

α. Αν Μ µέσο του ΑΒ τότε 
OA OB

OM
2

→ →
→ +
= . 

β. Αν Μ σηµείο ̟ου χωρίζει το τµήµα ΑΒ σε (α̟λό) λόγο λ, δηλαδή ισχύει 

ότι A BΜ = λ ⋅Μ
����� �����

 µε 1,0λ ≠ − , τότε 
B

1

ΟΑ + λ ⋅Ο
ΟΜ =

λ +

���� ����

�����

.    

γ. Αν G κέντρο βάρους του τριγώνου ΑΒΓ, τότε 
1

OG (OA OB O )
3

→→ → →

= ⋅ + + Γ . 

 

• Μέθοδος 6η 

 

α. Το άθροισµα BΜΑ+Μ
����� �����

 δυο διανυσµάτων µε κοινή αρχή το σηµείο Μ  

στις διανυσµατικές σχέσεις µ̟ορούµε να το αντικαταστήσουµε µε το 

διάνυσµα 2 ⋅ΜΝ
�����

, ό̟ου Ν το µέσο του ΑΒ, δηλαδή B 2ΜΑ+Μ = ⋅ΜΝ
����� ����� �����

. 

 

β. Το άθροισµα BΜΑ+Μ +ΜΓ
����� ����� �����

 τριών διανυσµάτων µε κοινή αρχή το 

σηµείο Μ  στις διανυσµατικές σχέσεις µ̟ορούµε να το αντικαταστήσουµε µε 

το διάνυσµα 3 G⋅Μ
�����

, ό̟ου G το κέντρο βάρους του τριγώνου ΑΒΓ, δηλαδή 

B 3 MGΜΑ+Μ +ΜΓ = ⋅
����� ����� ����� �����

. 

 

γ. Το άθροισµα Bκ ⋅ΜΑ + λ ⋅Μ
����� �����

 µε κ ≠ λ  και , 1,0,1κ λ ≠ −  δυο 

διανυσµάτων µε κοινή αρχή το σηµείο Μ και εφόσον τα σηµεία Α,Β,Μ δεν 

είναι συνευθειακά, στις διανυσµατικές σχέσεις µ̟ορούµε να το 

αντικαταστήσουµε µε το διάνυσµα ( )κ + λ ⋅ΜΡ
����

, ό̟ου Ρ σταθερό σηµείο της 

ευθείας ΑΒ ̟ου χωρίζει το ΑΒ σε α̟λό λόγο 
λ

κ
, δηλαδή A B

λ
Ρ = ⋅Ρ
κ

���� ���

. 

Α̟όδειξη 

Έστω το σηµείο Ρ της ευθείας ΑΒ τέτοιο ώστε A B
λ

Ρ = ⋅Ρ ⇔
κ

���� ���

 

B A B 0λ ⋅ Ρ = κ ⋅ Ρ ⇔ λ ⋅Ρ + κ ⋅ΡΑ =
��� ���� ��� ���� �

 (1).  
(1)

B ( ) ( B) Bκ ⋅ΜΑ + λ ⋅Μ = κ ⋅ ΜΡ + ΡΑ + λ ⋅ ΜΡ + Ρ = κ ⋅ΜΡ + κ ⋅ΡΑ + λ ⋅ΜΡ + λ ⋅Ρ ⇔
����� ����� ���� ���� ���� ��� ���� ���� ���� ���

 

B ( )κ ⋅ΜΑ + λ ⋅Μ = κ ⋅ΜΡ + λ ⋅ΜΡ = κ + λ ⋅ΜΡ
����� ����� ���� ���� ����

. 

 

• Μέθοδος 7η 

 

Για να α̟οδείξουµε ότι δυο διανύσµατα α
��

 και β
�

 είναι ̟αράλληλα αρκεί να 

δείξουµε ότι είναι συγγραµµικά, δηλαδή αρκεί να δείξουµε ότι υ̟άρχει 

̟ραγµατικός αριθµός λ τέτοιος ώστε να ισχύει α = λ ⋅β
�� �

. 

 



∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 

                                                                                           Θ.Ρ -  25

• Μέθοδος 8η 

 

Αν µας ζητούν να α̟οδείξουµε ότι τα σηµεία Α,Β,Γ είναι συνευθειακά, αρκεί 

να δείξουµε ότι δυο α̟ό τα διανύσµατα AB, ,ΒΓ ΓΑ
���� ���� ����

 είναι συγγραµµικά, 

δηλαδή ότι το ένα γράφεται σαν γραµµικός συνδυασµός του άλλου, για 

̟αράδειγµα αρκεί να α̟οδείξουµε ότι: AB//A AB AΓ ⇔ = λ ⋅ Γ
���� ���� ���� ����

. 

 

• Μέθοδος 9η 

 

Για να α̟οδείξουµε ότι δυο σηµεία Α,Β ταυτίζονται αρκεί να δείξουµε ότι οι 

διανυσµατικές τους ακτίνες ταυτίζονται, δηλαδή αν BΟΑ = Ο ⇔ Α ≡ Β
���� ����

. 

 

• Μέθοδος 10η 

 

Αν µας ζητούν να δείξουµε µια σχέση της µορφής 1 2 ... νυ + υ + + υ = ν ⋅ υ
� � � �

, ό̟ου 

το ̟λήθος των ̟ροσθετέων είναι ίσο µε τον συντελεστή του διανύσµατος υ
�

, 

τότε συνήθως εργαζόµαστε ως εξής: 

Εκφράζουµε το διάνυσµα υ
�

 µε ν διαφορετικούς τρό̟ους χρησιµο̟οιώντας 

κάθε φορά τα διανύσµατα 1 2, ,..., νυ υ υ
� � �

, ο̟ότε ̟ροσθέτοντας κατά µέλη έχουµε 

το ζητούµενο. 

 

• Μέθοδος 11η 

Αν µας ζητούν να δείξουµε µια σχέση της µορφής 

1 2 1 2... u u ... uν νυ + υ + + υ = + + +
� � � �� �� ��

, τότε συνήθως εργαζόµαστε ως εξής: 
 

α. ∆είχνουµε ότι το καθένα α̟ό τα διανύσµατα 1 2 ... νυ + υ + + υ
� � �

 και 

1 2u u ... uν+ + +
�� �� ��

 είναι ίσο µε ένα άλλο διάνυσµα ̟ου είναι συνήθως της 

µορφής ν ⋅α
��

. 

 

β. Σχηµατίζουµε τη διαφορά ( ) ( )1 2 1 2... u u ... uν νυ + υ + + υ − + + +
� � � �� �� ��

 και 

δείχνουµε ότι η διαφορά αυτή είναι ίση µε το 0
�

, δηλαδή α̟οδεικνύουµε ότι: 

 ( ) ( )1 2 1 2... u u ... uν νυ + υ + + υ − + + +
� � � �� �� ��

= ( ) ( ) ( )1 1 2 2u u ... u 0ν νυ − + υ − + + υ − =
� �� � �� � �� �

 

 

• Μέθοδος 12η 

 

Όταν σε µια άσκηση δίνεται ένας γραµµικός συνδυασµός διανυσµάτων ίσος 
µε το µηδενικό διάνυσµα και του ο̟οίου το άθροισµα όλων των συντελεστών 

του είναι µηδέν, χωρίς να είναι όλοι (οι συντελεστές) µηδέν, θα εργαζόµαστε 
ό̟ως στο ̟αρακάτω: 

Έστω 0κ ⋅α + λ ⋅β + µ ⋅ γ =
�� � � �

 (1)  και 0κ + λ + µ =  (2) µε 0κ + λ + µ >  (σηµαίνει 

ότι τουλάχιστον ένας α̟ό τους κ,λ,µ είναι διάφορος του µηδενός). 
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Αν Ο ένα τυχαίο σηµείο αναφοράς θέτουµε ΟΑ = α
���� ��

, ΟΒ = β
���� �

 και ΟΓ = γ
���� �

, 

ο̟ότε η σχέση (1) ̟αίρνει τη µορφή 0κ ⋅ΟΑ + λ ⋅ΟΒ + µ ⋅ΟΓ =
���� ���� ���� �

 (3). Αν 0κ ≠ , 

λύνουµε τη (2) ως ̟ρος µ (ή ως λ, ̟άντως όχι ως ̟ρος κ) και έχουµε µ = −κ − λ  

και αντικαθιστώντας στην (3) έχουµε: 

( ) 0 0κ ⋅ΟΑ + λ ⋅ΟΒ + −κ − λ ⋅ΟΓ = ⇔ κ ⋅ΟΑ + λ ⋅ΟΒ − κ ⋅ΟΓ − λ ⋅ΟΓ = ⇔
���� ���� ���� � ���� ���� ���� ���� �

 

( ) ( ) 0⇔ κ ⋅ ΟΑ −ΟΓ + λ ⋅ ΟΒ −ΟΓ = ⇔
���� ���� ���� ���� � 0

B 0   
κ≠

κ ⋅ΓΑ + λ ⋅Γ = ⇔
���� ���� �

B
λ

ΓΑ = − ⋅Γ ⇔
κ

���� ����

  

τα σηµεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά. 

 

 

Γεωµετρικοί τό̟οι 
 

Γεωµετρικός τό̟ος είναι ένα σύνολο σηµείων του ε̟ι̟έδου (ή του χώρου) 

̟ου όλα έχουν µια κοινή χαρακτηριστική ιδιότητα και µόνον αυτά. 

 

Βασικοί Γεωµετρικοί τό̟οι 
 

α. Ο γεωµετρικός τό̟ος των σηµείων Μ του ε̟ι̟έδου για τα ο̟οία ισχύει 

//ABΑΜ
����� ����

, ό̟ου Α,Β σταθερά σηµεία είναι η ευθεία ΑΒ. 

β. Ο γεωµετρικός τό̟ος των σηµείων Μ του ε̟ι̟έδου για τα ο̟οία ισχύει 

B 0κ ⋅ΜΑ + λ ⋅Μ =
����� ����� �

, ό̟ου Α,Β σταθερά σηµεία και κ,λ ̟ραγµατικοί 
αριθµοί µε 0κ + λ ≠ , είναι η ευθεία ΑΒ. 

 

γ. Ο γεωµετρικός τό̟ος των σηµείων Μ του ε̟ι̟έδου τα ο̟οία ισα̟έχουν 

α̟ό δυο σταθερά σηµεία Α και Β, δηλαδή για τα ο̟οία ισχύει 

BΜΑ = Μ
����� �����

, είναι η µεσοκάθετος του ΑΒ. 

δ. Ο γεωµετρικός τό̟ος των σηµείων Μ του ε̟ι̟έδου τα ο̟οία α̟έχουν 

σταθερή α̟όσταση α̟ό ένα σταθερό σηµείο, δηλαδή για τα ο̟οία 

ισχύει ΟΜ = ρ
�����

, 0ρ > , είναι ο κύκλος µε κέντρο το σηµείο Ο και 

ακτίνας ρ. 

ε. Ο γεωµετρικός τό̟ος των σηµείων Μ του ε̟ι̟έδου για τα ο̟οία ισχύει 

//ΑΜ ΒΓ
����� ����

, ό̟ου Α,Β,Γ σταθερά σηµεία είναι η ευθεία η ο̟οία 

διέρχεται α̟ό το σηµείο Α και είναι ̟αράλληλη ̟ρος την ΒΓ. 

στ. Ο γεωµετρικός τό̟ος των σηµείων Μ του ε̟ι̟έδου για τα ο̟οία ο 

λόγος των α̟οστάσεών τους α̟ό δυο σταθερά σηµεία Α και Β είναι 

σταθερός, δηλαδή ισχύει ότι 
B

ΜΑ
= λ

Μ

�����

����� , µε 0λ > , είναι α̟ολλώνειος 

κύκλος. 
ζ. Ο γεωµετρικός τό̟ος των σηµείων Μ του ε̟ι̟έδου για τα ο̟οία ισχύει 

ότι Bα ⋅ΜΑ +β ⋅Μ = κ ⋅ΜΓ + λ ⋅Μ∆
����� ����� ����� �����

 (1), ό̟ου Α,Β,Γ,∆ σταθερά σηµεία 

του ε̟ι̟έδου, και , , ,α β κ λ  κατάλληλοι ̟ραγµατικοί αριθµοί, 

αντιµετω̟ίζεται ως εξής: 
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 α. Βρίσκουµε τα σταθερά σηµεία Ρ και Σ για τα ο̟οία ισχύουν: 

B ( )α ⋅ΜΑ +β ⋅Μ = α + β ⋅ΜΡ
����� ����� ����

 και ( )κ ⋅ΜΓ + λ ⋅Μ∆ = κ + λ ⋅ΜΣ
����� ����� ����

. 

β. Στη συνέχεια µετασχηµατίζουµε τη σχέση (1) και έχουµε: 

( ) ( )
ΜΡ κ + λ

α + β ⋅ΜΡ = κ + λ ⋅ΜΣ ⇔ = = ρ
α + βΜΣ

����

���� ����

���� .   

γ.   i. Αν 1ρ =  τότε ο γεωµετρικός τό̟ος είναι η µεσοκάθετος του 

ευθυγράµµου τµήµατος ΡΣ 

      ii. Αν 1ρ ≠  τότε ο γεωµετρικός τό̟ος είναι ένας Α̟ολλώνειος 

κύκλος. 
 

 

���� Μελέτησε ̟ροσεκτικά τις ε̟όµενες εφαρµογές !!! 
 

 

Εφαρµογή 1 

 

Να α̟οδείξετε ότι τα ευθύγραµµα τµήµατα ̟ου ορίζουν τα µέσα των 

α̟έναντι ̟λευρών ενός τετρα̟λεύρου και τα µέσα των διαγωνίων του 

διέρχονται α̟ό το ίδιο σηµείο και διχοτοµούνται α̟ό το σηµείο αυτό. 

 

Α̟όδειξη 

(Μελέτησε τις µεθόδους 5 και 9) 

Έστω OA ,  OB ,  O ,  = α = β Γ = γ Ο∆ = δ
� ������ ����� ����� �����

� �

 τα 

διανύσµατα θέσεως των κορυφών , , ,Α Β Γ ∆ , 

αντιστοίχως, ενός τετρά̟λευρου ΑΒΓ∆  ως 
̟ρος ένα τυχαίο σηµείο αναφοράς Ο.   

Τα διανύσµατα θέσεως των µέσων Η της ΒΓ 

και Θ της Α∆ είναι αντίστοιχα: 

1 1
( B ) ( )

2 2
ΟΗ = ⋅ Ο + ΟΓ = ⋅ β + γ

����� ���� ����

�

 και 

1 1
( ) ( )

2 2
ΟΘ = ⋅ ΟΑ + Ο∆ = ⋅ α + δ
���� ���� ���� �� �

.  

Το διάνυσµα θέσεως του µέσου G του ΗΘ είναι το 

1 1 1 1 1
OG OH ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 4

  = ⋅ + ΟΘ = β + γ + α + δ = α + β + γ + δ    

� � � ������ ����� ����

� � � �

. 

Οµοίως βρίσκουµε ότι το διάνυσµα θέσεως των µέσων των τµηµάτων ΕΖ και 

ΙΚ είναι το 
1

( )
4
α + β + γ + δ
� �

� �

.  

Άρα τα τµήµατα ΗΘ, ΕΖ και ΙΚ διέρχονται α̟ό το ίδιο σηµείο και 
διχοτοµούνται α̟ό αυτό. 

Εφαρµογή 2 

   Α  

 Κ 

  Ι 

  G 

  Γ 

  Β  

 Θ 
 Ε 

 Η 
 Ζ 

 ∆ 
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∆ίνονται τα τρίγωνα ΑΒΓ  και ′ ′ ′Α Β Γ  και έστω G  και G′  τα κέντρα βάρους 

τους αντίστοιχα. Να α̟οδείξετε ότι 3 GG AA BB′ ′ ′ ′⋅ = + + ΓΓ
����� ����� ���� ����

. 

Α̟όδειξη 

(Μελέτησε τη µέθοδο 5) 

Έστω Ο τυχαίο σηµείο 

αναφοράς.  
Για το τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε 

1
OG (OA OB O )

3

→ → → →

= + + Γ ⇔  

3 OG OA OB O
→ → → →

⋅ = + + Γ  (1). 

Για το τρίγωνο A B′ ′ ′Γ  έχουµε 
1

OG (OA OB O )
3

→ → → →
′ ′ ′ ′= + + Γ ⇔  

3 OG OA OB O
→ → → →
′ ′ ′ ′⋅ = + + Γ  (2). 

Αφαιρούµε κατά µέλη την (1) α̟ό την (2) και έχουµε: 

3 OG 3 OG OA OB O B
→ → → →
′ ′ ′ ′⋅ − ⋅ = + + Γ −ΟΑ −Ο −ΟΓ⇔

����� ���� ���� ����

 

3 (OG OG) (OA ) (OB B) (O )
→ → → →
′ ′ ′ ′⋅ − = −ΟΑ + −Ο + Γ −ΟΓ ⇔
����� ���� ���� ����

3 GG AA BB′ ′ ′ ′⋅ = + + ΓΓ
����� ����� ���� ����

. 

 

Εφαρµογή 3 

Αν για τα σηµεία Α,Β,Γ και Ο ισχύει η σχέση 9 7 B 2 0⋅ΟΑ − ⋅Ο − ⋅ΟΓ =
���� ���� ���� �

, να 

α̟οδείξετε ότι τα σηµεία Α,Β,Γ είναι συνευθειακά. 

Α̟όδειξη 

1ος τρό̟ος 

(Μελέτησε τις µεθόδους 12, 7 και 8) 

Ε̟ειδή το άθροισµα των συντελεστών αυτού του µηδενικού γραµµικού 

συνδυασµού των διανυσµάτων είναι 9 7 2 0− − =  στη σχέση θέτουµε 9 7 2= +  

και έχουµε: 

(7 2) 7 B 2 0 7 2 7 B 2 0+ ⋅ΟΑ − ⋅Ο − ⋅ΟΓ = ⇔ ⋅ΟΑ + ⋅ΟΑ − ⋅Ο − ⋅ΟΓ = ⇔
���� ���� ���� � ���� ���� ���� ���� �

 

2
7 ( B) 2 ( ) 0 7 2 0

7
⋅ ΟΑ −Ο + ⋅ ΟΑ −ΟΓ = ⇔ ⋅ΒΑ + ⋅ΓΑ = ⇔ ΒΑ = − ΓΑ⇔
���� ���� ���� ���� � ���� ���� � ���� ����

//ΒΑ ΓΑ
���� ����

, άρα τα σηµεία Α,Β,Γ είναι συνευθειακά. 

 

2ος τρό̟ος 

(Μελέτησε τις µεθόδους 5, 7 και 8) 

Θεωρούµε ένα σηµείο α̟ό τα Α,Β,Γ και Ο σαν σηµείο αναφοράς, έστω το Α 

και εργαζόµαστε µε τη µέθοδο των διανυσµατικών ακτίνων, ο̟ότε: 

9 7 B 2 0 9 (A ) 7 (A ) 2 (A ) 0⋅ΟΑ − ⋅Ο − ⋅ΟΓ = ⇔ ⋅ Α − ΑΟ − ⋅ Β − ΑΟ − ⋅ Γ − ΑΟ = ⇔
���� ���� ���� � ���� ���� ���� ���� ���� ���� �

 

9 7 A 7 2 A 2 0− ⋅ ΑΟ − ⋅ Β + ⋅ ΑΟ − ⋅ Γ + ⋅ ΑΟ = ⇔
���� ���� ���� ���� ���� �

7 A 2 A 0− ⋅ Β − ⋅ Γ = ⇔
���� ���� �

2
AB A

7
= − Γ ⇔

���� ����

//AΑΒ Γ
���� ����

, άρα τα σηµεία Α,Β,Γ είναι συνευθειακά.  

 

Α 

Β 
Γ 

G 

′Α  

′Β  

′Γ  
G′  
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Εφαρµογή 4 

 

∆ίνεται τετρά̟λευρο ΑΒΓ∆ . Αν ,Κ Λ  τα µέσα αντίστοιχα των διαγωνίων ΑΓ  

και Β∆ , να α̟οδείξετε ότι AB B A 4+ Γ + Γ∆ + ∆ = ⋅ΚΛ
���� ���� ���� ���� ����

. 

Α̟όδειξη 

1ος τρό̟ος 
(Μελέτησε τις µεθόδους 3 και 10) 

Έχουµε κατά σειρά τα εξής: 

ABΚΛ = ΚΑ + + ΒΛ
���� ���� ���� ����

 

BΚΛ = ΚΓ + Γ + ΒΛ
���� ���� ���� ����

 

ΚΛ = ΚΓ + Γ∆ + ∆Λ
���� ���� ���� ����

 

ΚΛ = ΚΑ + Α∆ + ∆Λ
���� ���� ���� ����

 
Προσθέτουµε κατά µέλη και αφού λάβουµε  

υ̟όψη ότι 0ΚΑ +ΚΓ =
���� ���� �

 και 0ΚΒ +Κ∆ =
���� ���� �

 

σαν άθροισµα αντιθέτων διανυσµάτων, έχουµε: 

4 AB B⋅ΚΛ = ΚΑ + + ΒΛ + ΚΓ + Γ + ΒΛ + ΚΓ + Γ∆ + ∆Λ + ΚΑ + Α∆ + ∆Λ ⇔
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

4 AB B A⋅ΚΛ = + Γ + Γ∆ + ∆
���� ���� ���� ���� ����

 
 

2ος τρό̟ος 
(Μελέτησε τις µεθόδους 5 και 6) 

Έστω Ο σηµείο αναφοράς. 

Έχουµε AB B A B B+ Γ + Γ∆ + ∆ = Ο −ΟΑ +Ο −ΟΓ + Ο∆ −ΟΓ + Ο∆ −ΟΑ =
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

2 B 2 2 2 2 ( B ) 2 ( ) 2 2= ⋅Ο − ⋅ΟΑ − ⋅ΟΓ + ⋅Ο∆ = ⋅ Ο + Ο∆ − ⋅ ΟΑ + ΟΓ = ⋅ΟΛ − ⋅ΟΚ ⇔
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

AB B A 2 (2 2 ) 4 ( ) 4+ Γ + Γ∆ + ∆ = ⋅ ⋅ΟΛ − ⋅ΟΚ = ⋅ ΟΛ −ΟΚ = ⋅ΚΛ
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

. 
 

Εφαρµογή 5 

 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να α̟οδείξετε ότι υ̟άρχει µοναδικό σηµείο Κ τέτοιο 

ώστε να ισχύει 2 B 3 0⋅ΚΑ −Κ − ⋅ΚΓ =
���� ���� ���� �

. 

Α̟όδειξη 

(Μελέτησε τη µέθοδο 5) 

Θεωρούµε σαν σηµείο αναφοράς το σηµείο Α και η σχέση µας γίνεται: 

2 B 3 0⋅ΚΑ −Κ − ⋅ΚΓ =
���� ���� ���� �

2 ( ) (AB ) 3 (A ) 0⇔ ⋅ ΑΑ − ΑΚ − − ΑΚ − ⋅ Γ − ΑΚ = ⇔
���� ���� ���� ���� ���� ���� �

 

2 AB 3 A 3 0− ⋅ ΑΚ − + ΑΚ − ⋅ Γ + ⋅ ΑΚ = ⇔
���� ���� ���� ���� ���� �

2 AB 3 A 0⋅ ΑΚ − − ⋅ Γ = ⇔
���� ���� ���� �

 

1 3
2 AB 3 A AB A

2 2
⋅ ΑΚ = + ⋅ Γ ⇔ ΑΚ = ⋅ + ⋅ Γ
���� ���� ���� ���� ���� ����

. Άρα το ̟έρας του διανύσµατος 

̟ου έχει για αρχή το σηµείο Α και είναι ίσο µε 
1 3

AB A
2 2
⋅ + ⋅ Γ
���� ����

 είναι το 

µοναδικό σηµείο Κ ̟ου ε̟αληθεύει την ισότητα 2 B 3 0⋅ΚΑ −Κ − ⋅ΚΓ =
���� ���� ���� �

. 

 

Εφαρµογή 6 

 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σηµεία , ,′ ′ ′Α Β Γ  των ̟λευρών , ,ΒΓ ΑΓ ΑΒ  

αντίστοιχα τέτοια ώστε ′ΒΑ = λ ⋅ΒΓ
����� ����

, ′ΓΒ = λ ⋅ΓΑ
���� ����

 και ′ΑΓ = λ ⋅ ΑΒ
����� ����

 µε 1,0λ ≠ . 

Να α̟οδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ′ ′ ′Α Β Γ  έχουν το ίδιο κέντρο βάρους. 

A 
B 

Γ 

∆ 

Λ 
Κ 
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Α̟όδειξη 

(Μελέτησε τις µεθόδους 5 και 9) 

Έστω τυχαίο σηµείο Ο, ο̟ότε έχουµε ότι  

3 OG OA OB O
→ → → →

⋅ = + + Γ  και 3 OG OA OB O
→ → → →

′ ′ ′ ′⋅ = + + Γ . 

Ε̟ίσης είναι  B ( B)′ ′ΒΑ = λ ⋅ΒΓ ⇔ ΟΑ −Ο = λ ⋅ ΟΓ −Ο
����� ��������� ���� ���� ����

  (1) 

( )′ ′ΓΒ = λ ⋅ΓΑ⇔ ΟΒ −ΟΓ = λ ⋅ ΟΑ −ΟΓ
���� ��������� ���� ���� ����

  (2) 

( )′ ′ΑΓ = λ ⋅ ΑΒ⇔ ΟΓ −ΟΑ = λ ⋅ ΟΒ −ΟΑ
����� ��������� ���� ���� ����

 (3) 

Προσθέτοντας τις (1), (2) και (3) κατά µέλη έχουµε  

( ) ( )B ( B )′ ′ ′ΟΑ + ΟΒ + ΟΓ − ΟΑ + Ο + ΟΓ = λ ⋅ ΟΓ −Ο + ΟΑ −ΟΓ + ΟΒ −ΟΑ ⇔
����� ����� ����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

( ) ( )B 0′ ′ ′ΟΑ + ΟΒ + ΟΓ − ΟΑ + Ο + ΟΓ = ⇔
����� ����� ����� ���� ���� ���� �

3 OG 3 OG 0
→

′⋅ − ⋅ =
����� �

⇔ OG OG
→

′ =
�����

, άρα 

τα σηµεία G  και G′  ταυτίζονται. 
 

Ασκήσεις 
Οµάδα Α 

 

1. Αν α
�

 είναι ένα διάνυσµα, τι µ̟ορείτε να ̟είτε για το µέτρο και την 

κατεύθυνση του διανύσµατος 0

1

| |
α = ⋅α

α

� �

�
; 

 

2. Να βρείτε το διάνυσµα x
�

 σε καθεµιά α̟ό τις ̟ερι̟τώσεις: 

(i) 
1 1

(x ) (x )
2 3

�

� � �

⋅ + α = ⋅ + β      (ii)  x 3 ( ) 4 ( ) 3x
� �

� � � �

+ ⋅ α + β = ⋅ α −β − . 

 

3.  Αν στο δι̟λανό σχήµα είναι ( ) 2( )ΒΜ = ΜΓ , να 

α̟οδείξετε ότι 
1

x ( 2 )
3

= β + γ
�

� �

. 

 

 

 

 

4.  Στο δι̟λανό σχήµα έχουµε: 

2∆Ε = ΕΒ , 
→

ΑΒ = α
�

, 2
→

∆Γ = α
�

 και 
→

∆Α = β
�

. 

i.   Να εκφράσετε συναρτήσει των α
�

 και β
�

 τα 

διανύσµατα 
→

∆Β , 
→

ΕΒ , 
→

ΓΒ , 
→

ΑΕ  και 
→

ΕΓ . 

ii. Α̟ό τις εκφράσεις των 
→

ΑΕ  και 
→

ΕΓ  ̟οιο 

συµ̟έρασµα ̟ροκύ̟τει για τα σηµεία Α , 

Ε και Γ ; 
  

5.  Στο ̟αρακάτω σχήµα να α̟οδείξετε ότι τα σηµεία ,Α Γ  και Ε  είναι 

συνευθειακά. 

 
�

β  

 
�

γ  

 
�

x  
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�

β  
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�
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�
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6.  Αν 3 2 A 3
→ → → → →

ΑΚ+ ΒΚ− Β = ΒΛ+ ΑΜ , να α̟οδείξετε ότι τα σηµεία ,Κ Λ  και 

Μ  είναι συνευθειακά. 

 

7.  Αν ,Α∆ ΒΕ  και ΓΖ  είναι διάµεσοι τριγώνου ΑΒΓ , να α̟οδείξετε ότι 

0
→ → →

Α∆+ ΒΕ+ ΓΖ =
�

. 
 

8.  Αν , ,Κ Λ Μ  είναι τα µέσα των ̟λευρών ΒΓ , ΓΑ , ΑΒ , αντιστοίχως, 

τριγώνου ΑΒΓ , να α̟οδείξετε ότι για ο̟οιοδή̟οτε σηµείο Ο ισχύει: 
→ → → → → →

ΟΑ+ΟΒ+ ΟΓ = ΟΚ+ΟΛ+ΟΜ . 
 

9.  ∆ίνεται το µη µηδενικό διάνυσµα 
→

ΑΒ  και σηµείο Γ  τέτοιο ώστε να ισχύει 
→ →

ΑΓ = λΑΒ  και 
→ →

ΒΓ = µΑΒ . Να α̟οδείξετε ότι 1λ − µ = . 
 

10. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ . Αν A AB A
→ → →

∆ = κ + λ Γ  και 
→ → →

ΑΕ = λΑΒ+ κΑΓ . να 

α̟οδείξετε ότι //
→ →

∆Ε ΒΓ . 
 

11. Έστω α
�

 και β
�

 δύο µη συγγραµµικά διανύσµατα.  

i. Αν x y 0α + β =
� �

�

, να δείξετε ότι x y 0= = . 

ii.   Αν 1 1 2 2x y x yα + β = α + β
� �

� �

, να δείξετε ότι 1 2x x=  και 1 2y y= . 

iii.  Να βρείτε για ̟οιες τιµές του x R∈  τα διανύσµατα u (x 1)= − α + β
�

� �

 και   

v (2 3x) 2= + α − β
�

��

 είναι συγγραµµικά. 
 

12. Θεωρούµε ένα ̟αραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆  και τα σηµεία  Ε και Ζ , ώστε   

AE A
→ →

= κ ∆  και AZ AB
→ →

= λ  µε 0κλ ≠ . Αν 
1 1

1+ =
κ λ

, να α̟οδείξετε ότι τα  

σηµεία ,Ε Γ  και Ζ  είναι συνευθειακά. 

13. Να α̟οδείξετε ότι αν ισχύουν δύο α̟ό τις σχέσεις xKA y KB z K 0
→ → →

+ + Γ =
�

, 

x A y B z 0
→ → →

Λ + Λ + ΛΓ =
�

, x y z 0+ + = , τότε θα ισχύει και η τρίτη (το σηµείο K  

είναι διαφορετικό α̟ό το Λ ). 

 

3
�

β3
�

a
�

β

�

a

 Ε

 ∆

 Γ

 Β

 Α
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14. Αν ,α β
�

�

 και r
�

 είναι οι διανυσµατικές ακτίνες των σηµείων ,Α Β  και Μ  

αντιστοίχως και 
ΜΑ κ

=
ΜΒ λ

, να α̟οδείξετε ότι αν το Μ  είναι εσωτερικό του 

ΑΒ , τότε r
λα + κβ

=
λ + κ

�

�

�

, ενώ αν το Μ  είναι εξωτερικό του ΑΒ , τότε 

r
λα − κβ

=
λ − κ

�

�

�

. 

           

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

15. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ  και ένα σηµείο Σ . Βρίσκουµε τα συµµετρικά ,∆ Ε  

και Ζ  του Σ  ως ̟ρος τα µέσα ,Κ Λ  και Μ  των ̟λευρών ΒΓ , ΑΓ  και ΑΒ  

αντιστοίχως. Αν G και G′  τα βαρύκεντρα των τριγώνων ΑΒΓ  και ∆ΕΖ , να 

α̟οδείξετε ότι τα σηµεία , GΣ  και G′  είναι συνευθειακά. 
 

16. ∆ίνεται τετρά̟λευρο ΑΒΓ∆  και έστω Μ  και Ν  τα µέσα των διαγωνίων 

του ΑΓ  και Β∆  αντιστοίχως. Να α̟οδείξετε ότι αν 4MN A B
→ → →

= ∆− Γ , τότε 
το τετρά̟λευρο αυτό είναι ̟αραλληλόγραµµο. 

 

17. ∆ίνονται τα σηµεία ,Α Β  και Γ . Να α̟οδείξετε ότι για ο̟οιοδή̟οτε 

σηµείο Μ  το διάνυσµα 3MA 5MB 2M
→ → →

− + Γ  είναι σταθερό. 
 

  

18. Τα σηµεία , ,Α Β Γ  και ∆  ενός ε̟ι̟έδου 

έχουν διανύσµατα θέσεως , , 5α β α
�

� �

 και 

3β
�

 αντιστοίχως, ό̟ου τα διανύσµατα 

καια β
�

�

 είναι µη συγγραµµικά. Να 

βρείτε το διάνυσµα θέσεως r
�

 του σηµείου 

τοµής των ευθειών ΑΒ  και Γ∆ . 
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Οµάδα Β 

 

1. Αν Α∆ ,ΒΕ,ΓΖ  οι διάµεσοι ενός τριγώνου ΑΒΓ , δείξτε ότι: 

 i. A∆ ΒΕ ΓΖ 0+ + =

���� ���� ���� �

. 

 ii. Αν Σ  τυχαίο σηµείο του ε̟ι̟έδου τότε ΣΑ ΣΒ ΣΓ Σ∆ ΣΕ ΣΖ+ + = + +

���� ���� ���� ���� ���� ����

. 

2. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ . Αν Μ  µέσο της ΒΓ  και Θ  το κέντρο βάρους του 

ΑΒΓ , δηλαδή ισχύει ΑΘ 2 ΘΜ= ⋅

����� �����

, να α̟οδείξετε ότι ΒΑ ΒΓ 3 ΒΘ+ = ⋅

���� ��� ����

. 

3.  Έστω τρίγωνο ΑΒΓ . Αν για τα σηµεία ∆ ,Ε  του ε̟ι̟έδου του ισχύει ότι 

AΒ AΓ A∆ AΕ+ = +

���� ���� ���� ����

, να α̟οδείξετε ότι τα ευθύγραµµα τµήµατα ΒΓ  και 
∆Ε  έχουν κοινό µέσο. 

4. Έστω κυρτό τετρά̟λευρο ΑΒΓ∆  και Μ,Ν  τα µέσα των ̟λευρών του 

ΑΒ,Γ∆  αντίστοιχα. Α̟οδείξτε ότι A∆ ΒΓ 2 ΜΝ+ = ⋅

���� ��� �����

. 

5. Έστω κυρτό τετρά̟λευρο ΑΒΓ∆  και Μ  το µέσο της διαγωνίου του ΑΓ . 

Α̟οδείξτε ότι: 

 i. ΜB Μ∆ Γ∆ ΒΑ+ = −

����� ����� ���� ����

,  ii. ΜB Μ∆ ΓΒ Γ∆− = −

����� ����� ��� ����

. 

6. Έστω κύκλος µε κέντρο το σηµείο Ο. Αν ΑΒ  και Γ∆  δυο κάθετες χορδές 
του κύκλου οι ο̟οίες τέµνονται στο σηµείο Σ , να α̟οδείξετε ότι:  

 i. ΟΑ ΟΒ ΟΓ Ο∆ 2 ΟΣ+ + + = ⋅

����� ���� ���� ���� ����

, ii.   ΟΑ ΟΒ ΟΓ Ο∆ ΒΓ ∆Α− + − = +

����� ���� ���� ���� ��� ����

. 

7. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ  και τα σηµεία ∆ ,Ε,Ζ  του ε̟ι̟έδου του για τα ο̟οία 

ισχύουν οι σχέσεις: A∆ ΓB=

���� ���

, ΒΕ ΒΑ ΒΓ= +

���� ���� ���

 και ΑΖ ΒΑ ΒΓ= −

���� ���� ���

. 

 i. Να ̟ροσδιορισθούν τα σηµεία ∆ ,Ε,Ζ  και να κάνετε το σχήµα. 

 ii. Να α̟οδείξετε ότι το τετρά̟λευρο ∆ΖΕΓ  είναι ̟αραλληλόγραµµο. 

8. (Βασική άσκηση) Έστω τα µη συγγραµµικά διανύσµατα α
��

 και β
�

 του 

ε̟ι̟έδου. Α̟οδείξτε ότι το τυχαίο διάνυσµα x
�

 του ε̟ι̟έδου γράφεται 

κατά µοναδικό τρό̟ο σαν γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων α
��

 

και β
�

, δηλαδή α̟οδείξτε ότι υ̟άρχουν µοναδικοί ̟ραγµατικοί αριθµοί λ  

και µ  για τους ο̟οίους ισχύει x λ α µ β= ⋅ + ⋅

�� ��

. 

9. Έστω ̟αραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆  και τα σηµεία Ε,Ζ  τα ο̟οία 

̟ροσδιορίζονται α̟ό τις σχέσεις 
1

AΕ ΖΓ AΓ
4

= = ⋅

���� ���� ����

. 

 i. Ερµηνεύστε γιατί τα σηµεία Ε,Ζ  είναι σηµεία εσωτερικά της 

διαγωνίου ΑΓ . 

 ii. Να εκφράσετε τα διανύσµατα ∆Ε
����

 και ∆Ζ
����

 σαν γραµµικό συνδυασµό 

των διανυσµάτων AB
����

 και ΒΓ
���

. 

iii. Εξηγείστε γιατί τα διανύσµατα ∆Ε
����

 και ∆Ζ
����

 εκφράζονται κατά   

µοναδικό τρό̟ο σαν γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων AB
����

 

και ΒΓ
���

. 

iv. Α̟οδείξτε ότι ∆Ε ∆Ζ ∆Β+ =

���� ���� ����

. 

  v. Α̟οδείξτε ότι το τετρά̟λευρο ΕΒΖ∆  είναι ̟αραλληλόγραµµο. 

10. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ  και τα σηµεία ∆ ,Ε  της ̟λευράς του ΒΓ  για τα ο̟οία 

ισχύουν οι σχέσεις: Β∆ ∆Ε ΕΓ= =

���� ���� ���

. Α̟οδείξτε ότι: 
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 i. 
2 1

A∆ AB AΓ
3 3

= ⋅ + ⋅

���� ���� ����

, ii. 
1 2

AΕ AB AΓ
3 3

= ⋅ + ⋅

���� ���� ����

,  

 iii. AB AΓ A∆ AΕ+ = +

���� ���� ���� ����

. 

11. Έστω Α,Β,Γ,∆ σταθερά σηµεία του ε̟ι̟έδου, ανά δύο διαφορετικά για τα 

ο̟οία ισχύει η σχέση 2 5 B 3 4
����� ����� ����� �����

⋅ΜΑ + ⋅Μ = ⋅ΜΓ + ⋅Μ∆ , ό̟ου Μ µεταβλητό 

σηµείο του ε̟ι̟έδου.  

 i. Βρείτε σηµείο Ε  της ΑΒ  ώστε να ισχύει 2 ΜΑ 5 ΜB 7 ΜΕ⋅ + ⋅ = ⋅

����� ����� �����

. 

 ii. Βρείτε σηµείο Θ  της Γ∆  ώστε να ισχύει 3 ΜΓ 4 Μ∆ 7 ΜΘ⋅ + ⋅ = ⋅

���� ����� �����

. 

 iii. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τό̟ος των σηµείων Μ. 

12. Έστω Α,Β σταθερά σηµεία του ε̟ι̟έδου, ανά δύο διαφορετικά για τα 

ο̟οία ισχύει η σχέση 5 3 B 16
����� �����

⋅ΜΑ + ⋅Μ = , ό̟ου Μ µεταβλητό σηµείο του 

ε̟ι̟έδου.  

 i. Βρείτε σηµείο Κ  της ΑΒ  ώστε να ισχύει 5 ΜΑ 3 ΜB 8 ΜΚ⋅ + ⋅ = ⋅

����� ����� �����

. 

 ii. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τό̟ος των σηµείων Μ. 

13. Έστω Α,Β σταθερά σηµεία του ε̟ι̟έδου, ανά δύο διαφορετικά για τα 

ο̟οία ισχύει η σχέση 2 4 B 6
����� ����� ��

⋅ΜΑ + ⋅Μ = ⋅α , ό̟ου Μ µεταβλητό σηµείο του 

ε̟ι̟έδου και α
��

 γνωστό διάνυσµα . 

 i. Βρείτε σηµείο Κ  της ΑΒ  ώστε να ισχύει 2 ΜΑ 4 ΜB 6 ΜΚ⋅ + ⋅ = ⋅

����� ����� �����

. 

 ii. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τό̟ος των σηµείων Μ. 

14. Έστω Α,Β,Γ ,Μ  σταθερά σηµεία του ε̟ι̟έδου, ανά δύο διαφορετικά για 

τα ο̟οία ισχύει η σχέση 4 ΜΑ 9 ΜB 13 ΜΓ⋅ + ⋅ = ⋅

����� ����� ����

. Να α̟οδείξετε ότι τα 

σηµεία Α,Β,Γ  είναι συνευθειακά.   

15. Έστω Α,Β,Κ,Λ,Μ  σταθερά σηµεία του ε̟ι̟έδου, ανά δύο διαφορετικά 

για τα ο̟οία ισχύει η σχέση 2 ΑΛ 3 ΒΛ 2 ΜB ΑΚ AΜ ΒΚ⋅ + ⋅ + ⋅ = + +

����� ���� ����� ���� ����� ����

. Να 

α̟οδείξετε ότι τα σηµεία Κ,Λ,Μ  είναι συνευθειακά.   

16. Έστω τα µη µηδενικά και µη συγγραµµικά διανύσµατα α
��

 και β
�

 καθώς 

και τα σηµεία Α,Β,Γ  µε αντίστοιχες διανυσµατικές ακτίνες ΟΑ α 3β= +

������ ��

, 

ΟΒ 2α β= −

����� ��

 και ΟΓ 3α 5β= −

����� ��

. Να α̟οδείξετε ότι τα σηµεία Α,Β,Γ  είναι 

συνευθειακά.   

17. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ  και τα σηµεία ∆ ,Ε  για τα ο̟οία ισχύουν οι σχέσεις: 

Α∆ κ ΒΓ= ⋅

���� ���

 και ΒΕ λ ΑΓ= ⋅

���� ����

 µε κ ,λ ∈— και κ λ 1⋅ = . Α̟οδείξτε ότι: 

 i. κ 0≠  και κ 0≠ ,  ii. Τα σηµεία ∆ ,Γ ,Ε  είναι συνευθειακά.   

18. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ  και τα σηµεία ∆ ,Ε,Ζ  για τα ο̟οία ισχύουν οι σχέσεις: 

1
Β∆ ΒΓ

3
= ⋅

���� ���

, ΑΕ Ε∆=

���� ����

 και 
1

ΑΖ ΑΓ
4

= ⋅

���� ����

. Α̟οδείξτε ότι: 

 i. 2 ΒΖ 3 ΕB 0⋅ + ⋅ =

���� ���� �

, ii. Τα σηµεία Β,Ε,Ζ  είναι συνευθειακά. 

19. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ  και ΑΜ  η διάµεσός του. Αν για τα σηµεία ∆ ,Ε,Ζ   

ισχύουν οι σχέσεις: 
2

Α∆ ΑΒ
3

= ⋅

���� ����

, 
4

ΑΕ ΑΜ
7

= ⋅

���� �����

 και 
1

ΑΖ ΑΓ
2

= ⋅

���� ����

, α̟οδείξτε 

ότι τα σηµεία ∆ ,Ε,Ζ  είναι συνευθειακά. 
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20. Έστω ̟αραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆  και τα σηµεία Ε,Ζ  τα ο̟οία 

̟ροσδιορίζονται α̟ό τις σχέσεις 
1

AΕ AΒ
7

= ⋅

���� ����

 και 
1

AΖ AΓ
8

= ⋅

���� ����

. 

 i. Να εκφράσετε τα διανύσµατα ∆Ε
����

 και ∆Ζ
����

 σαν γραµµικό συνδυασµό 

των διανυσµάτων AB
����

 και A∆
����

. 

 ii. Α̟οδείξτε ότι τα σηµεία ∆ ,Ε,Ζ  είναι συνευθειακά. 

21. Έστω τα µη µηδενικά διανύσµατα α
��

, β
�

 και γ
��

 καθώς και τα σηµεία Α,Β,Γ  

µε αντίστοιχες διανυσµατικές ακτίνες ΟΑ α β γ= + +

������ �� ��

, ΟΒ 5α 3β 4γ= + +

����� �� ��

 

και ΟΓ 13α 7β 10γ= + +

����� �� ��

. Να α̟οδείξετε ότι τα σηµεία Α,Β,Γ  είναι 

συνευθειακά.   

22. Έστω τα µη µηδενικά και µη συγγραµµικά διανύσµατα α
��

 και β
�

. 

 i. Αν ισχύει κ α λ β 0⋅ + ⋅ =

��� �

, µε κ ,λ ∈—, α̟οδείξτε ότι κ λ 0= = . 

 ii. Α̟οδείξτε ότι τα διανύσµατα u 2 α β= ⋅ −

��� ��

 και w α 3 β= − ⋅

���� ��

 είναι 

ε̟ίσης µη συγγραµµικά. 

23. Έστω τα µη µηδενικά διανύσµατα α
��

 και β
�

, για τα ο̟οία ισχύει ότι α x=
��

, 

β 3x 4= −

�

 και 2α β x+ =

���

, µε x∈—. 

 i. Βρείτε  το x∈—. 

 ii. ∆είξτε ότι τα διανύσµατα α
��

 και β
�

 είναι οµόρρο̟α. 

24. Έστω τα µη µηδενικά διανύσµατα α
��

 και β
�

, για τα ο̟οία ισχύουν ότι 

β (ν 1) α= +

� ��

 και α β ν α+ =

��� ��

  ν ∈Õ*. ∆είξτε ότι τα διανύσµατα α
��

 και β
�

 

είναι αντίρρο̟α. 

25. Έστω τα διανύσµατα α,β,γ
��� ��

 για τα ο̟οία ισχύει ότι 

α β 2 β γ 4 γ α− = − = −

� ��� �� �� ��

. ∆είξτε ότι α β γ= =

��� ��

. 

26. Έστω τα διανύσµατα α,β,γ
��� ��

 για τα ο̟οία ισχύουν ότι α β γ 0+ + =

��� �� �

,  

β λ α=

� ��

 και γ (λ 1) α= +

�� ��

 µε λ 0> . ∆είξτε ότι: 

 i. Τα διανύσµατα α
��

 και β
�

 είναι οµόρρο̟α. 

 ii. Τα διανύσµατα β
�

 και γ
��

 είναι αντίρρο̟α. 

27. Έστω τα διανύσµατα α,β,γ
��� ��

 για τα ο̟οία ισχύουν ότι α β γ 0+ + =

��� �� �

 και 

βα γ

3 4 7
= =

��� ��

. ∆είξτε ότι: 

 i. Τα διανύσµατα α
��

 και β
�

 είναι οµόρρο̟α. 

 ii. Τα διανύσµατα β
�

 και γ
��

 είναι αντίρρο̟α. 

28. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ  και το τυχαίο σηµείο Μ  του ε̟ι̟έδου του. Α̟οδείξτε 

ότι το διάνυσµα δ 2 ΜΑ 3 ΜΓ 5 ΒΜ= ⋅ + ⋅ + ⋅

� ����� ���� �����

 είναι σταθερό. 

29. Έστω ̟αραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ . Βρείτε σηµείο Ρ  του ε̟ι̟έδου του αν 

ισχύει ότι ΡΑ ΡΒ ΡΓ Ρ∆+ + =

���� ���� ��� ����

. 
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Μάθηµα 4ον 

 

• Συντεταγµένες στο Ε̟ί̟εδο 
 

Α. Τι καλούµε  «Άξονα»; 
 
Κάθε ̟ροσανατολισµένη ευθεία 

x x′  στην ο̟οία έχουµε 
καθορίσει: 
1. Ένα σηµείο Ο σαν αρχή. 

2. Ένα διάνυσµα 
����

ΟΙ i=  σαν µοναδιαίο, δηλαδή ΟΙ i 1= =
��� �

 

την καλούµε άξονα µε αρχή το Ο  και µοναδιαίο διάνυσµα το OI i
→

=
�

, τον 

ο̟οίο συµβολίζουµε µε x x′ .  
 

���� Η ηµιευθεία Ox  λέγεται θετικός ηµιάξονας Ox  
 

���� Η ηµιευθεία Ox′  λέγεται αρνητικός ηµιάξονας Ox′ . 
 
 

Β. Τι καλούµε «τετµηµένη σηµείου σε άξονα»; 
 
Έστω ο άξονας ′x x  και το τυχαίο σηµείο 

του Μ. Ε̟ειδή 
������

OM // i , θα υ̟άρχει 

(συνθήκη συγγραµµικότητας) ακριβώς 

ένας ̟ραγµατικός αριθµός x  τέτοιος 

ώστε 
����� �

OM x i= ⋅ . Τον αριθµό x  τον ονοµάζουµε τετµηµένη του Μ.  

Αντίστροφα, α̟ό την ισότητα 
����� �

OM x i= ⋅  ̟ροκύ̟τει ότι σε κάθε ̟ραγµατικό 

αριθµό x  αντιστοιχεί µοναδικό σηµείο Μ του άξονα x x′  µε τετµηµένη x . Το 

σηµείο αυτό συµβολίζεται µε Μ(x) . 

 

Γ. Τι καλούµε «Καρτεσιανό Ε̟ί̟εδο» 

 

Σε ένα ε̟ί̟εδο σχεδιάζουµε δύο κάθετους 

άξονες x x′  και y y′  µε κοινή αρχή Ο και 

µοναδιαία διανύσµατα αντίστοιχα τα i
�

 και j
�

, 

ο̟ότε έχουµε ένα ορθοκανονικό σύστηµα 

συντεταγµένων στο ε̟ί̟εδο ή ένα σύστηµα 

συντεταγµένων στο ε̟ί̟εδο ή ένα 

καρτεσιανό ε̟ί̟εδο και το συµβολίζουµε µε 

Oxy .  

 

 

 x  x́  Ο   Ι  Μ(x) 

 

 x  x  ́  Ο   Ι 

 i
→

 

 j
→

 

 

 Ο  

 x΄ 

 y΄ 

 y 

 x 
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���� Το σύστηµα Oxy  λέγεται ορθοκανονικό, γιατί: 

 

1.  Είναι ορθογώνιο γιατί οι άξονες x x′  και y y′  είναι κάθετοι. 

2. Είναι κανονικό γιατί τα µοναδιαία διανύσµατα i
�

 και j
�

 είναι ισοµήκη, 

δηλαδή ισχύει ότι i j=
� �

. 

 

∆. Τι καλούµε «συντεταγµένες  σηµείου στο ε̟ί̟εδο»; 
 

Έστω Μ τυχαίο σηµείο του καρτεσιανού 
ε̟ι̟έδου Oxy . Α̟ό το Μ φέρνουµε 

1MM //y y′  και 2MM //x x′ .  

 
���� Έστω x  η τετµηµένη του 1M  ως ̟ρος 

τον άξονα x x′ , δηλαδή  υ̟άρχει x∈— για το 

ο̟οίο ισχύει 1OM x i= ⋅
������ �

, τότε ο x∈— καλείται 

τετµηµένη του Μ. 
 

���� Έστω y  η τετµηµένη του 2M  ως ̟ρος τον άξονα y y′ , δηλαδή  υ̟άρχει 

y∈— για το ο̟οίο ισχύει 2OM y j= ⋅
������� �

, τότε ο y∈— καλείται τεταγµένη του Μ.  

 
���� Η τετµηµένη και η τεταγµένη του σηµείου Μ λέγονται συντεταγµένες 

του Μ. Έτσι σε κάθε σηµείο Μ του ε̟ι̟έδου αντιστοιχεί ένα ζεύγος 
συντεταγµένων, δηλαδή ένα ζεύγος (x,y)  ̟ραγµατικών αριθµών. 

 

���� Ένα σηµείο Μ µε τετµηµένη x  και τεταγµένη y  συµβολίζεται και µε 

M(x,y)  ή α̟λά µε (x,y) . 

 

Αντίστροφα τώρα, σε κάθε ζεύγος (x,y)  ̟ραγµατικών αριθµών αντιστοιχεί 

µοναδικό σηµείο Μ του ε̟ι̟έδου, το ο̟οίο βρίσκεται ως εξής: Πάνω στον 

άξονα x x′  ̟αίρνουµε το σηµείο 1M (x)  και στον y y′  το σηµείο 2M (y) . Α̟ό 

τα 1M  και 2M  φέρνουµε ̟αράλληλες στους άξονες y y′  και x x′  αντιστοίχως, 

̟ου τέµνονται στο Μ. Το σηµείο Μ είναι το ζητούµενο. 

 

���� Υ̟άρχει λοι̟όν µια «1-1» αντιστοιχία µεταξύ των σηµείων του 
ε̟ι̟έδου και του ζεύγους των συντεταγµένων, ̟ου αυτό σηµαίνει ότι κάθε 
σηµείο του ε̟ι̟έδου ̟ροσδιορίζεται κατά µοναδικό τρό̟ο α̟ό τις 
συντεταγµένες του! 

 

 

 i
→

 

 j
→

 

 

 Ο 

 x΄ 

 y΄ 

 y 

 x 

 Μ1 

 Μ2 
 Μ(x,y) 
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Ε. Τι καλούµε «συντεταγµένες  ∆ιανύσµατος»; 
 
Έστω Oxy  ένα σύστηµα συντεταγµένων στο 

ε̟ί̟εδο και α
�

 ένα διάνυσµα. Με αρχή το Ο 

̟αίρνουµε το διάνυσµα 
�

OA α
→

= . Αν 1A  και 2A  

είναι οι ̟ροβολές του Α στους άξονες x x′  και 

y y′  αντιστοίχως, έχουµε:  ΟΑ = ΟΑ +ΟΑ
���� ������ ������

1 2  (1). 

Αν x,y  είναι οι συντεταγµένες του A , τότε 

ισχύει 1OA xi=
������ �

 και 2OA yj=
������ �

. Ε̟οµένως η  (1) 

γράφεται α xi yj= +
� �

�

, ο̟ότε το α
�

 είναι 

γραµµικός συνδυασµός των i
�

 και j
�

. Οι αριθµοί x  και y  είναι µοναδικοί. 

 

���� Πρόσεξε τώρα ότι ! 

«Κάθε διάνυσµα α
����

 του ε̟ι̟έδου γράφεται κατά µοναδικό τρό̟ο σαν 

γραµµικός συνδυασµός των i
����

 και j
����

, δηλαδή η έκφραση α xi yj= +

� �� �� �� �

����

 είναι 

µοναδική». 

Α̟όδειξη 

 Έστω ότι η έκφραση α xi yj= +
� �

�

 δεν είναι µοναδική, ο̟ότε υ̟άρχουν 

x , y′ ′ ∈— τέτοιοι ώστε να ισχύει και x i y j′ ′α = +
� �

�

. Ο̟ότε θα έχουµε   
� � � �

xi yj x i y j′ ′+ = +  ⇔  
� �

(x x )i (y y) j′ ′− = − . 

Αν x x′≠ , δηλαδή ότι x x 0′− ≠ , τότε θα ισχύει 
y y

i j
x x

′−
=

′−

� �

, ο̟ότε i // j
� �

, ̟ου 

είναι άτο̟ο, αφού τα i
�

 και j
�

 δεν είναι συγγραµµικά. Ε̟οµένως x x 0′− = , 

άρα x x′= , ̟ου συνε̟άγεται ότι y y 0′− = , άρα και y y′= , ο̟ότε κάθε 

διάνυσµα α
�

 του ε̟ι̟έδου γράφεται κατά µοναδικό τρό̟ο στη µορφή 

α xi yj= +
� �

�

. 

���� Τα διανύσµατα xi
�

 και yj
�

 λέγονται συνιστώσες του διανύσµατος α
�

 

κατά τη διεύθυνση των i
�

 και j
�

 αντίστοιχα και ειδικότερα το xi
�

 καλείται 

τετµηµένη ̟ροβολή του α
��

 και το yi
�

 καλείται τεταγµένη ̟ροβολή του α
��

.   

���� Οι αριθµοί x,y  λέγονται συντεταγµένες του α
�

 στο σύστηµα Oxy  και 

ειδικότερα ο x  λέγεται τετµηµένη του α
�

 και ο y  λέγεται τεταγµένη του α
�

.  

 

ΣΤ. Η ισότητα µεταξύ δυο διανυσµάτων 

Έστω δυο διανύσµατα 1 1α (x , y )
��

=  και 2 2β (x , y )
�

= .   

 a
→

 

 a
→

 

 i
→

 

 j
→

 

 

 Ο  A1 

 y 

 x 

 A  Α2 
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Αν α β
���

=  ⇔  1 1 2 2x i y j x i y j
� � � �

+ = +  ⇔  1 2 2 1x i x i y j y j
� �� �

− = − ⇔  

⇔ 1 2 2 1(x x )i (y y ) j
��

− = −  και ε̟ειδή τα διανύσµατα i
�

 και j
�

 είναι µη 

συγγραµµικά, έχουµε 1 2x x 0− =  και 2 1y y 0− = , ο̟ότε 1 2x x=  και 1 2y y= . 

���� Ο̟ότε:  

«∆ύο διανύσµατα είναι ίσα αν και µόνο αν οι αντίστοιχες συντεταγµένες 

τους είναι ίσες», δηλαδή:  

1 1α (x , y )
��

=  και 2 2β (x , y )
�

=  µε  α β
���

= ⇔  1 1 2 2(x , y ) (x , y )= ⇔

1 2

1 2

x x

και

y y

 =
 =

. 

 

Ζ. Συντεταγµένες  Γραµµικού  Συνδυασµού  ∆ιανυσµάτων 
 

Έστω τα διανύσµατα 1 1α (x , y )
��

=  και 2 2β (x , y )
�

= . Έχουµε: 

• 1 1 2 2 1 2 1 2α β (x i y j ) (x i y j) (x x )i (y y ) j
� � � � � � ���

+ = + + + = + + + , ο̟ότε  

1 2 1 2α β (x x , y y )
���

+ = + + . 

• 1 1 2 2 1 2 1 2α β α ( β) (x i y j ) ( x i y j) (x x )i (y y ) j
� � � � � � � ��� ��

− = + − = + + − − = − + − , 

ο̟ότε 1 2 1 2α β (x x , y y )
���

− = − −  

• 1 1 1 1λα λ(x i y j) (λx )i (λy ) j
� � � ���

= + = + , ο̟ότε 1 1λα (λx , λy )
��

= . 

• 1 1 2 2 1 2 1 2λα µβ (λx ,λy ) (µx ,µy ) (λx µx ,λy µy )
���

+ = + = + + . 

���� Για ̟αράδειγµα, αν α (1, 2)
��

= −  και β (1, 3)
�

= , τότε: 

α β (1, 2) (1,3) (2,1)
���

+ = − + = , 

α β (1, 2) (1, 3) (1, 2) ( 1, 3) (0, 5)
���

− = − − = − + − − = −  

3α 3(1, 2) (3, 6)
��

= − = −  

2α 3β 2(1, 2) 3(1,3) (2, 4) (3,9) (2 3, 4 9) ( 1, 13)
���

− = − − = − − = − − − = − −  

 
���� Μελέτησε ̟ροσεκτικά τις ε̟όµενες εφαρµογές !!! 
 

Εφαρµογή 1 

Να ̟ροσδιορισθούν οι κ , λ ∈— ώστε το διάνυσµα 2α (κ 9,3λ 6)
��

= − −  να είναι 

το µηδενικό. 
Α̟όδειξη 

Θέλουµε να ισχύει 2α 0 (κ 9,3λ 6) (0,0)
�� �

= ⇔ − − =

2κ 9 0

και

3λ 6 0

 − =⇔ ⇔
 − =
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 Ο 

 y 

 x 

 A(x1,y1) 

 B(x2,y2) 

 Μ(x,y) 

2 2κ 3 0

και

3(λ 2) 0

 − = ⇔
 − =

,

(κ 3) (κ 3) 0 κ 3 η  κ 3

και και

λ 2 0 λ 2

 − ⋅ + = = =−   ⇔ 
  − = =  

 

 
Εφαρµογή 2 

Αν v (3,6)
��

=  και w ( 2,5)
���

= − , να υ̟ολογισθούν οι συντεταγµένες του 

2v 3w
�� ���

−  
Α̟όδειξη 

2v 3w 2(3,6) 3( 2,5) (6,12) ( 6,15) (6,12) (6, 15) (12, 3)
�� ���

− = − − = − − = + − = −  

 

Η. Συντεταγµένες  Μέσου  Τµήµατος 
 
Έστω 1 1Α(x , y )  και 2 2Β(x , y )  δύο σηµεία του καρτεσιανού ε̟ι̟έδου και 

Μ(x, y)   το µέσο Μ του ΑΒ. 

Γνωρίζουµε ότι : 

1
OM (OA OB)

2

→ → →

= +  (1), OM (x, y)
→

=  (2), 

1 1OA (x , y )
→

=  (3), 2 2OB (x , y )
→

=  (4).  

H (1) λόγω των (2), (3) και (4) γίνεται: 

1 1 2 2

1
(x, y) [(x , y ) (x , y )]

2
= + 1 21 2 y yx x

,
2 2

 ++ =   
 

���� Ε̟οµένως οι συντεταγµένες του µέσου Μ(x, y)  του ευθυγράµµου 

τµήµατος ΑΒ, ό̟ου 1 1Α(x , y )  και 2 2Β(x , y )  είναι: 1 2x x
x

2

+
=  και 1 2y y

y
2

+
= . 

 

Θ. Συντεταγµένες  ∆ιανύσµατος  µε  Γνωστά  Άκρα 
 

Έστω το διάνυσµα AB
→

 ̟ου έχει  
συντεταγµένες (x, y)  και άκρα τα σηµεία 

1 1(x , y )Α  και 2 2(x , y )Β . Ε̟ειδή, AB OB OA
→ → →

= − , 

AB (x, y)
→

= , 2 2OB (x , y )
→

= , και 1 1OA (x , y )
→

= , 

έχουµε: 2 2 1 1(x, y) (x , y ) (x , y )= − ⇔  

2 1 2 1(x, y) (x x , y y )= − − , ε̟οµένως, οι 

συντεταγµένες (x, y)  του διανύσµατος µε άκρα 

τα σηµεία 1 1A(x , y )  και 2 2(x , y )Β  δίνονται α̟ό τις σχέσεις 2 1x x x= −     και    

2 1y y y= − , δηλαδή 

τετµηµένη του AB
→

= τετµηµένη του Β — τετµηµένη του Α 

 

 Ο 

 y 

 x 

 A(x1,y1) 

 B(x2,y2) 
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τεταγµένη του AB
→

= τεταγµένη του Β — τεταγµένη του Α. 

���� Για ̟αράδειγµα, το διάνυσµα AB
→

 µε αρχή το ( 1, 3)Α −  και ̟έρας το 

(2,6)Β  έχει συντεταγµένες x 2 ( 1) 1 2 3= − − = + =  και y 6 3 3= − = , δηλαδή 

είναι ίσο µε το (3, 3)α =
��

. 

 

Ι. Συντεταγµένες  του σηµείου Μ ̟ου χωρίζει το τµήµα ΑΒ σε 

α̟λό λόγο λ, ( = ⋅= ⋅= ⋅= ⋅A BΜ λ ΜΜ λ ΜΜ λ ΜΜ λ Μ
����� ���������� ���������� ���������� �����

) µε ≠ −≠ −≠ −≠ −1,0λλλλ . 

 
Έστω Α ΑΑ(x , y )  και Β ΒΒ(x , y )  δύο σηµεία του 

καρτεσιανού ε̟ι̟έδου και Μ ΜΜ(x , y )   το 

σηµείο του ΑΒ για το ο̟οίο ισχύει ότι 

BΑΜ = λ ⋅Μ
����� �����

,  µε 1,0λ ≠ − . 

Έχουµε: (x x , y y )Μ Α Μ ΑΑΜ = − −
�����

 και 

(x x , y y )Β Μ Β ΜΜΒ = − −
�����

, ο̟ότε η σχέση 

BΑΜ = λ ⋅Μ
����� �����

 γίνεται: 
(x x , y y ) (x x , y y )Μ Α Μ Α Β Μ Β Μ− − = λ − − ⇔

(x x , y y ) ( x x , y y )Μ Α Μ Α Β Μ Β Μ− − = λ −λ λ −λ ⇔
x x x x

y y y y
Μ Α Β Μ

Μ Α Β Μ

− = λ −λ
⇔

− = λ −λ
 

x x x x (1 )x x x

y y y y (1 )y y y
Μ Μ Α Β Μ Α Β

Μ Μ Α Β Μ Α Β

+ λ = + λ + λ = + λ
⇔ ⇔ 

+ λ = + λ + λ = + λ 

x x
x

1
y y

y
1

Α Β
Μ

Α Β
Μ

+ λ
= + λ


+ λ =

 + λ

. 

 

���� Μελέτησε ̟ροσεκτικά τις ε̟όµενες εφαρµογές !!! 
 

Εφαρµογή 1 

Έστω τα σηµεία ( 1, 2)Α −  και (4,10)Β . Να βρείτε τις συντεταγµένες των 

σηµείων Μ, Ν και Σ, ό̟ου Μ µέσο του ΑΒ, Ν σηµείο τέτοιο ώστε A 4ABΝ =
���� ����

 

και Σ σηµείο τέτοιο ώστε A 2 BΣ = Σ
���� ����

 
Α̟όδειξη 

• Αν (x, y)Μ , τότε Αx x 1 4 3
x

2 2 2
Β+ − +

= = =  και Αy y 2 10
y 6

2 2
Β+ +

= = = , 

άρα 
3

,6
2

 
Μ 
 

. 

• Αν (x, y)Ν , τότε A (x 1, y 2)Ν = + −
����

, AB (4 1,10 2) (5,8)= + − =
����

, ο̟ότε 

A 4ABΝ =
���� ����

(x 1, y 2) 4(5,8) (x 1, y 2) (20,32)⇔ + − = ⇔ + − = ⇔   

x 1 20 x 19+ = ⇔ =  και y 2 32 y 34− = ⇔ = , άρα (19, 34)Ν  

• Αν (x, y)Σ , τότε Αx 2x 1 2 4 7
x

1 2 3 3
Β+ − + ⋅

= = =
+

 και 

Ο 

Α 

Β 

Μ 
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Αy 2y 2 2 10 22
y

1 2 3 3
Β+ + ⋅

= = =
+

, ο̟ότε 
7 22

,
3 3

 
Σ 
 

. 

Εφαρµογή 2 

Αν ( 2,1)Α −  και (1, 4)Β  είναι οι δύο κορυφές του ̟αραλληλόγραµµου ΑΒΓ∆  

και (2, 3)Κ −  το κέντρο του, βρείτε τις συντεταγµένες των κορυφών Γ και ∆. 

Α̟όδειξη 

Αν 1 1(x , y )Γ  και 2 2(x , y )∆  είναι οι δύο άλλες κορυφές 

του ̟αραλληλόγραµµου, ε̟ειδή το Κ είναι το µέσον 
των ΑΓΑ και ∆, έχουµε: 

1

1

x ( 2)
2

2
y 1

3
2

+ −
=


+ = −



  και  

2

2

x 1
2

2
y 4

3
2

+
=


+ = −



.   Ε̟οµένως, 

1

1

x 6

y 7

=


= −
    και    

2

2

x 3

y 10

=


= −
. Άρα, οι συντεταγµένες 

των κορυφών Γ και ∆ είναι (6, 7)−  και (3, 10)−  

αντίστοιχα. 

 

Εφαρµογή 3 

Να βρεθούν οι συντεταγµένες του κέντρου βάρους G  του τριγώνου ΑΒΓ , αν 
είναι γνωστές οι συντεταγµένες των κορυφών του. 
Λύση 

Αν 1 1(x , y ) , 2 2(x , y ) , 3 3(x , y )  είναι οι συντεταγµένες 

των κορυφών , ,Α Β Γ   αντίστοιχα και (x, y)  είναι οι 

συντεταγµένες του κέντρου βάρους του ΑΒΓ , 

ε̟ειδή G G G 0
→ → →

Α+ Β+ Γ =
�

 θα έχουµε: 

1 1 2 2 3 3(x x, y y) (x x, y y) (x x, y y) (0,0)− − + − − + − − =  

⇔ 1 2 3 1 2 3(x x x 3x, y y y 3y) (0,0)+ + − + + − =  ⇔  

1 2 3x x x 3x 0+ + − =     και    1 2 3y y y 3y 0+ + − = . 

Άρα 1 2 31 2 3 y y yx x x
x , y

3 3

+ ++ +
= = . 

 

Εφαρµογή 4 

∆ίνονται τα σηµεία ( 2, 4)Α −  και ( 5, 1)Β − − . Βρείτε σηµείο του άξονα x x′  ̟ου 

ισα̟έχει α̟ό τα Α  και Β . 
Λύση 
Έστω M(x,0)  σηµείο του άξονα x x′  µε MA MB= ⇔  

2 2 2 2( 2 x) 4 ( 5 x) ( 1)− − + = − − + − 2 24 4x x 16 25 10x x 1⇔ + + + = + + + ⇔

6x 6 x 1− = ⇔ = − , ο̟ότε M( 1,0)− . 

 

 ∆ 

 Γ 

 K(2, -3) 

 A(-2,1) 

 B(1,4) 

 

 G(x,y) 

 Γ(x3,y3) 

  A(x1,y1) 

  Β(x2,y2) 
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Κ. Μέτρο  ∆ιανύσµατος 
 

• Όταν γνωρίζουµε τις συντεταγµένες του διανύσµατος 
 

Έστω (x, y)α =
�

 ένα διάνυσµα του καρτεσιανού 

ε̟ι̟έδου και Α το σηµείο µε διανυσµατική 

ακτίνα OA
→

= α
�

. Αν 1Α  και 2Α  είναι οι 

̟ροβολές του Α στους άξονες x x′  και y y′  

αντιστοίχως, ε̟ειδή το σηµείο Α έχει 
τετµηµένη x  και τεταγµένη y , θα ισχύει 

1( ) |x|ΟΑ =  και 2( ) |y|ΟΑ = . Έτσι θα έχουµε: 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 2| | ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) |x| |y| x yα = ΟΑ = ΟΑ + Α Α = ΟΑ + ΟΑ = + = +

�
. 

 
���� Ε̟οµένως:   

Αν (x, y)α =
�

,    τότε     2 2| | x yα = +
�

. 

 

���� Για ̟αράδειγµα, αν (6,8)α =
�

, τότε  

α = + = + = =
� 2 2| | 6 8 36 64 100 10 . 

 

• Όταν γνωρίζουµε τις συντεταγµένες των άκρων του 

 

Έστω το διάνυσµα AB
→

 µε άκρα τα σηµεία 

1 1(x , y )Α  και 2 2(x , y )Β . Ε̟ειδή η α̟όσταση 

( )ΑΒ  των σηµείων Α και Β είναι ίση µε το µέτρο 

του διανύσµατος 2 1 2 1AB (x x , y y )
→

= − − , ο̟ότε 

2 2
2 1 2 1( ) (x x ) (y y )ΑΒ = − + − . 

 
 
���� Ε̟οµένως:   

το µέτρο ενός διανύσµατος AB
→

 µε άκρα τα σηµεία 1 1(x , y )Α  και 

2 2(x , y )Β , δίνεται α̟ό τη σχέση 2 2
2 1 2 1( ) (x x ) (y y )ΑΒ = − + − . 

 

���� Μελέτησε ̟ροσεκτικά τις ε̟όµενες εφαρµογές !!! 
 
Εφαρµογή 1 

Έστω το διάνυσµα AB
����

 µε (8, 10)Α −  και (2, 2)Β − . Να βρεθεί το AB
����

. 

Λύση 

 a
→

 

 

 Ο  A1 

 y 

 x 

 A(x,y)  Α2 

 

 Ο 

 y 

 x 

 A(x1,y1) 

 B(x2,y2) 
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2 2 2 2AB (2 8) ( 2 10) ( 6) 8 10= − + − + = − + =
����

. 

 
Εφαρµογή 2 

Βρείτε ένα διάνυσµα (x, y)α =
��

 µε 5α =
��

 και x y 1+ = .  

Λύση 

Είναι x y 1 y 1 x+ = ⇔ = −  (1). Επίσης 2 25 x y 5α = ⇔ + = ⇔
�� (1)

2 2x y 5+ = ⇔  
2 2 2 2 2x (1 x) 5 x 1 2x x 5 2x 2x 4 0 x 2+ − = ⇔ + − + = ⇔ − − = ⇔ =  ή x 1= − . Για 

x 2=  η (1) δίνει y 1= − , οπότε (2, 1)α = −
��

, ενώ για x 1= −  η (1) δίνει y 2= , οπότε 

( 1, 2)α = −
��

. 

 
Λ. Συνθήκη  Παραλληλίας  ∆ιανυσµάτων 
 

� Έστω 1 1(x , y )α =
�

 και 2 2(x , y )β =
�

 δύο διανύσµατα του καρτεσιανού 

ε̟ι̟έδου. 

• Αν τα διανύσµατα είναι ̟αράλληλα και είναι 0β ≠
� �

, τότε θα υ̟άρχει 

λ∈—, τέτοιος, ώστε α = λβ
��

. Ε̟οµένως, 1 1 2 2(x , y ) (x , y )= λ  ή ισοδύναµα: 

1 2x x= λ  και 1 2y y= λ , ο̟ότε θα ισχύει 1 2 1 2 2 2 2 2x y y x x y y x 0− = λ −λ =  ή 

ισοδύναµα 
1 1

2 2

x y
0

x y
= . 

• Αν 0β =
� �

, τότε θα ισχύει 
1 1 1 1

2 2

x y x y
0

x y 0 0
= = . 

Ε̟οµένως αν τα διανύσµατα α
�

 και β
�

 είναι ̟αράλληλα, τότε 
1 1

2 2

x y
0

x y
= . 

 

� Αντιστρόφως, αν 
1 1

2 2

x y
0

x y
= , τότε τα διανύσµατα α

�
 και β

�
 θα είναι 

̟αράλληλα. Πράγµατι, ε̟ειδή 
1 1

2 2

x y
0

x y
= , έχουµε 1 2 2 1x y x y= . Ε̟οµένως, 

• Αν 2x 0≠ , τότε 1
1 2

2

x
y y

x
= , ο̟ότε, αν θέσουµε 1

2

x

x
= λ , θα έχουµε 1 2x x= λ      

και     1 2y y= λ . Άρα, α = λβ
��

 και συνε̟ώς //α β
��

. 

 

• Αν 2x 0= , τότε 1 2x y 0= , ο̟ότε αν 1x 0= , τα διανύσµατα α
�

 και β
�

 θα είναι 

̟αράλληλα ̟ρος τον άξονα των τεταγµένων, άρα και µεταξύ τους 

̟αράλληλα, ενώ, αν 2y 0= , τότε το β
�

 θα είναι το µηδενικό διάνυσµα και 

άρα, ̟αράλληλο ̟ρος το α
�

.  
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∆είξαµε λοι̟όν ότι µια συνθήκη ̟αραλληλίας (συγγραµµικότητας) των 

διανυσµάτων 1 1(x , y )α =
�

 και 2 2(x , y )β =
�

 είναι η εξής: 
1 1

2 2

x y
// 0

x y
α β ⇔ =

��
. 

 

Την ορίζουσα 
1 1

2 2

x y

x y
, ̟ου έχει ως 1η γραµµή τις συντεταγµένες του 

διανύσµατος α
�

 και ως 2η γραµµή τις συντεταγµένες του  διανύσµατος β
�

, τη 

λέµε ορίζουσα των διανυσµάτων α
�

 και β
�

 (µε τη σειρά ̟ου δίνονται) και τη 

συµβολίζουµε µε det( , )α β
��

.  

 

Έτσι, η ̟αρα̟άνω συνθήκη ̟αραλληλίας (συγγραµµικότητας) των 

διανυσµάτων 1 1(x , y )α =
�

 και 2 2(x , y )β =
�

 διατυ̟ώνεται ως εξής: 

// det( , ) 0α β ⇔ α β =α β ⇔ α β =α β ⇔ α β =α β ⇔ α β =
� �� �� �� �� �� �� �� �����

. 

Προφανές είναι ότι αν det( , ) 0α β ≠α β ≠α β ≠α β ≠
�� ��� ��� ��� �

, τότε τα διανύσµατα  1 1(x , y )α =
�

 και 

2 2(x , y )β =
�

 δεν είναι ̟αράλληλα (συγγραµµικά). 

 

���� Μελέτησε ̟ροσεκτικά τις ε̟όµενες εφαρµογές !!! 

 
Εφαρµογή 1 

Εξετάστε αν τα διανύσµατα ( 3, 1)α = −
�

 και (3, 3)β = −
�

 καθώς και τα 

( 2, 3)γ = −
�

 και (3, 2)δ = −
�

 είναι ανά δύο ̟αράλληλα.   

Λύση 

• Έχουµε 
3 1

det( , ) 3 3 0
3 3

−
α β = = − + =

−

��
, άρα τα διανύσµατα ( 3, 1)α = −

�
 

και (3, 3)β = −
�

 είναι ̟αράλληλα. 

• Έχουµε 
2 3

det( , ) 4 9 5 0
3 2

−
γ δ = = − = − ≠

−

� �
, άρα τα διανύσµατα ( 2, 3)γ = −

�
 

και (3, 2)δ = −
�

 δεν είναι ̟αράλληλα. 

 
Εφαρµογή 2 

∆ίνονται τα σηµεία (0,1)Α , (x, 3)Β −  και ( 1,3)Γ − . Να βρεθεί ο x∈—, ώστε τα 

σηµεία , ,Α Β Γ  να είναι συνευθειακά. 

Λύση 

Αρκεί να δείξουµε ότι AB//ΒΓ
���� ����

 ή 
x 4

det( , ) 0 0
1 x 6

−
ΑΒ ΒΓ = ⇔ = ⇔

− −

���� ����
 

6x 4 4x 0 2x 4 x 2− − = ⇔ = ⇔ = . 
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Εφαρµογή 3 

Να βρεθούν οι τιµές του Rµ∈  για τις ο̟οίες τα σηµεία (1,0)Α , 2( , 3)Β −µ  και 

( 5 ,9)Γ − µ  είναι συνευθειακά. 

Λύση 

Τα σηµεία Α,Β,Γ είναι συνευθειακά, αν και µόνο αν τα διανύσµατα 

2AB ( 1, 3)
→

= −µ −  και A ( 5 1, 9)
→

Γ = − µ −  είναι ̟αράλληλα, δηλαδή, αν και 

µόνο αν det(AB,A ) 0
→ →

Γ = .   

Έχουµε λοι̟όν 
2 1 3

det(AB,A ) 0 0
5 1 9

→ → −µ −
Γ = ⇔ = ⇔

− µ−
29 9 15 3 0− µ − + µ + = ⇔  

23 5 2 0µ − µ + = ⇔
2

1 ή
3

µ = µ = .                          

 

Μ. Συντελεστής  ∆ιεύθυνσης  ∆ιανύσµατος 
 

• Έστω (x, y)ΟΑ = α =
���� �

 ένα µη µηδενικό 

διάνυσµα. Τη γωνία φ , ̟ου διαγράφει ο 

ηµιάξονας Ox  αν στραφεί γύρω α̟ό το Ο κατά τη 
θετική φορά µέχρι να συµ̟έσει µε την ηµιευθεία 
ΟΑ, την ονοµάζουµε γωνία ̟ου σχηµατίζει το 

διάνυσµα α
�

 µε τον άξονα x x′ . Είναι φανερό ότι 
0 2≤ φ < π . Για τη γωνία φ , αν το α

�
 δεν είναι 

̟αράλληλο ̟ρος τον άξονα y y′ , ισχύει 
y

εφ
x

φ = . 

���� Το ̟ηλίκο 
y

x
 της τεταγµένης ̟ρος την τετµηµένη του διανύσµατος 

(x, y)α =
�

, µε x 0≠ , το λέµε συντελεστή διεύθυνσης του α
�

 και τον 

συµβολίζουµε µε αλ �  ή α̟λώς µε λ. Ε̟οµένως: 
y

εφ
x

λ = = φ  

Είναι φανερό ότι 
� Αν y 0= , δηλαδή αν //x x′α

�
, τότε ο συντελεστής διεύθυνσης του 

διανύσµατος α
�

 είναι ο 0λ = . 
� Αν x 0= , δηλαδή αν //y y′α

�
, τότε δεν ορίζεται συντελεστής διεύθυνσης 

του διανύσµατος α
�

. 
 

Συνθήκη παραλληλίας 

���� Ας θεωρήσουµε τώρα δύο διανύσµατα 1 1(x , y )α =
�

 και 2 2(x , y )β =
�

 µε 

συντελεστές διεύθυνσης 1λ  και 2λ  αντιστοίχως. Τότε έχουµε τις ισοδυναµίες: 

1 1 1 2
1 2 2 1 1 2

2 2 1 2

x y y y
// 0 x y x y

x y x x
α β ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ λ = λ

��
.  

 

α
��

 
 φ 

 Ο 

 y 

 x 

 A(x,y) 
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  φ 

ω α
��

 

β
�

 

x′  x  
y′  

y 

Μ 

α 

β 

Ο x 

y 

 β  

α  

���� Ε̟οµένως, η συνθήκη ̟αραλληλίας για δύο διανύσµατα α
�

 και β
�

 µε 

συντελεστές διεύθυνσης 1λ  και 2λ  διατυ̟ώνεται ως εξής: 1 2//α β ⇔ λ = λ
��

. 

 
Συνθήκη καθετότητας 

���� Ας θεωρήσουµε τώρα δύο διανύσµατα 

1 1(x , y )α =
�

 και 2 2(x , y )β =
�

 µε συντελεστές 

διεύθυνσης 1λ  και 2λ  αντιστοίχως. Τότε 

έχουµε τις ισοδυναµίες: 

2 2

π π α ⊥ β ⇔ ω = + φ ⇔ εφω = εφ + φ ⇔ 
 

��
 

 
1 1

1
α α β

β

εφω = − ⇔ λ = − ⇔ λ ⋅λ = −
εφφ λ

�� �� �

�

. 

���� Ε̟οµένως, η συνθήκη καθετότητας για δύο διανύσµατα α
�

 και β
�

 µε 

συντελεστές διεύθυνσης 1λ  και 2λ  διατυ̟ώνεται ως εξής: 1
α β

α ⊥ β ⇔ λ ⋅λ = −�� �

��
. 

 

Μέθοδοι και τεχνικές για την ε̟ίλυση των ασκήσεων 
 
���� Μελέτησε ̟ολύ ̟ροσεκτικά τα ε̟όµενα! 

 
• Μέθοδος 1η 

Έστω ένα σηµείο ( , )Μ α β  του καρτεσιανού ε̟ι̟έδου 

Oxy .  

���� Η α̟όσταση του σηµείου Μ α̟ό τον άξονα x x′  

 είναι β . 

���� Η α̟όσταση του σηµείου Μ α̟ό τον άξονα 

y y′   είναι α . 

 

• Μέθοδος 2η 

Έστω ένα σηµείο (x, y)Μ  του καρτεσιανού ε̟ι̟έδου Oxy .  

���� Αν το σηµείο Μ ανήκει στη διχοτόµο της ̟ρώτης και τρίτης γωνίας των 
αξόνων τότε οι συντεταγµένες του ε̟αληθεύουν τη σχέση y x= , γιατί η 

εξίσωση αυτής της διχοτόµου είναι y x= . 

���� Αν το σηµείο Μ ανήκει στη διχοτόµο της δεύτερης και τέταρτης γωνίας 
των αξόνων τότε οι συντεταγµένες του ε̟αληθεύουν τη σχέση y x= − , 

γιατί η εξίσωση αυτής της διχοτόµου είναι y x= − . 

���� Αν το σηµείο Μ έχει σταθερή τετµηµένη, x c= , τότε ανήκει στην ευθεία 
x c= . 

���� Αν το σηµείο Μ έχει σταθερή τεταγµένη, y c= , τότε ανήκει στην ευθεία 

 y c= . 

Ο 
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���� Αν το σηµείο Μ ανήκει στον άξονα x x′  έχει τεταγµένη µηδέν, δηλαδή 
 έχει y 0= , ο̟ότε έχει τη µορφή (x,0)Μ . 

���� Αν το σηµείο Μ ανήκει στον άξονα y y′  έχει τετµηµένη µηδέν, δηλαδή 

έχει x 0= , ο̟ότε έχει τη µορφή (0, y)Μ . 

 

• Μέθοδος 3η 

Έστω ένα σηµείο (x, y)Μ  του καρτεσιανού ε̟ι̟έδου Oxy .  

���� Το συµµετρικό Ν του σηµείου Μ ως ̟ρος τον άξονα x x′  έχει την ίδια 
τετµηµένη και αντίθετη τεταγµένη, ο̟ότε είναι N(x, y)−     

���� Το συµµετρικό Ρ του σηµείου Μ ως ̟ρος τον άξονα y y′  έχει αντίθετη 

τετµηµένη και ίδια και τεταγµένη, ο̟ότε είναι ( x, y)Ρ −     

���� Το συµµετρικό Σ του σηµείου Μ ως ̟ρος την αρχή των αξόνων έχει 
αντίθετη τετµηµένη και αντίθετη τεταγµένη, ο̟ότε είναι ( x, y)Σ − −     

 

• Μέθοδος 4η 

Έστω ένα διάνυσµα w (x, y)=
���

 του καρτεσιανού ε̟ι̟έδου Oxy .  

���� Αν το διάνυσµα w (x, y)=
���

 είναι ̟αράλληλο ̟ρος τον άξονα x x′  τότε 

θα ισχύει y 0= . 

���� Αν το διάνυσµα w (x, y)=
���

 είναι ̟αράλληλο ̟ρος τον άξονα y y′  τότε 

θα ισχύει x 0= . 

���� Αν το διάνυσµα w (x, y)=
���

 είναι ̟αράλληλο ̟ρος γνωστό διάνυσµα 

v ( , )= α β
��

, τότε 
x y

0 x y 0= ⇔ β −α =
α β

. 

 
• Μέθοδος 5η 

Έστω δύο διανύσµατα 1 1(x , y )α =
�

 και 2 2(x , y )β =
�

.  Ισχύουν τα εξής: 

���� Τα διανύσµατα  1 1(x , y )α =
�

 και 2 2(x , y )β =
�

 είναι ̟αράλληλα 

(συγγραµµικά) τότε και µόνο τότε όταν 
1 1

2 2

x y
det( , ) 0 0

x y
α β = ⇔ =
���

. 

 

• Μέθοδος 6η 

���� Αν για τα διανύσµατα 1 1(x , y )α =
�

 και 2 2(x , y )β =
�

 ορίζονται οι 

συντελεστές διεύθυνσης 1λ  και 2λ , ̟ου σηµαίνει ότι 1x 0≠  και 2x 0≠ , 

τότε ισχύουν τα εξής: 

� Τα διανύσµατα  1 1(x , y )α =
�

 και 2 2(x , y )β =
�

 είναι ̟αράλληλα 

(συγγραµµικά) τότε και µόνο τότε όταν 1 2λ = λ .    

� Τα διανύσµατα  1 1(x , y )α =
�

 και 2 2(x , y )β =
�

 είναι κάθετα τότε 

και µόνο τότε όταν 1 2 1λ ⋅λ = − . 
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• Μέθοδος 7η 

Έστω δύο διανύσµατα 1 1(x , y )α =
�

 και 2 2(x , y )β =
�

.  Ισχύουν τα εξής: 

���� 
1 2

1 1 2 2
1 2

x x
α β (x , y ) (x , y )

y y

=
= ⇔ = ⇔  =

���
. 

���� 
1 2

1 1 2 2
1 2

x x
α β (x , y ) ( x , y )

y y

= −
= − ⇔ = − − ⇔  = −

���
. 

���� 
1

1 1
1

x 0
α 0 (x , y ) (0,0)

y 0

=
= ⇔ = ⇔  =

�� �
. 

 

• Μέθοδος 8η 

Έστω δύο διανύσµατα 1 1(x , y )α =
�

 και 2 2(x , y )β =
�

.  Ισχύουν τα εξής: 

���� 
1 1

1 2 2 1
2 2

x y
α//β det(α,β) 0 x y x y 0

x y
⇔ = = ⇔ − =
� ��� ��

. 

���� α
��

 όχι ̟αράλληλο 
1 1

1 2 2 1
2 2

x y
β det(α,β) 0 x y x y 0

x y
⇔ = ≠ ⇔ − ≠
� ���

. 

���� 
1 1

1 2 2 1
2 2

x y
α β det(α,β) 0 x y x y 0

x y
↑↑ ⇔ = = ⇔ − =
� ��� ��

 και τα 1 2x , x  είναι 

οµόσηµα καθώς και τα  1 2y , y  είναι ε̟ίσης οµόσηµα. 

���� 
1 1

1 2 2 1
2 2

x y
α β det(α,β) 0 x y x y 0

x y
↑↓ ⇔ = = ⇔ − =
� ��� ��

 και τα 1 2x , x  είναι 

ετερόσηµα καθώς και τα  1 2y , y  είναι ε̟ίσης ετερόσηµα. 

 

• Μέθοδος 9η 

Έστω ένα διάνυσµα (x, y)α =
�

. Για να βρούµε τη γωνία �ω̟ου σχηµατίζει το 

διάνυσµα α
��

 µε τον άξονα x x′  θα εργαζόµαστε ως εξής: 

���� Αν x 0= , τότε � οω 90=   αν y 0>  ή � οω 270=  αν y 0< . 

���� Αν x 0≠ , τότε  θα βρίσκουµε το συντελεστή διεύθυνσης του 

διανύσµατος α
��

, δηλαδή θα υ̟ολογίζουµε το 
α

y
λ

x
=�� . Στη συνέχεια θα 

λύνουµε τη τριγωνοµετρική εξίσωση 
y

εφω=
x

 και θα υ̟ολογίζουµε τη 

γωνία ω µε τα εξής κριτήρια. 
 i. 0 ω 2̟≤ <  

 ii. Αν x 0>  και y 0≥  τότε 
̟

0 ω
2

≤ < , 

  Αν x 0<  και y 0≥  τότε 
̟

ω ̟
2

< ≤ , 

  Αν x 0<  και y 0≤  τότε 
3̟

̟ ω
2

≤ < , 

  Αν x 0>  και y 0<  τότε 
3̟

ω 2̟
2

< < . 
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���� Μελέτησε ̟ροσεκτικά τις ε̟όµενες εφαρµογές !!! 
 

Εφαρµογή 1 

Αν 2 2( 3 2, 2 3 2)α = λ − λ + λ − λ −
�

 και 2 2( 5 6, 3 7 2)β = λ − λ + − λ + λ −
�

, βρείτε το 

Rλ∈ , ώστε να είναι α = β
���

. 

Α̟όδειξη 

Για να είναι δυο διανύσµατα ίσα, αρκεί να έχουν ίσες συντεταγµένες, ο̟ότε: 

α = β ⇔
���

2 23 2 5 6λ − λ + = λ − λ +  και 2 22 3 2 3 7 2λ − λ − = − λ + λ − ⇔  

2

2 4

5 10 0

λ =
⇔

λ − λ =

2

5 ( 2) 0

λ =
⇔ λ λ − =

,

λ 2
λ 2

λ 0 η  λ=2

=
⇔ =

=
. 

 
Εφαρµογή 2 

∆ίνονται τα σηµεία ( 1,6)Α −  και ( 9, 2)Β − − . Να βρείτε 

i. Το σηµείο του άξονα x x′  ̟ου ισα̟έχει α̟ό τα Α  και Β . 
ii. Το σηµείο του άξονα yy′  ̟ου ισα̟έχει α̟ό τα Α  και Β . 

Α̟όδειξη 

i. Όλα τα σηµεία του άξονα x x′  έχουν τεταγµένη µηδέν ο̟ότε το ζητούµενο 
σηµείο έστω ότι είναι το M(x,0) . Το σηµείο M(x,0)  ισα̟έχει α̟ό τα σηµεία Α 

και  Β, ο̟ότε έχουµε: 

 2 2|MA||MB| |MA| |MB|
→ → → →

= ⇔ = ⇔ 2 2 2 2(x 1) 6 (x 9) 2+ + = + + ⇔  
2 2 2 2 2 2(x 1) 6 (x 9) 2 x 2x 1 36 x 18x 81 4+ + = + + ⇔ + + + = + + + ⇔ 16x 48= − ⇔  

x 3= − , άρα το ζητούµενο σηµείο είναι το M( 3,0)− . 

ii. Όλα τα σηµεία του άξονα y y′  έχουν τετµηµένη µηδέν ο̟ότε το ζητούµενο 

σηµείο έστω ότι είναι το N(0, y) . Το σηµείο N(0, y)  ισα̟έχει α̟ό τα σηµεία Α 

και  Β, ο̟ότε έχουµε: 

2 2|NA||NB| |NA| |NB|
→ → → →

= ⇔ = ⇔ 2 2 2 2(0 1) (y 6) (0 9) (y 2)+ + − = + + + ⇔  
2 2 2 2 2 21 (y 6) 9 (y 2) 1 y 12y 36 81 y 4y 4+ − = + + ⇔ + − + = + + + ⇔ 16y 48− = ⇔  

y 3= − , άρα το ζητούµενο σηµείο είναι το N( 3,0)− . 

 

Εφαρµογή 3 

Έστω A(4,8)  και B(7, 5) . Να βρεθεί η γωνία ̟ου σχηµατίζει το διάνυσµα AB
����

 

µε τον άξονα x x′  
Α̟όδειξη 

Είναι AB (7 4,5 8) (3, 3)= − − = −
����

, άρα 
AB

3
λ 1 εφω 1

3

−
= = − ⇔ = −���� . Ε̟ειδή τώρα 

είναι 3 0>  και 3 0− <  είναι 
3̟

ω 2̟
2

< < , ο̟ότε 
7̟

ω
4

= . 
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Εφαρµογή 4 

Να βρείτε τον ̟ραγµατικό αριθµό x, ώστε τα διανύσµατα α (x,1)=
�

 και 

β (4,x)=
�

 να είναι οµόρρο̟α. 

Α̟όδειξη 

Αφού θέλουµε να βρούµε τον x για να είναι τα διανύσµατα α (x,1)=
�

 και 

β (4,x)=
�

 οµόρρο̟α, ̟ρέ̟ει ̟ρώτα να εξασφαλίσουµε τη συγγραµµικότητά 

τους . Έχουµε 2
x 1

α//β 0 x 4 0 x 2
4 x

⇔ = ⇔ − = ⇔ =
��

 ή x 2= − . 

Για x 2=  είναι α (2,1)=
�

 και β (4,2) 2(2,1) 2α= = =
� �

, δηλαδή α β↑↑
��

. 

Για x 2= −  είναι α ( 2,1)= −
�

 και β (4, 2) 2( 2,1) 2α= − = − − = −
� �

, δηλαδή β α↑↓
� �

.  

Άρα η ζητούµενη τιµή του x είναι η x 2= . 
 
Εφαρµογή 5 

Να βρείτε τις α̟οστάσεις των ̟αρακάτω σηµείων α̟ό τους άξονες x x′  και 
yy′ : ( 1,2), (3, 4), ( 5, 6), (α 1,β 2), M(x, y)Α − Β Γ − − ∆ − + . 

Α̟όδειξη 

Η α̟όσταση ενός σηµείου K(µ,ν)  α̟ό τους άξονες x x′  και y y′  είναι |ν| και 

|µ| αντιστοίχως. Έτσι έχουµε: 

 Για το        Α : 2 και 1 

 Για το        Β : 4 και 3 

 Για το        Γ : 6 και 5 

 Για το        ∆ : |β 2|+  και |α 1|−  

 Για το       Μ : |y| και |x|. 

 

Εφαρµογή 6 

Ποια είναι η θέση στο καρτεσιανό ε̟ί̟εδο των σηµείων ),( yxM  για τα ο̟οία 

ισχύει:  (i)  |x| 2=        (ii)  |x| 2<        (iii)  |y| 2>        (iv)  |x||y|= . 

Α̟όδειξη 

 

(i)  |x| 2 x 2= ⇔ = −  ή x 2=  

 
 
 
 
 
(ii) |x| 2 2 x 2< ⇔ − < <  

  
  

 
 

 O

 y

 x

 |v|

 |µ|
 ν

 µ

 K(µ,ν)

 

 

 O  2  -2  x 

 y 

  y 

 O  2  -2  x 
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(iii) |y| 2 y 2> ⇔ < −  ή y 2>  

 
 
 
 
 

  
(iv) |x||y| x y= ⇔ =  ή x y= −  

 
 
 

Εφαρµογή 7 

∆ίνεται το διάνυσµα 2 2α (λ 4, λ 3λ 2),  λ R= − − + ∈
�

. Για ̟οια τιµή του λ  είναι: 

(i) α 0=
��

;        (ii)       α 0≠
��

 και α//x x′
�

; 

Α̟όδειξη 

(i)  Αν α 0= ⇔
���

2 2(λ 4, λ 3λ 2) (0,0)− − + = ⇔
2

2

λ 4 0

λ 3λ 2 0

 − =
⇔

− + =

,

,

λ 2 η  λ=-2

λ=2 η  λ=1

 =



 ,  

ο̟ότε λ 2= . 

(ii) Αν α 0≠
��

 και α//x x′
�

 αρκεί 
2

2

λ 4 0

λ 3λ 2 0

 − ≠
⇔

− + =
,

λ 2  και  λ -2

λ=2 η  λ=1

≠ ≠



,                

ο̟ότε λ 1= . 
 

Εφαρµογή 8 

Έστω το διάνυσµα u (3, 4)=
�

. Να βρεθεί διάνυσµα v
��

 το ο̟οίο είναι 

συγγραµµικό µε το u
�

 και ισχύει v 2 u=
�� ��

. 

Α̟όδειξη 

Αφού το διάνυσµα v
��

 είναι συγγραµµικό µε το u
�

 θα έχει τη µορφή 

v λu λ(3, 4) (3λ , 4λ)= = =
�� �

.  

Αφού θα ισχύει 2 2 2 2v 2 u (3λ) (4λ) 2 3 4= ⇔ + = + ⇔
�� ��

 

2 29λ 16λ 2 9 16+ = + ⇔
,

2 225λ 2 25 5 λ 10 λ 2 λ 2 η  λ=-2= ⇔ = ⇔ = ⇔ = .  

Άρα το ζητούµενο διάνυσµα είναι ή το v (6,8)=
��

 ή το v ( 6, 8)= − −
��

. 

 
 

 

  y 

 O 

 2 

 -2 
 x 

 

 O 

 y=-x  y=x 

 x 

 y 
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Ασκήσεις 
Οµάδα Α 
 

1. Αν δυο διανύσµατα έχουν ίσες συντεταγµένες δεν είναι 

α̟αραίτητα ίσα. 

 

Σ Λ 

2. Αν (3, 5)α = −
��

 και β = −
�

( 6,10)  τότε α
�

//β
�

. Σ Λ 

3. Αν 1 1u=(x , y )−
�

 και 1 1ν=(-x , y )
�

 τότε u=-v
�� ��

. Σ Λ 

4. Το µοναδιαίο διάνυσµα ̟ου είναι οµόρρο̟ο µε το i 3 jα = +
� �

�

 

είναι το διάνυσµα  
1

x (i 3 j )
2

= +
� �

�

. 

 

Σ Λ 

5. Το διάνυσµα α=(-2,2)
�

 είναι ̟αράλληλο µε το  

β=(3,-3)
�

. 

 

Σ Λ 

6. ∆ύο αντίθετα διανύσµατα έχουν αντίθετους  

συντελεστές διευθύνσεως.    

 

Σ Λ 

7. Στο ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων Οxy το διάνυσµα 

ΟΑ i j= λ ⋅ + λ ⋅
���� � �

, λ∈— βρίσκεται στη διχοτόµο της γωνίας 

xOy . 

 

Σ Λ 

8. Αν α=(1,-3)
�

, β=(-1,-3)
�

 και γ=(2,-6)
�

 είναι 

α-β = γ
� �

�

.     

 

Σ Λ 

9. ∆υο διανύσµατα µε ίσους συντελεστές διευθύνσεως είναι 

οµόρρο̟α 

 

Σ Λ 

 

10.  Το διάνυσµα α =
�

(λ2 - 3λ - 4,  λ - 2) είναι µηδενικό µε:  

 Α. λ = 2 Β. λ = 1    Γ. λ = - 4  ∆. λ = 0   

 Ε. για κανένα ̟ραγµατικό αριθµό λ  

11.  Το διάνυσµα α=
�

(ηµθ, συνθ) είναι το µηδενικό µε:  

 Α. θ = 2κ̟   Β. θ = 2κ̟ + 
̟

4
     Γ. θ = 2κ̟ + 

̟

2
 

 ∆. θ = 2κ̟ + ̟  Ε. καµία τιµή του θ  

12. Είναι α=
�

(ηµθ, συνθ), θ ∈ R και κ∈Ÿ. Το α
�

 είναι ̟αράλληλο στον άξονα 

x΄x µε:  

Α. θ = κ̟   Β. θ = κ̟ + 
̟

4
  Γ. θ = κ̟ + 

̟

2
 

∆. θ = κ̟ + ̟  Ε. θ = κ̟ - ̟ 
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13. Το διάνυσµα α
�

=(ηµθ, συνθ), είναι ̟αράλληλο στο β
�

=(συνθ, ηµθ) µε:  

 Α. θ = 0  Β. θ = 
π

4
  Γ. θ = 

π

2
 

 ∆. θ = ̟  Ε. θ = 
2π

3
 

14. Τα διανύσµατα α
�

= (1, λ), και β
�

=(4, - λ) είναι ̟αράλληλα µε:  

Α. λ = - 1  Β. λ = 0   Γ. λ = 1 

∆. λ = 4  Ε. λ = - 4 

15. Τα διανύσµατα α
�

=(λ, 
1

λ
) και β

�

=(- 1, 
8

λ
) είναι κάθετα µε:  

Α. λ = - 1  Β. λ = 0   Γ. λ = 1 

∆. λ = 2  Ε. λ = 8 

16. Με α=
�

(1, - 3) και β=
�

(- 1, - 3) και γ=
�

(2, - 6) ισχύει:  

Α. α
�

+β
�

= γ
�

  Β. 2α
�

-β
�

= γ
�

  Γ. β
�

+ γ
�

=α
�

  

∆. α
�

+2β
�

+ γ
�

= 0
�

    Ε. α
�

- γ
�

=β
�

  

17. Τα διανύσµατα α
�

=(λ2, 2λ) και β
�

=(1, - 2) είναι ̟αράλληλα. Ο λ ισούται µε:  

Α. - 2 Β. - 1  Γ. 2   ∆. 1  Ε.  2 

18. ∆ίνονται τα διανύσµατα α
�

=(- 2, 4) και β
�

=(3, - 2). Αν α+κ 0β =
� �

�

 τότε:  

Α. κ=
2

3
  Β. κ=- 

2

3
  Γ. κ=- 2 ∆. κ=2 

Ε.  κανένα κ∈—. 

19. Έστω το διάνυσµα α=
�

(2, - 2 ). Παράλληλο ̟ρος το διάνυσµα α
�

 είναι το:  

Α. x
�

=(- 2, 2 ) Β. y
�

=(
1

2
, 2 ) Γ. z

�

=(- 2 , 2) 

∆. ω
�

=(1, - 2 ) Ε. v
�

=( 2 , - 2) 

 

Οµάδα Β 
 

1. Ποια είναι η θέση στο καρτεσιανό ε̟ί̟εδο των σηµείων για τα ο̟οία 

ισχύει: 

i. x 6= ,  ii.  x y 0+ = ,  iii. 2y 6=    

iv. 2 2(x 2) (y 3) 0− + + = .  

2.  Ποια είναι η θέση στο καρτεσιανό ε̟ί̟εδο των σηµείων για τα ο̟οία 

ισχύει: 
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 i. x 2= ,  ii. x 2> ,  iii. x 2<  

 iv. y 3= , v. y 2≤ , vi. x y=  

3. Έστω τα σηµεία A(2, 4)  και B(4, 2)  στο ορθογώνιο σύστηµα 

συντεταγµένων xyΟ .  

 α. Βρείτε τις συντεταγµένες του διανύσµατος AB
����

.    

 β. Βρείτε τις συντεταγµένες του µέσου Μ του ΑΒ.    

 γ. Βρείτε το AB
����

.         

 δ. Βρείτε το συντελεστή διεύθυνσης του AB
����

.     

 ε. Βρείτε τη γωνία ̟ου σχηµατίζει το AB
����

 µε τον άξονα x x′ . 

            

4. Έστω ένα ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων xyΟ  και τα διανύσµατα 

(x,1)α =
��

 και (9, x)β =
�

. Να βρεθεί ο ̟ραγµατικός αριθµός x∈— έτσι ώστε 

τα διανύσµατα να είναι αντίρρο̟α. 

5. ∆ίνονται τα διανύσµατα u=(-1, 3)
�

 και v=(2, -1)
�

. Να βρεθούν οι συντε-

ταγµένες του διανύσµατος w (x,  y)=
���

 σε κάθε µια α̟ό τις ̟αρακάτω 

̟ερι̟τώσεις: 

α. = +
��� �� ��

w u v ,  β. =
��� ��

�

u+w v   

γ. − =
�� ��� �

�

u+2v 3w 0 , δ. = κ + λ
��� �� ��

w u v   µε ,κ λ∈—. 

6. Στο ορθογώνιο σύστηµα αξόνων Οxψ θεωρούµε τα σηµεία Α, Β του x΄x, τα 

ο̟οία έχουν τετµηµένες τις ρίζες της εξίσωσης x2 - (λ2 - 5λ + 20)x - 1998 = 0. 

Να ̟ροσδιοριστεί ο λ ∈ R ώστε το µέσο του ΑΒ να έχει τετµηµένη 7. 

7. Πάνω στο άξονα x΄x ̟αίρνουµε τα σηµεία Α(3), Β(- 6), Γ(- 8). Εάν Μ, Ν 

είναι αντιστοίχως τα µέσα των ΑΒ, ΒΓ και Κ, Λ τα µέσα των ΑΓ και ΜΝ 

αντιστοίχως τότε: 

α) Να βρείτε τις τετµηµένες των σηµείων Μ και Ν 

β) Να βρείτε τις τετµηµένες των Κ και Λ 

γ) Να βρείτε σηµείο Μ του άξονα έτσι ώστε να είναι ΜΑ ΜΒ ΑΓ2 = +
���� ���� ���

. 

8.   ∆ίνονται τα σηµεία Α (5, - 1), Β (1, 1) και Γ (2, 3). Να µελετηθεί το είδος του 

τριγώνου ΑΒΓ. 

9.  ∆ίνονται τα σηµεία Α (3, 2), Β (7, - 4). Να βρεθεί σηµείο του x΄x, ώστε το 

τρίγωνο ΜΑΒ να είναι: 

α) ισοσκελές µε κορυφή το Μ 

β) ορθογώνιο στο Μ 

10.  Να βρείτε το σηµείο Μ του άξονα x΄x, ώστε το άθροισµα των α̟οστάσεών 

του α̟ό τα σηµεία Α (1, 2) και Β (3, 4) να είναι ελάχιστο. 
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11.  Να βρείτε το σηµείο Μ του άξονα ψψ΄, ώστε η διαφορά των α̟οστάσεών 

του α̟ό τα σηµεία Α (- 3, 2) και Β (2, 5) να είναι µέγιστη. 

12.  Να εξετάσετε αν τα σηµεία Α(-6,1), Β(-2,3) και Γ(-10, - 1) είναι 

συνευθειακά. 

13. ∆ίνονται τα διανύσµατα 
�

α=(-2,4)  και 
�

β=(3,-2) . Να βρεθεί διάνυσµα 

�

u=(x,y)  έτσι ώστε να είναι: 

α. α +β
�� �

�

u= , β. β
�

� �

α+u= , γ. α
��

�

u=κ , κ∈—, 

δ. α + λβ
�� �

�

u=κ , κ,λ∈—,  ε. β
� �

� �

α+ +u=0 . 

14. Αν 
�

α=(2,3) , 
�

β=(-1,1)  και 
�

γ=(-2,3)  να υ̟ολογιστούν τα: 

α. α −β+ γ
�� � �

,  β. α +β + β+ γ + γ + α
�� � � � � ��

. 

15.  Αν 
�

α=(2x-y, x+2y-4) , 
�

β=(x-3y+2, - 3x+2y- 2) , 
�

γ=(3,-2)  και 
�

δ=(-3,4)  τότε: 

α) Να βρείτε τις συντεταγµένες 1 1(x , y )  του διανύσµατος α +β+ γ
�� � �

�

u= . 

β) Να βρείτε τη σχέση ανάµεσα στα x και ψ ώστε δ
�

�

u// . 

γ) Να υ̟ολογιστούν τα x  και y αν είναι 
�

�

u=0 . 

16. Στο δι̟λανό σύστηµα συντεταγµένων είναι 

i
→

ΟΑ =
�

 και j
→

ΟΒ =
�

. Να εκφράσετε ως 

συνάρτηση των i και j
� �

: 

α. Τα διανύσµατα θέσεως των σηµείων 

, , , ,Γ ∆ Ε Ζ Κ  και Η . 

β.  Τα διανύσµατα 
→

Γ∆ , 
→

ΚΑ , 
→

Η∆ , 
→

Κ∆ , 
→

ΗΘ , 
→

ΖΑ  και 
→

ΚΖ . 

17. Αν τα σηµεία ( )3 5 7 5
, , 3, , 4, , 3,1

2 2 2 2

     Κ Λ Μ Ν     
     

 και 
3 1

,
2 2

 Ξ 
 

 είναι 

τα µέσα των ̟λευρών ΑΒ , ΒΓ , Γ∆ , ∆Ε  και ΕΑ , αντιστοίχως, του 

̟ενταγώνου ΑΒΓ∆Ε , να βρεθούν οι συντεταγµένες των κορυφών του 

̟ενταγώνου. 

18. Σε ένα σύστηµα συντεταγµένων οι τετµηµένες δύο σηµείων Α  και Β  είναι 

οι ρίζες της εξίσωσης 2 2x (λ 4λ 3)x 17 0− − + − = . Να βρείτε την τιµή του 

∈λ —, ώστε το µέσον του τµήµατος ΑΒ  να έχει τετµηµένη ίση µε 4. 

19. ∆ίνονται τα σηµεία 1 1 1 2 2 2 3 3 3(κ ,λ ), (κ ,λ ), (κ ,λ )Μ Μ Μ  και 4 4 4(κ , λ )Μ . 

Να εξετάσετε ̟ότε τα σηµεία αυτά είναι τα µέσα των διαδοχικών ̟λευρών 

τετρα̟λεύρου. 

20. Για ο̟οιουσδή̟οτε ̟ραγµατικούς αριθµούς 1 2 1 2α ,α ,β ,β , x, y  να 

α̟οδείξετε ότι:  
2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 2 1 2 1(x α ) (y β ) (x α ) (y β ) (α α ) (β β )− + − + − + − ≥ − + − . 

  
�

j  

  
�

i  

  y 

 Ζ 

 x 

 Κ 

 Η  Θ  ∆ 

 Ε 

 Γ 

 Β 

 Α  Ο 
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21. ∆ίνονται δύο µη συγγραµµικά διανύσµατα α
�

 και β
�

 ενός ε̟ι̟έδου. Να 

α̟οδείξετε ότι ο̟οιοδή̟οτε διάνυσµα r
�

 του ε̟ι̟έδου αυτού µ̟ορεί να 

εκφραστεί ως γραµµικός συνδυασµός των α
�

 και β
�

 κατά µοναδικό τρό̟ο. 

22. Να γραφεί το διάνυσµα 
�

u=(-2,6)  σαν γραµµικός συνδυασµός των 
�

v=(2,-1)   

και =
���

w (3,1) . 

23. Έστω τα 
�

α=(συνx, ηµx) , β
�

=(συν2x, ηµ2x)  και γ
�

=(συν3x, ηµ3x) , ∈x —. 

Α̟οδείξετε ότι τα διανύσµατα γ
�

�

α+   και 
�

β  είναι ̟αράλληλα. 

24. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε Α(3, 0) και Β(1, 2) και G(3, 2), ό̟ου G το 

βαρύκεντρό του. Να βρείτε τις συντεταγµένες του Γ. 

25. Έστω τα διανύσµατα (1, 4)α =
��

, (2, 3)β =
�

 και ( 2, 2)γ = −
�

. Να αναλυθεί το 

διάνυσµα α
��

 σε δυο συνιστώσες α̟ό τις ο̟οίες η µια να είναι ̟αράλληλη 

̟ρος το β
�

 και η άλλη ̟αράλληλη ̟ρος το γ
�

. 

26. Να βρεθούν οι x, y∈— ώστε τα διανύσµατα 2 2(x xy y , x y)α = − + +
��

 και 

( 7, 5)β = − −
�

 να είναι αντίθετα.    

27. Να βρεθούν οι x, y∈— ώστε τα διανύσµατα 2 2(xy x y, x y xy )α = + + +
��

 και 

(11,30)β =
�

 να είναι ίσα. 

28. Έστω το διάνυσµα (4,3)α =
��

. Να βρεθεί διάνυσµα β
�

 το ο̟οίο να είναι 

̟αράλληλο ̟ρος το α
��

 και να έχει τρι̟λάσιο µέτρο α̟ό το α
��

. 

29. Σε ένα σύστηµα συντεταγµένων Oxy  δίνονται τα σηµεία Α και Β. Αν οι 

τεταγµένες των Α και Β είναι ρίζες της εξίσωσης 
2 22x ( 5 2)x 2004 0− λ − λ + − = , να βρείτε τη τιµή του λ∈—, ώστε το µέσο Μ 

του τµήµατος ΑΒ να έχει τεταγµένη ίση µε -1. 

30. ∆ίνεται ότι οι συντεταγµένες ενός σηµείου Α είναι ρίζες της εξίσωσης 

2 2x ( 3 9)x 2 0− λ − λ + +λ + =  και οι συντεταγµένες ενός άλλου σηµείου Β 

είναι ρίζες της εξίσωσης 2x ( 2)x 3 2 0− λ + + − λ =  µε λ∈— { 1}− − . Αν για το 

σηµείο P PP(x , y )  ισχύει η σχέση AP B= λΡ
���� ���

 και P Px y 5+ = , να 

̟ροσδιορισθεί η τιµή του λ∈— { 1}− − . 

31. Έστω τρίγωνο AΒΓ  µε 1 1A(x , y ) , 2 2B(x , y ) , 3 3(x , y )Γ . Αν η τεταγµένη του 

σηµείου Γ είναι ίση µε το ηµιάθροισµα των τεταγµένων των σηµείων Α 

και Β και 1 2 3, ,λ λ λ  είναι αντίστοιχα οι συντελεστές διεύθυνσης των 

διανυσµάτων AB, ,ΒΓ ΓΑ
���� ���� ����

, να α̟οδείξετε ότι 
2 3 1

1 1 2
+ =

λ λ λ
.    
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Οµάδα Γ  (Γενικές Ασκήσεις ) 
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13.   
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15.   
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Τεστ  1  

 

1.   

 

 

2.   

 

 

3.   

 

 

 

 

4.   

 

 

5.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 

                                                                                           Θ.Ρ -      61 

Τεστ  2  

 

 

1.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.   

 

 

3.

  

 

    
 

4.
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Τεστ  3  

 

 

1.   

 

 

 

 

 

2.   

 

 

 

 

 

3.

  

 

 

4.

  

 

 

 

5.

   

 

6.   

 

 

 

7. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ  και σηµείο Μ  για το ο̟οίο ισχύουν οι σχέσεις 

A AB AΜ = λ ⋅ +µ ⋅ Γ
����� ���� ����

 και AΒΜ = λ ⋅ Γ +µ ⋅ΒΑ
����� ���� ����

. Να α̟οδειχθούν τα εξής: 

i. 
1

2
λ = µ = . 

ii. Το σηµείο Μ  είναι το µέσο της ̟λευράς ΒΓ . 
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∆ιαγώνισµα (Γενικό) 

 

Θέµα 1ον  

 

1. Έστω δύο διανύσµατα α
�

 και β
�

. Τι καλούµε «γραµµικό συνδυασµό» των 

α
�

 και β
�

;        Μον. 5 

 

2. α. Πότε δυο διανύσµατα AB
→

 και 
→

Γ∆  λέγονται «̟αράλληλα» ή         

«συγγραµµικά»;        Μον. 2,5 

 β. Αναφέρατε µια συνθήκη συγγραµµικότητας των  AB
→

 και 
→

Γ∆ . 
         Μον. 2,5 

 

3. Έστω ένα ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων xyΟ  και το διάνυσµα 

(x, y)α =
��

. Πότε και ̟ως ορίζεται ο συντελεστής διεύθυνσης του 

διανύσµατος α
��

;        Μον. 5 

 

4. Έστω ένα ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων xyΟ  και το µη µηδενικό 

διάνυσµα (x, y)α =
��

. 

 α. Ορίστε τη γωνία ω  ̟ου σχηµατίζει το διάνυσµα α
��

 µε τον άξονα 

x x′ ;          Μον. 5 

 β. Αν το διάνυσµα α
��

 δεν είναι ̟αράλληλο ̟ρος τον άξονα y y′ , τι 

σχέση υ̟άρχει µεταξύ του συντελεστή διεύθυνσής του και της  

γωνίας ω  ̟ου σχηµατίζει το α
��

 µε τον άξονα x x′ ;    Μον. 5 

 

Θέµα 2ον  

 

1.     Είναι σωστό ή λάθος ότι:  

 α.   για ο̟οιαδή̟οτε διανύσµατα α
�

, β
�

 ισχύει ότι  α −β ≤ α + β
�� � �� �

. 

      Σ Λ   Μον. 3 

 β.   για ο̟οιαδή̟οτε διανύσµατα α
�

, β
�

 ισχύει ότι  

α +β− γ ≤ α + β − γ
�� � � � ��

| | .   Σ Λ   Μον. 3 

 γ. δυο διανύσµατα µε ίσους συντελεστές διεύθυνσης είναι οµόρρο̟α. 

        Σ Λ  Μον. 3 

 δ. το διάνυσµα i jΟΑ = λ ⋅ + λ ⋅
���� � �

 µε λ∈—, στο ορθογώνιο σύστηµα 

συντεταγµένων xyΟ , βρίσκεται στη διχοτόµο της γωνίας �xoy . 

        Σ Λ  Μον. 3 

 



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  Β! ΛΥΚΕΙΟΥ 

 

                                                                                          Θ.Ρ -     64 

2. Έστω τα σηµεία A(2, 4)  και B(4, 2)  στο ορθογώνιο σύστηµα 

συντεταγµένων xyΟ .  

 α. Βρείτε τις συντεταγµένες του διανύσµατος AB
����

.   Μον. 2 

 β. Βρείτε τις συντεταγµένες του µέσου Μ του ΑΒ.   Μον. 2 

 γ. Βρείτε το AB
����

.        Μον. 3 

 δ. Βρείτε το συντελεστή διεύθυνσης του AB
����

.    Μον. 3 

 ε. Βρείτε τη γωνία ̟ου σχηµατίζει το AB
����

 µε τον άξονα x x′ . 
           Μον. 3 

 

Θέµα 3ον  

 

α. Για τα σηµεία Α,Β,Γ και Ο ενός ε̟ι̟έδου ισχύει η σχέση 

⋅ΟΑ− ⋅Ο − ⋅ΟΓ =
���� ���� ���� �

12 7 B 5 0 . Α̟οδείξετε ότι τα σηµεία Α,Β,Γ είναι 
συνευθειακά.         Μον. 12 

 

β. ∆ίνονται τα σηµεία A,B, ,Γ ∆ , για τα ο̟οία ισχύει ότι AΓ + ∆Ε = ∆Γ +ΒΕ
���� ���� ���� ����

. 

Α̟οδείξτε ότι τα σηµεία Α και Β συµ̟ί̟τουν.    Μον. 13 

 

 

Θέµα 4ον  

 

α. Έστω ένα ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων xyΟ  και τα διανύσµατα 

(x,1)α =
��

 και (9, x)β =
�

. Να βρεθεί ο ̟ραγµατικός αριθµός x∈— έτσι ώστε 

τα διανύσµατα να είναι αντίρρο̟α.    Μον.12,5 

            

 

β. Σε ένα σύστηµα συντεταγµένων Oxy  δίνονται τα σηµεία Α και Β. Αν οι 

τεταγµένες των Α και Β είναι ρίζες της εξίσωσης 
2 22x ( 5 2)x 2004 0− λ − λ + − = , να βρείτε τη τιµή του λ∈—, ώστε το µέσο 

Μ του τµήµατος ΑΒ να έχει τεταγµένη ίση µε -1. 
Μον.12,5 
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α
��

 

β
�

   
 φ 

Μάθηµα 5ον 

 

• Εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων 
 

� Έστω ,α β
�� �

 δυο µη µηδενικά 

διανύσµατα.   Ονοµάζουµε εσωτερικό 

γινόµενο των διανυσµάτων α
�

 και β
�

 και το 

συµβολίζουµε µε α ⋅β
��

 τον ̟ραγµατικό αριθµό | | | | συνα ⋅β = α ⋅ β ⋅ φ
� �� �

, 

ό̟ου φ  η γωνία των διανυσµάτων α
�

 και β
�

. 

� Αν 0α =
��

 ή 0β =
�

, τότε ορίζουµε 0α ⋅β =
��

. 

 

���� Για ̟αράδειγµα, το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων α
�

 και β
�

 µε 

| | 2α =
�

, | | 10β =
�

 και 
2

3

π
φ =  είναι: 

  
2 1

2 10 10
3 2

π  α ⋅β = α ⋅ β συν = ⋅ ⋅ − = − 
 

��� �� �
. 

 

���� Ιδιότητες 

  

���� α ⋅β = β⋅α
� �� �

 (Αντιµεταθετική ιδιότητα)  

���� Αν   α ⊥ β
��

  τότε     0α ⋅β =
��

          και αντιστρόφως.  

���� Αν   α ↑↑ β
��

  τότε | | | |α ⋅β = α ⋅ β
� �� �

  και αντιστρόφως.  

���� Αν    α ↑↓ β
��

, τότε | | | |α ⋅β = − α ⋅ β
� �� �

 και αντιστρόφως. 

���� Το εσωτερικό γινόµενο α ⋅α
� �

 συµβολίζεται µε 2α
�

 και λέγεται 

τετράγωνο του α
�

. Έχουµε: 2 2| | | |συν0 | |α = α ⋅ α = α
� � �

.   

Ε̟οµένως 2 2| |α = α
� �

. 

���� Ειδικότερα, για τα µοναδιαία διανύσµατα i
�

 και j
�

 του καρτεσιανού 

ε̟ί̟εδου ισχύουν: i j j i 0⋅ = ⋅ =
� � � �

     και     2 2i j 1= =
� �

. 

 

•••• Αναλυτική  Έκφραση  Εσωτερικού  Γινοµένου 

 

Έστω τα διανύσµατα 1 1(x , y )α =
�

 και 2 2(x , y )β =
�

. 

Με αρχή το Ο ̟αίρνουµε τα διανύσµατα 

OA
→

= α
�

 και OB
→

= β
�

. Α̟ό το νόµο των 

συνηµιτόνων στο τρίγωνο ΟΑΒ έχουµε ότι 
�2 2 2( ) ( ) ( ) 2( )( )συνAOBΑΒ = ΟΑ + ΟΒ − ΟΑ ΟΒ  (1), η 

ο̟οία ισχύει και στην ̟ερί̟τωση ̟ου τα σηµεία 

Ο,Α,Β είναι συνευθειακά. 

 a
→

 
 β

→
 

 

 θ 

 Ο 

 y 

 x 

 Α(x1,y1) 

 Β(x2,y2) 
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Είναι 2 2 2

2 1 2 1( ) (x x ) (y y )ΑΒ = − + − (2), 2 2 2

1 1( ) x yΟΑ = +  και 2 2 2

2 2( ) x yΟΒ = + (3).  

Ε̟οµένως, η (1) λόγω των (2) και (3) έχουµε διαδοχικά: 

2 2 2 2 2 2

2 1 2 1 1 1 2 2(x x ) (y y ) x y x y 2( )( )συν
∧

− + − = + + + − ΟΑ ΟΒ ΑΟ Β  

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2x x 2x x y y 2y y x y x y 2( )( )συν
∧

+ − + + − = + + + − ΟΑ ΟΒ ΑΟ Β  

και ε̟ειδή ( )( )συν
∧

ΟΑ ΟΒ ΑΟΒ = α ⋅β
��

, έχουµε τελικά: 1 2 1 2x x y yα ⋅β = +
��

. 

∆ηλαδή: 

“Το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων είναι ίσο µε το άθροισµα των 

γινοµένων των οµώνυµων συντεταγµένων τους”. 

���� Για ̟αράδειγµα, το εσωτερικό γινόµενο των ( 4, 5)α = −
�

 και (4, 5)β = −
�

 

είναι: ( 4) 4 5( 5) 16 25 41α ⋅β = − ⋅ + − = − − = −
��

. 

 

•••• Άλλες Ιδιότητες του Εσωτερικού  Γινοµένου 

 

Με τη βοήθεια της αναλυτικής έκφρασης του εσωτερικού γινοµένου µ̟ορούµε 
να α̟οδείξουµε ότι ισχύουν οι ε̟όµενες ιδιότητες: 
 

• ( ) ( ),λα ⋅β = α ⋅ λβ = λ α ⋅β λ ∈
� �� � �

—. 

• ( )α ⋅ β + γ = α ⋅β + α ⋅ γ
� �� � � � �

      (Ε̟ιµεριστική Ιδιότητα) 

• 1 2 1α ⊥ β ⇔ λ λ = −
��

          ό̟ου     1 αλ = λ �   και  2 β
λ = λ � ,     ( , //y y′α β

��
) 

 

Πράγµατι, αν 1 1(x , y )α =
�

, 2 2(x , y )β =
�

 και 3 3(x , y )γ =
�

, τότε έχουµε: 

 

• 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( x , y )(x , y ) ( x )x ( y )y (x x y y ) ( )λα ⋅β = λ λ = λ + λ = λ + = λ α ⋅β
� �� �

 και 

 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) (x , y )( x , y ) x ( x ) y ( y ) (x x y y ) ( )α ⋅ λβ = λ λ = λ + λ = λ + = λ α ⋅β
� �� �

. 

Άρα, ( ) ( ) ( )λα ⋅β = α ⋅ λβ = λ α ⋅β
� � �� � �

. 

 

•     1 1 2 3 2 3 1 2 3 1 2 3( ) (x , y ) (x x , y y ) x (x x ) y (y y )α ⋅ β + γ = ⋅ + + = + + + =
�� �

 

         1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 2 1 3 1 3(x x x x ) (y y y y ) (x x y y ) (x x y y )+ + + = + + + = α ⋅β + α ⋅ γ
�� � �

.  

 

•     1 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

y y
0 x x y y 0 y y x x 1

x x
α ⊥ β ⇔ α ⋅β = ⇔ + = ⇔ = − ⇔ = − ⇔
� �� �

 

1 2 1⇔ λ λ = − . 
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���� Μελέτησε ̟ροσεκτικά τα ε̟όµενα !!! 
 

���� Πρόσεξε ότι δεν ισχύει η ̟ροσεταιριστική ιδιότητα, δηλαδή δεν ισχύει 

η ισότητα: ( ) ( )α ⋅β ⋅ γ = α ⋅ β ⋅ γ
�� � � �� � �

, διότι το ( )α ⋅β ⋅ γ
�� � �

 είναι ένα διάνυσµα 

συγγραµµικό του γ
�

, ενώ το ( )α ⋅ β⋅ γ
�� � �

 είναι ένα διάνυσµα συγγραµµικό 

του α
��

. 

 

���� Πρόσεξε ότι δεν έχει νόηµα η ̟αράσταση α ⋅β ⋅ γ
�� � �

, διότι δεν καθορίζεται 

το ̟ώς γίνεται η ̟ράξη! 

 

���� Πρόσεξε όµως ότι το 
3

α
��

 (µε 0α ≠
�� �

) ̟ου ορίζεται σαν  
23 2

α = α ⋅α ⋅α = α ⋅α = α ⋅α
�� �� �� �� �� �� �� ��

, έχει νόηµα και µάλιστα είναι ένα 

διάνυσµα οµόρρο̟ο του α
��

, διότι 
2

0α >
��

. 

 

���� Γενικά οι ̟εριττές δυνάµεις του 0α ≠
�� �

, δηλαδή οι εκφράσεις 
3 5 7 2 1

,  ,  ,  ... , 
ν+

α α α α
�� �� �� ��

 µε ν ∈Õ, είναι διανύσµατα οµόρρο̟α του α
��

, ενώ 

οι εκφράσεις 
2 4 6 2

,  ,  ,  ... , 
ν

α α α α
�� �� �� ��

 µε ν ∈Õ, είναι θετικοί αριθµοί. 

 

���� Αν α = β
�� �

 τότε ισχύει η σχέση α ⋅ γ = β⋅ γ
�� � � �

, δηλαδή µ̟ορούµε να 

̟ολλα̟λασιάσουµε και τα δυο µέλη µιας διανυσµατικής ισότητας 
εσωτερικά µε το ίδιο διάνυσµα! 

 

���� Άµεση συνέ̟εια του ̟ροηγούµενου είναι ότι µ̟ορούµε να υψώσουµε 
και τα δυο µέλη µιας διανυσµατικής ισότητας στο τετράγωνο, δηλαδή 

ισχύει η συνε̟αγωγή: 
2 22 2

α = β ⇒ α = β ⇒ α = β
�� � �� � �� �

. 

 

���� Πρόσεξε ότι δεν ισχύει η ιδιότητα της διαγραφής στο εσωτερικό 

γινόµενο, δηλαδή α̟ό τη σχέση α ⋅ γ = β⋅ γ
�� � � �

 δεν συνε̟άγεται η α = β
�� �

. 

Γενικά να µη χωρίζεις ̟οτέ το α ⋅β
�� �

. 

 

���� Πρόσεξε ότι ( )2 2 2
2 2( )α ⋅β = α ⋅ β ⋅συνφ = α ⋅ β ⋅συν φ

�� � �� � �� �
 και µην κάνεις το 

λάθος να γράψεις ότι 
2 22 22( )α ⋅β = α ⋅β = α ⋅ β

�� � �� � �� �
 γιατί είναι λάθος!!! 

 

���� Πρόσεξε ότι µ̟ορείς να εφαρµόζεις τις γνωστές ταυτότητες: 

( )2 2 22 2
2( ) 2( )α + β = α + α ⋅β + β = α + α ⋅β + β

�� � �� �� � � �� �� � �
, 

 ( )2 2 22 2
2( ) 2( )α −β = α − α ⋅β + β = α − α ⋅β + β

�� � �� �� � � �� �� � �
, 

 ( ) ( ) 2 22 2
α + β ⋅ α −β = α −β = α − β
�� � �� � �� � �� �

, κ.λ.̟. 
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 a
→

 

 

 θ 

 Ο 
 M1 

 M 

 A 
 v

→

 

•••• Συνηµίτονο  Γωνίας  δύο  ∆ιανυσµάτων 

 

Αν 1 1(x , y )α =
�

 και 2 2(x , y )β =
�

 είναι δύο µη µηδενικά διανύσµατα του 

ε̟ι̟έδου ̟ου σχηµατίζουν γωνία θ, τότε | || |α ⋅β = α β συνθ
� �� �

 και ε̟οµένως,  

συν
| || |

α ⋅β
θ =

α ⋅ β

��

�� . Είναι όµως 1 2 1 2x x y yα ⋅β = +
��

, 2 2

1 1| | x yα = +
�

 και 2 2

2 2| | x yβ = +
�

. 

Ε̟οµένως, 1 2 1 2

2 2 2 2

1 1 2 2

x x y y
συν

x y x y

+
θ =

+ ⋅ +
. 

���� Για ̟αράδειγµα, αν θ είναι η γωνία των διανυσµάτων (1, 2)α =
�

 και 

(3,1)β =
�

, τότε: 

2 2 2 2

1 3 2 1 5 1 2
συν

25 10 21 2 3 1

⋅ + ⋅
θ = = = =

⋅+ ⋅ +
, ο̟ότε 

4

π
θ = . 

 

•••• Προβολή ∆ιανύσµατος σε ∆ιάνυσµα 

 

Έστω δύο διανύσµατα , vα
� �

 του ε̟ι̟έδου µε 0α ≠
��

. 

Με αρχή ένα τυχαίο σηµείο Ο του ε̟ι̟έδου 

̟αίρνουµε τα διανύσµατα OA
→

= α
�

 και OM
→

= ν
�

. Α̟ό 

το Μ φέρνουµε κάθετο στη διεύθυνση του OA
→

 και 

έστω 1M  το ίχνος της καθέτου. Το διάνυσµα 1OM
→

 

λέγεται ̟ροβολή του ν
�

 στο α
�

 και συµβολίζεται µε ̟ρο αβ ν�
�

. ∆ηλαδή, 

1OM
→

= ̟ρο αβ ν�
�

. 

Α̟οδεικνύεται ότι η ̟ροβολή του ν
�

 ̟άνω στο α
�

 είναι ανεξάρτητη α̟ό την 

ε̟ιλογή του σηµείου Ο.  

 

���� Θεώρηµα Προβολών 

Για το εσωτερικό γινόµενο των α
�

 και ν
�

 έχουµε: 

1 1 1 1 1v (OM M M) OM M M OM
→ → → → →

α ⋅ = α ⋅ + = α ⋅ + α ⋅ = α ⋅ = α ⋅
� � � � � ��

̟ρο αβ ν�
�

, 

ε̟οµένως: ̟ρο αα ⋅ν = α ⋅ β ν�
� � � �

. 
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���� Μελέτησε ̟ολύ ̟ροσεκτικά τα ε̟όµενα! 

 

Μέθοδοι και τεχνικές για την ε̟ίλυση των ασκήσεων 

 

���� 1η Μέθοδος (Μέθοδος του τετραγωνισµού) 

α. Αν θέλουµε να α̟οδείξουµε µια ̟ρόταση µε µέτρα (ισότητα ή 

ανισότητα), αφού εξασφαλίσουµε ότι και τα δυο µέλη είναι οµόσηµα, 

υψώνουµε στο τετράγωνο και α̟οδεικνύουµε τη ̟ρόταση ̟ου 

̟ροκύ̟τει. 

Εφαρµογή 1 

Να εξετάσετε ̟ότε ισχύει: 

(i)  | || | | |α + β = α + β
� �� �

 

(ii) | | | | | |α − β = α + β
� �� �

 

Λύση 

(i)       2 2| || | | | | | (| | | |)α + β = α + β ⇔ α + β = α + β
� � � �� � � � 2 2( ) (| | | |)⇔ α + β = α + β ⇔

� �� �
 

2 2 2 22 | | 2| | | | | |α + α ⋅β + β = α + α ⋅ β + β ⇔
� � � �� � � �

      
2 2 2 2| | 2 | | | | 2| || | | |α + α ⋅β+ β = α + α β + β ⇔

� � � �� � � �
 

  | | | |α ⋅β = α ⋅ β
� �� �

| | | |συν( , ) | || |
∧

⇔ α ⋅ β α β = α ⋅ β
� � �� � �

συν( , ) 1
∧

⇔ α β =
��

⇔ α ↑↑ β
��

. 

(ii) 2 2| | | | | | (| | | |) ( )α − β = α + β ⇔ α − β = α + β ⇔
� � � �� � � �

       

  2 2 2 2| | | | 2| || | 2α + β − α β = α + β + α ⋅β
� � � �� � � �

| || |⇔ α ⋅β = − α β ⇔
� �� �

 

  | || |συν( , ) | || |
∧

α ⋅ β α β = − α ⋅ β
� � �� � �

συν( , ) 1
∧

⇔ α β = −
��

⇔ α ↑↓ β
��

. 

 

β. Αν θέλουµε να υ̟ολογίσουµε το µέτρο ενός διανύσµατος v
��

 του ο̟οίου 

δεν γνωρίζουµε τις συντεταγµένες εργαζόµαστε ως εξής: 
Θα ξεκινάµε α̟ό το τετράγωνο του µέτρου του, θα το αντικαθιστούµε 
µε το εσωτερικό του τετράγωνο και εφαρµόζοντας την γνωστή 

ταυτότητα ( )2 2 22 2

2( ) 2( )α + β = α + α ⋅β + β = α + α ⋅β + β
�� � �� �� � � �� �� � �

 θα βρίσκουµε 

το 
2

v
��

, ο̟ότε ̟αίρνοντας τη τετραγωνική ρίζα του α̟οτελέσµατος θα  

υ̟ολογίζουµε το µέτρο v
��

. 

Εφαρµογή 2 

Αν | | 2α =
�

, | | 3β =
�

, ɵ ( , )
3

∧ π
φ = α β =

��
 και u 3= α −β

�� �
, να  βρεθεί το u

�
. 

Λύση 

( ) ( )22 2 2 2 22
u 3 3 9 6 9 6= α −β = α −β = ⋅ α − ⋅ α ⋅β + β = ⋅ α − ⋅ α ⋅ β ⋅συνφ + β =

� � �� �� � � �� �� � �� � �
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2 2

9 6
3

π
= ⋅ α − ⋅ α ⋅ β ⋅συν + β =
�� �� � �

2 21
9 2 6 2 3 3 36 18 9 27

2
⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ + = − + = , ο̟ότε 

u 27 9 3 3 3= = ⋅ = ⋅
�

. 

 

���� 2η Μέθοδος  

Η βασική χρησιµότητα του εσωτερικού γινοµένου δυο διανυσµάτων είναι το 

να α̟οδεικνύουµε τη καθετότητα δυο διανυσµάτων.  

Για να α̟οδείξουµε ότι δυο διανύσµατα α
��

 και β
�

 είναι κάθετα, αρκεί να 

α̟οδείξουµε ότι το εσωτερικό τους γινόµενο ισούται µε το µηδέν και 

αντίστροφα, δηλαδή « α ⊥ β ⇔
��

0α ⋅β =
��

». 

Εφαρµογή 3 

Να α̟οδείξετε ότι τα διανύσµατα u | | | |= α ⋅β+ β ⋅α
� �� � �

 και v | | | |= α ⋅β− β ⋅α
� ��� ��

 είναι 

κάθετα. 

Α̟όδειξη   

Έχουµε 

u v (| | | | )(| | | | )⋅ = α β+ β α α β− β α
� � � �� � � � �� 2 2 2 2 2 2 2 2| | | | | || | | || | 0= α β − β α = α β − β α =

� � � �� � � �
, 

ο̟ότε u v⊥
�� ��

. 

 

Εφαρµογή 4 

Να βρεθούν τα διανύσµατα ̟ου είναι κάθετα στο u (3, 2)= −
�

 και έχουν µέτρο 

ίσο µε 1. 

Λύση 

Έστω v (x, y)=
�

 το διάνυσµα ̟ου ζητάµε, τότε ισχύουν τα εξής:  

2 2

3x 2y 0 (1)u v 0
 

|v| 1 x y 1 (2)

− =⋅ = 
⇔ = + = 

� �

� . Α̟ό την (1) έχουµε ότι 
3

y x
2

=  (3) και 

αντικαθιστώντας στην (2) έχουµε: 
2

2 2 23 9
x x 1 x x 1

2 4

 + = ⇔ + = ⇔ 
 

 

2 2 2 2 4 2
4x 9x 4 13x 4 x x

13 13
+ = ⇔ = ⇔ = ⇔ =  ή 

2
x

13
= − . Η (3) για 

2
x

13
=  

µας δίνει 
3

y
13

= , ενώ για 
2

x
13

= −  µας δίνει 
3

y
13

= −  , ο̟ότε έχουµε ότι 

2 3
v (x, y) ,

13 13

 
= =  

 

��
 ή 

2 3
v (x, y) ,

13 13

 
= = − − 

 

��
. 

 

���� 3η Μέθοδος  

Αν θέλουµε να υ̟ολογίσουµε τη γωνία ɵθ  δυο διανυσµάτων 1 1(x , y )α =
��

 και 

2 2(x , y )β =
�

 θα υ̟ολογίζουµε το συνθ
| || |

α ⋅β
=

α ⋅ β

��

��
1 2 1 2

2 2 2 2

1 1 2 2

x x y y

x y x y

+
=

+ ⋅ +
. 
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Εφαρµογή 5 

Έστω δύο διανύσµατα α
�

 και β
�

 ̟ου έχουν µέτρα | | 3α =
�

, | | 1β =
�

 και 

σχηµατίζουν γωνία 
6

π
φ = . Να βρεθεί η γωνία των διανυσµάτων x = α + β

�� �
 και 

y = α − β
���

. 

Λύση 

Αν θ  είναι η γωνία των x
�

 και y
�

, τότε 
x y

συν
|x| |y|

⋅
θ =

⋅

� �

� � . Αρκεί, ε̟οµένως, να 

υ̟ολογίσουµε το x y⋅
� �

 και τα µέτρα x
�

 και y
��
των x, y

� �
. 

 

Έχουµε λοι̟όν κατά σειρά: 

• 2 2 2 2x y ( )( ) a | | | | 3 1 2⋅ = α + β α −β = −β = α − β = − =
� � � �� � � � ��

. 

• 2 2 2 2 2|x| x ( ) 2= = α + β = α + β + αβ
� � �� � � � � 2 2| | | | 2| || |συν= α + β + α β φ =

� �� �

3
3 1 2 3 1 7

2
+ + ⋅ ⋅ ⋅ = . 

• 2 2 2 2 2|y| y ( ) 2= = α − β = α + β − αβ
� � �� � �� � 2 2| | | | 2| || |συν= α + β − α β φ =

� �� �
      

3
3 1 2 3 1 1

2
+ − ⋅ ⋅ ⋅ = .  

Άρα,    
2 2 7

συν
77 1

θ = =
⋅

, ο̟ότε 041θ ≅ . 

 

Εφαρµογή 6 

Αν | || | 1α = β =
��

 και 
2

( , )
3

∧ π
α β =
��

, να υ̟ολογίσετε τη γωνία των διανυσµάτων 

u 2 4= α + β
�� �

 και v = α − β
����

. 

Λύση 

Αν φ είναι η γωνία των διανυσµάτων u
�

 και v
�

, τότε 
u v

συν
|u| |v|

⋅
φ =

⋅

� �

� � , ο̟ότε 

̟ρέ̟ει κατά σειρά να υ̟ολογισθούν τα u v⋅
�� ��

, u
��

 και v
��

.  

���� 2 2u v (2 4 ) ( ) 2| | 2 4 4| |⋅ = α + β ⋅ α − β = α − α ⋅β + β⋅α − β =
� � � � �� � � � � ��

 

 2 2 1
2| | 2 4| | 2 2 1 1 4 3

2

 α + α ⋅β − β = + ⋅ ⋅ ⋅ − − = − 
 

� �� �
. 

���� 2 2 2 2 1
|u| (2 4 ) 4 16 16 4 16 16 12

2

 = α + β = α + α ⋅β + β = + − + = 
 

� � �� � � �
|u| 2 3⇒ =
�

. 

���� 2 2 2 2 1
|v| ( ) 2 1 2 1 3

2

 = α −β = α − α ⋅β + β = − ⋅ − + = ⇒ 
 

� � �� � ��
|v| 3=
�

. 

Ε̟οµένως  
3 1

συν
22 3 3

−
φ = = −

⋅
, άρα  

2

3

π
φ = . 
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���� 4η Μέθοδος  

 

Για να βρούµε τη ̟ροβολή ενός διανύσµατος v
�

 ̟άνω σε ένα διάνυσµα α
�

 θα 

ξεκινάµε α̟ό το θεώρηµα των ̟ροβολών, v ̟ρο vαα ⋅ = α ⋅ β �
��� � �

, και ε̟ειδή η 

̟ροβολή του v
�

 ̟άνω σε στο διάνυσµα α
�

 είναι ένα διάνυσµα συγγραµµικό 

του α
��

, θα θέτουµε ̟ρο vαβ = λ ⋅α�

���
 και θα υ̟ολογίζουµε το λ ∈—. 

Εφαρµογή 7 

Να βρεθεί η ̟ροβολή του διανύσµατος v
�

 ̟άνω στο διάνυσµα α
�

, αν 

1
| | , |v| 3

2
α = =
� �

 και η γωνία των διανυσµάτων α
�

 και v
�

 είναι ίση µε 
̟

φ
6

= . 

Λύση 

Έστω 1v α= προβ ν�
��

. Τότε θα ισχύει 1v = λα
��

, µε λ ∈—. Ε̟ειδή v ̟ρο vαα ⋅ = α ⋅ β �
��� � �

, 

έχουµε: 1v v vα ⋅ = α ⋅ ⇔ α ⋅ = α ⋅λα
� � � � �� � � 2v⇔ α ⋅ = λ ⋅α

� �� 2| | |v|συν | |⇔ α ⋅ φ = λ⋅ α ⇔
� ��

 
2

1 3 1
3

2 2 2

 ⇔ ⋅ ⋅ = λ ⋅ ⇔ 
 

3λ = . Άρα,  1v 3= α
��

. 

 

���� 5η Μέθοδος  

Για να αναλύσουµε ένα διάνυσµα v
��

 σε δυο κάθετες συνιστώσες α̟ό τις ο̟οίες 

η µία να έχει τη διεύθυνση ενός γνωστού διανύσµατος α
��

, θα εργαζόµαστε ως 
εξής:  

Θα θέτουµε v x y= +
�� � ��

(1)  µε x y⊥
� ��

 και x //α
� ��

. Αφού x //α
� ��

 θα υ̟άρχει λ ∈— 

ώστε να ισχύει x = λα
� ��

, ο̟ότε η (1) γίνεται: v y= λα +
�� �� ��

. Στη συνέχεια 

̟ολλα̟λασιάζουµε και τα δυο µέλη εσωτερικά µε α
��

, ο̟ότε έχουµε 

v ( y) v y⋅α = λα + ⋅α ⇒ ⋅α = λα ⋅α + ⋅α
�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��

 (2). Ε̟ειδή  
x y

y
x //

 ⊥ 
⇔ ⊥ α 

α  

� ��
�� ��

� �� , ο̟ότε 

y 0⋅α =
�� ��

 , και η (2) γίνεται: 
2

2

v
v 0

⋅α
⋅α = λ α + ⇔ λ =

α

�� ��
�� �� ��

�� .   

Εφαρµογή 8 

∆ίνονται τα διανύσµατα (3,1)α =
�

 και (1, 2)ν =
�

. Να αναλυθεί το ν
�

 σε δύο 

κάθετες συνιστώσες, α̟ό τις ο̟οίες η µία να είναι ̟αράλληλη στο α
�

. 

Λύση 

Έστω v x y= +
�� � ��

(1)  µε x y⊥
� ��

 και x //α
� ��

. Αφού x //α
� ��

 θα υ̟άρχει λ ∈— ώστε να 

ισχύει x = λα
� ��

, ο̟ότε η (1) γίνεται: v y= λα +
�� �� ��

. Πολλα̟λασιάζουµε και τα δυο 

µέλη εσωτερικά µε α
��

 και έχουµε v ( y) v y⋅α = λα + ⋅α ⇒ ⋅α = λα ⋅α + ⋅α
�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��

 (2). 
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Ε̟ειδή  
x y

y
x //

 ⊥ 
⇔ ⊥ α 

α  

� ��
�� ��

� �� , ο̟ότε y 0⋅α =
�� ��

 , και η (2) γίνεται: 

( )
2

2 2
2 2

v 3 1 1 2 5 1
v 0

10 23 1

⋅α ⋅ + ⋅
⋅α = λ α + ⇔ λ = = = =

α +

�� ��
�� �� ��

�� .   

Συνε̟ώς, 
1 1 3 1

x (3,1) ,
2 2 2 2

 = α = =  
 

� �
 και 

3 1 1 3
y v x (1, 2) , ,

2 2 2 2

   = − = − = −   
   

�� �� �
. 

 

���� Μελέτησε ̟ροσεκτικά τις ε̟όµενες εφαρµογές !!! 

 

Εφαρµογή 9 

Αν 1 1(x , y )α =
�

 και 2 2(x , y )β =
�

, να α̟οδειχτεί ότι: 

(i)  | || | | |α ⋅β ≤ α ⋅ β
� �� �

     (ii)  2 2 2( )α ⋅β ≤ α β
� �� �

 

Πότε ισχύουν οι ισότητες; 
Λύση 

i. Αν θ  είναι η γωνία των διανυσµάτων α
�

 και β
�

, τότε έχουµε: 

| | | | | | συν | | | | |συν || | | |α ⋅β = α ⋅ β ⋅ θ = α ⋅ β ⋅ θ ≤ α ⋅ β
� � � �� � � �

. 

Η ισότητα ισχύει µόνο, αν 1συνθ = ± , δηλαδή, µόνο αν //α β
��

. 

 

ii. Ε̟ίσης, έχουµε 2 2 2 2 2 2 2( ) | | (| | | |) | | | |α ⋅β = α ⋅β ≤ α ⋅ β = α ⋅ β = α ⋅β
� � � � �� � � � �

. 

Η ισότητα ισχύει, ό̟ως και ̟ροηγουµένως, µόνο όταν //α β
��

. 

 

Εφαρµογή 10 

Να α̟οδειχτεί ότι συν( ) συν συν ηµ ηµα −β = α β + α β , ό̟ου 0 ≤ β < α ≤ π . 

 

Α̟όδειξη 

Αν στον τριγωνοµετρικό κύκλο τα διανύσµατα OA
→

 

και OB
→

 σχηµατίζουν µε τον άξονα x x′  γωνίες α  και 

β  αντιστοίχως, τότε θα είναι OA (συν ,ηµ )
→

= α α  και 

OB (συν ,ηµ )
→

= β β . Ε̟οµένως, θα έχουµε: 

OA OB |OA| |OB| συν( ) 1 1 συν( ) συν( )
→ → → →

⋅ = ⋅ ⋅ α −β = ⋅ ⋅ α − β = α − β  και  

OA OB (συν ,ηµ )(συν ,ηµ ) συν συν ηµ ηµ
→ →

⋅ = α α β β = α ⋅ β + α ⋅ β . 

Άρα, συν( ) συν συν ηµ ηµα − β = α ⋅ β + α ⋅ β . 

 

 

 Ο 

 y 

 x 

 α-β 
 α 

 β 

 Β  Α 
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Εφαρµογή 11 

∆ίνονται τα µη µηδενικά διανύσµατα ,  ,  α β γ
�� � �

 του ε̟ι̟έδου µε 1α ⋅β ≠
�� �

. Να 

βρεθεί το διάνυσµα x
�

, για το ο̟οίο ισχύει ( )x xγ + = α ⋅ ⋅β
� � �� � �

. 

���� Σχόλιο 

Το διάνυσµα x
�

 εµφανίζεται στο δεύτερο µέλος στο εσωτερικό γινόµενο xα ⋅
�� �

 

α̟’ ό̟ου είναι αδύνατο να α̟οµονωθεί. Για να αντιµετω̟ίσουµε το 

̟ρόβληµα αυτό θα δηµιουργήσουµε και στο ̟ρώτο µέλος το xα ⋅
�� �

, 

̟ολλα̟λασιάζοντας και τα δυο µέλη της δεδοµένης σχέσης εσωτερικά µε το 

διάνυσµα α
��

. 

 

Λύση 

Έχουµε λοι̟όν: 

( )x xγ + = α ⋅ ⋅β
� � �� � �

⇔ ( )x x  α ⋅ γ + = α ⋅ α ⋅ ⋅β   
�� � � �� �� � �

⇔ ( ) ( )x xα ⋅ γ + α ⋅ = α ⋅ ⋅ α ⋅β
�� � �� � �� � �� �

⇔  

( ) ( )x xα ⋅ γ = α ⋅ ⋅ α ⋅β − α ⋅
�� � �� � �� � �� �

⇔ ( ) ( )x 1α ⋅ γ = α ⋅ ⋅ α ⋅β −
�� � �� � �� �

 και ε̟ειδή 1α ⋅β ≠
�� �

 είναι και 

1 0α ⋅β − ≠
�� �

, ο̟ότε έχουµε x
1

α ⋅ γ
α ⋅ =

α ⋅β −

�� �
�� �

�� � .  Αντικαθιστώντας στην αρχική σχέση 

το xα ⋅
�� �

 µε το 
1

α ⋅ γ

α ⋅β −

�� �

�� �  έχουµε: x
1

 α ⋅ γ
γ + = ⋅β 

α ⋅β − 

�� �
� � �

�� � ⇔ x
1

 α ⋅ γ
= ⋅β − γ 

α ⋅β − 

�� �
� � �

�� � . 

 

Εφαρµογή 12 

Έστω x, y ∈— για τους ο̟οίους ισχύει ότι 2 2x y 49+ = . Να α̟οδειχθεί ότι 

12x 16y 140− ≤ . 

���� Σχόλιο 

Παρατηρούµε ότι το 2 2x y 49+ =  γράφεται ( )
2

2 2 2x y 7+ =  ̟ου σηµαίνει ότι 

αν καλέσουµε (x, y)α =
��

, τότε 7α =
��

. Ε̟ίσης αν καλέσουµε (12, 16)β = −
�

, τότε 

x 12 y ( 16) 12x 16yα ⋅β = ⋅ + ⋅ − = −
�� �

, ο̟ότε 12x 16yα ⋅β = −
�� �

. 

 

Λύση 

Έχουµε λοι̟όν τα εξής:  
2 212 ( 16) 144 256 400 20β = + − = + = =

�
. 

Α̟ό την εφαρµογή 9 γνωρίζουµε ότι | || | | |α ⋅β ≤ α ⋅ β
� �� �

⇔ 12x 16y 7 20− ≤ ⋅ ⇔  

12x 16y 140− ≤ . 

 

Εφαρµογή 13 

Να α̟οδείξετε ότι 2 2x 2x 2 x 6x 13 13− + + − + ≥ . 

���� Σχόλιο 

Το ̟ρώτο υ̟όριζο γράφεται 2 2 2 2x 2x 2 x 2x 1 1 (x 1) 1− + = − + + = − + . 
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Το δεύτερο υ̟όριζο γράφεται 2 2 2 2x 6x 13 x 6x 9 4 (3 x) 2− + = − + + = − +  

Λύση 

Έστω τα διανύσµατα (x 1,1)α = −
��

 και (3 x, 2)β = −
�

.  

Έχουµε 2 2 2(x 1) 1 x 2x 2α = − + = − +
��

 και 2 2 2(3 x) 2 x 6x 13β = − + = − +
�

. 

Ε̟ίσης γνωρίζουµε ότι ισχύει η τριγωνική ανισότητα για τα διανύσµατα α
��

 

και β
�

, δηλαδή ισχύει ότι α + β ≥ α + β
�� � �� �

 (1).  

Όµως (x 1,1) (3 x, 2) (x 1 3 x,1 2) (2, 3)α + β = − + − = − + − + =
�� �

, ο̟ότε 

2 22 3 13α + β = + =
�� �

, άρα η (1) γίνεται 2 2x 2x 2 x 6x 13 13− + + − + ≥ . 

Εφαρµογή 14 

Έστω δυο µη µηδενικά διανύσµατα ,  α β
�� �

. Αν υ̟άρχει λ ∈— τέτοιος ώστε να 

ισχύει 1α + λβ =
�� �

 και θ  η γωνία ̟ου σχηµατίζουν τα ,  α β
�� �

, να α̟οδειχθεί ότι 

( ) 1ηµθ α ≤
��

. 

Λύση 

1α + λβ =
�� �

⇔ (µέθοδος του τετραγωνισµού) 
2

21α + λβ =
�� �

⇔ ( )2

1α + λβ =
�� �

⇔  

2 2 22 ( ) 1α + λ α ⋅β + λ β =
�� �� �

⇔
22 2 2( ) 1 0β λ + α ⋅β λ + α − =

�� � ��
. Η τελευταία εξίσωση 

είναι δευτεροβάθµια ως ̟ρος λ για την ο̟οία µας εξασφαλίζεται ότι υ̟άρχει 
λ ∈— ̟ου την ε̟αληθεύει, ο̟ότε  έχει λύση στο —, άρα 0∆ ≥ .   

0∆ ≥ ⇔ ( ) ( )2 2 2
4 4 1 0α ⋅β − β α − ≥
�� � � ��

⇔ ( ) ( )2 2 2 224 1 0 α ⋅ β συν θ − β α − ≥  

�� � � ��
⇔  

( ) ( )2 2 224 1 0 β α συν θ − α − ≥  

� �� ��
⇔

2 22 1 0α συν θ − α + ≥
�� ��

⇔  

2 22(1 ) 1 0α − ηµ θ − α + ≥
�� ��

⇔
2 2 22 1 0α − α ηµ θ − α + ≥
�� �� ��

⇔
2

2 1α ηµ θ ≤
��

⇔  

( ) 1ηµθ α ≤
��

⇔ 1ηµθ α ≤
��

. Ε̟ειδή τώρα [0, ]θ∈ π , είναι 0ηµθ ≥  

⇔ ηµθ = ηµθ ,  ο̟ότε η τελευταία σχέση γίνεται ( ) 1ηµθ α ≤
��

.    

 

Εφαρµογή 15 

∆ίνονται τα µοναδιαία διανύσµατα ,  ,  α β γ
�� � �

 ( )1α = β = γ =
�� � �

. Να βρεθεί η 

µέγιστη και η ελάχιστη τιµή της ̟αράστασης α ⋅β + β⋅ γ + γ ⋅α
�� � � � � ��

. 

Λύση 

0 ≤ α + β + γ ≤ α + β + γ
�� � � �� � �

⇔ 0 1 1 1≤ α + β + γ ≤ + +
�� � �

⇔ 0 3≤ α + β + γ ≤
�� � �

⇔  

2
20 3≤ α + β + γ ≤

�� � �
⇔

2 2 2
0 2( ) 2( ) 2( ) 9≤ α + β + γ + α ⋅β + β⋅ γ + γ ⋅α ≤
�� � � �� � � � � ��

⇔   

0 1 1 1 2 9 ≤ + + + α ⋅β + β⋅ γ + γ ⋅α ≤ 
�� � � � � ��

⇔ 3 6 − ≤ α ⋅β + β⋅ γ + γ ⋅α ≤ 
�� � � � � ��

⇔

3
3

2
 − ≤ α ⋅β + β⋅ γ + γ ⋅α ≤ 
�� � � � � ��

, ο̟ότε { } 3
min

2
α ⋅β + β⋅ γ + γ ⋅α = −
�� � � � � ��

 και  

{ }max 3α ⋅β + β⋅ γ + γ ⋅α =
�� � � � � ��

. 
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Ασκήσεις 
Οµάδα Α 
 

1. Αν 0α⋅β >
�� �

 τότε ( )α β
�� �
ɵ  είναι οξεία.      Σ Λ  

2. Το ( )α ⋅β ⋅ γ
�� � �

 ̟αριστάνει διάνυσµα.      Σ Λ 

3. Το ( )λ ⋅α ⋅β
�� �

, λ∈— ̟αριστάνει διάνυσµα.    Σ Λ 

4. Το ( )α ⋅λ ⋅β
�� �

, λ∈— ̟αριστάνει διάνυσµα.    Σ Λ 

5. Μ̟ορούµε να γράφουµε: ( ) ( )α ⋅β ⋅ γ = α ⋅ β ⋅ γ
�� � � �� � �

   Σ Λ 

6. Αν (3, 5)α =
��

 και 
1 1

,
3 5

 β = − 
 

�
 τότε α ⊥ β

�� �
.    Σ Λ 

7. Αν 0α⋅β =
�� �

 τότε είναι ̟άντα ( )
2

π
α β =
�� �
ɵ .     Σ Λ 

8. Τα διανύσµατα i jα = +
�� � �

  και i jβ = − +
� � �

 είναι κάθετα.  Σ Λ 

9. Τα αντίθετα διανύσµατα έχουν ίσα εσωτερικά γινόµενα. Σ Λ 

10. Αν είναι ( )
2

π
α β >
�� �
ɵ  τότε 0α⋅β <

�� �
.      Σ Λ 

11. Όταν οι συντελεστές δυο διανυσµάτων είναι αντίστροφοι 

αριθµοί τότε τα διανύσµατα είναι κάθετα.    Σ Λ 

12. Αν α⋅β = α ⋅ γ
�� � �� �

 τότε είναι β = γ
� �

.      Σ Λ 

13. Υ̟άρχουν x∈— τέτοια ώστε τα διανύσµατα (x 1, 3)α = +
��

  

και (x,1)β =
�

 να είναι κάθετα.      Σ Λ 

14. Υ̟άρχουν θ∈—τέτοια ώστε τα διανύσµατα 
1 1

,
 

α =  συνθ ηµθ 

��
 

και ( , )β = ηµθ συνθ
�

 να είναι κάθετα.     Σ Λ 

15. Ισχύει 
δ

α⋅δ = α ⋅προβ α�
�� � �� ��

.      Σ Λ 

16.    Τα διανύσµατα 
1

,
 α = λ λ 

��
 και 

8
1,

 β = − λ 

�
 είναι κάθετα µε:  

Α. λ = - 1  Β. λ = 0   Γ. λ = 1 

∆. λ = 2  Ε. λ = 8 

17.   ∆ίνονται τα διανύσµατα (2, 2)α = −
��

, (1, 1)β = −
�

  και 
1 1

,
2 2

 γ = − 
 

�
. Σωστή 

είναι η σχέση:  

Α. α = β
�� �

  Β. α⋅ γ = β
�� � �

  Γ. // //α β γ
�� � �

     

∆. α ⊥ γ
�� �

  Ε. 2α = β− γ
�� � �
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18.   Τα διανύσµατα ( , 4)α = λ
��

 και ( 4,1)β = λ −
�

 είναι κάθετα. Ο ̟ραγµατικός 

αριθµός λ ισούται µε:  

Α. 0 Β. - 2  Γ. 2  ∆. 4  Ε.  
1

4
 

19.   Αν 2κ =
��

, v 3=
��

, v 3κ ⋅ = −
�� ��

 και ( )0 v< θ = κ < π
�� ��
ɵ , τότε η γωνία θ ισούται 

µε:  

Α. 0° Β. 30°  Γ. 60°  ∆. 120°  Ε. 150° 

20.   Είναι 0α⋅β =
�� �

. Α̟ό τις ̟αρακάτω σχέσεις δεν µ̟ορεί να ισχύει:  

Α. 0α =
��

  Β. α ⊥ β
�� �

  Γ. α = β
�� �

 και ( )
2

π
α β =
�� �
ɵ ,    

∆. ( )
4

π
α β =
�� �
ɵ     Ε. 1α = β =

�� �
 και ( )

6

π
α β =
�� �
ɵ  

21.    Σύµφωνα µε το σχήµα, το α⋅β
�� �

 ισούται µε:  

Α. α ⋅ β
�� �

           Β. − α ⋅ β
�� �

       Γ. 0  

∆. 
1

2
α ⋅ β
�� �

 Ε. 
1

2
− α ⋅ β
�� �

 
 

 

22.  Σύµφωνα µε το σχήµα, το α⋅β
�� �

 ισούται µε:  

Α. 0 Β. α ⋅ β
�� �

 Γ. − α ⋅ β
�� �

  

∆. 
3

2
α ⋅ β
�� �

                  Ε.  
3

2
− α ⋅ β

�� �
 

 

 

23.  Σύµφωνα µε το σχήµα, το α⋅β
�� �

 ισούται µε:  

Α. α ⋅ β
�� �

 Β. 
1

2
α ⋅ β
�� �

 Γ. 
3

2
α ⋅ β
�� �

 

∆. 
1

2
− α ⋅ β
�� �

                 Ε. 
3

2
− α ⋅ β

�� �
 

 

 

24.  Στο σχήµα το ΑΒΓ∆ είναι τετράγωνο µε   

̟λευρά 4 cm. Ποια α̟ό τις ̟αρακάτω 

ισότητες είναι λανθασµένη; 

Α. AB B 0⋅Γ =
���� ����

  Β. AB A 8⋅ Ο =
���� ����

 

Γ. AB A 16⋅ Γ =
���� ����

  ∆. AB 16⋅Γ∆ = −
���� ����

  

Ε. 8ΟΒ⋅ΒΑ =
���� ����
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25.  Αν α
�

 είναι µη µηδενικό διάνυσµα και β
�

 ένα ο̟οιοδή̟οτε άλλο 

διάνυσµα, τότε το γινόµενο α⋅β
�� �

 ισούται µε:  

Α. 
β

α⋅προβ α�
�� ��

  Β. 
α

α⋅προβ β��
�� �

  Γ. 
α

β⋅προβ β��
� �

   

∆. 
α

α ⋅προβ β��
�� �

  Ε. 
β

β ⋅προβ α�
� ��

 

 

26.   Τα διανύσµατα α
�

 και β
�

 είναι µη µηδενικά. Το ( )συν α β
�� �
ɵ ισούται µε:  

Α. 
α β

α ⋅β

�� �

�� �  Β. 
α β

α ⋅β

�� �

�� �  Γ. 
α⋅β

α ⋅ β

�� �

�� �  ∆. 
α ⋅β

α + β

�� �

�� �  Ε. 
α ⋅β

α + β

�� �

�� �  

 

Οµάδα Β 
 
 

1.  Αν ( 1, 3)α = −
�

 και (2, 5)β =
�

, τότε 

 (i) Να βρείτε τα εσωτερικά γινόµενα α⋅β
��

, (2 ) ( 3 )α ⋅ − β
��

 και ( ) (3 )α −β ⋅ α +β
� �� �

 

(ii) Να βρείτε τη σχέση ̟ου συνδέει τους ,κ λ∈—, ώστε το εσωτερικό 

γινόµενο των διανυσµάτων u ( , )= κ λ
�

 και β
�

 να είναι ίσο µε µηδέν. Ποια 

η σχέση όλων των διανυσµάτων u
�

 στην ̟ερί̟τωση αυτή; 
2.  Αν u (1,2), v (4, 2)= =

� �
 και w (6,0)=

�
, να υ̟ολογίσετε τις ̟αραστάσεις: 

u (7v w)⋅ +
� ��

, |u|(v w)⋅
� ��

, |(u v) w|⋅ ⋅
� ��

 και (|u| v) w⋅ ⋅
� ��

. 

3.  Να υ̟ολογιστεί το γινόµενο α⋅β
���

 στις ̟αρακάτω ̟ερι̟τώσεις: 

 α) 1α =
��

,  3β =
�

  και ( , )
6

∧ π
α β =
��

 

β) 2α =
��

,  2β =
�

,  και ( , ) 75
∧

α β = �
��

 

γ)  2 3α =
��

,   12β =
�

  και  ( , ) 135
∧

α β = �
��

. 

4.  Αν (1,0)α =
�

 και (1,1)β =
�

, να βρείτε τον λ∈—, ώστε: 

(i) Τα διανύσµατα α
�

 και α + λβ
��

 να είναι κάθετα 

(ii) Τα διανύσµατα β
�

 και α + λβ
��

 να είναι κάθετα. 

5.  Αν | | 2α =
�

, | | 3β =
�

 και ( , )
3

∧ π
α β =
��

, να  υ̟ολογίσετε τον κ∈—, ώστε τα 

διανύσµατα u 3= α −β
�� �

 και v 2= κα + β
���

 να είναι κάθετα. 

6. ∆ίνονται τα διανύσµατα α
�

 και β
�

 µε ( , )
6

∧ π
α β =
��

. Αν 2α =
��

 και 2 2β =
�

 

να βρεθούν: 

α)  α ⋅β
���
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  Β 

 ∆ 

 Γ 

 Α 

β)  
2 2

α +β
�� �

 

γ)  ( )2

α +β
�� �

 

δ)  α +β
�� �

 

ε)   ( ) ( )2 3 4 5α + β ⋅ α − β
�� � �� �

. 

7. Αν ( ,1)α = κ
�

 και (4, 3)β =
�

, να βρείτε τον κ∈— ώστε να ισχύει: 

 (i) 0α ⋅β =
��

              (ii) ( , )
4

∧ π
α β =
��

               (iii) //α β
��

. 

8.  Αν τα διανύσµατα α
��

 και β
�

 είναι µη µηδενικά, να αποδείξετε ότι:  

  ( ) συν
| α |

α ⊥ α −β ⇔ (α,β) =
| β |

�
� �� � �

� . 

9. Να α̟οδείξετε ότι για δύο µη µηδενικά διανύσµατα α
�

 και β
�

, το 

διάνυσµα 2v ( )= β ⋅α − α ⋅β ⋅β
� � ��� �� ��

 είναι κάθετο στο β
�

. 

 
10. ∆ίνονται τα σηµεία (3, 2), (6, 4), (1,5)Α − Β − Γ  και ( 1,2)∆ − . Να 

υ̟ολογίσετε: 

  (i)  Το εσωτερικό γινόµενο 
→ →

ΑΒ⋅ Γ∆  

 (ii)  Τι συµ̟εραίνετε για τα διανύσµατα 
→

ΑΒ  και 
→

Γ∆ ; 
 

11.  ∆ίνονται τα διανύσµατα (2, 4)α = −
��

 και ( 8, 5)β = −
�

. Να αναλύσετε το β
�

 

σε δύο κάθετες συνιστώσες, α̟ό τις ο̟οίες η µία να είναι ̟αράλληλη 
̟ρος το α

�
. 

 
12.  Να υ̟ολογίσετε τα µήκη των διαγωνίων ενός ̟αραλληλογράµµου ̟ου 

κατασκευάζεται µε τα διανύσµατα 5 2α + β
��

 και 3α − β
��

, αν | | 2 2α =
�

, 

| | 3β =
�

 και 0( , ) 45
∧

α β =
��

. 

 
13.  Για τα διανύσµατα του δι̟λανού 

σχήµατος να υ̟ολογίσετε την 

̟αράσταση 
→ → → →

ΑΒ⋅ΑΓ+ ΑΒ⋅ Γ∆ . 
 
  

14.   Να βρεθεί το µέτρο του διανύσµατος α +β+ γ
�� � �

 αν ( , ) ( , )
4

∧ ∧ π
α β = β γ =
��� � �

 και 

| | 2α =
�

,  | | 3β =
�

 και  | | 2γ =
�

. 

15.   Να βρεθεί η γωνία των διανυσµάτων: ( 1, 4)α = −
��

 (1, 2)β = −
�

. 
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16.   Αν  | | 2α =
�

,  | | 2 2β =
�

,  ( , )
4

∧ π
α β =
���

 να βρείτε τη γωνία ( ),β−α α
� �� ��

ɵ . 

17.  Αν α
�

, β
�

 είναι µοναδιαία διανύσµατα και θ η µεταξύ τους γωνία, να 

α̟οδείξετε ότι: 2
2

θ
α +β = συν
�� �

. 

18.   Αν 1α = β =
�� �

 και 
2

( , )
3

∧ π
α β =
���

 να υ̟ολογιστεί η γωνία των διανυσµάτων: 

u 2 4= α + β
�� �� �

 και v = α −β
�� �� �

. 

19.   Αν α ⊥ β
�� �

, ( ) ( )3α +β ⊥ α − β
�� � �� �

 και 2α −β =
�� �

, δείξτε ότι 3α =
��

 και 1β =
�

. 

20. Αν u ( 3 3, 1 3)= − − − −
��

 και v ( 1 3, 1 3)= − − − −
��

 και 0 (u, v)
∧

< < π
�� ��

 να 

α̟οδείξετε ότι (u, v)
12

∧ π
=

�� ��
. 

21.  ∆ίνονται τα διανύσµατα u ( 2, 3)= −
��

 και v (4, 3)= −
��

. Να βρείτε το 

διάνυσµα w
���

 ώστε να είναι  w (3v 5u)⊥ −
��� �� ��

. 

22.  ∆ίνονται τα µοναδιαία διανύσµατα α
�

 και β
�

, µε ( , )
3

∧ π
α β =
���

. Να βρείτε 

διάνυσµα x
�

, τέτοιο ώστε x//( )α +β
�� ��

 και β ( x)⊥ α+
� �� �

. 

23.  ∆ίνονται τα διανύσµατα =(3,-4)α
��

  και (5,10)β =
�

. Να αναλύσετε το 

διάνυσµα β
�

 σε δύο κάθετες µεταξύ τους συνιστώσες α̟ό τις ο̟οίες η µία 

να είναι ̟αράλληλη ̟ρος το α
�

. 

24.   ∆ίνονται τα διανύσµατα α=(1,3)
�

, β=(3,-1)
�

 και γ=(-1,0)
�

. Να βρείτε όλα 

τα διανύσµατα v
�

 µε v 10=
��

, v ⊥ γ
��

  και v=λα +µβ
�� ��

,  ,λ µ∈—. 

25.   Αν 1 2( , )α = α α
��

, 1 2( , )β = β β
�

 µε 2α = β =
�� �

 και α ⊥ β
�� �

, να α̟οδείξετε ότι 

ισχύει 1 2 2 1 4α β −α β =  ή 1 2 2 1 4α β −α β = − .  

26.   Αν x (x )+ ⋅α ⋅β = γ
� � �� � �

 (1) µε 1+ 0α ⋅β ≠
�� �

, τότε: 

 i. Να α̟οδείξετε ότι x
1

α ⋅ γ
⋅α =

+α ⋅β

�� �
� ��

�� � . 

 ii. Να λυθεί ως ̟ρος x η εξίσωση (1), θεωρώντας ότι τα διανύσµατα 

 ,  ,  α β γ
�� � �

 είναι γνωστά και µη µηδενικά. 

27.   α)  Α̟οδείξτε ότι για ο̟οιαδή̟οτε διανύσµατα α
�

 και β
�

 ισχύει: 

 α ⋅β ≤ α ⋅ β
�� � �� �

. 
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 β) Χρησιµο̟οιώντας το (α) ερώτηµα και γνωρίζοντας ότι 2 2x y 36+ = , 

να βρείτε την ελάχιστη και τη µέγιστη τιµή της ̟αράστασης A 6x 8y= − . 

 γ) µε τη βοήθεια του (α) ερωτήµατος δείξτε ότι: 6 x 8 x 10ηµ − συν ≤ . 

28. Θεωρούµε το τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρεθεί ο γ.τ. των σηµείων Μ του 

ε̟ι̟έδου του για τα ο̟οία ισχύει: AB AM A AM 0⋅ + Γ ⋅ =
���� ����� ���� �����

. 

29. Αν ( )3 (x 1), 2xα = ⋅ −
��

 και β=(- 3 ,1)
�

  να βρείτε το x, ώστε ( , )
3

∧ π
α β =
���

. 

30. Αν (2,3)α =
��

 και β=(-1,4)
�

, να βρείτε την ̟ροβολή του α
��

 ̟άνω στο β
�

. 

31. Να α̟οδείξετε ότι η γωνία θ ̟ου σχηµατίζουν οι διαγώνιοι του 

̟αραλληλογράµµου µε διαδοχικές ̟λευρές α
��

 και β
�

 ισούται µε τη γωνία 

των διανυσµάτων α +β
�� �

 και α −β
�� �

. 

32. Αν είναι 5α =
��

, 8β =
�

 και ( , )
3

∧ π
α β =
���

, να βρεθεί το συνηµίτονο της 

γωνίας των α +β
�� �

 και α −β
�� �

 και να δοθεί η γεωµετρική ερµηνεία της 

γωνίας. 

33.   Να δείξετε ότι το διάνυσµα 2

x
x

β⋅
α = ⋅β−

β

� �
�� � �

�  είναι κάθετο στο β
�

 για κάθε 

διάνυσµα x
�

. 

34. Σε καθεµιά α̟ό τις ̟αρακάτω ̟ερι̟τώσεις, να εξετάσετε αν τα 

διανύσµατα ̟ου δίνονται είναι κάθετα µεταξύ τους. 

α) 
( )

2

α ⋅β ⋅α
β −

β

�� � ��
�

�  και β
�

, β)  ( ) ( )β⋅α ⋅ γ − γ ⋅ α ⋅β
� �� � � �� �

  και α
��

 

γ)  
( )

2

α ⋅β ⋅α
β −

α

�� � ��
�

��  και α
��

. 

35. Αν (1, 2)α =
��

 και β=(3,4)
�

, να βρεθούν τα διανύσµατα p
��

 και q
��

 ώστε να 

ισχύουν συγχρόνως: 

α)  α=p q+
�� ���

 ,  β) p//α
�� ��

, γ) q ⊥ β
�� �

 

36.   Αν β 0≠
� �

 και α=p q+
�� ���

 µε p//β
�� �

 και q ⊥ β
�� �

 να α̟οδειχθεί ότι ισχύουν οι 

σχέσεις: 

α)  
( )

2p
α ⋅β

= ⋅β
β

�� �
�� �

� ,   β) 
( )

2q
α ⋅β

= α − ⋅β
β

�� �
�� �� �

� . 

37. ∆ίνονται τα διανύσµατα α
�

 και β
�

 τέτοια ώστε να είναι: 
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( ) ( )2λα + κβ ⊥ κα + λβ
�� � �� �

για κάθε ,κ λ∈—. 

α)  Να α̟οδείξετε ότι α ⊥ β
�� �

. 

β)  Να βρεθεί το β
�

 στην ̟ερί̟τωση ̟ου είναι 2α =
��

. 

38.   Αν ισχύει α = β = α +β
�� � �� �

 τότε να δείξετε ότι 3α −β = α
�� � ��

. 

39.   Θεωρούµε τα διανύσµατα ,  ,  α β γ
�� � �

 µε 0α +β+ γ =
�� � � �

. Αν 2α =
��

, 3β =
�

 και 

5γ =
�

, υ̟ολογίστε το: α ⋅β+β⋅ γ + γ ⋅α
�� � � � � ��

. 

40.  Θεωρούµε τα συνε̟ί̟εδα διανύσµατα ,  ,  α β γ
�� � �

. Να δείξετε ότι η σχέση 

1
α ⋅β β⋅ γ γ ⋅α

+ + = −
α ⋅ β β ⋅ γ γ ⋅ α

�� � � � � ��

�� � � � � ��  συνε̟άγεται ότι δύο α̟ό τα διανύσµατα 

,  ,  α β γ
�� � �

 είναι αντίρρο̟α. 

41.  Θεωρούµε τα διανύσµατα α
��

 και β
�
µε 3α =
��

, 6β =
�

. Να οριστεί ο 

̟ραγµατικός αριθµός λ ώστε τα διανύσµατα 3α +λβ
�� �

 και 3α −λβ
�� �

 να 

είναι κάθετα. 

42. Αν τα διανύσµατα α
��

 και β
�

 έχουν ίσα µέτρα και είναι κάθετα να 

α̟οδείξετε ότι τότε και τα διανύσµατα 2α +β
�� �

 και 2α − β
�� �

 είναι κάθετα. 

43.   Αν για τα διανύσµατα α
��

 και β
�

 ισχύουν 2β = α
� ��

 και α +β = α
�� � ��

, δείξτε 

ότι τα α
��

 και β
�

 είναι αντίρρο̟α. 

44. Αν 1 1(x , y )α =
��

 και 2 2(x , y )β =
�

 δυο µη µηδενικά διανύσµατα και 

( , )
∧

α β = θ
���

, δείξτε ότι 
det( , )α β

ηµθ =
α ⋅ β

�� �

�� � . 

45. Έστω τα µη µηδενικά διανύσµατα ,  ,  α β γ
�� � �

 µε β ↑↑ γ
� �

 και β ≠ γ
� �

. Αν για 

κάθε x∈— ισχύει ότι ( ) ( )x x 0α + β ⋅ γ −α ≥
�� � � ��

, να δείξετε ότι α ⊥ β
�� �

. 

46. Έστω η εξίσωση (Ε): 2x x 0α +β + γ =  µε 0α ≠  και τα διανύσµατα 

 1v ( , 2 )= β α
���

 και 2v (2 , )= γ β
���

. 

 i. ∆είξτε ότι αν 1 2det(v , v ) 0=
��� ���

, η εξίσωση έχει δυο ρίζες ίσες. Το 

 αντίστροφο  ισχύει; 

 ii. Να βρεθούν τα , ,α β γ  ώστε 1 2v v⊥
��� ���

. 

 iii. Για 0β =  και γ = −α  να λύσετε την εξίσωση (Ε) και στη συνέχεια να 

 βρείτε την τιµή της ̟αράστασης ( ) ( )1 1 2 2 2 1v x v v x vΠ = + ⋅ ⋅ + ⋅
��� ��� ��� ���

, ό̟ου 

 1 2x , x  οι ρίζες της εξίσωσης (Ε) µε 1 2x x< . 
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Οµάδα Γ 
 

1. Τα διανύσµατα α
�

 και β
�

 είναι µη µηδενικά και µη συγγραµµικά. Να 

α̟οδείξετε ότι για όλους τους ̟ραγµατικούς αριθµούς λ  και µ  ισχύει: 

 2 2 2 22 ( ) 0λ α + λµ ⋅ α ⋅β +µ β ≥
� �

� �

.  Πότε ισχύει το ""= ; 

2. Να α̟οδείξετε ότι: 

 (i)  2 2 2 2|u v| |u v| 2|u| 2|v|+ + − = +
� � �� � �

     (iii)  2 21 1
u v |u v| |u v|

4 4
⋅ = + − −
� � �� � �

. 

3. ∆ίνονται τα µη µηδενικά και µη συγγραµµικά διανύσµατα α
�

 και β
�

. Να 

α̟οδείξετε ότι: 

 (i) Ο φορέας του διανύσµατος u | | | |= β α+ α β
� ��� ��

�

 διχοτοµεί τη γωνία των 

διανυσµάτων α
�

 και β
�

. 

 (ii) Ο φορέας του διανύσµατος v | | | |= β α− α β
� �

� ��

 διχοτοµεί την 

̟αρα̟ληρωµατική γωνία των διανυσµάτων α
�

 και β
�

. 

4. Αν | | 2α =
�

, | | 1β =
�

, | | 3γ =
�

 και 2 0α +β+ γ =
� �

� �

, να υ̟ολογίσετε το άθροισµα 

α⋅β+β⋅ γ + γ ⋅α
� �

� � � �

. 

5. Αν τα διανύσµατα ( , )α = κ λ
�

 και ( , )β = µ ν
�

 είναι κάθετα και έχουν µέτρα 

ίσα µε τη µονάδα, να δείξετε ότι 2( ) 1κν −λµ = . 

6. Να α̟οδείξετε ότι 
2 2 2 2

1 1
αγ +βδ

− ≤ ≤
α +β γ + δ

. 

7. Σε ηµικύκλιο µε διάµετρο ΑΒ  και κέντρου Ο  
̟αίρνουµε σηµείο Μ . 

(i) Να εκφράσετε τα διανύσµατα 
→

ΜΑ  και MB
→

 

ως συνάρτηση των α
�

 και β
�

. 

(ii) Να βρείτε το γινόµενο 
→ →

ΜΑ⋅ΜΒ . Τι 
συµ̟εραίνετε για τη γωνία των διανυσµάτων 
→

ΜΑ  και 
→

ΜΒ ; Ποια ̟ρόταση της Ευκλείδειας Γεωµετρίας έχει α̟οδειχτεί; 
9. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ  και εξωτερικώς 

αυτού κατασκευάζουµε τα τετράγωνα 
ΑΒΕΖ  και ΑΓΗΘ . Να εκφράσετε τα 

διανύσµατα 
→

ΒΘ  και 
→

ΖΓ  ως 

συνάρτηση των 1 2 1 2, , ,β β γ γ
� �

� �

 και να 

υ̟ολογίσετε το εσωτερικό γινόµενο 
→ →

ΒΘ⋅ ΖΓ . Τι συµ̟εραίνετε για τα 
τµήµατα ΒΘ  και ΓΖ ; 

 

 
�

β  

 
�

a   −
�

a  

 
 Μ 

 Α  Β  Ο 

 
�

γ 1
 

 
�

γ 2
 

 
�

β2
 

 
�

β1
 

 

 Η 

 Ε 

 Ζ 

 Θ 

 Γ  B 

 A 
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10. Έστω Ο  και Α  δύο σταθερά σηµεία του ε̟ι̟έδου µε | | 3
→

ΟΑ = . Ποια 

γραµµή γράφουν τα σηµεία Μ  του ε̟ι̟έδου για τα ο̟οία είναι 

( 2 ) 7
→ → →

ΟΜ⋅ ΟΜ− ΟΑ = ; 

11. ∆ίνονται δύο µη µηδενικά διανύσµατα α
�

 και β
�

. Αν υ̟άρχει λ∈—, 

τέτοιος, ώστε | | 1α + λβ =
�

�

. Να α̟οδείξετε ότι το εµβαδόν του 

̟αραλληλόγραµµου ΟΑΓΒ  µε 
→

ΟΑ = α
�

 και 
→

ΟΒ = β
�

 είναι µικρότερο ή ίσο 

του | |β
�

. 

12. Τα διανύσµατα , ,α β γ
�

� �

 και x
�

 του ε̟ι̟έδου ικανο̟οιούν τη σχέση 

( x) xα ⋅ ⋅β = γ +
�

� � � �

.  

         (i) Να α̟οδείξετε ότι ( 1)( x)β⋅α − α ⋅ = γ ⋅α
�

� � � � �

. 

        (ii) Αν 1β⋅α ≠
�

�

, να εκφράσετε το διάνυσµα x
�

 ως συνάρτηση των 

   ,α β
�

�

 και γ
�

. 

13. Να α̟οδείξετε ότι τα µη µηδενικά διανύσµατα α
��

 και β
�

 είναι 

συγγραµµικά, αν και µόνον αν ισχύει 

2

2

 
0

 

α α⋅β
=

β⋅α β

�� �� �

� �� �

. 

14. Αν για τα διανύσµατα α
��

 και β
�

 ισχύει 1α = β =
�� �

, να α̟οδείξετε ότι:  

 i.  
( , )

2   
2

∧

α β
α +β = συν

���

�� �

,  ii. 
( , )

2   
2

∧

α β
α −β = ηµ

���

�� �

. 

15. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ  και το τυχαίο σηµείο Μ του ε̟ι̟έδου του. Να 

 α̟οδείξετε ότι η ̟αράσταση f(M) = ΜΑ⋅ΒΓ + ΜΒ⋅ΓΑ + ΜΓ⋅ΑΒ
����� ���� ����� ���� ����� ����

 είναι 

 ανεξάρτητη α̟ό τη θέση του σηµείου Μ. 

16. ∆ίνονται τα µη µηδενικά διανύσµατα α
��

 και β
�

. Να α̟οδειχθεί ότι 

 ( ) ( )
2 22 2

//α β ⇔ α + α⋅β = α ⋅ α +β
�� � �� �� � �� �� �

. 

17. Αν , , , , x, yα β κ λ  ̟ραγµατικοί αριθµοί, να α̟οδειχθεί ότι 

 2 2 2 2 2 2(x ) (y ) (x ) (y ) ( ) ( )−α + −β + − κ + −λ ≥ α − κ + β−λ . 

18. ∆ίνονται τα διανύσµατα ,  ,  α β γ
�� � �

 µε α ⊥ β
�� �

 και 1γ =
�

. Αν υ̟άρχει θετικός 

 ̟ραγµατικός αριθµός λ, για τον ο̟οίο να ισχύει η σχέση: 2α − β = λ ⋅ γ
�� � �

, 

 να δείξετε ότι: 

 i.  
2 2

4λ = α + β
�� �

 

 ii. Αν ( , )
∧

α β = θ
���

, να δείξετε µε τη βοήθεια του α⋅ γ
�� �

 ότι   

   
2 2

4

α
συνθ =

α + β

��

�� �

. 
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Υ̟οδειγµατικά λυµένες ασκήσεις στο 

εσωτερικό γινόµενο 
 

 

Άσκηση 1η 

Έστω τα διανύσµατα ( 1, 2)α = −
��

και (4, 3)β =
�

. Να βρείτε τον ̟ραγµατικό 

αριθµό λ ≠ 0, ώστε τα διανύσµατα λα
��

 και α + λβ
�� �

να είναι κάθετα. 

 

Λύση 

Ξέρουµε ότι τα διανύσµατα λα
��

 και α + λβ
�� �

 είναι κάθετα όταν ισχύει 

……….……. = 0 ⇔
2

λα
��

+ …………. = 0 (Ε).  Όµως 
2

α =
��

……….….. = 5  και 

.α β =
�� �

………………….……………… = 2,  άρα η (Ε) γράφεται:  

………………………………………………………………………………………….. 
5

2
⇔ λ = −  . 

 

Άσκηση 2η 

α)  Να α̟οδείξετε τη σχέση ( )2 2 2 2

2α +β + α −β = α + β
�� � �� � �� �

.  

β)  Αν OA = α
����� ��

, ΟΒ = β
���� �

, ΟΓ = γ
���� �

, 1α = β = γ =
�� � �

 και 0α +β+ γ =
�� � � �

, να α̟οδείξετε 

ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισό̟λευρο.  
 

Λύση 

α)  Ε̟ειδή η σχέση ̟ου µας ζητούν να α̟οδείξουµε ̟εριέχει µέτρα, 

εφαρµόζοντας τη γνωστή σχέση 
2 2

α = α
�� ��

, έχουµε:  

2 2

α +β + α −β =
�� � �� �

 ( ) ( )2 2

α +β + α −β =
�� � �� �

…………………………………………….. =  

 
……………………………………….…….  . 
 

β)  Αρκεί να α̟οδείξουµε ότι AB
����

= ΑΓ
����

= ΒΓ
����

 (1).  

Όµως .... ....ΑΒ = Ο −Ο
���� ����� �����

 , .... ....ΑΓ = Ο −Ο
���� ����� �����

 και .... ....ΒΓ = Ο −Ο
���� ����� �����

 ο̟ότε .... ....ΑΒ = −
���� ��� ���

 

, .... ....ΑΓ = −
���� ��� ���

 και .... ....ΒΓ = −
���� ��� ���

 , άρα η α̟οδεικτέα σχέση (1) µετασχηµατίζεται 

στη .... .....−
��� ���

 = .... .....−
��� ���

 = .... .....−
��� ���

 .  

Α̟ό το α ερώτηµα έχουµε: 
2

β+ α
� ��

+ 
2

β−α
� ��

= 2
2

β
�

+ 2
2

α
��

 (2), όµως 0α +β+ γ =
�� � � �

 

⇔ β+ α = −γ
� �� �

 άρα η (2) µετασχηµατίζεται 
2

−γ
�

+ 
2

β−α
� ��

= 2
2

β
�

+ 2
2

α
��

⇔  

…………………………………………………………………………………….  ⇔  

3β−α =
� ��

. 
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Όµοια εργαζόµενοι δείχνουµε ότι γ −α
� ��

= γ −β
� �

= 3 , ο̟ότε το τρίγωνο ΑΒΓ 

είναι ισό̟λευρο. 
 

Άσκηση 3η 
∆ίνεται ̟αραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆  και ΓΕ ⊥ ΑΒ ,  ΓΖ ⊥ Β∆ . Να α̟οδείξετε ότι 

2
Β∆ ⋅ΒΖ + ΑΒ⋅ΒΕ = ΒΓ
���� ���� ���� ���� ����

(1).  
 

Λύση 

Παρατηρούµε ότι τα τµήµατα ΒΕ και ΓΖ είναι 
αντίστοιχα οι ̟ροβολές της ̟λευράς …… ε̟άνω στα 
……. και ………  αντίστοιχα. Ε̟οµένως έχουµε: 
 

........ .........Β∆ ⋅ΒΖ = ⋅
���� ���� ������ �������

 και ........ .........ΑΒ⋅ΒΕ = ⋅
���� ���� ������ �������

 . 
 

Ο̟ότε Β∆ ⋅ΒΖ + ΑΒ⋅ΒΕ =
���� ���� ���� ����

 ……. + …… =  ( )...... .......ΒΓ ⋅ + =
���� ���� �����

( )...... .......ΒΓ ⋅ + =
���� ���� �����

 

ΒΓ ⋅Α∆
���� ����

= …… ⋅  ……. = 
2

ΒΓ
����

.  
 

Άσκηση 4η 

∆ίνονται τα διανύσµατα 1 2 3V , V , V
�� �� ��

. Aν ισχύουν 1V
��

= 2V
��

= 3V
��

=1 και 

1 2 2 3V V V V 2⋅ + ⋅ = −
�� �� �� ��

, να α̟οδείξετε ότι: 

1. Τα διανύσµατα 1 2 3V , V , V
�� �� ��

είναι συγγραµµικά.  

2. 1 3V V=
�� ��

.  
 

Λύση 

1.  Εφαρµόζοντας τον ορισµό του εσωτερικού γινοµένου και καλώντας θ τη 

γωνία των διανυσµάτων 1 2V , V
�� ��

 και φ τη γωνία των διανυσµάτων 2 3V , V
�� ��

 

έχουµε: 
 

1 2 2 3V V V V 2⋅ + ⋅ = −
�� �� �� ��

⇔ ……………………………………………………………… 
…………………………………………………………………………………… ⇔  
συνθ+συνφ=-2 ⇔  …….. = …..  και …….. = ….. ⇔  θ =….. και φ  = …..  ο̟ότε 

…………………………………………..…………………………………………  . 
 

2. Α̟ό το 1ο ερώτηµα έχουµε θ =….. , ο̟ότε ..... .....↑↓
��� ���

 και φ  = ….. , ο̟ότε 

..... .....↑↓
��� ���

, άρα 1 3V V↑↑
�� ��

 και ε̟ειδή 1V
��

= 3V
��

=1, έχουµε 1 3V V=
�� ��

. 
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Εργασία 
 

Θέµα 1ον 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Θέµα 2ον 
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Θέµα 3ον 
 
 
 
 
 

 

Θέµα 4ον 

 

Θέµα 5ον 
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Να α̟αντηθεί το ̟αρακάτω test 
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Οµάδα ∆ 

 
 

1. ∆ίνεται τετρά̟λευρο ΑΒΓ∆ και τα µέσα Κ,Λ των α̟έναντι ̟λευρών του 
 ΑΒ και Γ∆. Αν G είναι το µέσο του ΚΛ, να δείξετε ότι το G είναι το 

 µοναδικό σηµείο του ε̟ι̟έδου για το ο̟οίο: GA GB G G 0+ + Γ + ∆ =
����� ���� ���� ���� �

. Στη  
 συνέχεια δείξτε ότι τα τµήµατα ̟ου ορίζονται α̟ό τα µέσα των α̟έναντι 
 ̟λευρών και των διαγωνίων του έχουν το ίδιο µέσο. 
 
2. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρείτε σηµείο Ρ του ε̟ι̟έδου τέτοιο ώστε:                

 2 3 0ΑΡ+ ΒΡ + ΓΡ =
���� ���� ��� �

. 
 

3. Να δείξετε ότι τα µη συγγραµµικά διανύσµατα , ,α β γ
�� �

 είναι ̟λευρές 

 τριγώνου αν και µόνο αν: 0α +β+ γ =
� �� �

. 

 
4. ∆ίνεται κύκλος (Κ, R) και οι κάθετες χορδές του ΑΒ, Γ∆ ̟ου τέµνονται 

 στο Μ. ∆είξτε ότι: 2ΜΑ+ΜΒ+ΜΓ+Μ∆ = ΜΚ
����� ����� ����� ����� �����

. 
 

5. Αν για τα διανύσµατα , ,α β γ
�� �

 ισχύουν: 0α +β+ γ =
� �� �

 και 3 4 12α = β = γ
�� �

,  

 δείξτε ότι είναι συγγραµµικά. 
 

6. Έστω τα σηµεία , , , ,Α Β Κ Λ Μ . Αν 3 2 0ΚΒ+ΜΛ− ΛΑ−ΑΒ− ΑΜ =
����� ����� ���� ���� �����

 να 

 δείξετε ότι τα σηµεία , ,Κ Λ Μ  είναι συνευθειακά. 

 
7. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα µέσα , ,Κ Λ Μ  των ̟λευρών του. ∆είξτε ότι 

 τα τρίγωνα ΑΒΓ και  ΚΛΜ  έχουν το ίδιο κέντρο βάρους. 
 
8. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, η διάµεσος ΑΜ και τα σηµεία , ,∆ Ρ Ε  ̟ου 

 ορίζονται α̟ό τις σχέσεις: 
3

A
4

∆ = ΑΒ
���� ����

, 
1

A
2

Ρ = ΑΜ
���� �����

, 
3

8
ΑΕ = ΑΓ
���� ����

. ∆είξτε ότι 

 τα σηµεία , ,∆ Ρ Ε  είναι συνευθειακά.                 

 
9. ∆ίνεται το ̟αραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆  και τα σηµεία ,Ε Ζ  τέτοια ώστε: 

 
1

AE AB
3

=
���� ����

 και 
3

4
ΑΖ = Α∆
���� ����

. ∆είξτε ότι: 

     α. Τα διανύσµατα Β∆
����

 και ΕΖ
����

 δεν είναι συγγραµµικά. 
         
 β. Αν Ρ το σηµείο ̟ου τέµνονται να βρεθούν ,κ λ∈— τέτοια ώστε:  

  ΕΡ = κΕΖ
��� ����

 και ΒΡ = λΒ∆
���� ����

. 
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10. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, η διάµεσος ΑΜ και το σηµείο ∆ τέτοιο 

 ώστε:
1

3
Α∆ = ΑΓ
���� ����

. Να βρείτε τους ̟ραγµατικούς αριθµούς x,y ώστε 

 +(2x+y) +(x+3)  +y =4 +2Β∆ ΑΜ ∆Μ ΒΓ ΑΒ ΑΓ
���� ����� ����� ���� ���� ����

. 

 
11. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε Α(0,7), Β(-2,1 ) και Γ(4,3). Να βρεθούν οι  

 συντεταγµένες του σηµείου Ρ για το ο̟οίο ισχύει 2ΒΓ = ΓΡ
���� ���

 και του 

 σηµείου Σ της ευθείας ΑΓ για το ο̟οίο είναι ΡΣΑΒ.    

 

12. Αν για τα σηµεία Α,Β,Γ ,Ο  του ε̟ι̟έδου ισχύουν οι σχέσεις: 

 2ΟΑ 3ΟΒ 5ΟΓ 0+ − =
����� ���� ���� �

, ΟΑ 2=
�����

, ΟΒ ΟΓ 1= =
���� ����

, να δείξετε ότι: 

 α. Τα σηµεία Α,Β,Γ  είναι συνευθειακά. 

  

 β. ΟΑ ΟΒ⊥
����� ����

. 
 

13. Για τα µη µηδενικά διανύσµατα α,β,γ
��� ��

 του ε̟ι̟έδου ισχύει 

 4α 2β γ 0+ + =
��� �� �

. Να δειχθεί ότι 
2

β 4α γ 0− ⋅ ≥
� �� ��

. 

 

14. Αν α 1=
��

, β 2=
�

 και 3α β α β+ = −
� ��� ��

, τότε: 

 α. Να βρεθεί η γωνία ( )φ α , β=
���
ɵ . 

 

β. Να βρεθεί ο λ∈—, ώστε τα διανύσµατα 1v α λβ= +
���� ��

 και 

 2v α 2β= +
���� ��

 να είναι κάθετα. 

 

15. α. Για τα µη µηδενικά διανύσµατα α,β
���

, να δειχθεί ότι 

 
2 2

α β α β 4α β+ − − = ⋅
� � ��� �� ��

. 

  

β. Σε τρίγωνο ΑΒΓ  ̟ου έχει για διάµεσο την Α∆ , είναι ΒΓ 2=
���

  και 

Α∆ 4=
����

. Να δειχθεί ότι AB AΓ 15⋅ =
���� ����

. 

 

16. Έστω η εξίσωση 2x 2 α β x 1 α β 0− − + − ⋅ =
� ��� ��

, ό̟ου α,β
���

 µοναδιαία 

διανύσµατα.   
 α. ∆είξτε ότι η εξίσωση έχει δυο ρίζες ̟ραγµατικές. 
  

 β. Αν 1 2ρ ,ρ  οι δυο ρίζες της εξίσωσης και ισχύει 2 2
1 2ρ ρ 6+ = , δείξτε 

   ότι α β⊥
���

. 

 

17. Σε τρίγωνο ΑΒΓ  ισχύει 
2 2

2AΓ ΒΓ 3ΑΓ ΒΓ+ = ⋅
���� ��� ���� ���

. Να δείξετε ότι αν ΑΜ  η 

 διάµεσος του ΑΒΓ  τότε AΜ AB⊥
����� ����

.  
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 14    ∆ίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  µε  Α (2,6 ), Β (-4,2 ) και     

        Γ (8,-2 ).Αν  ΑΜ  η διάµεσος  και ∆ σηµείο τέτοιο 

         ώστε  ∆Μ∆Μ∆Μ∆Μ====Α∆Α∆Α∆Α∆ 3  , να  βρεθούν  οι  συντεταγµένες 
         του  σηµείου  τοµής  Ρ  των  ΑΓ  και  Β∆. 
 

 15             Αν  είναι a
�

(συν3t ,  ηµ3t ) , b
�

 ( συν2t , ηµ2t )   

            και c
�

(συνt , ηµt ) να  δειχτεί  ότι  τα  διανύσµατα  

            b,ca
���

++++  είναι   ̟αράλληλα .   Πότε  είναι: 

             ↑↑↑↑++++ ca
��

b
�

↑↑↑↑  

 

 16        Αν   τα  διανύσµατα  γγγγββββαααα
���

,,  είναι  µη  µηδε- 

          νικά  και  µη  ̟αρράλληλα  ανά  δύο  και  ισχύει  : 

          αααα
�
 γγγγ++++ββββ

��
  , ββββ
�

  αααα++++γγγγ
��

   να  δείξετε  ότι  και 

           γγγγ
�

  γγγγ++++ββββ
��

 

 

 17        Στο ε̟ί̟εδο  οχψ  δίνονται  τα  σηµεία  Α ( 3,2 ) 

          Β (1,0 )  και  Γ (0,4 ). Αν  η  ΑΓ  τέµνει  τον  άξονα                                                            
          των χ στο ∆ και η ΑΒ  τον άξονα  των ψ στο Ε      
         α)  Να βρεθούν οι συντεταγµένες των σηµείων ∆,Ε 
         β)  Να δειχτεί ότι τα µέσα  Κ,Λ,Μ  των  τµηµάτων 
              Ο∆ ,ΒΓ και  ∆Ε  είναι  σηµεία  συνευθειακά 
 

 18        ∆ίνεται  ̟αραλληλόγραµµο  ΑΒΓ∆  µε  Α ( 0,0 ) 

           Β ( 3,0 ) ,  ∆ (1,4 )  και  τα  σηµεία  Ε και Ζ τέτοια 
 

          ώστε ∆Γ∆Γ∆Γ∆Γ====∆Ε∆Ε∆Ε∆Ε
3
1

 και  ΒΓΒΓΒΓΒΓ====ΒΖΒΖΒΖΒΖ
4
1

. 

      α)   Να   βρείτε  τις  συντεταγµένες  τουΓ 
      β)   Αν Θ το σηµείο τοµής των ΑΓκαι ΕΖ ναβρείτε 
            τις  συντεταγµένες  του  Θ . 
 

 19        Αν  είναι   αααα
�
⊥ββββ
�

 , (αααα
�

+ββββ
�

) ⊥ (αααα
�
− 3ββββ
�

)  

           και ββββ−−−−αααα
��

 = 2  να  βρεθούν  τα : αααα
�

 και ββββ
�

 

 

 20         Αν  είναι   αααα
�
⊥ββββ
�

 , (αααα
�

+2ββββ
�

) ⊥ (αααα
�
− 3ββββ
�

) και           

           6====αααα
�

 να  βρείτε το  ββββ−−−−αααα
��

2  

 

 21      Αν  είναι  ββββ====αααα
��

 = 1  και  για  τα  διανύσµατα 

                                                                   ∧  

        γγγγ
�

= 5αααα
�

+ββββ
�

 , δδδδ
�

 = αααα
�
− 4ββββ
�

 είναι     ( γγγγ
�

, δδδδ
�

) =  
3

2π
 να 

                                               ∧ 
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           βρεθεί  η  γωνία    (αααα
�

,ββββ
�

) 

 22       Θεωρούµε  τα  διανύσµατα  αααα
αααα

====αααα
�
�

� 1
0   και 

           ββββ
ββββ

====ββββ
�

�

� 1
0  ό̟ου αααα

�
,ββββ
�

  γνωστά  και  µη  µηδενικά 

           διανύσµατα .   ∆είξτε  ότι  : 

        α ) τα διανύσµατα 00 ββββ++++αααα
��

 , 00 ββββ−−−−αααα
��

  είναι  κάθετα 

        β )  το  διάνυσµα 00 ββββ++++αααα
��

 είναι ̟αρράλληλο στη δι- 

                                                   ∧ 

           χοτόµο  της  γωνίας  (αααα
�

,ββββ
�

)  και  το  διάνυσµα 

            00 ββββ−−−−αααα
��

   είναι  ̟αράλληλο  ̟ρος  τη  διχοτόµο 

                                                                                 ∧ 

            της  ̟αρα̟ληρωµατικής  γωνίας  της (αααα
�

,ββββ
�

) 

         γ ) αν αααα
�

 (3,-4) , ββββ
�

 (-12,9 ) να  βρεθεί  διάνυσµα δδδδ
�

 

             µε  2====δδδδ
�

 το  ο̟οίο  είναι  ̟αράλληλο   ̟ρος 

                                                             ∧ 

             τη  διχοτόµο  της γωνίας  (αααα
�

,ββββ
�

) . 

 

 23             Στο  ε̟ί̟εδο  οχψ  δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  µε                                

          Α (4,5 ), Β (1,2 ) και  Γ (4, κ )  ο̟ου κ∈(-∝, 5 ).   
          α)  Να  υ̟ολογισθεί  η  γωνία  Α  του  τριγώνου 

          β) Να  βρεθεί  το  κ  ώστε :  Β =
3

π
 

 

 24       ∆ίνεται  ισοσκελές  τρίγωνο  ΑΒΓ ( ΑΒ = ΑΓ )   

        Αν  οι διάµεσοί του ΒΜ και ΓΛ τέµνονται  κάθετα , 

         Να  δείξετε  ότι  συν Α = 
5

4
  

 25         ∆είξτε  ότι : ̟ροβαααα
� αααα⋅⋅⋅⋅

αααα

ββββ⋅⋅⋅⋅αααα
====ββββ

�

�

��
�

2
και  να  βρεθεί 

         η  ̟ροβαααα
�

(αααα
�
− ββββ
�

)  αν  αααα
�

= (1 , -1 ) και ββββ
�

 = ( 2 , 4 ) 

26          Στο  ε̟ί̟εδο  οχψ  δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ   µε 

        ΑΒΑΒΑΒΑΒ  ( 3 , 4 ) , ΒΓΒΓΒΓΒΓ= ( 2 , 1 )  και  ΑΓΑΓΑΓΑΓ = ( 5 , 5 ) . Αν 
        Α∆  είναι  το ύψος του τριγώνου ,να εκφραστεί   το 

        Α∆Α∆Α∆Α∆ως γραµµικός  συνδυασµός  των ΑΒΑΒΑΒΑΒ , ΑΓΑΓΑΓΑΓ  και 
         να  βρεθεί  το  µέτρο  του. 
 

 27         Ένα  διάνυσµα ββββ
�

 µε ββββ
�

 = 102  αναλύθηκε 

          σε  δύο  κάθετες  συνιστώσεςp
�
καιq
�

. Αν είναι 

           q
�

= (4,2 )  να  ̟ροσδιοριστεί  το  διάνυσµα  ββββ
�

 . 

                                                     ∧ 
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 28          Αν αααα
�

 =2 , ββββ
�

 =1 και (αααα
�

,ββββ
�

) =
3

2π
,  να  ̟ροσ- 

           διοριστεί το λ∈R ,ώστε : ̟ροβ
ββββ
� (αααα
�

+λββββ
�

) = −2ββββ
�

 

   

 29        Nα  δείξετε  ότι  αν  ένα  τρίγωνο  έχει  δύο  δια- 

         µέσους  ίσες ,  τότε  είναι  ισοσκελές . 
 

 30      ∆ίνεται  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ  και  το  ύψος 

         του  Α∆.  Να  δείξετε  ότι : 

         α) 
2

Α∆Α∆Α∆Α∆====Α∆Α∆Α∆Α∆⋅⋅⋅⋅ΑΒΑΒΑΒΑΒ            β) 
2

ΓΑΓΑΓΑΓΑ====ΓΑΓΑΓΑΓΑ⋅⋅⋅⋅Γ∆Γ∆Γ∆Γ∆  

         γ) ∆Γ∆Γ∆Γ∆Γ⋅⋅⋅⋅Β∆Β∆Β∆Β∆====ΑΓΑΓΑΓΑΓ⋅⋅⋅⋅Β∆Β∆Β∆Β∆       δ) Β∆Β∆Β∆Β∆⋅⋅⋅⋅ΒΓΒΓΒΓΒΓ====ΑΒΑΒΑΒΑΒ
2

 

         δ ) ∆Γ∆Γ∆Γ∆Γ⋅⋅⋅⋅Β∆Β∆Β∆Β∆====Α∆Α∆Α∆Α∆
2

  
 

 31     ∆ίνεται  ̟αραλληλόγραµµο  ΑΒΓ∆  και  οι  ̟ρο- 

          βολές  Ε ,Ζ του ∆  στις ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα.              

           Να  δείξετε  ότι :    
2

Α∆Α∆Α∆Α∆====ΑΕΑΕΑΕΑΕ⋅⋅⋅⋅ΑΒΑΒΑΒΑΒ−−−−ΑΖΑΖΑΖΑΖ⋅⋅⋅⋅ΑΓΑΓΑΓΑΓ     
 

 32     ∆ίνεται  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ ,  το  ύψος του 

      Α∆ και η διάµεσός του ΑΜ . Αν Ε ,Ζ οι ̟ροβολέςτου 

       ∆  στις  ΑΒ  και  ΑΓ ,  δείξτε  ότι  :  ΑΜ⊥ΕΖ  . 
 

 33      ∆ίνεται ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ , το  ύψος  του   

         Α∆ και τα µέσα Κ ,Λ των ̟λευρών του ΑΒ  και ΑΓ 

         ∆είξτε  οτι  Κ∆⊥∆Λ . 
 

 34    Εστω ΑΒΓ ισοσκελές τρίγωνο (ΑΒ = ΑΓ ),η  διά- 

          µεσός του  Μ  και  η  ̟ροβολή  ∆ του Μ στην  ΑΓ . 

          Αν Κ το µέσο του  Μ∆ ,δείξτε  ότι :  ΑΚ ⊥ Β∆ . 
 

 35       ∆ίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ, το ύψος του Α∆   και  το  

         ορθόκεντρό  του  Η .Να  δείξετε  ότι : 

         α)   ΑΓΑΓΑΓΑΓ⋅⋅⋅⋅ΑΒΑΒΑΒΑΒ++++Β∆Β∆Β∆Β∆⋅⋅⋅⋅ΒΓΒΓΒΓΒΓ====ΑΒΑΒΑΒΑΒ
2

  

         β)   ΑΓΑΓΑΓΑΓ⋅⋅⋅⋅ΑΒΑΒΑΒΑΒ++++∆Γ∆Γ∆Γ∆Γ⋅⋅⋅⋅Β∆Β∆Β∆Β∆====Α∆Α∆Α∆Α∆
2

 

         γ )  ∆Γ∆Γ∆Γ∆Γ⋅⋅⋅⋅Β∆Β∆Β∆Β∆====∆Α∆Α∆Α∆Α⋅⋅⋅⋅∆Η∆Η∆Η∆Η  
 

 36       Σε  τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουµε  ̟αράλληλη  στη  

          ΒΓ ̟ου τέµνει τις ΑΒ και ΑΓ στα σηµεία ∆ και 

          Ε. ∆είξτε  ότι:
ΑΓΑΓΑΓΑΓ
ΑΕΑΕΑΕΑΕ

====
ΑΒΑΒΑΒΑΒ
Α∆Α∆Α∆Α∆

  

 37       Αν  ββββ⋅⋅⋅⋅αααα
��
≠ − 1 να  λυθεί η εξίσωση: 

                  x)x(
�����

−−−−γγγγ====ββββ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅αααα . 
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Υποδειγµατικό µάθηµα στο εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων 
 
 

Άσκηση 1η 
 
Έστω τα διανύσµατα )2,1(−=α και )3,4(=β . Να βρείτε το πραγµατικό αριθµό λ ≠ 0, ώστε τα 

διανύσµατα αλ  και βλ+α να είναι κάθετα. 

Λύση 

Ξέρουµε ότι τα διανύσµατα αλ  και βλ+α  είναι κάθετα όταν ισχύει …… . ………… = 0 ⇔  

2
αλ + …………. = 0 (Ε). Όµως =α

2
……….. = 5 και =βα. ………………….……………… = 2,  

άρα η (Ε) γράφεται …………………………………………………………………………………… 

2

5
−=λ⇔  . 

 
      Άσκηση 2η 
 

α)  Να αποδείξετε τη σχέση 









β+α=β−α+β+α

2222
2 .  

β)  Αν α=OA , β=ΟΒ , γ=ΟΓ  όπου 1=γ=β=α  και 0=γ+β+α , να αποδείξετε ότι το 

τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο.  
 
Λύση 
α)  Επειδή η σχέση που µας ζητούν να αποδείξουµε περιέχει µέτρα, εφαρµόζοντας τη γνωστή σχέση 

22
α=α  έχουµε: 

2
β+α +

2
β−α = 

2





 β+α + 

2





 β−α = …………………………………….. =  

 
………………………… .  
 

β)  Αρκεί να αποδείξουµε ότι AB = ΑΓ = ΒΓ (1). Όµως ........ Ο−Ο=ΑΒ  , ........ Ο−Ο=ΑΓ  και 

........ Ο−Ο=ΒΓ  οπότε ....−β=ΑΒ  , ....−γ=ΑΓ  και ....−γ=ΒΓ  , άρα η (1) µετασχηµατίζεται στη 

.....−β  = .....−γ  = .....−γ  (αποδεικτέα).  

Χρησιµοποιώντας το α ερώτηµα που αποδείξαµε έχουµε:  
2

α+β + 
2

α−β = 2
2

β + 2
2

α , όµως 0=γ+β+α  ⇔ γ−=α+β  άρα ………………………… 

 
………………………………………………………………………………………………………….. 
 

α−β = 3 . Όµοια εργαζόµενοι δείχνουµε ότι α−γ = β−γ = 3 , οπότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι 

ισόπλευρο. 
 

Άσκηση 3η 
 

∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και ΓΕ⊥ ΑΒ,  ΓΖ⊥ Β∆. Να αποδείξετε ότι 
2

ΒΓ=ΒΕ⋅ΑΒ+ΒΖ⋅Β∆ (1).  
 
Λύση 
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Παρατηρούµε ότι τα τµήµατα ΒΕ και ΓΖ είναι αντίστοιχα οι  
 
προβολές της πλευράς …… επάνω στα ……. και ……… 
 
αντίστοιχα. Εποµένως έχουµε: 
 

.................⋅=ΒΖ⋅Β∆  και .................⋅=ΒΕ⋅ΑΒ  . 
 

Οπότε =ΒΕ⋅ΑΒ+ΒΖ⋅Β∆  …….. + ……….. =  =




 +⋅ΒΓ ............. =





 +⋅ΒΓ .............  

= Α∆⋅ΒΓ = ……  ……. = 
2

ΒΓ .  
 
 

Άσκηση  4η 
 

∆ίνονται τα διανύσµατα 321 V,V,V . Aν ισχύουν 1V = 2V = 3V =1 και 2VVVV 3221 −=⋅+⋅ , 

να αποδείξετε ότι: 

1. Τα διανύσµατα 321 V,V,V είναι συγγραµµικά.  

2. 31 VV = .  
Λύση 

1.  2VVVV 3221 −=⋅+⋅ ⇔ (εφαρµόζοντας τον ορισµό του εσωτερικού γινοµένου έχουµε τα εξής:) 
 
……………………………………………………………………………………………………….. 
 
………………………………………………………………………………………………………. 
 

⇔













συν 21 V,V

^

 + 













συν 32 V,V

^

 = -2 ⇔ ……………… = …….. και ……………. = ………. 

⇔  













21 V,V

^

= ……… και 













32 V,V

^

 = ……… οπότε ………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………. 
 
2. Από το 1ο ερώτηµα έχουµε ………………………………………………………………………. 
 
………………………………………………………………………………………………………….. 
 
………………………………………………………………………………………………………….. 
 
 

Άσκηση 5η 
 

Λύση 
i) …………………………………………………………………………………………………

… 
………………………………………………………………………………………………………….. 
 
ii)  ………………………………………………………………………………………………… 
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……………………………………………………………………………………………………………. 
 
………………………………………………………………………………………………………….. 
 
iii)  .……………………………………………………………………………………………….. 
 
……………………………………………………………………………………………………………. 
 
…………………………………………………………………………………………………………… 
 
…………………………………………………………………………………………………………….. 
 
 

Άσκηση 6η 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


