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ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ-Α΄ - Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ ( ΘΕΤΙΚΗ-ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗ ) 

 

∆ΥΝΑΜΕΙΣ 

 

1. 44 344 21
φορές  ν

ναορίζεται  ακέραιο θετικό νκαι   Rα ααααα ⋅⋅⋅⋅⋅⋅=∈∀  

2. 1=∈∀ 0αορίζεται  {0}-Rα  

3. 
να

1
=∈∀ ν-αορίζεται  ακέραιο θετικό νκαι   {0}-Rα  

4. ν κα=∀ ν

κ

αορίζεται   ακέραιοκ , ακέραιο θετικό ν, ό πραγµατικθετικό α  

5.  β)(α βα ννν ⋅=⋅  

6. 0, ≠







= β

β
α

ν

 
β

α
 

ν

ν

 

7.  α αα κνκν +=⋅  

8. 0, ≠= − αα κν 
α

α
 

κ

ν

 

9.  α (α κνν ⋅=κ)  

10. 0≥∈∀ 2ναισχύει     ακέραιο θετικό ν, Rα  

 

ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ 

 

1. 222 2)( βαβαβα +±=±  

2. ))((22 ββαβα +−=− a  

3. 32233 33)( βαββααβα ±+±=±  

4. ))(( 2233 βαβαβαβα +−+=+  

5. ))(( 2233 βαβαβαβα ++−=−  

6. αγβγαβγβαγβα 222)( 2222 +++++=++  

7. ))()((3)( 3333 αγγββαγβαγβα ++++++=++  

8. ])()())[((
2

1
3 222333 αγγββαγβααβγγβα −+−+−++=−++  

9. γβαγβααβγγβα ===++⇔=++   ή0)(3333  

 

ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ 

 

1. βα  ήβα  ήβαισχύει  ><=∈∀ Rβα ,  

2. γα      τότεγβκαι    βα <<<  

3. γβγα βα ±<±⇔<  

4. 




>⇔<>

>⇔<<

βγαγβα  τότε0γ

βγαγβα  τότε0γ
  αν  
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5. δβδ +<+<< γα      τότεκαι γ   βα αν  

Μπορούµε να προσθέσουµε κατά µέλη ίδιας φοράς ανισώσεις όχι όµως και να τις 

αφαιρέσουµε  

6. βδδ <<< αγ      τότεκαι γ   βα :αγµατικοί θετικοί πρ δγ,β,α, Αν  

7. 
β

1
 

α

1
   βα :αγµατικοί θετικοί πρ βα, Αν >⇔<  

8.   
β

α
και   

β

α
0000 <⋅⇔<>⋅⇔> βαβα  

9. νβ<⇒< να    βα :αγµατικοί θετικοί πρ βα, Αν  

10. 12 ++ <⇒<∈∀ νβ12να    βα : Rβα,  

11. 0≥∈∀ 2ναισχύει     ακέραιο θετικό ν, Rα  

 

∆ΙΑΣΤΗΜΑΤΑ 

 

1.    βχαβα ≤≤⇔∈ ],[x   2. βχαβα <≤⇔∈ ),[x  

3.    βχαβα ≤<⇔∈ ],(x   4. βχαβα <<⇔∈ ),(x  

5.    axax ≤⇔−∞∈ ],(   6. axax <⇔−∞∈ ),(  

7.     axx ≥⇔+∞∈ ),[α   8. axx >⇔+∞∈ ),(α  

   

ΑΠΟΛΥΤΗ ΤΙΜΗ  

 

Ορισµός 








>

=

<−

=

0χ αν  χ

0χ αν  

0χ αν 

0

χ
χ  

1. 0≥χ  2. χχ =−  

3. χχχ ≤≤−  4. 222
χχχ ==  

5. ψχψχ ⋅=⋅  

 
6. 0ψ , ≠=

ψ

χ

ψ
χ

 

7. ψχψχψχ +≤±≤−    8. -ψχ   ή ==⇔= ψχψχ  

9. -θχ   ή θετικός θ ==⇔=Α θχθχν  10.   θετικός θ θχθθχν ≤≤−⇔≤Α  

11. θχ   ή θετικός θ ≥−≤⇔≥Α θχθχν  12. χχ =2  

 

ΡΙΖΕΣ 

 

Ορισµός : νψχψν =⇔=≥Α ν χ: ακέραιος θετικός νκαι  0x  

Ορισµός : ν
κ

χν =>Α ν κ
χ: ακέραιος θετικός νκαι  0x  

1. χν ν =≥Α )ν χ(: ακέραιος θετικός νκαι  0x  

2. ν κν χχ(: ακέραιος θετικόςκ ν,και   0x =≥Α κν )  

3. ννν ψχψχ: ακέραιος θετικός νκαι  0ψ,x  ⋅=⋅≥Αν  
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4. 
ν

ν

ν

ψ

χχ
: ακέραιος θετικός νκαι  0ψ, 0x  =>≥Α

ψ
ν  

5. ννχ: ακέραιος θετικός νκαι  0 ψx, ψχψν ν=≥Α  

6. ν µκν κµκν χχχν ==≥Α ⋅ ⋅⋅  , χ: ακέραιος θετικόςκ ν,και  0x ν κ  

7. ννψχ: ακέραιος θετικός νκαι  0 ψx, ψχν =⇔=≥Α  

8. χχν ν =Α 2ν: ακέραιος θετικός ν 
2  

9.  

παραστάσεις συζυγείς 
ν κχ  ν κ-νχ  

ψ+χ  ψ−χ  

ψ−χ  ψ+χ  

ψ+χ  ψ−χ  

ψ−χ  ψ+χ  

3 ψ+3 χ  3 23 ψχψ +−3 2χ  

3 ψ−3 χ  3 23 ψχψ ++3 2χ  

10. 

ν

ν

ν

ν

ν

αν α<0 τοτε χ= - -α
 ν=2κ+1 τοτε 

αν α>0 τοτε χ= α

 εξισωση χ αν α<0 τοτε αδυνατη

 ν=2κ    τοτε - α
αν α>0 τοτε χ= 

α

 
αν  

Η = α⇔ 
 αν  

   

 

 

ΙΣΟΤΗΤΕΣ ΣΤΟ R 

 

1. νβν =⇒=∈Α ναβα , Z  

2. βαβν ν =⇒=Α ++ 1212να ,  ακέραιος θετικός  

3. βαβν ν ±=⇒=Α 22να ,  ακέραιος θετικός  

4. γβγαβα ±=±⇔=  

5. βλαλ0λκαι  βα =⇔≠=  

6. 
λ
β

=⇔≠=
λ

α
0λκαι  βα  

7. δβγαδκαι γ βα ±=±⇔==  

8. βδαγδκαι γ βα =⇒==  

9. 
δ
β

=⇔≠==
γ

α
0δκαι γ βα  

10. 0.....ω  ή0 γ ή0β  ήα0ωγβα ====⇔=⋅⋅⋅⋅⋅ 0  

11. ακέραιος θετικός ν 0ω....γβα0....ωγβα 2ν2ν2ν2ν =====⇔=+++  

12.  0ω....γβα0ω....γβα =====⇔=+++  

13. ακέραιος θετικός ν 0ω....γβα0ω....βα ν =====⇔=+++ ννν γ  
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ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

1ΟΥΒΑΘΜΟΥ 

Είναι µορφής  ψ=αχ+β και γεωµετρικώς εκφράζουν ευθεία  














=

≠
⇒=

=⇒≠
⇔=+

αόριστη  τότε0β αν

αδύνατη  τότε0β αν
0α 

                        
α

β
-χ0α 

0βαχ Αν

αν

αν
 

 

ΤΡΙΩΝΥΜΟ –ΕΞΙΣΩΣΗ 2ΟΥ ΒΑΘΜΟΥ 

 

Το τριώνυµο είναι κάθε παράσταση µορφής f(x) = αχ 2 +βχ+γ µε α≠ 0 

Η αντίστοιχη εξίσωση 2ου βαθµού είναι η αχ 2 +βχ+γ =0 µε α≠ 0 

Η διακρίνουσα είναι η ∆=β2-4αγ και µας επιτρέπει να διακρίνουµε τα παρακάτω  

1) 













=

±
=

⇔>

            χ  του τιµέςδιάφορες  τις γιαf(x)  του πρόσηµο τοε γνωρίζουµγ)

                            )χ-)(χχ-α(χ f(x) µεποιείται  παραγοντοf(x)  τοβ)

  
2α

∆β-
χ  τιςρίζες ές πραγµατικ2 έχουν εξίσωση και η f(x)  τοα)

0∆ Αν 21

 ,2 1

 

2)













==

=

⇔=

                              χ  του τιµέςδιάφορες  τις γιαf(x)  του πρόσηµο τοε γνωρίζουµγ)

                           )χ-α(χ )χ-)(χχ-α(χ f(x) µεποιείται  παραγοντοf(x)  τοβ)

                     
2α

β-
χ  τιςρίζες ίσες  ές πραγµατικ2 έχουν εξίσωση και η f(x)  τοα)

0∆ Αν
2

111

 ,2 1

 

         

                                                                                                                             

 

 

                              

 

3)







⇔<

                                      α    υο    το µ  ησ ό µ ο   ε  το  τν ά ι   π α νί  ε   f(x)       τουο µ  ησ ό ρ    π  τογ)

                                                                       ι          ί τα ει  ο   πο  τν    γοα ρ α     πδεν    f(x)     τοβ)

                                    ες ζί  ρ    ς έκ ι    τα µ  γα ρ    πν  υο χ έ   ν ε δ     ησ ω σί  ξ ε   και η    f(x)    τοα)

0∆ Αν  

Αν 0≥∆  και ρ1 ,ρ2 οι ρίζες του τριωνύµου αχ2+βχ+γ τότε  
α

γ
ρρPκαι  

α

β
ρρS 2121 =⋅=−=+=  

Η εξίσωση µε ρίζες ρ1 ,ρ2 είναι η : χ2 – Sχ + P=0 

      

x1=x2 
 -∞  

 
 

F(χ) 

χ 

 οµόσηµο  

   του α 

Οµόσηµο  

του α 

+∞  

0 

F(χ) 
0 0 

x1 χ x2 
 

 ετερόσηµο  

   του α 

-∞  

Οµόσηµο  

   του α 

Οµόσηµο  

   του α 

+∞  
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     ΕΞΙΣΩΣΗ 3ΟΥ ΒΑΘΜΟΥ ΚΑΙ ΠΑΝΩ 

Όλα στο πρωτο µέλος και παραγοντοποίηση –κοινός παράγοντας ,ταυτότητες , 

οµαδοποίηση , σχήµα Horner 

         ΕΞΙΣΩΣΗ ΚΛΑΣΜΑΤΙΚΗ  

Όλα στο πρωτο µέλος ,οµώνυµα (Ε.Κ.Π-καπελάκια) ,περιορισµούς (Ε.Κ.Π ≠ 0), 

απαλείφουµε τον παρονοµαστή  

         ΕΞΙΣΩΣΗ ΜΕ ΡΙΖΙΚΑ 

≥


= ⇔ ≥
 =

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

f x

f x g x g x

f x g x2

0

0  

         ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ 

1 . 1ου βαθµού  : α x + β > 0 µε α≠ 0  

αν
αχ β

 > ⇔ >
+ > ⇔ 

 < ⇔ <


β
 α 0 χ -

α
β

αν α 0 χ -
α

0  

2. 2ου βαθµού : αχ2+βχ+γ>0 µε α≠ 0 

Εφαρµόζουµε το  πρόσηµο τριωνύµου 

3. 3ου βαθµού  και πάνω : 

∆ηµιουργούµε  παράσταση της µορφής  (α1x – β1 )( α2 x – β2 )( α3 x – β3 )...( αν x – βν) > 0 

Με α1, α1 , α2 , α3,..... αν θετικούς πραγµατικούς . 

Τοποθετούµε σε άξονα τις ρίζες ρ 1, ρ2 , ρ3 ,...,ρ ν κάθε παράγοντα κατά σειρά µµεγέθους . 

Το πρόσηµο στο τελευταίο διάστηµα ( ρν , +∞) είναι (+) και στα υπόλοιπα εναλλάξ 

.(Αν συναντήσουµε διπλή ρίζα δεν αλλάζει το πρόσηµο δηλ. κάθε παράγοντας της µορφής 

(α x + β)2ν ν∈Ν*  δεν επηρεάζει το πρόσηµο της ανίσωσης).Το πρόσηµο των παραγόντων 

µορφής (αx + β)2ν+1 είναι ίδιο µε το πρόσηµο του  (αx + β ) . 

4.κλασµατική ανίσωση : 

Όλα στο πρώτο µέλος ,οµώνυµα οπότε παίρνουµε την µορφή  

0g(x) µε 0g(x) f(x)
g(x)

f(x)
≠≤⇔≤ 0  

5. Ανισώσεις µε ριζικά : 

 

 

 

 

ΛΥΣΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΜΕ ΟΡΙΖΟΥΣΕΣ 

Για το σύστηµα (Σ) :




=+

=+

ζδ
ε

ψγχ

βψαχ
 που γεωµετρικά εκφράζει δυο ευθείες  

Ορίζουµε ως ορίζουσα του συστήµατος τον αριθµό D Σ =
β

αδ γβ
γ δ

= −
a

 

Ορίζουµε ως ορίζουσα που αντιστοιχεί στον άγνωστο χ την D χ =
ε β

εδ ζβ
ζ δ

= −  

Ορίζουµε ως ορίζουσα που αντιστοιχεί στον άγνωστο ψ την D ψ =
α ε

αζ γε
γ ζ

= −  

≥
< ⇔ ≥
 <

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

f x

f x g x g x

f x g x2

0

0
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i) Αν D Σ ≠ 0 Τότε και µόνο τότε το (Σ) έχει µοναδική λύση την ψχ ψ
Σ Σ

= =  , x
DD

D D
 οπότε 

οι ευθείες τέµνονται σε ένα µόνο σηµείο  

ii)  Αν D Σ =0 Τότε το (Σ) είναι αδύνατο ή έχει άπειρες λύσεις (αυτό το διαπιστώνουµε 

λύνοντας το (Σ) µε άλλη µέθοδο)  

 Αν το (Σ) είναι αδύνατο τότε οι ευθείες είναι παράλληλες  

Αν το (Σ) είναι αόριστο τότε οι ευθείες ταυτίζονται  

ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ 

Πολυώνυµο λέγεται κάθε παράσταση µορφής 
ν ν − ν − ν −

ν ν − ν − ν −Ρ χ = α χ + α χ + α χ + α χ + + α χ + α( ) .....
1 2 3

1 2 3 1 0
 µε α 0 , α 1 , α 2 ,......α ν 

πραγµατικούς αριθµούς και ν θετικό ακέραιο .Το Ρ(χ)=α 0 είναι το σταθερό πολυώνυµο και 

το Ρ(χ)=0 είναι το µηδενικό πολυώνυµο  

• Βαθµό ενός πολυωνύµου λέγεται η µεγαλύτερη δύναµη του χ του όρου που έχει 

συντελεστή ≠  0 

Για το µηδενικό πολυώνυµο δεν ορίζεται βαθµός  

• ∆ύο πολυώνυµα είναι ίσα όταν α) είναι ίδιου βαθµού και β) οι οµοιόβαθµοί συντελεστές 

είναι ίσοι δηλ. αν ν ν − ν − ν −
ν ν − ν − ν −Ρ χ = α χ + α χ + α χ + α χ + + α χ + α( ) .....

1 2 3

1 2 3 1 0
 και 

1 2 3

1 2 3 1 0
Q( ) .....

κ κ − κ − κ −
κ κ − κ − κ −χ = β χ + β χ + β χ + β χ + + β χ + β  µε ν≥κ τότε  

Ρ(χ)=Q(χ) όταν α0=β0 και α1=β1 και α2=β2 και α3=β3 και ........και αν=βν και 

ακ+1=ακ+2=......=αν=0 

• Για το πολυώνυµο ν ν − ν − ν −
ν ν − ν − ν −Ρ χ = α χ + α χ + α χ + α χ + + α χ + α( ) .....1 2 3

1 2 3 1 0  αριθµητική 

τιµή του για χ=ρ είναι ο αριθµός 
ν ν − ν − ν −

ν ν − ν − ν −Ρ ρ = α ρ + α ρ + α ρ + α ρ + + α ρ + α( ) .....
1 2 3

1 2 3 1 0
 που βρίσκουµε όταν στην 

θέση του χ αντικαταστήσουµε το ρ 

• Αν το Ρ(χ) το διαιρέσουµε  µε το δ(χ) ≠  0 βρίσκουµε το πηλίκο Π(χ) και το υπόλοιπο Υ(χ) 

και ισχύει η Ευκλείδεια ταυτότητα της διαίρεσης: 

Ρ(χ)=δ(χ)Π(χ)+Υ(χ) ,µε 0≤βαθµό(Υ(χ))<βαθµό δ(χ) 

• Αν ένα πολυώνυµο το διαιρέσουµε µε το χ-ρ (πρώτου βαθµού)τότε το υπόλοιπο είναι 

αριθµός ο Υ=Ρ(ρ) 

• Ένας αριθµός ρ είναι ρίζα του Ρ(χ) ⇔  Ρ(ρ)=0⇔το χ-ρ είναι παράγοντας του Ρ(χ) 

⇔  το Ρ(χ) παραγοντοποιείται ως Ρ(χ)=(χ-ρ) Π(χ) ,όπου το Π(χ) το πηλίκο της 

διαίρεσης του Ρ(χ) δια  (χ-ρ),το οποίο βρίσκουµε είτε κάνοντας την διαίρεση είτε µε το 

σχήµα Horner µε τον αριθµό ρ. 

• Σχήµα horner για το Ρ(χ)= 3χ5+3χ4+6χ-13 δια του χ-2 

3 3 0 0 6 -13 ρ=2 

 6 18 36 72 156  

3 9 18 36 78 143=Υ  

Οπότε 3χ5+3χ4+6χ-13 =(χ-2)(3χ4+9χ3+18χ2+36χ+78)+143 

• Το πολυώνυµο ν ν − ν − ν −
ν ν − ν − ν −Ρ χ = α χ + α χ + α χ + α χ + + α χ + α( ) .....

1 2 3

1 2 3 1 0
  

µε α 0 , α 1 , α 2 ,......α ν ακεραίους  αριθµούς και ν θετικό ακέραιο αν έχει τον ακέραιο ρ ρίζα 

του τότε το ρ είναι διαιρέτης του α0 

• Αν Ρ1(χ) • Ρ2(χ) •  Ρ3(χ) • ........ Ρν(χ) =0⇔  (Ρ1(χ)=0 ή Ρ2(χ)= 0 ή Ρ3(χ)=0 ή .......ή  Ρν(χ) =0) 

3• 2 9• 2 18• 2 36• 2 78• 2 
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ω 

Γ 

Β 

ηµχ Α Ο 

Μ 

Σ 

Η 

Β(0,

Α΄(-1,0) 

Β΄(0,-1) 

συνχ 

εφχ 

σφ

Τ 

Ρ 

χ 

ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ 

ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ ΟΞΕΙΑΣ ΓΩΝΙΑΣ 

                  

απέναντι κάθετη ΑΓ
ημω

υποτείνουσα ΒΓ
προσκείμενη  κάθετη ΑΒ

συνω
υποτείνουσα ΒΓ

απέναντι καθετη ΑΓ
εφω

προσκείμενη   κάθετη ΑΒ
προσκείμενη   κάθετη ΑΒ

σφω
απέναντι κάθετη ΑΓ

= =

= =

= =

= =

 

 

ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΣ ΚΥΚΛΟΣ –ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

 ηµχ = τεταγµένη του Μ =ΟΗ  

 συνχ =τετµηµένη του Μ =ΟΣ     

                                                                    εφχ =ΑΤ         σφχ =ΒΡ  
                                                                          συνχ− ≤ ≤1 1        ηµχ− ≤ ≤1 1 

                                                                        ηµ χ συν χ+ =2 2 1 

 
ηµχ

εφχ
συνχ

=              
συνχ

σφχ
ηµχ

=  

 

 

 

ΠΡΟΣΗΜΟ ΤΩΝ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

 
ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΥΠΟΙ ΒΑΣΙΚΩΝ ΓΩΝΙΩΝ 

χ ηµχ συνχ εφχ σφχ 

0 0 1 0 - 
π
6

 
1

2
 3

2
 

3

3
 

3  

π
4

 2

2
 

2

2
 

1 1 

3

π
 3

2
 2

1
 3  

3

3
 

2

π
 1 0 - 0 

π 0 -1 0 - 

ηµχ>0 

συνχ>0  

εφχ>0 

σφχ>0 

ηµχ<0 

συνχ<0 

εφχ>0 

σφχ>0 

ηµχ>0 

συνχ<0 

εφχ<0 

σφχ<0 

ηµχ<0 

συνχ>

0 

εφχ<0 

π , (2κ+1)π 

2

π
 

0, 2κπ 

2

3π
 

A 
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2

3π
 -1 0 - 0 

 

ΑΝΑΓΩΓΗ ΣΤΟ 1Ο ΤΕΤΑΡΤΗΜΟΡΙΟ 

συν(-χ)=συνχ ηµ(-χ)= -ηµχ εφ(-χ)= -εφχ σφ(-χ)= -σφχ 

συν(π/2-χ)=ηµχ ηµ(π/2-χ)=συνχ εφ(π/2-χ)=σφχ σφ(π/2-χ)=εφχ 

συν(π-χ)=-συνχ ηµ(π-χ)=ηµχ εφ(π-χ)=-εφχ σφ(π-χ)=-σφχ 

συν(π+χ)=-συνχ ηµ(π+χ)=-ηµχ εφ(π+χ)=εφχ σφ(π+χ)=σφχ 

συν(3π/2-χ)= -

ηµχ 

ηµ(3π/2-χ)= -

συνχ 

εφ(3π/2-χ)=σφχ σφ(3π/2-χ)=εφχ 

συν(3π/2+χ)=ηµχ ηµ(3π/2+χ)= -

συνχ 

εφ(3π/2+χ)= -

σφχ 

σφ(3π/2+χ)= -

εφχ 

 

 

ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

 

f(x)=ηµχ , Rx ∈  ]1,1[−∈ηµx  ,είναι περιοδική µε περίοδο Τ=2π(rad) και περιττή  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

f(x)=συνχ , Rx ∈  ]1,1[−∈συνx  ,είναι περιοδική µε περίοδο Τ=2π(rad) και άρτια  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

f(x)=εφχ ,
π

x R- {κπ },κ Ζ
2

∈ + ∈  Rεφx∈  ,είναι περιοδική µε περίοδο Τ=π(rad)και 

περιττή  

f(x)=σφχ ,x R- {κπ}κ Ζ∈ ∈  Rσφx∈  ,είναι περιοδική µε περίοδο Τ=π(rad) και 

περιττή  
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ΒΑΣΙΚΕΣ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

,
χ κπ α

ηµχ ηµα κ
χ κπ π α

= +
= ⇔ ∈ Ζ = + −

2

2
   

 ,
χ κπ α

συνχ συνα κ
χ κπ α

= +
= ⇔ ∈ Ζ = −

2

2
 

, ,
π

εφχ εφα χ κπ α χ κπ κ= ⇔ = + ≠ + ∈ Ζ
2

, ,σφχ σφα χ κπ α χ κπ κ= ⇔ = + ≠ ∈ Ζ  

 

ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΥΠΟΙ ΑΘΡΟΙΣΜΑΤΟΣ 

συν(α+β)=συνα συνβ-ηµα ηµβ   συν(α-β)=συνα συνβ+ηµα ηµβ 

ηµ(α+β)=ηµα συνβ+ ηµβ συνα   ηµ(α-β)=ηµα συνβ- ηµβ συνα 

( )
εφα εφβ

εφ α β
εφαεφβ
+

+ =
−1

    ( )
εφα εφβ

εφ α β
εφαεφβ
−

− =
+1

 

( )
σφασφβ

σφ α β
σφα σφβ

−
+ =

+

1
    ( )

σφασφβ
σφ α β

σφβ σφα
+

− =
−

1
 

ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΥΠΟΙ ΤΟΞΟΥ ΣΤΟ ΜΙΣΟ ΤΟΥ  

ηµ2α=2ηµα συνα   συν2α=συν2α-ηµ2α=1-2ηµ2α=2συν2α-1 

εφα
εφ α

εφ α
=

− 2

2
2

1
   

σφ α
σφ α

σφα
−

=
2 1

2
2

 

ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΥΠΟΙ ΤΟΞΟΥ ΣΤΟ ∆ΙΠΛΑΣΙΟ ΤΟΥ 

(ΑΠΟΤΕΤΡΑΓΩΝΟΠΟΙΗΣΗ) 
− συν α

ηµ α =2 1 2

2
    

+ συν α
συν α =2 1 2

2
 

− συν α
εφ α =

+ συν α
2 1 2

1 2
    

+ συν α
σφ α =

− συν α
2 1 2

1 2
 

ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΥΠΟΙ ΠΑΡΑΓΟΝΤΟΠΟΙΗΣΗΣ( ΕΚΤΟΣ ΥΛΗΣ) 
α β α β

ηµα ηµβ ηµ συν
+ −

+ = 2
2 2

 
α β α β

ηµα ηµβ ηµ συν
− +

− = 2
2 2

 

α + β α − β
συνα + συνβ = συν συν2

2 2
 

β α α β
συνα συνβ ηµ ηµ

− +
− = 2

2 2
 

εφχ σφχ 
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ΠΡΟΟ∆ΟΙ 

 

ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ 

ΟΡΙΣΜΟΣ  

ν + να − α = ω1  
ΟΡΙΣΜΟΣ  

ν +

ν

α
= λ λ ≠

α
,1 0  

ΓΕΝΙΚΟΣ ΟΡΟΣ 

να = α + ν − ω( )1 1  
ΓΕΝΙΚΟΣ ΟΡΟΣ 

ν −
να = α ⋅ λ 1

1  

α,β,γ διαδοχικοί όροι ⇔2β=α+γ 

Ο
α + γ

β =
2

λέγεται αριθµητικός µέσος 

α,β,γ διαδοχικοί όροι ⇔β2=αγ 

Οβ αγ= λέγεται γεωµετρικός  µέσος 

ΑΘΡΟΙΣΜΑ ν ΠΡΩΤΩΝ ΟΡΩΝ  

ν
ν

α + α α + ν − ω
= ν = ν

( )
S 1 12 1

2 2
 

ΑΘΡΟΙΣΜΑ ν ΠΡΩΤΩΝ ΟΡΩΝ 

ν
ν

να λ =


= α λ −
λ ≠ λ −

,

( )
,

S

1

1

1

1
1

1

 

ΓΡΑΦΗ ΠΕΡΙΤΤΟΥ ΠΛΗΘΟΥΣ ∆.Ο Α.Π 

......χ-3ω, χ-2ω, χ-ω, χ, χ+ω, χ+2ω, 

χ+3ω,....... 

ΓΡΑΦΗ ΠΕΡΙΤΤΟΥ ΠΛΗΘΟΥΣ ∆.Ο Γ.Π 

2 3

3 2

x x x
.......  ,  , , x, xλ , xλ , xλ ,....

λ λ λ
 

ΓΡΑΦΗ ΑΡΤΙΟΥ ΠΛΗΘΟΥΣ ∆.Ο Α.Π 

......χ-5ω, χ-3ω, χ-ω,  χ+ω, χ+3ω, 

χ+5ω,....... 

ΓΡΑΦΗ ΑΡΤΙΟΥ ΠΛΗΘΟΥΣ ∆.Ο Γ.Π 

3 5

5 3

x x x
.......  ,  , , xλ , xλ , xλ ,....

λ λ λ
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ΕΚΘΕΤΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 

f(x)=αχ ,0<α≠ 1 

1. Έχει πεδίο ορισµού το R 

2. Έχει σύνολο τιµών το (0,+ ∞ ) 

3. Είναι 1-1 δηλ.για κάθε χ1 ,χ2 ∈R µε χ1≠ χ2
χ χα α⇔ ≠1 2 ή χ χα α χ χ= ⇔ =1 2

1 2
 

4. Είναι 1

1

αν 0 α 1 είναι γνησίως φθίνουσα δηλ  χ

αν α 1 είναι γνησίως αύξουσα  δηλ  χ       

( )

( )

R

R

χ χ

χ χ

χ α α
χ α α

< < ∀ < ∈ ⇔ >


> ∀ < ∈ ⇔ <

1 2

1 2

2

2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ  

 

f(x)=logαχ µε 0<α≠ 1  και χ>0 

Ορισµός : logαχ =ψ ⇔  α ψ =χ 

1. Έχει πεδίο ορισµού το (0,+ ∞ ) 

2. Έχει σύνολο τιµών το R 

3. Είναι 1-1 δηλ. Για κάθε χ1 ,χ2 ∈ ),0( +∞  µε χ1≠ χ2 21 loglog xx aa ≠⇔ ή 2121 loglog χχ =⇔= xx aa  

4. Είναι 




<⇔+∞∈<∀>

>⇔+∞∈<∀<<

      χ δηλ   αύξουσα ίωςείναι γνησ 1α αν

χ δηλ  φθίνουσα ίωςείναι γνησ 1α0 αν

1

1

212

212

loglog)),0((

loglog)),0((

xx

xx

aa

aa

χ
χ

 

Με χ>0 και ψ>0 ισχύει 

5. 01log =a  6. 1log =αa  7. xx
a =αlog  8. 0,

log >= xx
xaα  

9. ψχψ aaa x loglog)(log +=⋅  10. ψχ
ψ aaa

x
loglog)(log −=  11. xx aa loglog ψψ =   
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Β ΛΥΚΕΙΟΥ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 

ΟΜΟΡΡΟΠΑ  ( β α ↑↑ ) 

 
ΑΝΤΙΡΡΟΠΑ( β α ↑↓ ) 

 
ΙΣΟΤΗΤΑ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ 

1. ∆υο διανύσµατα είναι ίσα όταν είναι οµόρροπα και έχουν ίσα µέτρα 

βακαι  β αβ α =↑↑⇔=  

2. 
4321
∆Γ=ΒA ⇔

41
∆A  και 

32
ΓΒ  έχουν κοινό µέσο ⇔  

3421
Γ∆ΒΑ είναι παραλληλόγραµµο 

3.   Γ∆   ΑΒ ∆Γ ΒΑ
34124321

=⇔= 4.   ∆Β   ΓΑ ∆Γ ΒΑ
42314321

=⇔= 5.   ΑΓ   Β∆ ∆Γ ΒΑ
13244321

=⇔=  

 

ΑΝΤΙΘΕΤΑ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 

∆υο διανύσµατα είναι αντίθετα όταν είναι αντίρροπα και έχουν ίσα µέτρα 

βακαι  β αβ α =↑↓⇔=   ∆Γ AB Γ∆ AB =⇔−= .Ισχύει ότι ΒΑ ΑΒ AB =−=  

 

ΠΡΟΣΘΕΣΗ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ  

6. Α∆=ΑΓ+ΑΒ  
 

 

 

 

7. ΑΓ=ΒΓ+ΑΒ  
 

8. ΒΓ  τουµέσον Μ  AΜ AΓ AB 2=+  

9.  ΓΒ AΓ AB =−             10.  ΑΓ ΓΒ AB =−   11.  α β β α +=+  

12. γγγ ++=++=++  β α β α β α )()(   13.  α α00 α =+=+  14. 0 α =−+ )( α  

15. β αγβγ α =⇔+=+      16. 0χαχ α =⇔=+  17. αχ0χ α −=⇔=+  

18. βαβ α −−=+− )(           1 9.  β α βα β α +≤+≤−   

20. οµόρροπα  β, α  β α βα ⇔+=+    21. αντίρροπα β,α βα β α ⇔+=−  

 

 

 

 

 

Α 

Β

Γ 

∆ 

Α 

Β
Γ 
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ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ ΑΡΙΘΜΟΥ λ ΕΠΙ ∆ΙΑΝΥΣΜΑ 

Για    0 α ≠ και 0≠λ  το   α βλ =⋅ µε    α α ⋅=⋅ λλ και 






↑↑⋅>

↑↓⋅<

  αλ  τότε0λ 

  αλ  τότε0λ 

ααν
ααν

 

Είναι   0λκαι    0 α 00 =⋅=⋅  

21. 00λ   0 α =⋅=⋅0   23. β αβ α λλλ ±=± )(  24. α αα µλµλ ±=± )(  

25. )()()( α αα λµµλλµ ==  26. 00 ==⇔= α  ή0α λλ  27. )()()( α αα −=−=− λλλ  

28. Αν βλλ =⇔≠= α 0λκαι   βα  29. µλµλ =⇒≠= 0ακαι   αα  

 

   ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΠΑΡΑΛΛΗΛΙΑΣ 



















==⇔=

=<−=⇔↑↓

=>=⇔↑↑

≠Α

 β  α ώστε λ            0  α 

 β  α ώστε 
 β 

 α 
λ  β  α 

 β  α ώστε 
 β 

 α 
λ  β  α 

και   0  β  

00

0

0

ρχειυπ

λρχειυπ

λρχειυπ

ν

ά

ά

ά

 

 

     ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ  

30. Αν  α ,  β όχι συγγραµµικά και λ  α +µ  β  =  0  τότε λ=µ=0 

31. Αν   0=ΓΑ+ΒΓ+AB τότε ΓΑ,  ΒΓΑΒ , σχηµατίζουν τρίγωνο ή είναι συγγραµµικά   

32. ∆ύο σηµεία Α ,Β  συµπίπτουν όταν  ΑΒ    ή ΟΒΟΑ 0==  

33. Τρία σηµεία Α, Β ,Γ είναι συνευθειακά όταν ΒΓ , ΑΒ  είναι συγγραµµικά (παράλληλα) 

δηλ ΒΓλ  =ΑΒ  ,λ ∈R 

 

 

ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ ΣΤΟ ΕΠΙΠΕ∆Ο 

Το ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγµένων )  j ,  i(Ο, είναι δυο κάθετες ευθείες (οριζόντιος 

άξονας χ΄χ και κατακόρυφος άξονας ψ΄ψ) µε αρχή Ο  , στους οποίους θεωρούµε τα 

µοναδιαία διανύσµατα 1  j 1,  i  µε  j ,  i == . Για κάθε διάνυσµα του επιπέδου που ορίζουν οι 

άξονες υπάρχουν πάνω στους άξονες µοναδικοί αριθµοί χ  ,ψ∈R ώστε  j ψ iχα += και 

λέγονται συντεταγµένες του α  και γράφουµε ψ)χ,α (=  

 

 

 

 

 

 

Έστω  α  =(χ1,ψ1) και  β  =(χ2,ψ2) Τότε  

i 
r

 

 α  

χ 

 j  

ψ 
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34. 




=

=
⇔=

21

21

ψψ
χχ

 β  α  

35. 22 βα += α  

36.  α  +  β =(χ1+ χ2,ψ1+ ψ2)  

37. Με λ∈R τότε λ  α =λ(χ1,ψ1)=(λχ1,λψ1)  

38. Αν Α )ψ,(χ ΑΑ , Β )ψ,(χ ΒΒ  τότε 

i)  ΟΑ=(χΑ,ψΑ) και ΟΒ=(χΒ,ψΒ) 

ii) ΑΒ=(χΒ-χΑ,ψΒ-ψΑ)  

iii) ΑΒ= 22 )()( ΑΒΑΒ −+− ψψχx  

iv) Αν Μ µέσον του ΑΒ τότε Μ )
2

,
2

( ΒΑΒΑ ++ ψψχχ
 και ΟΜ= )

2
,

2
( ΒΑΒΑ ++ ψψχχ

 

        ΠΑΡΑΛΛΗΛΑ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΑ  

Έστω  α  =(χα,ψβ) και  β  =(χα,ψβ) τότε  

39.  α παράλληλο  β ⇔  α =κ  β ⇔
ββ

αα

ψχ
ψχ

=0⇔χαψβ-χβψα=0⇔αν χα≠ 0,χβ≠ 0 τότε 

β

β

α

α

χ

ψ

χ
ψ

=  

40. Αν χ α ≠  0 το λα =
α

α

χ
ψ

ονοµάζεται συντελεστής διεύθυνσης του  α   

αν χα=0 οπότε  α κάθετο στον χ΄χ τότε δεν ορίζεται συντελεστής  διεύθυνσης του  α  

αν  χ΄χ παράλληλο α   τότε0ψ α = και  ο συντελεστής διεύθυνσης είναι λ=0 

αν  α παράλληλο  β  και χα≠ 0 , χβ≠ 0 τότε λα=λβ⇔  
β

β

α

α

χ

ψ

χ
ψ

=  

ΑΝΑΛΥΣΗ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ  v  ΣΕ ∆ΥΟ ΣΥΝΙΣΤΩΣΕΣ βα ,   

Σηµαίνει ότι ψάχνουµε λ ,µ R∈  ώστε 

β µ α += λv
v α β

v v α β α β

v α β

χ λχ χ
(χ , ψ ) (λχ χ ,λψ ψ )

ψ λψ ψ

µ
µ µ

µ
= +

⇔ = + + ⇔  = +
 

ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ  

ΟΡΙΣΜΟΣ 
.

),(

)

      βσυνββ aaa ⋅⋅=⋅  

Αν   )ψ,χβκαι   )ψ,χα 2211 (( ==  τότε 

 2121 ψψχχβ +=⋅   a   και 
.

),(

)

  βσυν a =
   

 β  α 

β⋅

⋅

a
=

2

2

2

2

2

1

2

1

2121

ψχψχ

ψψχχ

++

+
 

Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ  

1.  α β β α ⋅=⋅  

2. )()()(  β α β α β α λλλ ⋅=⋅=⋅  

3. γ α β  α)γ β( α +=+  
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4.  εκθέτη µεγαλύτερο µε δυνάµειςορίζονται  δεν Προσοχή ααα α
22

=⋅=  

5. 0 β  ή0 α  ή β α β α ==⊥⇔=⋅ 0  

6.  0 γκαι  γ  στο κάθετοόχι   β α αν µόνο  β α γ  β γ  α   Προσοχή . γ  β γ  α β α ≤−=⇒==⇒=  

7.  βα βα β α ⋅=⋅⇒↑↑  

8.  βα βα β α ⋅−=⋅⇒↑↓  

9. ισχύουν οι γνωστές τετραγωνικές ταυτότητες  

α) 
22

2 2)(  β  β  α  α  β  α +⋅±=±  

β) ))((
22

 β  α  β  α  β  α −+=−  

γ)   γ α  β   γ β  α   γ β  α   γ β  α ⋅+⋅+⋅+++=++ 222)(
222

2  

10. Προσοχή ∆ΕΝ ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα δηλ. ))(  γ  β ( α γ β α ⋅≠⋅⋅  

11. Προσοχή
22

2)( ββ ⋅≠⋅ α α είναι
22

2)( ββ ⋅=⋅ α α  µόνο αν β//α  

 

ΚΑΘΕΤΑ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΑ  

Αν   0  )ψ,χβκαι   0 )ψ,χα ββαα ≠=≠= ((  Τότε 

0≠≠−=⋅⇔=+⇔=⋅⇔⊥ βα β αβαβα χ, 0χ αν 1λλ0ψψχχ0 β α  β α  

 

ΠΡΟΒΟΛΗ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ ΣΕ ∆ΙΑΝΥΣΜΑ  

 

Ισχύει )()( απροββπροβ
βα

⋅=⋅=⋅ β  α β α
 

 

 

             β α
 

0==⇒⊥ απροββπροβ
βα

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 α  

β  

β
 α

προβ  
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ΕΥΘΕΙΑ 

 

 
 

ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ∆ΙΕΥΘΥΝΣΗΣ ΕΥΘΕΙΑΣ ( λ) 

1. 
2

π
ω, εφωλ ≠=   Αν διεύθυνσης   ςσυντελεστή ορίζεται    δενκαι   χ΄χ (ε)  τότε

2

π
ω ⊥=  

2. Αν )ψ,Β(χ, )ψ,Α(χ ΒΒΑΑ  και 
ΒΑ

ΒΑ

ΑΒ

ΑΒ
ΑΒΒΑ

χ-χ

ψ-ψ

χ-χ

ψ-ψ
λ   τότεχχ ==≠  

Αν  διεύθυνσης ςσυντελεστή οορίζεται  δενκαι  χ΄χ ΑΒ ευθεία   τότεχχ ΒΑ ⊥=  

3. 
2

ε
1

ε λλ =⇔)//()( 21 εε  

4. 1)()( 21 −=⋅⇔⊥
2

ε
1

ε λλεε  

5. Αν η ευθεία έχει εξίσωση ψ =αχ +β τότε λ =α 

ΕΞΙΣΩΣΗ ΕΥΘΕΙΑΣ  

1. Με γνωστό το λ και ένα σηµείο Α(χΑ,ψΑ) τότε η εξίσωση είναι : ψ-ψΑ=λ(χ-χΑ) 

2. Με γνωστά δύο σηµεία Α(χΑ,ψΑ) και Β(χΒ,ψΒ) 

i. )()( ΒΑΒΑΑΒ −=−==≠ χχλχχλ ΒΑ

ΑΒ

ΑΒ
ΑΒΒΑ ψ-ψ  ήψ-ψ :είναι  ΑΒ εξίσωση και η 

χ-χ

ψ-ψ
λ τότεχχ Αν  

ii. Αν χΑ=χΒ τότε η εξίσωση ΑΒ είναι : χ=χΑ και είναι κάθετη στον χ΄χ  

iii) Αν ψΑ=ψΒ και ΒΑ χχ ≠  τότε η εξίσωση ΑΒ είναι : ψ=ψΑ και είναι παράλληλη στον χ΄χ 

 
 

ω 

ω 
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ΓΕΝΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΕΥΘΕΙΑΣ  

Αχ+Βψ+Γ=0 µε 0Β   ή0A ≠≠  

Η ευθεία  Αχ+Βψ+Γ=0 είναι  ΠΑΡΑΛΛΗΛΗ στο διάνυσµα ),( ABu −=   

Η ευθεία  Αχ+Βψ+Γ=0 είναι  ΚΑΘΕΤΗ  στο διάνυσµα ),( BAV =   

 

ΟΞΕΙΑ ΓΩΝΙΑ ΕΥΘΕΙΩΝ  

Αν (ε1): Α 1χ+Β 1ψ+Γ1=0 (//  ),( 111 ABu −= )και (ε2): Α 2χ+Β 2ψ+Γ2=0(// ),( 222 ABu −= ). 

Τότε για την οξεία γωνία φ των (ε1), (ε2) ισχύει 

21

21

uu

uu

⋅

⋅
=

 

  
συνφ  

 

ΑΠΟΣΤΑΣΗ ΣΗΜΕΙΟΥ Μ(χΜ,ψΜ) ΑΠΟ ΕΥΘΕΙΑ (ε):Αχ+Βψ+Γ=0 

22
))(,(

Β+Α

Γ+Β+Α
= ΜΜ ψχ

εMd  

 

ΕΜΒΑ∆ΟΝ ΤΡΙΓΩΝΟΥ ΑΒΓ ΜΕ Α(χΑ,ψΑ), Β(χΒ,ψΒ) Γ(χΓ,ψΓ) 

 )x)(xψ(ψ)ψ)(ψx(x 
2

1

ψψxx

ψψxx

2

1
 )AΓ, ABdet( 

2

1
(ΑΒΓ) AΓABAΓAB

AΓAΓ

ABAB −−−−−=
−−

−−
==  

ΚΥΚΛΟΣ 

 
ΕΞΙΣΩΣΗ ΚΥΚΛΟΥ (Κ,ρ)  

 




=+

=+

 )ψ,Κ(χ αν ρψ-ψχ-(χ

                      Κ(0,0) αν ρψχ

00

22

0

2

0

222

)()
 

ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗ (ε)  ΚΥΚΛΟΥ (Κ,ρ) ΣΤΟ ΣΗΜΕΙΟ ΕΠΑΦΗΣ Α(χΑ,ψΑ) 








=

=−+−
=+

ρ(ε))d(Κ, Γενικά

)ψ,Κ(χ αν ρ)ψ)(ψψ-(ψ)χ)(χχ-(χ

                                       Κ(0,0) αν  ρψψxx

00

2

0Α00Α0

2

ΑA

 

ΓΕΝΙΚΗ ΜΟΡΦΗ ΚΥΚΛΟΥ  

χ2+ψ2+Αχ+Βψ+Γ=0 όταν Α2+Β2-4Γ>0 µε κέντρο το 
2

42 Γ−Β+
=−−

2Α
ρ  ακτίνακαι  )

2

B
,

2

A
K(  
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ΠΑΡΑΒΟΛΗ  

Είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ που ισαπέχουν από σταθερή ευθεία (δ) 

(διευθετούσα )και από ένα σταθερό σηµείο Ε (εστία ) 

 ΕΞΙΣΩΣΗ ΠΑΡΑΒΟΛΗΣ 









=∈=

=∈=

 ψ΄ψ  τονσυµµετρίας άξοναέχει και   
2

ρ
-ψ:(δ)και  

2

ρ
Ε(0,και  ΄ψΕ αν 2ρψχ

 χ΄χ  τονσυµµετρίας άξοναέχει και    
2

ρ
-χ:(δ)και  

2

ρ
Ε(και  χ΄χΕ αν 2ρχψ

2

2

)

)0,

ψ
 

ΕΞΙΣΩΣΗ ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗΣ  ΠΑΡΑΒΟΛΗΣ ΣΤΟ ΣΗΜΕΙΟ ΕΠΑΦΗΣ Α(χΑ,ψΑ) 





=+=

=+=

2ρψχ αν )ψρ(ψχχ

2ρχψ αν )χρ(χψψ
2

ΑΑ

2

ΑΑ  
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ΕΛΛΕΙΨΗ 

 

Είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ ώστε το άθροισµα των αποστάσεων τους από 

δυο σταθερά σηµεία Ε΄ , Ε (εστίες ) να είναι σταθερό  και µεγαλύτερο από 

(Ε΄Ε)=2γ,δηλ.(ΜΕ΄)+(ΜΕ)=2α ,2α>2γ 

Εστιακή απόσταση:(Ε΄Ε)=2γ .Μεγάλος άξονας :(Α΄Α) =2α. Μικρός άξονας:(Β΄Β) =2β µε 
22 γαβ −=  

  

ΕΞΙΣΩΣΗ ΕΛΛΕΙΨΗΣ 










=+

=+
>

Β(β,0)Β΄(-β,0),, α)Α(0,, Α΄(0,-α), γ)Ε(0,, Ε΄(0,-γ)  µε 
ψ

β)Β(0,Β΄(0,-β),, Α(α,0), Α΄(-α,0), Ε(γ,0), Ε΄(-γ,0)  µε 
χ

 βα  µε
2

2

1

1

2

2

2

2

2

2

β
χ

α

β
ψ

α
 

 

 ΕΚΚΕΝΤΡΟΤΗΤΑ ΕΛΛΕΙΨΗΣ  

2γ β
ε   , 0 ε 1 και ισχύει 1 ε

α α
= < < = −  

 

 ΕΞΙΣΩΣΗ ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗΣ  ΕΛΛΕΙΨΗΣ ΣΤΟ ΣΗΜΕΙΟ ΕΠΑΦΗΣ Α(χΑ,ψΑ) 
2 2

Α

2 2 2 2

2 2

Α

2 2 2 2

χχ χ
1 αν 1 

µε  α β 
ψψ ψ

1 αν 1

ψψ ψ
α β α β

χχ χ
α β α β

Α

Α


+ = + =


> 

 + = + =


 

παρατήρηση :  

Η έλλειψη έχει άξονες συµµετρίας τους χ΄χ και ψ΄ψ και κέντρο συµµετρίας το Ο(0,0) 

Ονοµάζουµε διάµετρο της έλλειψης το ευθύγραµµο τµήµα ΑΟΒ µε Α,Β σηµεία της έλλειψης  
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ΥΠΕΡΒΟΛΗ  

 

Είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ που η απόλυτη τιµή των αποστάσεων τους 

από δυο  σταθερά σηµεία Ε΄ ,Ε (εστίες ) είναι σταθερή  και µικρότερη  από 

(Ε΄Ε)=2γ,δηλ. 2α(ΜΕ)(ΜΕ΄) =−  2α<2γ Εστιακή απόσταση  (Ε΄Ε)=2γ.Απόσταση κορυφών 

(Α΄Α) =2α και 22 αγβ −=  

 ΕΞΙΣΩΣΗ ΥΠΕΡΒΟΛΗΣ 
2 2

2 2

2 2

2 2

χ
1 µε  Ε΄(-γ,0) ,Ε(γ,0) ,Α΄(-α,0) ,Α(α,0) 

 
ψ

1 µε  Ε΄(0,-γ) ,Ε(0,γ) ,Α΄(0,-α) ,Α(0,α) 

ψ
α β

χ
α β


− =



 − =


 

ΑΣΥΜΠΤΩΤΕΣ ΥΠΕΡΒΟΛΗΣ 
2 2

2 2

2 2

2 2

χ β β
 1 τότε ασύµπτωτες είναι οι ψ -  και ψ

α α
 

ψ α α
1 τότε ασύµπτωτες είναι οι ψ -  και ψ

β β

 ψ
αν − = = χ = χ α β


χ − = = χ = χ

 α β

 

 ΕΚΚΕΝΤΡΟΤΗΤΑ ΥΠΕΡΒΟΛΗΣ  

2γ β
ε   , ε 1 και ισχύει ε 1

α α
= > = −  

 ΕΞΙΣΩΣΗ ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗΣ  ΥΠΕΡΒΟΛΗΣ ΣΤΟ ΣΗΜΕΙΟ ΕΠΑΦΗΣ Α(χΑ,ψΑ) 
2 2

Α

2 2 2 2

2 2
Α

2 2 2 2

χχ χ
1 αν 1 

 
ψψ ψ

1 αν 1

Α

Α

 ψψ ψ
− = − = α β α β


χχ χ − = − =

 α β α β

 

παρατήρηση :  

• Η υπερβολή  έχει άξονες συµµετρίας τους χ΄χ και ψ΄ψ και κέντρο συµµετρίας το Ο(0,0) 

• Το ορθογώνιο βάσης σχηµατίζεται 
2 2

2 2

2 2

2 2

χ ψ
για την 1 απο τις ευθείες χ α,χ -α ,ψ β ,ψ -β

α β
 

ψ χ
για την 1 απο τις ευθείες ψ α,ψ -α ,χ β,χ -β 

α β


− = = = = =



 − = = = = =


 

και οι διαγώνιες του δίνουν τις ασύµπτωτες της υπερβολής  
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    ΘΕΩΡΙΑ ΑΡΙΘΜΩΝ  

 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΠΑΓΩΓΗ 

Αν θέλουµε να αποδείξουµε µια πρόταση ότι ισχύει για κάθε θετικό ακέραιο αριθµό ν (ή µε 

µν ≥ ) 

Τότε : 1)Αποδεικνύουµε ότι η πρόταση ισχύει για ν=1 (ή ν=µ) 

2)Υποθέτοντας ότι ισχύει για ν=κ τυχαίο  

3)Αποδεικνύουµε ότι ισχύει για ν=κ+1 

ΕΥΚΛΕΙ∆ΕΙΑ ∆ΙΑΙΡΕΣΗ 

Αν α,β ακέραιοι µε 0β ≠ ,τότε υπάρχουν µοναδικοί ακέραιοι κ ,υ ώστε 

α β κ υ µε 0 υ β= ⋅ + ≤ <  

Έτσι κάθε ακέραιος α γράφεται  
διαιρούµενος µε 2 ,α 2κ ή α 2κ 1                                                 

διαιρούµενος µε 3 ,α 3κ ή α 3κ 1 ή α 3κ 2  

διαιρούµενος µε 4 ,α 4κ ή α 4κ 1ή α 4κ 2 ή α 4κ 3

...........................

= = +

= = + = +

= = + = + = +

........................................

διαιρούµενος µε β ,α βκ ή α βκ 1ή α βκ 2 ή......... α βκ β 1








= = + = + = + −

 

 ∆ΙΑΙΡΕΤΟΤΗΤΑ 

Ορισµός :Αν α ,β Z∈  ,µε α≠ 0,τότε ο α διαιρεί τον β και συµβολικά α/β όταν υπάρχει κ Z∈  

ώστε β=κα  

Ιδιότητες  

1. α/β τότε  ± α/ ± β 2. ± 1/α για κάθε α Z∈  

3. ± α/α για κάθε α Z∈ * 4. α/0 για κάθε α Z∈ * 

5. α/β⇔λα/λβ για κάθε λ Z∈ * 6. Αν α/β και β/α τότε α=β ή α=-β 

7. Αν α/β και β/γ τότε α/γ 8. Αν α/β τότε α/λβ για κάθε λ Z∈  

9. Αν α/β και α/γ τότε α/(β+γ) 10. Αν α/β και α/γ τότε α/(κβ+λγ) για κάθε 

κ,λ Z∈  

11. Αν α/β µε β Z∈ * τότε βα ≤   

Μ.Κ.∆-Ε.Κ.Π 

Ορισµός Μ.Κ.∆:  

Αν α.β Z∈  ,µε έναν τουλάχιστον όχι 0,τότε ο Μ.Κ.∆ των α,β είναι ο (α ,β) =δ ώστε  









≤==

==

>









≤

>

δ

δ

δ

δ

κ πολ.κ τότεβκαι πολ.κ α αν 3)

                     πολ.δβκαι  πολ.δα 2)

                                                

 ή

κ  τότεκ/βκαι  κ/α αν  3)

                     δ/βκαι  δ/α  2)

                                0)10)1

 

Ορισµός Ε.Κ.Π 

Αν α.β Z∈ *,τότε ο Ε.Κ.Π των α,β είναι ο [α ,β] =ε ώστε  









≤==

==

>









≤

>

κε  τότεπολ.βκκαι  πολ.ακ αν 3)

                     πολ.βεκαι  πολ.αε 2)

                                             ε   

 ή

ε β/κ τότεκαι α/κ  αν  3)

                     β/εκαι  α/ε  2)

                             ε   0)10)1

κ
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ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ  Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΙ 

Ο z=α+βi µε α,β R∈ λέγεται µιγαδικός το i είναι η φανταστική µονάδα και i 2=-1 

Το α=Re(z) και λέγεται πραγµατικό µέρος του Ζ , το β=Im(z) και λέγεται φανταστικό µέρος 

του Ζ 

∆υνάµεις του i : 

1 αν ν=4κ

i αν ν=2κ+1
i

-1 αν ν=2κ+2

-i αν ν=2κ+3

ν








=  

Αν z 1=α 1+β 1i  και z 2=α 2+β 2i   

Τότε  z1+z2=α1+α2+(β1+β2)i  

 z1-z2=α1-α2+(β1-β2)i  

 z1z2 =α1α2-β1β2+(α1β2+α2β1)i 

              (z 1)
ν== z 1 z 1 z 1 z 1 z 1 z 1 z 1..... z 1 ,ν θετικός ακέραιος και αν z ≠ 0 τότε z0=1 

 1 1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

z α β i (α β i)(α β i) α α β β β α α β
i

z α β i (α β i)(α β i) α β α β

+ + − + −
= = = +

+ + − + +
 

z1=z2 ⇔α1=α2 και β1=β2  

Γεωµετρικά ο z=α+βi παριστάνει το σηµείο Α(α,β) ή την διανυσµατική 

ακτίνα OA ( , )= α β
uuur

 

 

 

 

 

 

Γεωµετρικά ο z1+z2=α1+α2+(β1+β2)i παριστάνει το σηµείο Μ(α1+α2,β1+β2) ή την 

διανυσµατική ακτίνα ),( 2121 ββαα ++=ΟΜ σύµφωνα µε τον κανόνα παρ/µου  

 

 

 

 

 

 

Γεωµετρικά ο z1-z2=α1 -α2+(β1-β2)i παριστάνει το σηµείο Κ(α1-α2,β1-β2) ή την διανυσµατική 

ακτίνα ),( 2121 ββαα −−=ΟK   ή το διάνυσµαBA     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Α(α1,β1) 

Ο 

Β(α2,β2) 
Μ(α1+α2,β1+β2) 

Κ(α1-α2,β1-

Α(α1,β

Β(α2,β

Ο 

Ο 

Α(α,β) 

α 

β
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ΣΥΖΥΓΕΙΣ ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΙ  

Αν z=α+βi µε α,β R∈  τότε ο συζυγής του είναι z =α-βi µε α,β R∈  

Ιδιότητες συζυγών  

1. z z=  2. 22 βα +=⋅ zz  3. z+z=2α  4. z-z=2βi  

5. z R∈ ⇔ z z=  6. z I∈ ⇔ z z= −  7. 
1 2 1 2

z z ... z z z .... zν ν+ + + = + + +

 

8. 
1 2 1 2

z z .. z z z .. zν ν=� � � �� �

 

9. (z ) (z)ν ν=  
10. 1 1

2 2

z z

z z

 
  
 

= ,z2 ≠ 0 
  

ΜΕΤΡΟ ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΥ  

Αν z=α+βi µε α,β R∈  ,τότε µέτρο του z  είναι η απόσταση του γεωµετρικού του σηµείου 

από το Ο(0,0) δηλ. 2 2z O 0= Μ = α +β ≥
uuuur

 

Ιδιότητες µέτρου  

1. z z z z= = − = −  2. 2 2
z z z z= = �  3. 1 2 1 2 2z z z z z z− ≤ + ≤ +  4.  

1 2 1 2z z .... z z z ...... zν ν=� � � � �

 

5. 
11

2

2 2

zz
, z 0

z z
= ≠  

6. z∈R⇔ 2 2 2z z z= =  7.  z∈I⇔ 2 2 2z z z= = −   

ΜΙΓΑ∆ΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΚΥΚΛΟΥ 

Η εξίσωση 0z z− = ρ>0 µε z,z0 ∈ C είναι κύκλος κέντρου Κ( z0 ) ακτίνας ρ  

Αν z0=α+βi τότε η αναλυτική εξίσωση του κύκλου είναι (χ-α)2+(ψ-β)2 =ρ2  

 ΜΙΓΑ∆ΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΜΕΣΟΚΑΘΕΤΟΥ 

Η εξίσωση 1 2z z z z− = −  µε z ,z1 ,z2 ∈ C είναι µεσοκάθετος του ευθυγράµµου τµήµατος ΑΒ 

µε Α(z1), B(z2) 

Για να βρούµε την εξίσωση της µεσοκαθέτου θέτουµε z=χ+ψi και λύνουµε την εξίσωση  ή  

Βρίσκουµε το λΑΒ και µετά το λ της µεσοκαθέτου από τον τύπο  λ µεσοκ..λΑΒ =-1.Βρίσκουµε 

και το µέσον Μ του ΑΒ ,Μ( Ax
,

2 2

Β Α Β+ χ ψ + ψ
) οπότε η ευθεία της µεσοκαθέτου είναι ψ-ψΜ 

=λµεσοκ.(χ-χΜ). 

 ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΗ ΜΟΡΦΗ ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΥ  

Αν z=α+βi ( ≠ 0)µε α,β R∈  , Τότε η µορφή  του z =ρ(συνθ+i ηµθ) ,ρ>0 λέγεται 

τριγωνοµετρική µορφή του z και είναι ρ= 2 2z = α + β >0 και θ=αrg(z) (όρισµα του z) 

τέτοια ώστε συνθ=
Re(z)

z
 και ηµθ=

Im(z)

z
  

Αν θ∈[0 ,2π] τότε λέγεται πρωτεύον όρισµα του z και συµβολίζεται µε θ=Αrg(z).Η γωνία θ 

είναι η γωνία που σχηµατίζει η διανυσµατική ακτίναOA  του z µε τον χ΄χ άξονα και άρα 

γεωµετρικά δίνει την ηµιευθεία  πάνω στην οποία βρίσκεται ο z 

 

       

 

 

            
Ο 

Α(α,β) 

θ 
α 

β
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Αν z1 =ρ1(συνθ1+i ηµθ1) ,ρ1>0 και z2 =ρ2(συνθ2+i ηµθ2) ,ρ2>0  

Τότε z1 �z2 = ρ1ρ2(συν(θ1+θ2)+ i ηµ(θ1+θ2)  και 1 1

1 2 1 2

2 2

z
( ( ) i ( ))

z

ρ
= συν θ + θ + ηµ θ + θ
ρ

 και  

(z1)
ν= 1

νρ ( συν(νθ1)+i ηµ(νθ1)) (τύπος de Moivre) 

 

 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ (f):λέγεται κάθε απεικόνιση–σχέση –τύπος ώστε σε κάθε ένα χ ∈Π.Οf (πεδίο 

ορισµού της )  να αντιστοιχίζεται –να παίρνουµε ένα µόνο  ψ∈ Σ.Τ f (σύνολο τιµών της ) 

Αν Π.Οf ⊆  R και Σ.Τf ⊆  R τότε έχουµε πραγµατικές συναρτήσεις πραγµατικής  µεταβλητής  

Ισότητα συναρτήσεων: f=g f g1)  . . A                                

2)  x A ισχυει f(x) =g(x)                      

Π Ο = Π Ο =
⇔ 

∀ ∈
 

Άρτια συνάρτηση:f άρτια όταν για κάθε x∈Π.Ο f  ισχύει f

f

1) -x Π.Ο                 

2) f(-x)=f(x) x Π.Ο 

∈


∀ ∈
 

Περιττή συνάρτηση :f περιττή όταν για κάθε x∈Π.Ο f  ισχύει f

f

1) -x Π.Ο                 

2) f(-x)= -f(x) x Π.Ο 

∈


∀ ∈
 

Περιοδική συνάρτηση :f περιοδική µε περίοδο Τ ∈R* όταν για κάθε x ∈Π.Οf ισχύει 

f

f

1) x+Τ Π.Ο                 

2) f(x+Τ)= f(x) x Π.Ο 

∈


∀ ∈
 

Σύνθεση συναρτήσεων: Αν για τις f,g το σύνολο A={x ∈Π.Οf και f(x) ∈Π.Ο g } ≠ ∅   τότε 

ορίζεται καινούρια συνάρτηση η gof στο Α µε τύπο (gof)(x)=g(f(x))  δηλ. στον τύπο της g 

όπου χ αντικαθιστούµε τον τύπο της f 

Μονοτονία συναρτήσεων 

η f είναι γνησίως αύξουσα  (     )στο ∆ ⊆ Π.Ο f ⇔ 1 2 χ  ,   ∆∀ χ ∈ µε  x1 <x2 έπεται f(x1) < f(x2) 

η f είναι γνησίως φθίνουσα (      )στο ∆ ⊆ Π.Ο f ⇔ 1 2 χ  ,   ∆∀ χ ∈ µε x1<x2 έπεται f(x1) > f(x2) 

 Μονοτονία και σύνθεση : 

Έστω ότι ορίζεται η gof τότε : 

• Αν g ,f γνήσια µονότονες µε το  ίδιο είδος µονοτονίας  τότε και η  gof θα είναι γνησίως 

αύξουσα  

• Αν g ,f γνήσια µονότονες µε διαφορετικό  είδος µονοτονίας  τότε και η  gof θα είναι 

γνησίως φθίνουσα  

Συνάρτηση ¨1 - 1 ¨. 

∆είχνουµε ότι η f είναι ¨ 1- 1 ¨ µε ένα από τους πιο κάτω τρόπους : 

i) Αποδεικνύουµε ότι ∀x1 ,x2∈Π.Ο f  µε x1 ≠x2 τότε  f(x1) ≠ f(x2) ή  

ii) Αποδεικνύουµε ότι ∀x1,x2 ∈Π.Ο f µε f(x1) = f(x2) έπεται  ότι x1=x2 (Μόνο) 

iii) Αποδεικνύουµε ότι η f είναι γνήσια µονότονη  

Γραφικά η f είναι ¨ 1- 1 ¨ όταν και µόνο όταν οποιαδήποτε οριζόντια ευθεία τέµνει την 

γραφική της παράσταση το πολύ σε ένα σηµείο . 

Αντίστροφη συνάρτηση : 

• Αν f:A →f(Α) και ¨1 -1¨ τότε ορίζεται η αντίστροφη της f η f -1 :f(A)→R και ισχύει  

f-1(ψ)= f(x) ⇔  f(x)=ψ 

Για να βρούµε τον τύπο της f -1 (x) λύνουµε την εξίσωση f(x)=ψ ως προς x και στον τύπο 

που βρίσκουµε αντικαθιστούµε το ψ µε το χ. 

• Οι γραφικές παραστάσεις των f ,f -1 είναι συµµετρικές ως προς την ευθεία y = x. 
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• Αν η f : A→ f(Α) είναι ¨ 1- 1 ¨ τότε 
1

-1

f (f (x)) x  , x A 

f(f (x)) x  x f(Α)

− = ∀ ∈


= ∀ ∈
 

ΟΡΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

Βασικά όρια : 

1. 
0

0
x x
lim x
→

= χ , 

 

2. 
0x x

lim
→

κ = κ  3. 
x
lim x
→−∞

= −∞  4. 
x
lim x
→+∞

= +∞  5. 2 1

x
lim x ν+

→−∞
= −∞  6. 2

x
lim x ν

→±∞
= +∞

7. 
x

1
lim 0

xν→±∞
=  

8. 
0

0
x x
lim x
→

ηµ = ηµχ  9. 
0

0
x x
lim x
→

συν = συνχ  
10. 

x 0
lim 1

x→

ηµχ
=

 

11. 
x 0

1
lim 0

x→

− συνχ
=  

12. 

0x x
2

lim x x
π

→ ≠κπ+

εφ = εφ

 
0

0
x x

lim x x
→ ≠κπ
σφ = σφ

 

14. 0

0

xx

x x
lim e e
→

=  15. 
0

0
x x 0
lim ln x ln x
→ >

=  16. x

x
lim e 0
→−∞

=  17. x

x
lim e
→+∞

= +∞  18. 
x 0
lim ln x
→

Ιδιότητες ορίων (στα  παρακάτω το  x0 ∈ R },{ +∞−∞U ) 

1. 
0 0 0

x x x x x x
lim f (x) lim f (x) lim f (x)

− +→ → →
= κ ⇔ = = κ  

2. Αν f(x) ≤ g(x) ),(),( 00 βxxax U∈∀  και 
0x x

l i m g ( x ) 0
→

= τότε 
0x x

lim f (x) 0
→

=   

3.  Αν 
0x x

lim f (x)
→

= λ  τότε σε κάποιο ),(),( 00 βxxax U∈  οι  τιµές  της f(x) είναι οµόσηµες  του λ. 

),(),( 00 βxxax U∈∀   

 

 

4. Αν 
0x x

lim g(x) R
→

= λ ∈  και 
0x x

lim f (x) R
→

= κ∈  τότε ισχύουν  

i. 
0x x

lim f (x)
→

ρ = ρ κ� �  ii. 
0x x

lim (f (x) g(x))
→

+ = λ + κ  iii. 
0x x

lim (f (x) g(x))
→

= λ κ� �  

iv. 
0x x

f (x)
lim

g(x)→

λ
=
κ

 αν 

0x x
lim g(x) 0
→

≠  

v. 
0x x

( lim f (x)) ,ν ν

→
= κ ν∈Ν  vi. 

0x x
lim f (x) , , f (x) 0νν

→
= κ ν∈Ν ≥  

vii. 
0x x

lim f (x)
→

= κ    

5. Κριτήριο παρεµβολής : 

Αν 

0 0

0 0

x x x x

h(x) f (x) g(x) , x ( ,x ) (x , )

lim h(x) lim g(x)
→ →

 ≤ ≤ ∀ ∈ α β
  

και 
 = = λ
  

U

τότε 
0x x

lim f (x)
→

= λ  

6. Όριο σύνθετης συνάρτησης : 

Αν ορίζεται η fοg και 

0 0
0

x x x x x u
lim g(x)   και g(x)  κοντα στο χ  και lim f (x) k τοτε lim f (g(x)) g(x) u lim f (u) k
→ →λ → →λ

= λ ≠ λ = = =  

Με χ0 R { , }∈ −∞ +∞U ισχύουν 

7. 
0 0x x x x

lim f (x) lim ( f (x))
→ →

= +∞ ⇔ − = −∞  

 

8. 
0 0x x x x

lim f (x)  η ( ) lim f (x)
→ →

= +∞ −∞ ⇔ = +∞  

9. 
0 0x x x x

lim f (x)  τοτε lim f (x)ν

→ →
= +∞ = +∞  10. 

0 0x x x x

1
lim f (x)  η ( ) lim 0

f (x)→ →
= +∞ −∞ ⇔ =  
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11. 

0

0

x x

x x

0 0

lim f (x) 0

1
 lim

f (x)
f (x) 0 x ( ,x ) (x , )

→

→

= 
  

και τοτε = +∞ 
 > ∀ ∈ α β
  

U

 

 

12. 

0

0

x x

x x

0 0

lim f (x) 0

1
 lim

f (x)
f (x) 0 x ( ,x ) (x , )

→

→

= 
  

και τοτε = −∞ 
 < ∀ ∈ α β
  

U

 

 

 

Ποιο γενικά , για τα άπειρα όρια ισχύουν τα παρακάτω 

Πίνακας 1 ( ΑΘΡΟΙΣΜΑΤΟΣ ) 

Αν 
0x x

lim f (x)
→

=  λ R∈  λ R∈  +∞  −∞  +∞  −∞  

Και 
0x x

lim g(x)
→

=  +∞  −∞  +∞  −∞  −∞  +∞  

Τότε 
0x x

lim (f (x) g(x))
→

+ =  +∞  −∞  +∞  −∞  ; ; 

Πίνακας 2( ΓΙΝΟΜΕΝΟΥ  

Αν 
0x x

lim f (x)
→

=  λ *R+∈  λ *R−∈  λ *R+∈  λ *R−∈  +∞  +∞  −∞  −∞  0 0 

Και 
0x x

lim g(x)
→

=  +∞  +∞  −∞  −∞  +∞  −∞  +∞  −∞  +∞  −∞  

Τότε 
0x x

lim (f (x) g(x))
→

=�  +∞  −∞  −∞  +∞  +∞  −∞  −∞  +∞  ; ; 

Πίνακας 3 (ΠΗΛΙΚΟΥ) 

Αν 
0x x

lim f (x)
→

=  λ R∈  λ R∈  λ *R+∈  

ή 

+∞  

λ *R+∈  

ή 

+∞  

λ *R−∈  

ή 

−∞  

λ *R−∈  

ή 

−∞  

+∞  +∞  −∞  −∞  

Και 
0x x

lim g(x)
→

=  +∞  +∞  κ=0 

και 

g(x)>0 

κ=0 

και 

g(x)<0 

κ=0 

και 

g(x)>0 

κ=0 

και 

g(x)<0 

k>0 k<0 k>0 k<0 

Τότε 
0x x

f (x)
lim ( )

g(x)→
=  

0 0 +∞  −∞  −∞  +∞  +∞  −∞  −∞  +∞  

Κανόνας de le Hopital 

1) Αν 
0x x

lim f (x) 0
→

= ,
0x x

lim g(x) 0
→

=  , 0x R { , }∈ −∞ +∞U και υπάρχει το 
0x x

f  ΄(x)
lim ( )

g΄(x)→
(πεπερασµένο 

ή άπειρο)  τότε  
0x x

f (x)
lim ( )

g(x)→
=

0x x

f  ΄(x)
lim ( )

g΄(x)→
 

2) Αν 
0x x

lim f (x)   η (- )
→

= +∞ ∞  , 
0x x

lim g(x)  η(- )
→

= +∞ ∞  , 0x R { , }∈ −∞ +∞U και υπάρχει το 

0x x

f  ΄(x)
lim ( )

g΄(x)→
 (πεπερασµένο ή άπειρο) τότε  

0x x

f (x)
lim ( )

g(x)→
=

0x x

f  ΄(x)
lim ( )

g΄(x)→
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ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ : Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο χ0 ∈Π.Ο f όταν 
0

0
x x
lim f (x) f (x )
→

=  

Η συνάρτηση f δεν είναι συνεχής στο χ0 ∈Π.Ο f όταν 

 1)
0 0x x x x

lim f (x) lim f (x)
− +→ →

≠  ή  2) 
0 0

0
x x x x
lim f (x) lim f (x) f (x )

− +→ →
= ≠  ή 3) 

0x x
lim f (x)

−→
= ±∞  ή  4) 

0x x
lim f (x)

+→
= ±∞  

Αν f, g συνεχείς τότε : 

1. λf συνεχής όπου f συνεχής  2. f ± g συνεχείς όπου f,g συνεχείς 

3. f g συνεχείς όπου f,g συνεχείς 
4. 

f
 

g
 συνεχής όπου f,g συνεχείς και {χ: g(x) 0≠ } 

5. |f| συνεχής όπου f συνεχής 6. fν  συνεχής όπου f συνεχής και f(x)≥0 

 

 Συνέχεια βασικών συναρτήσεων 

Οι πιο κάτω συναρτήσεις είναι συνεχείς στο πεδίο ορισµού  τους . 

I. f(x) = ανχν + αν-1χν-1 + ... + α1χ + α0  ν∈Ν*, αi ∈R , i = 0, ,2,..., ν 

II. g(x) = c, c∈R . III. p(x) = ηµx   IV. Q(x) = συν x V. Z(x) = εφ x 

VI. t(x) = σφ x  VII. y(x) = αx , 0 < α ≠1 VIII.t(x) = logα x, 0 < α ≠1 

IX. Αν f συνεχής στο xo και g συνεχής στο f(xo), τότε gof συνεχής στο xo. 

Θ . BOLZANO 

Αν f συνεχής στο [α ,β ] και f(α ) f(β ) < 0 τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (α ,β ) ώστε  

f(ξ ) = 0 (∆εν ισχύει το αντίστροφο) 

 ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

1) Αν f συνεχής στο [α ,β ] και f(α ) f(β ) ≤  0 τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈ [α ,β ] ώστε 

  f(ξ ) = 0 

2) Για να δείξουµε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ (α , β) ώστε f(ξ ) =g(ξ ), αρκεί 

 η h(x) = f(x) - g(x) να ικανοποιεί τις συνθήκες Bolzano στο [ α, β]. 

Θ. Ενδιαµέσων τιµών  

 Αν f συνεχής στο [α ,β ] και f(α ) ≠ f(β )  τότε για κάθε κ ανάµεσα στα f(α),f(β)  υπάρχει ένα 

τουλάχιστον ξ (α ,β ) ώστε f(ξ)=κ 
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ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 

Ορισµός : 

Αν για x0 ∈ Π.Οf το 
0

0

x x
0

f (x) f (x )
lim R

x x→

−
∈

−
 τότε η f  παραγωγίζεται στο χ0 και  

f ΄(χ0) =
0

0

x x
0

f (x) f (x )
lim R

x x→

−
∈

−
 

ή  

Για h = x - xo οπότε χ=x0 + h και για 0x x h 0→ ⇔ →  τότε f ΄(χ0)=
0 0

h 0

f (x h) f (x )
lim R

h→

+ −
∈  

ΠΙΝΑΚΑΣ ΒΑΣΙΚΩΝ  ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ 

f(x) Π.Ο.f Π.Ο.f ΄ f ΄ 

c R R 0 

χ R R 1 

ν∈Ν *     χ ν R R νχ ν -1  

α∈Ζ *     χ α R-{0} R-{0}  αχ α -1  

α∈Q     χ α (0,+∞ ) (0,+∞ ) αχ α -1  

χ  [0,+∞ ) (0,+∞ ) 1

2 χ
 

x

1
 

R-{0} R-{0} 

2x

1
−  

ηµχ R R συνχ 

συνχ R R - ηµχ 

εφχ 
R-{κπ+

2

π
} R-{κπ+

2

π
} 

χ2συν

1
 

σφχ R-{κπ} R-{κπ} 

χ2η

1

µ
−  

 ex R R ex 

lnx (0,+∞ ) (0,+∞ ) 

x

1
 

logαx (0,+∞ ) (0,+∞ ) 1

xlnα
 

    

          α>0  α χ R R α χ lnα 

ΚΑΝΟΝΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ 

Συνάρτηση παράγωγος 

λ∈R ,λf λf ΄ 

f+g  f ΄+g ΄ 

f g f ΄g+f g ΄ 

g

f
 

2

f  ́ g - f g΄

g
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ΣΥΝΘΕΤΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ   [f(g(x))] ΄=f ΄(g(x)) g ΄(x) 

Βασική συνάρτηση Σύνθετη Παράγωγος σύνθετης 

χ α (f(x))n n(f(x))n-1 f ΄(x) 

χ  f(x)  

f(x)2

1
f ΄(χ) 

x

1
 

f(x)

1
 

(x)f

΄(x) f
2

−  

ηµχ ηµf(x) συνf(χ) f ΄(χ) 

συνχ συνf(χ)  - ηµf(χ) f ΄(χ) 

 ex ef(x) ef(x) f ΄(χ) 

lnx lnf(x) 

f(x)

1
f ΄(χ) 

α>0  α χ α f(χ) α f(χ) lnα f ΄(χ) 

Εξίσωση εφαπτοµένης (ε ) της Cf στο σηµείο A(x0, f(x0)) 

Αν  η f παραγωγίζεται στο x0 τότε η Εξίσωση εφαπτοµένης (ε ) της Cf σιο σηµείο A(x0, f(x0)) 

είναι 

(ε) : y - f(x0) = f ΄(x0) (x - x 0). 

ΒΑΣΙΚΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ – ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 

1. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο χ0 τότε είναι και συνεχής στο χ0  

ΠΡΟΣΟΧΗ:∆εν ισχύει το αντίστροφο π.χ η f(x)= x  είναι συνεχής στο 0 αλλά όχι 

παραγωγίσιµη στο 0 

2. Θεώρηµα  FERMAT 

Αν 

i. f ορισµένη  σε διάστηµα ∆ και  

ii.  f παραγωγίσιµη σε x0 εσωτερικό σηµείο του ∆ και  

iii.  η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο χ0 . 

τότε f ΄ (x0 ) =0 

3. Θεώρηµα ROLLE 

i. Αν f συνεχής σε κλειστό  διάστηµα [α,β] και  

ii.  f παραγωγίσιµη στο ανοικτό διάστηµα (α,β) (τουλάχιστον) και  

iii.  f(α ) = f(β ) 

Τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (α ,β ) ώστε f ΄(ξ ) = 0 

Γεωµετρική ερµηνεία Θεωρήµατος  ROLLE 

Αν ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήµατος Rolle τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον σηµείο 

της Cf , Α(ξ,f(ξ)) µε ξ∈(α,β) ώστε η εφαπτόµενη στην Cf στο Α(ξ,f(ξ)) να είναι παράλληλη 

στον άξονα χ΄χ . 

4. Θ .Μ.Τ (Lagrange) 

i. Αν f συνεχής σε κλειστό  διάστηµα [α,β] και 

ii.  f παραγωγίσιµη στο ανοικτό διάστηµα (α,β) (τουλάχιστον)  

Τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (α ,β ) ώστε f ΄(ξ ) =
f ( ) f ( )β − α

β − α
 

 

 



 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ : ΣΤΕΦΑΝΙ∆ΗΣ ΒΑΣΙΛΗΣ  

                               ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΣ                    

30

Γεωµετρική ερµηνεία Θ.Μ.Τ 

Αν ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον σηµείο της Cf , 

Α(ξ,f(ξ)) µε ξ∈(α,β) ώστε η εφαπτόµενη στην Cf στο Α(ξ,f(ξ)) να είναι παράλληλη στην 

χορδή ΑΒ µε Α(α,f(α)) και Β(β,f(β)) . 

5.  

Αν f συνεχής στο διάστηµα ∆ και για κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆ είναι f ΄(x) = 0 τότε η f 

είναι σταθερή στο ∆ 

6.  

Αν f ,g συνεχείς στο διάστηµα ∆ και f ΄(x) = g΄(x) για κάθε x εσωτερικό του ∆ τότε υπάρχει 

σταθερά c ∈R ώστε  f(x) = g(x) + c για κάθε x ∈ . 

7.  

Έστω f, συνεχής στο [α ,β ] τότε : 

Αν f (x) > 0 x ( , )∀ ∈ α β   τότε  f γνησίως αύξουσα στο [α , β ] ή  

Αν f (x) < 0  x ( , )∀ ∈ α β   τότε  f γνησίως φθίνουσα στο [α , β ] 

8.  

Έστω f παραγωγίσιµη στο ( α,x0)U  (x0 ,β) και συνεχής στο x0 τότε : 

i. Αν {f ΄(χ)<0 0x ( ,x )∀ ∈ α  και f ΄(χ)>0 0x (x , )∀ ∈ β }τότε η f παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο 

χ0 το f(χ0) 

ii. Αν {f ΄(χ)>0 0x ( ,x )∀ ∈ α  και f ΄(χ)<0 0x (x , )∀ ∈ β }τότε η f παρουσιάζει τοπικό µέγιστο  στο 

χ0 το f(χ0) 

iii. Αν {f ΄(χ)<0  0x ( ,x )∀ ∈ α  και f ΄(χ)<0  0x (x , )∀ ∈ β }τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα σε 

όλο το (α,β) και δεν έχει ακρότατο στο χ0 

iv.  Αν {f ΄(χ)>0  0x ( ,x )∀ ∈ α  και f ΄(χ)>0  0x (x , )∀ ∈ β }τότε η f είναι γνησίως αύξουσα σε όλο 

το (α,β) και δεν έχει ακρότατο στο χ0 

ΣΧΟΛΙΟ 

Αναζητούµε τα ακρότατα (ολικά ή τοπικά ) µιας συνάρτησης στο διάστηµα ∆  

1) Στα εσωτερικά σηµεία του ∆ στα οποία η f ΄(χ) µηδενίζεται  

2) Στα εσωτερικά σηµεία του ∆ στα οποία η f ΄(χ) δεν ορίζεται  

3)Στα κλειστά άκρα του ∆ (αν ανήκουν στο πεδίο ορισµού της ) 

9. ΟΡΙΣΜΟΣ ΚΟΙΛΩΝ 

Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής σε διάστηµα ∆ και παραγωγίσιµη στο εσωτερικό του ∆ 

τότε  

i) η f στρέφει τα κοίλα άνω (κυρτή) στο ∆ ,αν η f ΄είναι γνησίως αύξουσα στο εσωτερικό 

του ∆ 

ii) η f στρέφει τα κοίλα κάτω (κοίλη) στο ∆ ,αν η f ΄είναι γνησίως φθίνουσα στο εσωτερικό 

του ∆ 

10. Θεώρηµα κοίλων  

Έστω f συνεχής στο διάστηµα ∆  και δύο φορές παραγωγίσιµη στο εσωτερικό του ∆ Τότε : 

(i) Αν f ΄΄(x) >0 για κάθε χ εσωτερικό του ∆ τότε η f στρέφει τα κοίλα άνω στο ∆ 

(ii) Αν (x) <0 για κάθε χ εσωτερικό του ∆ τότε η f στρέφει τα κοίλα κάτω στο ∆  
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ΣΗΜΕΙΟ ΚΑΜΠΗΣ 

Αν η συνάρτηση f  

i) έχει εφαπτόµενη στο χ0 και  

ii) αλλάζει κοίλα εκατέρωθεν του χ0 

τότε το σηµείο Α(χ0 ,f(χ0))λέγεται σηµείο καµπής της Cf  

11. Θεώρηµα 

Αν το Α(χ0 ,f(χ0)) είναι σηµείο καµπής της Cf και η f είναι δυο φορές  

παραγωγίσιµη στο χ0 ,τότε f ΄΄(χ0)=0 

12. ΑΣΥΜΠΤΩΤΕΣ 

i) . Κατακόρυφη ασύµπτωτη : 

Έστω χ0 σηµείο ασυνέχειας ή ανοικτό άκρο του Π.Οf κι ένα τουλάχιστον από τα 

0x x
lim f (x)

−→
, 

0x x
lim f (x)

+→
είναι +∞  ή -∞  . Τότε η x = x0 είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της Cf  

ii). Οριζόντια - πλάγια ασύµπτωτη 

Η ευθεία y = αx + β ,α,β R∈ είναι ασύµπτωτη της Cf στο -∞  ,(+∞ )όταν : 

x ,( )
lim

→−∞ +∞
 [f(x) - (α x + β )] = 0 . 

iii)Θεώρηµα: Αν η ευθεία y = αx + β είναι ασύµπτωτη της Cf στο -∞  ,(+∞ ) τότε  

α = 
x ,( )

f (x)
lim

x→−∞ +∞
 και β=

x ,( )
lim (f (x) x)

→−∞ +∞
−α  

 

ΟΡΙΣΜΟΣ ΑΡΧΙΚΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ –ΠΑΡΑΓΟΥΣΑΣ ΤΗΣ f 

Αν η συνάρτηση f είναι ορισµένη στο διάστηµα ∆ ,τότε αρχική της ή παράγουσά της 

ονοµάζουµε την F ,που είναι παραγωγίσιµή στο ∆ και ισχύει F ΄(χ)=f(χ) ,για κάθε χ∈∆ 

Θεώρηµα : Αν η συνάρτηση f είναι ορισµένη στο διάστηµα ∆ και F µια αρχική της στο 

∆,τότε έχει άπειρες αρχικές και είναι όλες της µορφής F(x)+c , c∈R. 

 ΑΟΡΙΣΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ ΤΗΣ ΣΥΝΕΧΟΥΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ f  

ονοµάζουµε το σύνολο όλων των απείρων αρχικών της f και συµβολίζεται µε f (x)dx∫  , 

δηλ. αν F µια αρχική της f στο ∆ τότε f (x)dx∫ =F(x) +c , c∈R. 

ΠΙΝΑΚΑΣ ΑΟΡΙΣΤΩΝ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΝ 

0 dx c=∫  ηµx dx x c= −συν +∫  εφx dx ln x c= − συν +∫  

1 dx x c= +∫  συνx dx x c= ηµ +∫  σφx dx ln x c= ηµ +∫  

21
x dx x c

2
= +∫  

2

1
dx x c

x 
= εφ +

συν∫  lnx dx x ln x x c= − +∫  

1
 dx ln x c

x
= +∫  

2

1
dx x c

x 
= −σφ +

ηµ∫  
f '(x)

 dx ln f (x) c
f(x)

= +∫  

α 11
x  dx x c  ,  α -1

1

α+= + ≠
α +∫  

x xe  dx e c= +∫  
2

f '(x)g(x)-f(x)g '(x) f (x)
 dx c

g(x)g (x)
= +∫  

3

2
2

x  dx x c
3

= +∫  
x

x  dx c
ln

α
α = +

α∫  
(f ' (x)g(x)+f(x)g ' (x)) dx f (x)g(x) c= +∫  
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Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΑΟΡΙΣΤΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ  

1. f (x)dx f (x)dx  , λ R-{0}λ = λ ∈∫ ∫  2. (f (x) g(x))dx f (x)dx + g(x)dx + =∫ ∫ ∫  

 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ ΚΑΤΑ ΠΑΡΑΓΟΝΤΕΣ 

Για συναρτήσεις f , g µε συνεχείς παραγώγους σε διάστηµα ∆ ισχύει : 

f (x)g ' (x) dx f (x)g(x) f  ' (x)g(x) dx = −∫ ∫  

Έτσι αν P(x) πολυώνυµο τότε   

i) 
x x x

x e e e
P(x)e  dx P(x)( ) 'dx P(x)( ) P '(x)( )dx 

α α α
α = = −

α α α∫ ∫ ∫  

ii) 
x x x

P(x) ( x) dx P(x)( ) 'dx P(x)( ) P '(x)( )dx 
συνα συνα συνα

ηµ α = − = − − −
α α α∫ ∫ ∫  

iii) 
x x x

P(x) ( x) dx P(x)( ) 'dx P(x)( ) P '(x)( )dx 
ηµα ηµα ηµα

συν α = = −
α α α∫ ∫ ∫  

iv) ( ) ( ) ( ) 1
P(x) ln( x) dx P(x) ' ln( x)dx P(x) ' ln( x) P(x) dx 

x
α = α = α −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

v) ( )
x x x

x e e e
I(x) ( x)e  dx ( x)( ) 'dx ( x)( ) ( x '( )dx .......

α α α
α= ηµ β = ηµ β = ηµ β − ηµ β =

α α α∫ ∫ ∫ και 

λύνουµε ως εξίσωση του I(x). 

vi) ( )
x x x

x e e e
I(x) ( x)e  dx ( x)( ) 'dx ( x)( ) ( x '( )dx .......

α α α
α= συν β = συν β = συν β − συν β =

α α α∫ ∫ ∫  και 

λύνουµε ως εξίσωση του I(x). 

 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ ΜΕ ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΗ 

g(x) u

g '(x)dx du
f (g(x))g '(x)dx f (u)du

=

=
= =→∫ ∫  

 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ ΚΛΑΣΜΑΤΟΣ 

Αν ο βαθµός του αριθµητή f(x) είναι ≥  του βαθµού παρονοµαστή g(x) τότε κάνουµε 

διαίρεση οπότε από την Ευκλείδεια διαίρεση f(x)=g(x)Π(x)+Y(x) και 
f (x) Y(x)

dx (x)dx dx
g(x) g(x)

= Π +∫ ∫ ∫  

Αν 
2

Y(x) x

g(x) x x

κ + λ
=
α + β + γ

 µε β2-4αγ>0 και χ1,χ2 οι ρίζες του τριωνύµου, βρίσκουµε Α ,Β ώστε 

2

1 2

Y(x) x 1 B
( )

g(x) x x x xx x

κ + λ Α
= = +

α − −α + β + γ
 οπότε  

1 22

1 2

x 1 A 1
dx ( )dx ( ln x x Bln x x ) c

x x x xx x

κ + λ Β
= + = Α − + − +
α − − αα +β + γ∫ ∫  ,  
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ΟΡΙΣΜΟΣ ΟΡΙΣΜΕΝΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ 

Αν η f είναι συνεχής στο [α,β] θεωρούµε διαµέριση του [α,β] α=χ0<χ1<χ2<.....<χκ-

1<χκ<....<χν=β 

(δηλ. χωρίζουµε το [α,β] σε ν ισοµήκη υποδιαστήµατα  ) µε µήκος το καθένα ∆χ=χκ-χκ-

1=
β − α
ν

. 

Στο κάθε διάστηµα [χκ-1 ,χκ ]παίρνουµε κάποιο ξκ .Τότε το ορισµένο ολοκλήρωµα της f 

στο [α,β] είναι ο αριθµός 
i 1

f (x)dx lim f ( ) x

β ν

κν→+∞
=α

 
= ξ ∆ 

 
∑∫  

Αν η f είναι συνεχής στο διάστηµα [α,β] και f(x) 0≥  για κάθε χ∈[α,β] τότε το 

i 1

f (x)dx lim f ( ) x

β ν

κν→+∞
=α

 
= ξ ∆ 

 
∑∫ =Ε(Ω) 

δηλ. είναι το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται απο την Cf ,τον χ΄χ ,τις κατακόρυφες 

ευθείες χ=α και χ=β. 

Προφανώς αν f  συνεχής στο [α,β] και f(x) 0≥  για κάθε χ∈[α,β] και η f  δεν είναι µηδέν σε 

όλο το [α,β], τότε f (x)dx 0

β

α

>∫  

Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΟΡΙΣΜΕΝΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ 

Αν f , g συνεχείς τότε  

1. f (x)dx 0

α

α

=∫  

2. f (x)dx f (x)dx

β α

α β

= −∫ ∫  

3. f (x)dx f (x)dx

β β

α α

λ = λ∫ ∫  

4. (f (x) g(x))dx f (x)dx g(x)dx

β β β

α α α

+ = +∫ ∫ ∫  και γενικά 

( f (x) g(x))dx f (x)dx g(x)dx

β β β

α α α

λ + κ = λ + κ∫ ∫ ∫ λ,κ R∈  

5. Αν η f είναι συνεχής στο διάστηµα στο διάστηµα ∆ και α,β,γ,δ,ε,....ω ∈∆ τότε ισχύει 

f (x)dx f (x)dx f (x)dx .... f (x)dx

γβ βδ

α α γ ω

= + +∫ ∫ ∫ ∫  

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω f ορισµένη και συνεχής σε διάστηµα ∆ και α ∈∆ τότε η συνάρτηση 
x

a

f (x) g(t)dt ,  x= ∈∆∫  είναι µια παράγουσα της g ,οπότε 

'
x

g(t)dt g(x)
α

 
= 

 
∫  για χ∈∆ 

Γενικότερα στο πεδίο ορισµού της ισχύει 
h(x)

'
'g(t)dt g(h(x)) h (x)

α

 
=  

 
∫ �  
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ΒΑΣΙΚΟ ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω F µια  παράγουσα της συνεχούς στο [α,β]  συνάρτησης f. Τότε 

f (x)dx [F(x)] F( ) F( ) [ f (x)dx]

β
β β
α α

α

= = β − α =∫ ∫   

ΤΥΠΟΣ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ ΚΑΤΑ ΠΑΡΑΓΟΝΤΕΣ στο ορισµένο ολοκλήρωµα 

Για συναρτήσεις f , g µε συνεχείς παραγώγους στο [α , β] ισχύει : 

f '(x)g(x)dx [f (x)g(x)] f (x)g '(x)dx

β β
β
α

α α

= −∫ ∫  

ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ ΜΕ ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΗ στο ορισµένο ολοκλήρωµα  

Αν f , g΄ συνεχείς συναρτήσεις τότε 
g( )

g( )

g(x) u g '(x)dx du
f (g(x))g '(x)dx f (u)du

ββ

α α

= ⇒ == → =∫ ∫   

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 

Ισχύουν τα εξής  

1.   ( ) f(x) ́f(x)dx =∫   2. f '(x)dx f (x)=∫ +c 

3. 

'

f (x)dx 0
β

α

 
  
 

=∫   4. f '(x)dx f ( ) f ( )

β

α

= β − α∫  

5. f (x)dx f (t)dt f (u)du [F( ) F( )]

β β β

α α α

= = = β − α∫ ∫ ∫ όπου F αρχική της f 

6. f (x)dx f (t)dt f (u)du [F( ) F( )]

β β β

α α α

= = = β − α∫ ∫ ∫ όπου F αρχική της f 

ΕΜΒΑ∆ΟΝ ΧΩΡΙΟΥ 

1. Το εµβαδόν χωρίου που περικλείεται από την Cf  ,Cg ,τις κατακόρυφες ευθείες χ=α και 

χ=β µε α<β δηλ  Ε Cf , Cg , x=α , χ=β = dxg(x)f(x)

β

α

∫ −  και βρίσκουµε το πρόσηµο της f(x)-g(x) 

στο[α,β] και υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα  

Παρατήρηση :  

i) Ο άξονας χ΄χ είναι συνάρτηση η g(x)=0  

ii) Ο άξονας ψ΄ψ είναι κατακόρυφη ευθεία χ=0 και άρα όχι συνάρτηση αλλά άκρο του 

ολοκληρώµατος  

 

2. Το εµβαδόν χωρίου που περικλείεται από την Cf  ,Cg , δηλ δεν δίνονται οι κατακόρυφες 

ευθείες.  

Τότε λύνουµε την εξίσωση f(x)-g(x)=0 και αν α η µικρότερη ρίζα της και β η µεγαλύτερη 

ρίζα της τότε  Ε Cf , Cg = dxg(x)f(x)

β

α

∫ −  και βρίσκουµε το πρόσηµο της f(x)-g(x) στο[α,β] και 

υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα  
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3. Το εµβαδόν χωρίου που περικλείεται από την Cf  ,Cg , Ch ,τότε κάνουµε σχήµα και 

βρίσκουµε το εµβαδόν του χωρίου µε πρόσθεση των χωρίων που σχηµατίζονται από δυο 

συναρτήσεις (δηλ ολοκληρώµατα ) και αποτελούν το χωρίο του οποίου το εµβαδόν 

ζητούµε .  

 

 

 

 

 

                                             ΕCf ,Cg , Ch = dxg(x)h(x)dxg(x)f(x)

γ

β

β

α

∫∫ −+−  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α 
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Ch 
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ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ 

Αν έχουµε έναν στατιστικό πληθυσµό και πάρουµε απο αυτό ένα δείγµα ν ατόµων προς 

µελέτη ως προς κάποιο χαρακτηριστικό τους ,λέµε ότι κανουµε δειγµατοληψία .Το 

χαρακτηριστικό ως προς το οποίο το µελετάµε λέγεται µεταβλητή και έστω ότι το 

συµβολίζουµε µε Χ  .Όλες τις τιµές που παίρνει η Χ λέγονται παρατηρήσεις και 

συµβολίζονται µε ti ,i=1,…ν και όλες τις διαφορετικές τιµές που παίρνει η Χ συµβολίζονται 

µε χi ,i=1,…κ (κ≤ ν) 

Συχνότητα (απόλυτη) νi είναι ο αριθµός που δείχνει πόσες φορές εµφανίζεται η τιµή χi 

και 
i

i 1

κ

=

ν = ν∑  

Σχετική συχνότητα fi =
i

ν
ν

είναι ο αριθµός που δείχνει πόσο συχνά  εµφανίζεται η τιµή χi 

και
i

i 1

f 1
κ

=

=∑  

Σχετική συχνότητα(επι τοις εκατό) fi% =100 i
ν
ν

 και ισχύει  
i

i 1

f % 100
κ

=

=∑  

Αθροιστική συχνότητα (απόλυτη) Νi είναι ο αριθµός που δείχνει το πλήθος των 

παρατηρήσεων που είναι µικρότερες ή ίσες της τιµής  χi και ισχύει Ν 1 =ν1, 

Νi=ν1+ν2+ν3+.....+νi ,i=1,2,….κ ,Νκ=ν 

Για την Αθροιστική σχετική συχνότητα Fi  ισχύει Fi =
i

Ν

ν
 και F 1 =f1, Fi=f1+f2+f3+.....+fi , 

i=1,2,….κ ,Fκ=1 

Για την Αθροιστική σχετική συχνότητα (επι τοις εκατό) Fi%  ισχύει Fi %=100 i
Ν

ν
 και  

F 1% =100f1, Fi%=100(f1+f2+f3+.....+fi) ,i=1,2,….κ ,Fκ%=100 

    

ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΣΥΧΝΟΤΗΤΩΝ 

ΣΕ ΜΗ ΟΜΑ∆ΟΠΟΙΗΜΕΝΕΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

ΡΑΒ∆ΟΓΡΑΜΜΑ συχνοτήτων –σχετικών συχνοτήτων και επί τοις εκατό σχετικών 

συχνοτήτων   

 

 

 

 

 

 

∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ ΚΑΙ ΠΟΛΥΓΩΝΟ συχνοτήτων –σχετικών συχνοτήτων και επί τοις εκατό 

σχετικών συχνοτήτων   

 

 

 

 

 

 

 

ν
ν3 

ν

νi 

χ χχ χ χχ

f1 

f3 

f2 

fi 

f3% 
f1%

f2% 

fi% 

χ χχ

ν
ν3 

ν

νi 

χ χχ χ χχ

f1 

f3 

f2 

fi 

f3% 
f1%

f2% 

fi% 

χ χχ
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ΚΥΚΛΙΚΟ ∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ  

 

                                               α i =3600
iν
ν

 = 3600f i ,i=1,2,3,….,κ 

 

                                               

 

 

 

ΣΕ  ΟΜΑ∆ΟΠΟΙΗΜΕΝΕΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

ΙΣΤΟΓΡΑΜΜΑ ΚΑΙ ΠΟΛΥΓΩΝΟ συχνοτήτων –σχετικών συχνοτήτων και επί τοις 

εκατό σχετικών συχνοτήτων   

 

 

 

 

 

 

 

 

Το άθροισµα των εµβαδών των παρ/µων είναι ίσο µε το ν , 1 , 100 αντίστοιχα  

ΙΣΤΟΓΡΑΜΜΑ ΚΑΙ ΠΟΛΥΓΩΝΟ ΑΘΡΟΙΣΤΙΚΩΝ συχνοτήτων –αθροιστικών σχετικών 

συχνοτήτων και επί τοις εκατό αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων   

 

 

 

 

 

 

 

 

ΜΕΤΡΑ ΘΕΣΗΣ 

1. ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ ( X ) 

∑
=

=
κ

ν 1

1

i
itX  όπου ti οι τιµές όλων των παρατηρήσεων 

ή  

∑
=

=
κ

ν
ν 1

1

i
iixX όπου χi οι διαφορετικές τιµές (ή τα κέντρα των κλάσεων σε 

οµαδοποιηµένες παρατηρήσεις ) της µεταβλητής και νi οι αντίστοιχες συχνότητες  

ή 

∑
=

=
κ

1i
ii fxX  όπου χi οι διαφορετικές τιµές (ή τα κέντρα των κλάσεων σε 

α2 

α1 

α3 

ν
ν3 

ν

νi 

t   t+c  t+2c t+3c ..t+kc         

f1 

f3 

f2 

fi 

t   t+c  t+2c t+3c ..t+kc         

f1% 
f3% 
f2% 

fi% 

t   t+c  t+2c t+3c ..t+kc         

ν
ν2 

ν

νi 

t   t+c  t+2c t+3c ..t+kc         

f1 

f2 

f3 

fi 

t   t+c  t+2c t+3c ..t+kc         

f1% 
f2% 
f3% 

fi% 

t   t+c  t+2c t+3c ..t+kc         



 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ : ΣΤΕΦΑΝΙ∆ΗΣ ΒΑΣΙΛΗΣ  

                               ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΣ                    

38

οµαδοποιηµένες παρατηρήσεις )  της µεταβλητής και fi οι αντίστοιχες σχετικές 

συχνότητες 

 

2. ΣΤΑΘΜΙΚΟΣ ΜΕΣΟΣ( w ) 

i i
i 1

i
i 1

t W

W

W

ν

=
κ

=

=
∑

∑
 όπου wi οι συντελεστές βαρύτητας  

3. ∆ΙΆΜΕΣΟΣ (δ)  

i) Αν οι παρατηρήσεις είναι όχι οµαδοποιηµένες και  

α) Αν είναι περιττού πλήθους (ν=2µ+1) τότε 1
2

tν+δ =   η µεσαία παρατήρηση  

β)Αν είναι αρτίου πλήθους ν=2µ τότε 
1

2 2

2

t t
+ν ν+

δ = ο µέσος όρος των δύο µεσαίων 

παρατηρήσεων 

ii) Αν οι παρατηρήσεις είναι  οµαδοποιηµένες σχηµατίζουµε το πολύγωνο 

αθροιστικών επί τοις εκατό συχνοτήτων και βρίσκουµε σε ποια τιµή επι του 

οριζόντιου άξονα αντιστοιχεί το 50% του κατακόρυφου άξονα  

 

 

 

 

c

ΑΒ χ
=

ΑΓ
και δ=170+χ 

 

 

 

  

  

4. Επικρατούσα τιµή (Μ0):Είναι η τιµή των παρατηρήσεων µε την µέγιστη 

συχνότητα  

Σε οµαδοποιηµένες παρατηρήσεις βρίσκεται από την κατασκευή του 

ιστογράµµατος συχνοτήτων  

5.  

 

 

 

 

 

c

ΑΒ χ
=

Γ∆ − χ
 και Μ0=12+χ 
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ΜΕΤΡΑ ∆ΙΑΣΠΟΡΑΣ  

1.  ΕΥΡΟΣ(R ) : R= η µικρότερη τιµή µείον η µεγαλύτερη τιµή των παρατηρήσεων  

 ∆ΙΑΣΠΟΡΑ –∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗ 

2 2

i

i 1

1
S (t x)

κ

=

= −
ν∑ ή 

2

i

2 i 12

i

i 1

t
1

S t

κ

κ
=

=

  
    = − 

ν ν 
 
 

∑
∑ όπου ti όλες οι τιµές των παρατηρήσεων 

ή  2 2

i i

i 1

1
S (x x)

κ

=

= − ν
ν∑  ή 

2

i i

2 i 12

i i

i 1

x
1

S x

κ

κ
=

=

  
ν    = ν − 

ν ν 
 
 

∑
∑  όπου χi  οι διαφορετικές τιµές των 

παρατηρήσεων και νi οι συχνότητες  

ή 2 2

i i

i 1

S (x x) f
κ

=

= −∑  ή 22

i i

i 1

S x f x
κ

=

 
= − 
 
∑  όπου χi  οι διαφορετικές τιµές των παρατηρήσεων 

και fi οι σχετικές συχνότητες  

 

2.  ΤΥΠΙΚΗ ΑΠΟΚΛΙΣΗ (S): 2S S=  

3. ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ (CV):
S

CV
X

=  ή επί τοις εκατό 
S

CV% 100
X

=  

ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 

 

 

 

 

 

 

κλάσεις κέντρο 

κλασης 

 χ i 

συχνότητ

α  

ν i 

χ iν i χ i
2 χ i

2νi 

[80-90) 85 8 680 7225 57800 

[90-100) 95 9 855 9025 81225 

X
 

X 1S−
 

X 2S−
 

X 3S−
 

X 2S+
 

X 3S+
 

X 1S+
 

68% 

95% 

99,7
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[100-110) 105 17 1785 11025 187425 

[110-120) 115 15 1725 13225 198375 

[120-130) 125 14 1750 15625 218750 

[130-140) 135 7 945 18225 127575 

      

Άθροισµ

α 

 70 7740  871150 

      

   Μέση τιµή 

=X 110,571

4 

 ∆ιασπορά 

S 2=218,95918 

     Τυπική 

απόκλιση 

S=14,79727 

 

ΕΥΘΕΊΑ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ ή ΕΥΘΕΙΑ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗΣ 

χβαψ ˆˆˆ +=  µε 

∑ ∑ ∑

∑ ∑

ν ν ν

i i i i

i=1 i=1 i=1

ν ν
2 2

i i

i=1 i=1

ν X Y -( X )( Y )

β̂=   ,   

ν X -( X )

 και i i

i 1 i 1

1 ˆ ˆα̂ β
ν

ν ν

= =

 
= ψ − χ = ψ − β χ 

 
∑ ∑ �  


