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Όριο – Συνέχεια 
 
1.1 Ερωτήσεις στη Θεωρία – Προτάσεις Σ – Λ 
 
1.  Συναρτήσεις 

 
1. Σ. 
2. Σ. 
3. Σ. 
4. Σ. 
5. Σ. 
6. Λ. 
7. Λ.  f x 0  
8. Σ. 
9*. Σ. 
10. Λ. Π.χ. η  f x 0 . 
11. Λ. Είναι το σύνολο των τε-
τμημένων. 
12. Σ. 
12. Λ. Και από τα συμμετρικά ως 
προς τον άξονα x x  των τμημά-
των που βρίσκονται κάτω από 
αυτόν. 
14. Σ 
15. Σ. Αν υπάρχει 0x   ώστε 

 0f x 0  τότε  2
0f x 0 . Άτοπο.  

16.  Σ. Αν    g x f x   τότε 
   g x f x  . 

17.  Λ. Για x 1 , y 0  είναι  

     2 2f 1 f 1 f 0 1    
Για x 0 , y 1  είναι  

     2 2f 1 f 0 f 1 1    
18.  Σ. 
19.  Σ. 
20.  Λ. Π.χ.   2f x x  για 1    
και 1  . 
 

2.  Πράξεις συναρτή-
σεων 

 
1. Λ. Μπορεί η μία να μηδενίζεται 
εκεί που δεν μηδενίζεται η άλλη. 

Π.χ.:   2x 1, x 1
f x

0, x 1
 

     

και   0, x 1
f x

3, x 1


  
. 

2. Λ. Το Α Β . 
3. Λ. 

4. Λ. Μπορεί να είναι 

   
 

g x , x Δ
f x

g x , x Δ

  
 

. 

 

3.  Ίσες συναρτήσεις 
 

1. Λ. Πρέπει να έχουν και ίδιο πε-
δίο ορισμού. 
2. Σ. 
3. Λ.   2f x x , x 0,   και 

 g x x , x 0,   

4. Λ. Π.χ.: Οι   3 2f x x  και 

 
2
3g x x  δεν είναι ίσες γιατί 

fD    και gD 0,  . 

5. Λ. Π.χ.: Οι   2κf x ln x  και 

 g x 2κ ln x  δεν είναι ίσες γιατί 

   fD 0, 0,     και 

 gD 0,  . 

6. Λ. Π.χ.: Οι   2f x x  και 

  4g x x  με πεδίο ορισμού το 

 Α 1,0,1   είναι ίσες αλλά δεν 
έχουν τον ίδιο τύπο. 
7. Λ. Π.χ.   2 2f x x x     

και  g x 1  
 

4.  Σύνθεση συναρτή-
σεων 

 
1. Λ. Π.χ. Για τις συναρτήσεις 
 f x ln x  και  g x x  ισχύει: 

      f g x f g x ln x    
με  x 0,   και 

      g f x g f x ln x    
με x 1,  . 
2. Λ. Π.χ. Για τις συναρτήσεις 
   f x g x x   με x  είναι  

       f g x f g x g x x    και 

       g f x g f x f x x    για 
x . 
3. Σ. 

4. Λ. 
5. Σ. 
6. Λ. 
7. Λ. 
8. Σ. 
9. Σ. 
10. Λ. 
11. Λ. Π.χ.  f x x  με 

fD 0,   και   2g x x 3   με 

gD    

13. Λ. Και η  x x   , 

  x, x
x

x, x

  
    

 

 

5.  Μονοτονία 
 

1. Λ. Πρέπει για κάθε 1 2x ,x . 
2. Λ. Π.χ. η   2f x x  για 1x 1   
και 2x 1 . 
3. Λ. Η σχέση    1 2f x f x  ισχύει 
για κάθε διάστημα αλλά όχι για 
την ένωσή τους. 
4. Σ. 

5. Λ. Π.χ. η   1f x
x

 .  

6. Λ. Π.χ. Η   1f x
x

  

7. Λ. Π.χ. η   2f x x 3x 2    η ο-
ποία δεν είναι ούτε γνησίως αύ-
ξουσα ούτε γνησίως φθίνουσα στο 
 . 
8. Λ. Σε ένα το πολύ σημείο. 
9. Λ. 
10. Λ. Π.χ.: Οι  f x x  και 

  3g x x  είναι γνησίως αύξουσες 

στο   ενώ η     4f x g x x   δεν 
είναι γνησίως αύξουσα. 
11. Σ.  

12. Λ. Π.χ.:   0, x 2
f x

1, x 2


  
. 

Για κάθε 1 2x ,x   για τα οποία 
ισχύει    1 2f x f x  είναι και 
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1 2x x . Όμως η f δεν είναι γνησί-
ως αύξουσα στο  .   

 
6.  Ακρότατα 

 
1. Σ. 
2. Σ. 
3. Σ. 
4. Λ. Παρουσιάζει ακρότατο στα 

πκπ , κ
2

   

5. Σ. 
6. Σ. 
7. Λ. Π.χ. η   xf x e  
8. Λ. 
9. Λ. Πρέπει να υπάρχουν και 

1 2 fx ,x D  ώστε  1f x κ  και 

 2f x λ . 
Π.χ.: 3 ημx 7    και το -3 και 7 
δεν είναι ακρότατα 
10. Λ. Π.χ.  f x x   
11. Σ. 
12. Λ. Π.χ.  f x x , x 0,3   .  
 

7.  Συνάρτηση 1 – 1 
 

1. Σ. 

2. Λ. Π.χ. η   1f x
x

 . 

3. Λ. Η συνεπαγωγή που πρέπει 
να ισχύει είναι η: 

αν    1 2f x f x , τότε 1 2x x  
4. Σ. 
5. Λ. Μόνο αν η f είναι 1–1. 
6. Σ. 

7. Σ. Π.χ.  
x, x 0

f x 1 , x 0
x


 



 

 
8. Σ. 
9. Λ. Αν υπήρχαν σημεία με ίδια 
τετμημένη, έστω   1 1A x ,f x   και 

  2 2B x ,f x  τότε σε διαφορετικά x 

αντιστοιχεί το ίδιο y άρα η f δεν 
είναι 1−1. 
10. Λ. Ισχύει για κάθε συνάρτη-
ση. 
11. Λ. Μόνο αν η f είναι 1–1. 
12. Λ. Αν 1 2x x , τότε 
   1 2f x f x . 

13. Λ. 
14. Λ. Π.χ.: Οι   3f x x  και 

  3g x 1 x   είναι 1-1 αλλά η 

   f g x 1   δεν είναι 1-1 
15. Σ. 
16. Λ. 
 

8.  Αντίστροφη συνάρ-
τηση 

 
1. Σ. 
2. Σ. 
3. Σ. 
4. Σ. 
5. Λ. Μία συνάρτηση μπορεί να 
είναι 1–1 χωρίς να είναι γνησίως 
μονότονη. 
6. Λ. Μόνο αν η f είναι γνησίως 
αύξουσα. 
7. Λ. Οι f και 1f   δεν έχουν κατ’ 
ανάγκη το ίδιο πεδίο ορισμού. 
8. Λ. Τα κοινά σημεία ης fC  και 

1f
C   δεν βρίσκονται κατά ανάγκη 
πάνω στην y x .  

Π.χ. Η   1f x
x

 . 

9. Λ.   1f f x x  , fx A  ενώ 

    1f f x x, x f A   . 

Π.χ. Έστω   xf x e ,  1f x ln x   

Είναι   1 xf f x lne x   , x  

και   1 ln xf f x e x   , x 0 . 

10. Σ. 
11. Λ. Π.χ.:  f x x  

12. Λ. Π.χ.:  f x x   
13. Λ. Δεν είναι 1–1. 
 

9. Ορισμός ορίου στο 0x  
 

1. Σ. Με την προϋπόθεση ότι ορί-
ζονται τα όρια από αριστερά και 
δεξιά στο 0x . 
2. Σ. 
3. Λ. 
4. Σ. 
5. Λ. Δεν ορίζεται το όριο κοντά 
στο 4. 
6*. Λ. Μπορεί η f να ορίζεται μόνο 
δεξιά ή αριστερά του 0x .  

Π.χ.  f x x 3   δεν έχει νόημα 
το όριο από αριστερά στο 3. 
7. Σ. 

8. Λ. Π.χ. Π.χ.
x 0

1lim
x

. 

9. Λ. 
10. Λ 
11. Λ. Π.χ.:   f 0,2 3      

τότε δεν ορίζεται το  
x 3
limf x


. 

12. Σ. Π.χ.   2

1f x
x

 ,  
x 0
limf x


. 

 

10. Όριο και διάταξη 
 

1. Σ. 
2.  Σ. 
3. Σ. 
4. Σ. 
5. Λ.  

x 0
lim f x 1


  

6. Λ. Μπορεί να μην υπάρχει το 
όριο. 
7. Λ. Μπορεί να μην υπάρχει το 
όριο. Αλλά και αν υπάρχει το όριο 
τότε το όριο μπορεί να είναι ίσο με 
0. 
8. Λ. Μπορεί να μην υπάρχει το 
όριο. Αλλά και αν υπάρχει είναι 

 
0x x

lim f x 0


 . 

9. Λ. Είναι  
0x x

lim f x 0


 . 

Π.χ.:   2f x x  κοντά στο 0. 
10. Λ. Μπορεί να μην υπάρχουν 
τα όρια. 
11. Λ. Μπορεί τα δύο όρια να εί-
ναι ίσα. 
12. Λ. l m . Π.χ.:   2f x x  και 

  2g x x   στο 0x 0 . 
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11. Ιδιότητες ορίων 
 

1. Λ. Π.χ.   3x 1, x 1
f x

2x, x 1
 

  
, 

  2x, x 1
g x

3x 1, x 1


   
 στο 0x 1 . 

Υπάρχει το     
x 1
lim f x g x 0


   

ενώ δεν υπάρχουν τα  
x 1
limf x


,  

 
x 1
lim g x


. 

2. Σ. 
3. Σ. 
4. Λ. 
5. Λ. Π.χ.: Έστω οι συναρτήσεις  

 
x

f x 1
x

   και  
x

g x 1
x

  . 

   f x g x 1 1 0     

Υπάρχει το     
x 0
lim f x g x 0


   

ενώ δεν υπάρχουν τα  
x 0
limf x


, 

 
x 0
lim g x


. 

6. Λ. Μπορεί να μην υπάρχουν τα 
δύο όρια. 
Π.χ.:    f x g x x   στο 0. 
7. Λ. Π.χ.: Αν  

0x x
lim f x


   και 

 
0x x

lim g x


   τότε το ζητούμενο 

όριο είναι απροσδιόριστη μορφή. 
Π.χ.: Το  x 0

lim x x


   δεν έχει 

νόημα. 
8. Λ. Πρέπει να είναι θετικό. 
9. Σ. Πράγματι 

     f x f x f x    και από το 

κριτήριο παρεμβολής προκύπτει 
   

0 0x x x x
lim f x 0 lim f x 0
 

   . 

10. Λ. Το όριο πάντα υπάρχει. 
11. Σ. 
12. Λ. Π.χ.: Έστω η συνάρτηση 

  5, x 2
f x

5, x 2
 

  
.  

Είναι  f x 5 άρα  
x 2
lim f x 5


 . 

Επίσης  
x 2
lim f x 5


  και 

 
x 2
lim f x 5


   άρα δεν υπάρχει το 

 
x 2
limf x


 επομένως ούτε το 

 
x 2
limf x


. 

Άρα αν το  
0x x

lim f x


 υπάρχει τότε 

δεν ισχύει πάντα ότι 

   
0 0x x x x

lim f x lim f x
 

 . 

13. Λ. Μπορεί να μην υπάρχει το 
όριο. 

Π.χ.:  
2, x 0

f x
2, x 0
 

  
. 

14. Λ. Ισχύει μόνο αν α 0  
15. Λ. Μπορεί η f να μην έχει όριο 

στο 0x . Π.χ. η  
x

f x
x

  δεν έχει 

όριο στο 0 ενώ  
x 0
lim f x 1


  

16. Λ. Μπορεί να μην υπάρχει το 
όριο.  

Π.χ.   0

0

2, x x
f x

2, x x
 

  
 

17. Σ. Ισχύει 

   
0 0

2 2

x x x x
lim f x 0 lim f x 0
 

     

   
0 0x x x x

lim f x 0 lim f x 0
 

    

18. Λ. Λόγω συμμετρίας της f εί-
ναι  

0x x
lim f x κ


 . 

19. Λ. 
20. Σ. 
21. Σ. Με την προϋπόθεση να ο-
ρίζονται σε κοινό διάστημα. 
22. Σ. Με την προϋπόθεση να ο-
ρίζονται σε κοινό διάστημα. 
23. Λ. 
24. Λ. Μπορεί το όριο του παρο-
νομαστή να είναι 0. 
25. Σ. 
 

12. Κριτήριο παρεμβο-
λής 

 
1. Σ. 
2. Σ. 
3. Λ. Μπορεί να μην υπάρχει το 
όριο. 
4. Λ. Μπορεί η f να μην έχει όριο 

στο 0x , Π.χ.: Ισχύει 
x

2 3
x

  , 

υπάρχουν τα ακριανά όρια και δεν 
υπάρχει το μεσαίο. 
5. Λ. Μπορεί να υπάρχει και μπο-
ρεί να μην υπάρχει. 
6. Λ. 
 

13. Τριγωνομετρικά ό-
ρια 

 
1. Σ. 

2. Λ. Είναι 
x 0

συνx 1lim 0
x


 . 

3. Σ. 
4. Λ. Το όριο είναι ίσο με α. 
5. Σ. 
  

14. Μη πεπερασμένο 
όριο στο 0x  

 
1. Σ. 

2. Λ. 
 0x x

1lim
f x

   

3. Σ. 
4. Λ.  f x 0  
5. Σ. 
6. Σ. 

7. Λ. Για   2

1f x
x

 ,   2

1g x
x

  .  

Είναι     
x 0
lim f x g x 0


  . 

Για   2

1f x 1
x

   και   2

1g x
x

  .  

Είναι     
x
lim f x g x 1


  . 

Επομένως ανάλογα με τις f και g 
βρίσκω διαφορετικό όριο άρα είναι 
απροσδιόριστη μορφή. 
8. Σ. 
9. Λ.  f x 0  
10. Λ. Π.χ.:   f x x . Είναι 

 
x 0
limf x 0


  και 
 x 0

1lim
f x

  , 

 x 0

1lim
f x

   

11. Λ.  f x x  για 0x 0  
12. Σ. 
13. Λ. 

14. Λ. Π.χ.: Έστω   1f x 1
x

   

και   1g x
x

  .  

Είναι  
x 0
limf x


   και 

 
x 0
lim g x


   ενώ 

   
x 0
lim f x g x 1


     

15. Λ. 0x 1  
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16. Λ. Π.χ.: Έστω   1f x
x

  και 

  1g x x
x

  . 

Είναι    
x 0
lim f x g x 0


    . 

17. Λ.  f x 0  κοντά στο α. 

18. Λ. Π.χ.:   1f x
x

 ,  g x x  

 

15. Όριο στο   
 

1. Σ 

2. Λ. Είναι 
x

ημxlim 0
x

 . 

3. Λ. Είναι x

x
lim α 0


 . 

4. Λ. Είναι x

x
lim α


  . 

5. Σ. 
6. Σ. 
7. Λ. -8   
8. Σ. 
9. Λ. Π.χ.:   f x λx 1  . 

10. Λ. Για   2

1f x
x

 ,   2g x x  

είναι     
x
lim f x g x 1


  . 

Για   2

1f x
x

  και   2g x 2x  είναι 

    
x
lim f x g x 2


  . 

Επομένως ανάλογα με τις f και g 
βρίσκω διαφορετικό όριο άρα είναι 
απροσδιόριστη μορφή. 
11. Λ. Για   2f x x  και  g x x . 

Είναι  
 x

f x
lim

g x
  . 

Για   2f x x  και   2g x 2x . Είναι 
 
 x

f x 1lim
2g x

 . 

Επομένως ανάλογα με τις f και g 
βρίσκω διαφορετικό όριο άρα είναι 
απροσδιόριστη μορφή.  
12. Λ. 
 

16. Συνέχεια συνάρτη-
σης 

 
1. Λ. Έπρεπε η συνάρτηση g να 
είναι συνεχής στο  0f x . 
2. Σ. 
3. Σ.    

0
0 x x

f x 0 lim f x 0


    

4. Λ. 
5. Σ. 

6. Λ.   x, x 0
f x

1 x, 0 x 1


    
  

Είναι συνεχής στο 0,1    αλλά δεν 
είναι συνεχής στο 0 

7. Λ.   2

1 3x, x 1

f x x 5, 1 x 1
2 x, x 1

  
    
  

 

Είναι συνεχής στο  1,1  αλλά δεν 
είναι συνεχής στο –1. 
8. Λ. Μόνον αν οι συναρτήσεις 
είναι συνεχείς. 
9. Λ. 
10. Σ.   
11. Λ.   
12. Λ. Η σύνθεση της f με την g. 
13. Σ.   
14. α) Σ  β) Λ  γ) Λ  δ) Σ 
15. Λ.   
 

17. Θεώρημα Bolzano 
 

1. Λ. 
2. Σ. 
3. Σ. 
4. Σ. 
5. Σ. 
6. Σ. 
7. Λ. Πρέπει οι ρίζες να είναι δια-
δοχικές. 
8. Λ. Όχι αναγκαστικά. Δεν ισχύει 
το αντίστροφο του θεωρήματος 
του Bolzano. 
9. Σ.  
10. Λ. Σύμφωνα με το θεώρημα 
Bolzano πρέπει να είναι και συνε-
χής στο α,β   . 
11. Λ. Σύμφωνα με το θεώρημα 
Bolzano πρέπει να είναι και συνε-
χής στο α,β   . 
12. Λ. 
13. Λ. Μπορεί να έχει ρίζα αλλά 
μπορεί και να μην έχει ρίζα. 
14. Λ. Πρέπει το Α να είναι διά-
στημα. 
15. Λ. Πρέπει η f να είναι συνε-
χής. 
16. Λ. 
17. Λ. 
 

18. Θεώρημα ενδιαμέ-
σων τιμών 

 
1. Σ. 
2. Λ. 
Πρέπει να είναι και μη σταθερή. 
3. Σ. Έχει σύνολο τιμών το  , 
άρα το μηδέν ανήκει στο σύνολο 
τιμών της. 
4. Σ. 
5. Λ. 

6. Λ. Π.χ.:   x 1, x 0
f x

x 1, x 0
 

   
. 

 

19. Θεώρημα μέγιστης 
– ελάχιστης τιμής 

 
1. Λ. Πρέπει να είναι συνεχής στο 
 ,  . 
2. Λ. Είναι

 
 

x β
B lim f x


 . 

3. Λ. Είναι το  Β,Α . 

4. Σ. 
5. Λ. Πρέπει να είναι συνεχής. 
6. Σ. 
7. Λ. Π.χ. η  f x x . 
8. Λ. Έχει σύνολο τιμών το 

   
x β x α
lim f x , lim f x

  

 
 
 

 που είναι α-

νοικτό διάστημα.  
9. Σ. Είναι συνεχής και αν α 0  
τότε  

x
lim f x


  , 

 
x
lim f x


   άρα  P   .  

Ομοίως για α 0 . 
10. Λ. 
11. Λ. Μόνο αν η f είναι γνησίως 
αύξουσα. 
12. Λ. Μπορεί να είναι σταθερή ή 
όχι γνησίως αύξουσα. 
13. Λ. Η εικόνα κλειστού διαστή-
ματος μέσω συνεχούς συνάρτησης 
είναι κλειστό διάστημα. 
14. Λ. 
15.  Λ. Π.χ.  f x x  , 

 x 0,6   

16. Σ. 
17. Σ. 
18. Σ. Π.χ.  f x x , x 0   και 

 g x x  , x 0  
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19. Σ. Π.χ.  f x x x  , x 0    

20. Σ. 
21. Σ. 

21. Σ. Π.χ.  

1 , x 0
2

f x x, 0 x 1
1 , x 1
2

 


  

 


 

και  
x, 0 x 1

g x 1 , x 1
2

 
 



 

22. Λ. 
23. Λ. 
24. Λ. 
25. Λ. 
26. Λ. 
27. Λ. Μόνο αν η f είναι συνεχής. 
28. Λ. 
29. Λ. Πρέπει το πεδίο ορισμού 
να είναι κλειστό διάστημα. 
30. Σ. 
31. Λ. Πρέπει το πεδίο ορισμού 
να είναι κλειστό διάστημα. 

32. Σ. 

 

 
1.3  Ασκήσεις για λύση 
 
1.  α) Έστω ότι δεν είναι γνησίως φθί-
νουσα. 
Άρα υπάρχουν 1 2x ,x   με 1 2x x  
και    1 2f x f x . 

Άρα και    3 3
1 2f x f x . 

Προσθέτω κατά μέλη τις παραπάνω 
σχέσεις και προκύπτει: 

       3 3
1 1 2 2 1 2 1 2f x f x f x f x 2x 2x x x        

. 
Άτοπο, άρα η f είναι γνησίως φθίνου-
σα. 
β) Για κάθε x  και x  . 
Για x x   προκύπτει 

   3f x f x 2x 0      
Προσθέτουμε κατά μέλη την δοσμένη 
σχέση και την παραπάνω και προκύ-
πτει: 

       3 3f x f x f x f x 0       

             2 2f x f x f x f x f x f x 1 0        

 
Η δεύτερη παρένθεση είναι μεγαλύτε-
ρη του μηδενός άρα 
       f x f x 0 f x f x        άρα 

η f είναι περιττή. 
γ)    2 2f α β f 2α 4β 5 0      

   2 2f α β f 2α 4β 5       

   2 2f α β f 2α 4β 5       (f: 

1–1) 

   2 22 2α β 2α 4β 5 α 1 β 1 0          

 
α 1   και β 1 . 
δ)
 

   3f x 3x 0 2x f x 3x 0      

 f x x   
Η f είναι περιττή άρα  f 0 0 . 
Επομένως 

     x 0 f x f 0 f x 0 x       
και 

     x 0 f x f 0 f x 0 x      . 
Άρα x 0 . 
ε)
 

        3 2f x f x 2x 0 f x f x 1 2x      

 
Για x 0  είναι  f x 0  άρα 

   
2 2xf x 1

f x
   . 

Επομένως    3 22x f x f x 1 0     

       
3 32x 12x f x 0 2x f x 0

f x f x
 

       
 

 
   4f x 1 f x 1      

 Από τη δοσμένη σχέση για 
 f x 1  προκύπτει 

 31 1 2x 0 x 1       άρα 
 f 1 1   

 Η f είναι περιττή άρα 
   f 1 f 1 1     

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι 
x 1  ή x 1  . 
 

2. A. α) fΑ 1,5  , 

  ff A 1,4    

β) 1,0    , 0,1    , 1,3    , 

 3,5   

γ) Υπάρχει οριζόντια ευθεία που 
τέμνει σε περισσότερα από ένα σημεία 
άρα δεν είναι 1–1. 
δ) Δύο. 
ε)     f f 1 f 0 1   

Β. α)   2

x e eg x 0
e xx
        
 

 

άρα g  . 
β) Είναι 

     
g

f

x 0x A x 0
eln 1,5g x 1,5g x A
x

 
         

 
 

1 5
5

x 0 x 0x 0
e 1 xe1 ln 5 e e
x ex e



 
         

 
 

4 2e x e   . Άρα f gΑ    επομέ-

νως ορίζεται η f g . 
γ)
 
         f g x 4 f g x f 3 g x 3    

 
3 2e eln 3 e x e

x x
 

      
 

 

 

3. Για  y f x  προκύπτει 

     f y x 1 x f y 1 f y          
 
 

4.  α) Πρέπει  f x 0 . 
Στη δοσμένη σχέση το δεύτερο μέλος 
είναι θετικό άρα και το πρώτο. 
Επομένως πρέπει 

   ln f x 0 f x 1   . 
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β) Για x 1  προκύπτει 
   f 1 ln f 1 e  . 

Έστω η συνάρτηση  g x x ln x e   
για x 1  η οποία έχει προφανή ρίζα 
το e. 
Είναι  g x ln x 1 0     για x 1  άρα 
η g είναι γνησίως αύξουσα άρα έχει 
μία το πολύ ρίζα. 
Επομένως η εξίσωση  g x 0  έχει 
μοναδική ρίζα το e άρα και από τη 
δοσμένη προκύπτει  f 1 e . 
γ) Δεν γνωρίζουμε αν η f είναι πα-
ραγωγίσιμη. 
Έστω 1 2x ,x   με 

   
ln

1 20 f x f x


    

   1 20 ln f x ln f x 

       1 1 2 2f x ln f x f x ln f x      
1 2x x

1 2e e x x    άρα η f είναι γνη-
σίως αύξουσα. 
Επομένως είναι 1 – 1 άρα αντιστρέφε-
ται. 
Έστω    1y f x x f y   . 
Από τη δοσμένη σχέση προκύπτει 
 

     
1f y 1y ln y e f y ln y ln y
    

   1f x ln x ln x   
 

5. α) Για x y 0  : 

       f 0 f 0 f 0 α f 0 α      
β) Για y x   είναι 

     f x x f x f x α      

       α f x f x α f x 2α f x        

 (1) 
Για y y   είναι 

     
 1

f x y f x f y α       

     f x y f x 2α f y α    

     f x y f x f y α       
γ) Για y x  είναι  

         f x x f x f x α f 2x 2f x α      

 (2) 

Για xx y
2

   είναι 

 x x x x xf f f α f x 2f α
2 2 2 2 2

       
             

       
  (3) 
Από τις (2) – (3) προκύπτει 

  xf 2x 4f 3α
2

 
  

 
. 

δ) i) Έστω 1 2x ,x   με 

   1 2f x f x . 

Από το (β) για 1x x  και 2y x  προ-
κύπτει  
       1 2 1 2 1 2f x x f x f x α f x x α      

 
Από το (α) ξέρουμε ότι η  f 0 α  και 

η  f x α  έχει μοναδική λύση (το 0) 

άρα 1 2 1 2x x 0 x x    . 
Επομένως η f είναι 1 – 1 . 
ii) Αν θέσουμε όπου  1x f x  και 

όπου  1y f y  στη δοσμένη σχέση 
προκύπτει 

          1 1 1 1f f x f y f f x f f y α      

 

    1 1f f x f y x y α        

     1 1 1f x f y f x y α       
 

6.  γ)  Πρέπει 
2x x 2 0 x 2 ή x 1       . 

Άρα x 4 .        
δ)  Πρέπει 2x 1 0 x     

 2 2 2x 1 f x x 1 x x x 1 x 1         

 
 

7. Έστω    
2

f x 2 ημx
g x

x x
 




 άρα 

 
x 0
lim g x 3


 . 

   
2

f x 2 ημx
g x ...

x x
 

 


     2f x g x x x 2 ημx     . 

Άρα  
x 0
lim f x 3 0 2 0 2


     . 

α)
 

    2

x 0 x 0

g x x x 2f x 2
lim lim

x 

 


ημx 2 

x
 

  
x 0 x 0

ημx
lim g x x 1 lim

x 
   

3 1 1 4    
β) Είναι  

x 0
lim f x 2


  άρα 

 5 3f x 0   κοντά στο 0. 
Επομένως είναι  

     
2 2 2x 0 x 0 x 0

5 3f x 1 3f x 5 1 3f x 6
lim lim lim

x x x x x x  

    
  

  
 
 

8.   Για x 0  είναι 
     ημ αx ημ βx ημ γx   

     ημ αx ημ βx ημ γx
α β γ

αx βx γx
    

Είναι 
     

x 0 x 0 x 0

ημ αx ημ βx ημ γx
lim 1, lim 1, lim 1

αx βx γx  
    

  
άρα η παραπάνω σχέση μας δίνει 
α β γ  . (1) 
 Για x 0  είναι 

     ημ αx ημ βx ημ γx   

     ημ αx ημ βx ημ γx
α β γ

αx βx γx
    

Είναι 
     

x 0 x 0 x 0

ημ αx ημ βx ημ γx
lim 1, lim 1, lim 1

αx βx γx  
    

  
άρα η παραπάνω σχέση μας δίνει 
α β γ  . (2) 
Από τις σχέσεις (1) και (2) έχουμε 
α β γ  . 
Παρατήρηση: Λύνεται και με Θεώρη-
μα Fermat. 
 
 

9.     f 3 h
g x

h


  άρα  f 3 0 .  

       
x 3 h 0

f x f 3 f 3 h f 3
Α lim lim 5

x 3 h 

  
  


 
 

10. 
       2 2 2f x g x 2f x 5 4g x συν x    

 

   2 2 2f x 1 g x 2 συν x            

Για πx
2

  είναι 

2 2
2π π πf 1 g 2 συν 0

2 2 2
                 
      

 
2 2

π π π0 f 1 g 2 0 f 1
2 2 2

                       
        

  

και πg 2
2

 
 

 
. 

Είναι 

   2 2 20 f x 1 g x 2 συν x            

και 
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 2

πx
2

lim συν x 0


  άρα σύμφωνα με το 

κριτήριο παρεμβολής  
είναι και 

    2 2

x 0
lim f x 1 g x 2 0


             

   
x 0 x 0
lim f x 1 lim g x 2 0
 

          

 
x 0
lim f x 1


  , 

 
x 0
lim g x 2


  (2) 

Από τις (1) και (2) συμπεραίνουμε ότι 

οι f ,g  είναι συνεχείς στο 0
πx
2

 . 

 

11. α) i)      
 2

f x ημ x 1
g x

x 1

 



 

άρα 
 

     
 

     
 

2x 1 g x f x x 1 g x
f x

x 1ημ x 1 ημ x 1
 

  
 

 
   

 x 1 x 1

f x g x 3lim lim 3
x 1 1ημ x 1

x 1

 
   

 



 

ii)   

β) 
   

2x 2

α x 3 β x 3 5
lim 7

x 3x 2

   


 
 

 
  x 2

α β x 3α 3β 5
lim 7 ...

x 1 x 2

   
  

 
 

 α β 2 3α 3β 5 0      
5α β 5   
Άρα 

   
   x 2

α 5α 5 x 3α 3 5 5α 5
lim 7

x 1 x 2

     


 

 
  
  x 2

6α 5 x 2
lim 7 α 2

x 1 x 2

 
   

 
, 

β 3   

γ)      2f x ημ x 1 x 2x 1      

     2f x ημ x 1 x 1      

       2 2x 1 f x ημ x 1 x 1       

 
Για x 1  προκύπτει  f 1 0  και από 

κριτήριο παρεμβολής  
x 1
lim f x 0


  

Για x 1 : 

       
f x ημ x 1

x 1 x 1
x 1 x 1


     

 
 

         
ημ x 1 f x ημ x 1

x 1 x 1
x 1 x 1 x 1

 
      

  
 

Από κριτήριο παρεμβολής 
   

x 1

f x f 1
lim 1

x 1





.  

Ομοίως 
   

x 1

f x f 1
lim 1

x 1





. 

 

12.  Για λ 1  η f είναι συνεχής στο 
1 άρα στο   
Για λ 1 : Για να είναι η f συνεχής στο 
λ αρκεί  

   
x λ x λ
lim f x lim f x

  
   

    22 1λ 1 λ 2λ 2 λ 1 ημ
1 λ

     


 

 2 1λ 2λ 2 λ 1 ημ λ 1
1 λ

     


2λ 3λ 3 0     αδύνατο 
 

13. 
 

x 0 x 0

αx βημ2x ημ2x
lim α 2β lim α 2β

x 2x  


   

 

 x 0 x 0

2 4 x x 1lim lim
βx 4ββx 2 4 x  

  
  

 

 
Για να είναι συνεχής πρέπει  

1 1α 2β α 1 α β
4β 2

         

 

14.  Είναι 
2xημx αx β(x 1) 4 α x       

Για x 0  είναι 
0 α β 4 0 α β 4        
Για x 0  είναι  

2ημx αx β(x 1) 4 α 1
x x

   
   

και από κριτήριο παρεμβολής προκύ-
πτει 

2

x 0

αx β(x 1) 4 αlim 1 ... α 3 β 1
x

   
     

 
Άρα 

 
23x 2(x 1) 4 3f x 3x 1

x
   

   . 

Επομένως  f 0 1  
 

15. α) Για να είναι συνεχής στο α 
πρέπει να ισχύει: 

2 32000 1 2000 1 1α ημ α α ημ α
2001 α 2001 α α

    

 

Για x 0  ισχύει 
ημx x x ημx x     . 

Για x 0  είναι 
x ημx x ημx x 0       

Άρα αν α 0  τότε 1 1ημ
α α
  

2000 1 2000 1 1 2000 1ημ α
2001 α 2001 α α 2001 α

     

 
22001α 1   άτοπο. 

 
Για x 0  είναι 
x ημx x ημx x 0       

Άρα αν α 0  τότε 1 1ημ
α α
  

2000 1 2000 1 1 2000 1ημ α
2001 α 2001 α α 2001 α

     

 
22001α 1   άτοπο. 

Επομένως η f δεν είναι συνεχής στο 
α 0  
β)
 

 2 3

x 0 x 0

2000 1lim x ημ 0 lim x x
2001 x  

     

άρα η f είναι συνεχής στο 0.   
(το όριο με κριτήριο παρεμβολής, μη-
δενική επί φραγμένη)   
 

16.  α)
 

       2 2f x g x 1 2xf x 2g x     

       2 2f x 2xf x g x 2g x 1 0     

 
       2 2 2 2f x 2xf x x g x 2g x 1 x      

 

     2 2 2f x x g x 1 x      

β) Για x 0  είναι 

    22f 0 g 0 1 0     

 f 0 0   και  g 0 1 . 

γ) Είναι   2 20 f x x x    

   f x x x x f x x x       

 
 x x f x x x       

Το x    άρα για x 0  προκύπτει 
   

2 2 2 2 2 2

x x f x x x f xx x x x
x x x x x x

     
    

 
 

2 2

f x 2x 20
xx x

     

Επομένως 
 

2x

f x
lim

x
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δ) Έστω η συνάρτηση 
   h x g x 2x  , x . 

Είναι   2 20 g x 1 x    

   g x 1 x x g x 1 x         

 x 1 g x x 1       

Για x 0  είναι  x 1 g x x 1      

 x 1 g x 2x 3x 1       

 x 1 h x 3x 1      

Από τη σχέση  h x 3x 1   προκύ-
πτει ότι  

 
x
lim h x


   (αφού 

 
x
lim 3x 1


   ) 

και από τη σχέση  x 1 h x   προ-
κύπτει ότι  

 
x
lim h x


   (αφού 

 
x
lim 3x 1


   ) 

Άρα το σύνολο τιμών της h είναι το 
 . 
Το Ο ανήκει στο σύνολο τιμών άρα η 
h έχει μία τουλάχιστον ρίζα. 
 

17. α) Είναι    f 1 g 1 2   και 

   f 2 g 2 3  . 
Έστω η συνάρτηση 
     h x f x g x  , x . 

Άρα  h x 0  μόνο για x 1  και 
x 2 . 
Για x 2  
  h συνεχής 
   h x 0  
επομένως η h διατηρεί σταθερό πρό-
σημο. 
Άρα για κάθε x 2  είναι 
     h x 0 f x g x    

ή για κάθε x 2  είναι 
     h x 0 f x g x   . 

β) Τα κοινά σημεία της fC  και της 
ευθείας προκύπτουν από τη λύση του 
συστήματος 

   
y x 1

f x x 1 0
y f x
      

 το οποίο 

έχει λύση για x 1  και για x 2 . 
γ) Τα κοινά σημεία της gC  και της 

ευθείας προκύπτουν από τη λύση του 
συστήματος 

   
y x α

g x x α 0
y g x
       

. 

Έστω η συνάρτηση 
   k x g x x α   , x . 

  k είναι συνεχής 
 
       k 1 k 2 3 α 5 α 0      
άρα από το θεώρημα Bolzano προκύ-
πτει ότι η ευθεία y x α    τέμνει την 

gC  σε ένα τουλάχιστον σημείο με τε-

τμημένη στο (1,2) για κάθε  α 3,5 . 
 

18. α) Έστω 1 2x ,x   με 

   1 2f x f x .  

Άρα      1 2f f x f f x .  

Επομένως 

           1 1 2 22 f f x 2αf x 2 f f x 2αf x  

 
2 2

1 2 1 2α x α x x x f      1–1. 
β)  i)  Η δοσμένη σχέση δίνει  

   
2

2 2 α2x 2αf x α x 0 f x x
2α


    

.  
Η f είναι συνεχής ως πολυωνυμική. 
ii)  Έστω η συνάρτηση  

   
2 22 α αg x αf x x α x x x

2α 2


     

.  
Για την g ξέρουμε ότι: 
  είναι συνεχής στο 1,1    
 

    
2 2α αg 1 g 1 0

2 2
 

      
 

 

επομένως σύμφωνα με το θεώρημα 
Bolzano εξίσωση 
   g x 0 αf x x    έχει μία τουλά-

χιστον λύση στο  1,1 . Όμως η f 
είναι 1–1 άρα έχει μία το πολύ λύση. 
Επομένως η εξίσωση έχει μία ακριβώς 
λύση. 
 

19. α) 
5 5 51 x 1 x 2 2x 1 2x 1         
ln x

51 2x 1


   

   5 5ln1 ln 2x 1 0 ln 2x 1      

 52ln 2x 1 0   

 5
ln 53 0 2ln 2x 1

0
ln 53

  
   

   
5

2 2 2
2ln 2x 1

2α 2 2α 2 f x 2α 2
ln 53


       

 

Άρα 2 2 2 12α 2 3 2α 1 α
2

      . 

β)  Η f είναι συνεχής στο 1,3    και 

έχει σύνολο τιμών το 1,3   . Το 2 α-
νήκει στο σύνολο τιμών της f άρα υ-
πάρχει 0x 1,3    ώστε  0f x 2 . 
γ) Είναι 

   2
2

2ln 2x 1
f x 2α 2

ln 53


    

 22ln 2x 112 2
2 ln 53


     άρα  f 1 3 . 

Επομένως είναι  g x 5x 3  . 
Είναι 

   
 

   
 2 2x 2 x 2

g x ημ x 2 5x 3 ημ x 2
lim lim

3 1 5x 3 1 5x
 

    
 

     

 

    
   

2

2 2x 2

5x 3 ημ x 2 3 1 5x
lim

3 1 5x 3 1 5x


     

     
 

    
 

2

2x 2

5x 3 ημ x 2 3 1 5x
lim

9 1 5x

     
 

 

    
 22x 2

5x 3 ημ x 2 9 2 1 5x 1 5x
lim

5 2 x

       



 
     

x 2 x 2 x 2

ημ x 21 1lim lim 5x 3 3 1 5x lim
25 x 2  

          

 
Είναι 

     2

x 2 x 2

ημ x 2
lim lim 5x 3 3 1 5x

x 2 

         
 

 1 7 6 42       

ενώ το 
x 2

1lim
x 2 

 δεν υπάρχει άρα δεν 

υπάρχει το ζητούμενο όριο.  
 

20.  α) Έστω 1 2x ,x   με 

   1 2f x f x .  

Άρα    3 3
1 2f x f x .  

Επομένως 
       3 3 3 3

1 1 2 2 1 2f x f x f x f x x x    

 

1 2x x f    1–1. 
β) Έστω 1 2x ,x   με    1 2f x f x .  

Άρα είναι και    3 3
1 2f x f x . 

Επομένως ισχύει  
       3 3 3 3

1 1 2 2 1 2 1 2f x f x f x f x x x x x      

 άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο 
 .  
Επομένως έχει μία το πολύ ρίζα. 
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Για x 0  η δοσμένη σχέση δίνει 
 

   3f 0 f 0 0  

   2f 0 f 0 1 0       f 0 0   

άρα το 0 είναι η μοναδική λύση της f. 
Άρα η f έχει μοναδική λύση, το 0, στο 
 1,1 . 
γ)  Η f είναι γνησίως αύξουσα στο   
άρα    x 0 f x f 0 0    .  
Είναι 

       3 3 3 3f x f x x f x x f x     

 

         2 2f x x f x xf x x f x     

 
Είναι x 0  και  f x 0  άρα 

   2 2f x xf x x 0   , x 0 . 

Άρα το  f x x  είναι ομόσημο του 

 f x 0  . 

Άρα    f x x 0 f x x    . 

δ)  Από το (γ) για x 0  είναι 
 

     
3 2

f x f x 10 f x x 0 1 0
x x x

       

. 

Είναι 2x

1lim 0
x

  άρα σύμφωνα με το 

κριτήριο παρεμβολής 
 

3x

f x
lim 0

x
 . 

ε) Η δοσμένη σχέση δίνει  

       3
3 3

3 3

f x f x
f x f x x 1

x x
     

 
   3

3 3x x

f x f x
lim lim 1

x x 
   

   3 3

3 3x x

f x f x
lim 0 1 lim 1

x x 
     

 

   3

x x

f x f x
lim 1 lim 1

x x 

 
    

 
 

21.  Έστω 0x  η ρίζα της (1) Άρα  

         0 0 0 0f f x g g x f f x g g x   
 

       
f :συνάρτηση

0 0f f f x f g g x   

       
f g g f

0 0f f f x g f g x


 
 

 

       
f g g f

0 0f f f x g g f x


 
 

 

         0 0f f f x g g f x    

Όμως η (1) έχει μοναδική ρίζα το 0x  
άρα  0 0f x x  
Ομοίως συμπεραίνουμε ότι 
 0 0g x x . 

Άρα η    f x g x  έχει λύση το 0x . 

 
2. Διαφορικός λογισμός 
 
2.1 Ερωτήσεις στη Θεωρία – Προτάσεις Σ – Λ 

 
1. Παράγωγος και 
συνέχεια 

 
1. Λ. Π.χ. η  f x x  στο 0. 
2. Λ. Π.χ. η 

 
2 1x ημ , x 0

f x x
0, x 0

  
 

 

3. Σ. 
4. Σ. Η f   είναι παραγωγίσιμη 
άρα και συνεχής. 
5. Σ. Η f είναι παραγωγίσιμη στο 
  άρα και συνεχής. 
6. Λ. Π.χ. η  f x x  
7. Λ. Το όριο πρέπει όχι μόνο να 
υπάρχει αλλά και να ανήκει στο 
 , δηλαδή να είναι πραγματικός 
αριθμός. 
   

2. Πράξεις παραγώγων 
 

1. Λ. Ισχύει    0f g x   

       0 0 0 0f x g x f x g x   . 

2. Λ. Έχουν διαφορετικά πεδία 
ορισμού. 

3. Λ. Ισχύει  x x3 3 ln3   . 

4. Λ. Είναι    0f g x   

       0 0 0 0f x g x f x g x   . 

5. Λ. Είναι  0
f x
g

 
 
 

 

       
 

0 0 0 0
2

0

f x g x f x g x

g x

 


  
. 

6. Λ. Ισχύει   2

1f x
συν x

  . 

7. Λ. Ισχύει   συνx ημx   . 

8. Λ. Ισχύει   x xα α lnα  .  

9. Λ. Ισχύει    1f x
x

  . 

10. Λ. Ισχύει   2

1σφx
ημ x

   . 

11. Σ. 
12. Λ. Π.χ. Οι  f x x x  και 

 g x x x   είναι παραγωγίσιμες 

στο 0 με    f 0 g 0 0    ενώ η συ-

νάρτηση   f g x x x x x     
ορίζεται μόνο στο 0 άρα δεν έχει 
νόημα η παράγωγος. 
13. Σ.    f x f x     

   f x f x c    . 
Για x 0  είναι  c 2f 0 .  
Άρα είναι άρτια μόνο αν  f 0 0 . 
14. Σ.    f x f x    

   f x f x c     . 

Για x 0  είναι  c 2f 0 .  
Άρα είναι περιττή μόνο αν 
 f 0 0 . 

15. Λ. 4
3

 

16. Σ 
17. Λ. Ισχύει  3x5 ln125 . 

18. Σ. 


 f

0, , α 0
D

0, , α 0

   
 

.  

Για α 0  είναι: 
    α

x 0 x 0

f x f 0 xlim lim
x 0 x 


 


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α 1

x 0

0, α 1
lim x

, 0 α 1





    

 

19. Σ. 
20. Λ. Είναι 0. 
21. Σ. 
22. Σ. 
23. Λ. Τουλάχιστον κ 1  ρίζες. 
24. Σ. 
25. Σ. 
26. Λ. Π.χ.  f x x ,  g x ln x  

27. Λ. Π.χ. Η  f x x  και η 

 g x x   στο 0. 
 

3. Εφαπτομένη 
 

1. Λ. 1
2

 

2. Σ. Η παράγωγος είναι περιττού 
βαθμού άρα έχει μία τουλάχιστον 
ρίζα. 
3. Λ. Η παράγωγος είναι άρτιου 
βαθμού άρα δεν έχει πάντοτε ρίζα. 
4. Λ. Μπορεί να έχουν κοινή εφα-
πτομένη. 
5. Λ. Π.χ. Η   3f x x  και η εφα-

πτομένη στο σημείο της  Α 1,1 . 

6. Σ. 
7. Λ. Π.χ. Η   2f x x  και η ευθεία 
x 0 . 
8. Λ. Δεν ορίζεται εφαπτομένη της 

fC  στο 0x 0 . 
 

4. Θ.Μ.Τ. – Rolle  
 

1. Λ. Υπάρχει ένα τουλάχιστον. 
2. Σ. 
3. Λ. Με θεώρημα Rolle προκύ-
πτει  0f x 0   (άτοπο). 

4. Λ. Π.χ. η    2f x x 1 1   . 
5. Λ. 
6. Λ. Π.χ. η   3f x x 3  . 
7. Σ. 
8. Σ. 
9. Σ. 
10. Σ. 
11. Σ. 
12. Λ. Π.χ.: Η   3f x x . 
13. Σ. 
14. Σ. 
 

5. Συνέπειες Θ.Μ.Τ. 
 

1. Λ. Πρέπει το Α να είναι διάστη-

μα. Π.χ.:   1, x 0
f x

4, x 0


  
. 

2. Λ.    f x g x c  , x Δ . 
3. Λ. Πρέπει το f  να είναι διά-

στημα. Π.χ.:   0

0

1, x x
f x

4, x x


  
. 

4. Λ.   xf x ce  
5. Σ 
6. Λ. Είναι σταθερή στο Α και στο 
Β αλλά όχι σίγουρα με την ίδια 
τιμή. 
7. Λ. Πρέπει το Α να είναι διάστη-
μα. 
8. Σ 
9. Σ 
 

6. Μονοτονία 
 

1. Λ.   1 xf x e 0     άρα η f εί-
ναι γνησίως φθίνουσα στο σύνολο 
των πραγματικών αριθμών. 
2. Λ. Ισχύει  f x 0   για κάθε 

x Δ . Π.χ.:   3f x x . 

3. Σ. Είναι 2

1 0
ημ x

  και 

2 2ημx 2     άρα 

  2

1f x 2ημx 3 0
ημ x

       για 

κάθε πx ,π
2

   
 άρα η συνάρτηση 

είναι γνησίως αύξουσα στο διά-
στημα αυτό. 
4. Λ.      h x f x g x 3 0       
άρα η h είναι γνησίως φθίνουσα 
στο Δ. 
5. Λ. Πρέπει να είναι  f x 0   σε 
διακεκριμένα σημεία που δεν σχη-
ματίζουν διάστημα.  

Π.χ.:   3

0, x 1
f x

x , x 1
 


 

6. Σ. Π.χ. η   3f x x   με x  

και   2f x 3x  . 
Η f είναι γνησίως αύξουσα στο   
και είναι  f 0 0  . 

7. Λ. Π.χ. η συνάρτηση 
  3f x x   είναι γνησίως φθίνου-

σα στο   και η παράγωγός της, 
  2f x 3x    δεν είναι πάντα αρ-

νητική στο   (μηδενίζεται για 
x 0 ). 
8. Λ. Π.χ. η   3f x x  είναι γνησί-
ως αύξουσα στο   αλλά 
 f 0 0  . 

9. Λ. Μπορεί να είναι  f x 0   
10. Λ. Πρέπει να ορίζεται στο 

0x β  και να είναι συνεχής. 
11. Λ. Αν ισχύει  of x 0   σε κά-

θε εσωτερικό σημείο x του Δ, τότε 
η f είναι γνησίως αύξουσα σε όλο 
το Δ. 
12. Λ. Πρέπει να είναι συνεχής 
και στα άκρα α,  β. 
13. Λ. Μπορεί να είναι σταθερή 
σε κάποιο υποσύνολο στο οποίο 
να είναι  f x 0  . 
14. Λ. Μπορεί η f να μην είναι 
παραγωγίσιμη. 
15. Σ. 
16. Λ. Π.χ.:   3f x x . 
17. Σ. 
 

7. Τοπικά ακρότατα 
 

1. Λ. Τοπικό μέγιστο. 
2. Σ 
3. Λ. Πρέπει η f να είναι συνεχής 
στο 0x . 

4. Λ. Π.χ. η   3f x x  για την ο-

ποία ισχύει   2f x 3x   και 

 f 0 0   χωρίς όμως το 0 να είναι 

τοπικό ακρότατο αφού  f x 0   
για κάθε x  άρα η f είναι γνη-
σίως αύξουσα στο  . 
5. Σ. 
6. Σ. 
7. Σ. 
8. Λ.  

Π.χ. Η  
 1x ,x 0,

f x x
0

    


  

δεν παρουσιάζει ακρότατο στο 0 
9. Λ. Μπορεί να έχει στα άκρα. 
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10. Λ. Ίσως 4. 
11. Λ. Το πολύ 4. 
12. Λ. Το πρόσημο της f   είναι το 
ίδιο αριστερά και δεξιά του 1 άρα 
στο 1 δεν παρουσιάζει ακρότατο. 
13. Σ. 
14. Λ. Μπορεί να μην υπάρχει 
ολικό μέγιστο. 
15. Λ. Πρέπει επιπλέον το 0x  να 
είναι ακρότατο και εσωτερικό ση-
μείο (Θεώρημα Fermat). 
16*. Λ. Π.χ.: 

 
2 1x 2 ημ , x 0

f x x
0, x 0

        
 

. 

Είναι    f x f 0 0   άρα η f έχει 
ακρότατο στο 0. 

Για 1
1x

2νπ
  και 2

1x
2νπ π




, 

ν *  όταν ν    τότε αυτά 
τείνουν στο 0 ενώ 

 1
2f x 1 0

νπ
     και 

 2
6f x 0

π2νπ
2

  


 άρα η f   δεν 

διατηρεί σταθερό πρόσημο κοντά 
στο 0. 

 
Ομοίως και αριστερά του 0. 
17. Λ. Αν η συνάρτηση δεν είναι 
γνησίως μονότονη είναι δυνατόν 
να μην έχει τοπικό ακρότατο. 

Π.χ.: Η  
2 1x συν , x 0

f x x
0, x 0

  
 

 εί-

ναι συνεχής στο 0, . Για 

1
1x

2νπ
  και 2

1x
2νπ π




, ν *  

όταν ν    τότε αυτά τείνουν 
στο 0 ενώ  1f x 0  και  2f x 0  
άρα η f δεν διατηρεί σταθερό πρό-
σημο κοντά στο 0. 
Άρα το  f 0  δεν είναι ακρότα-
το. 
 

 8. Θεώρημα Fermat 
 

1. Σ. 
2. Λ. Π.χ. η   3f x x  στο 0. 

3. Λ. Π.χ. η   3f x x  στο 0. 
4. Λ. Μπορεί το 0x  να είναι άκρο 
του πεδίου ορισμού. 
5. Λ. Π.χ. η   3f x x . 
6. Λ. Μπορεί να μην ορίζεται η 
παράγωγος. 
7. Λ. Π.χ. η   3f x x  στο  Ο 0,0 . 
 

9. Κυρτότητα 
 

1. Σ 
2. Λ. Π.χ. η συνάρτηση   4f x x . 

Είναι   3f x 4x 0    άρα η f είναι 
γνησίως αύξουσα στο   άρα η f 
είναι κυρτή στο  . Όμως η 

  2f x 12x   δεν είναι θετική στο 

  αφού  f 0 0  . 

3. Λ. Π.χ.:   4f x x . 
4. Λ. Αν μία συνάρτηση f είναι 
κυρτή σε ένα διάστημα Δ, τότε η 
εφαπτομένη της γραφικής παρά-
στασης της f σε κάθε σημείο του Δ 
βρίσκεται «κάτω» από τη γραφική 
της παράσταση. 
5. Λ. Για να είναι το   0 0A x ,f x  

σημείο καμπής της γραφικής πα-
ράστασης της f πρέπει επιπλέον η 

fC  να έχει εφαπτομένη στο 

  0 0A x ,f x . 

6. Λ. Π.χ. η   4f x x  η οποία εί-
ναι κυρτή στο   και ισχύει 

 f 0 0  . 
7. Λ. 
8. Λ. Μπορεί να είναι  . 
9. Λ. Μπορεί να μην υπάρχει η 

 0f x . 

10. Λ. Πρέπει να αλλάζει πρόση-
μο εκατέρωθεν. 
11. Λ. Η f   είναι γνησίως αύξου-
σα. 
12. Λ. Π.χ. η   xf x e . 
13*. Λ. Μπορεί απλώς να υπάρχει 
εφαπτομένη. 
14. Σ. 
15. Σ. 
16. Λ. Το ότι οι f και g εναλλάσ-
σουν πρόσημο εκατέρωθεν του 0x  

δεν μας εξασφαλίζει ότι και η h 
εναλλάσσει πρόσημο. 
17. Λ. Π.χ.:   4f x x . 
 

10. Ασύμπτωτες 
 

1. Σ. Π.χ.: Η   ημx
f x

x
  έχει όριο 

το 0 στο   και στο   άρα έχει 
ασύμπτωτη τον x x . Όμως έχει 
άπειρα κοινά σημεία με τον x x . 
2. Λ. Κάθε πολυωνυμική συνάρ-
τηση βαθμού μεγαλύτερου ή ίσου 
του 2 δεν έχει ασύμπτωτες. 

3. Λ. Π.χ.: Η  
2x , x 0

f x
ln x, x 0
  


 

έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη τον 
y y  και έχει κοινό σημείο με αυ-
τόν. 

 

4. Λ.  
2

x 1 x 1

x 3x 2limf x lim
x 1 

 



 

 
x 1
lim x 2 1


    . 

Άρα  
x 1
limf x


  . 
5. Σ 
6. Σ. Π.χ. Η  f x εφx . 
7. Λ. Και στα σημεία που δεν είναι 
συνεχής. 

8. Λ. Π.χ.: Η  
2x , x 0

f x
ln x, x 0
  


 

έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη τον 
y y  και έχει πεδίο ορισμού το  . 

 
9. Λ. Πρέπει β . 
10. Σ. 
11. Σ. 
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12. Λ. Μπορεί να έχει οριζόντια 

ασύμπτωτη. Π.χ. η   1f x
x

  . 

13. Λ. Πρέπει 
   

x
lim f x λx β 0


     . 

14. Σ. 

15. Λ. Αν 
 

x

f x
lim 0

x
  τότε ορι-

ζόντια. 

Αν 
 

x

f x
lim 0

x
  τότε πλάγια. 

16. Σ. Με την προϋπόθεση να 
ορίζεται η συνάρτηση σε ένα διά-
στημα της μορφής  ,β  ή 

 α, . 

17. Σ. Π.χ.:  
2

1 1, x 0
xf x
x 3, x 0

   
  

. 

18. Λ. Π΄χ.:   1f x
x

 ,  x 0,1 . 

 

11. Κανόνας του De L’ 
Hospital 

 
1. Λ. Πρέπει οι f , g  ,  να είναι 
συνεχείς στο 0x . 
2. Λ. Δεν ξέρω αν η f είναι παρα-
γωγίσιμη κοντά στο 0 και δεν ξέρω 
αν η f   είναι συνεχής στο 0x . 

3. Λ. Π.χ.: 
2

x 0 x 0

1x συν 1xlim lim xσυν 0
x x 

   
 

 

ενώ το 

2

x 0

1x συν
xlim

x

 
 
 


 

x 0

1 1lim 2xσυν ημ
x x

   
 

 

 δεν υπάρχει. 
 

 

 
2.3 Γραφική παράσταση συνάρτησης 
 
1. a.    f x x x 4   b.    f x x x 4     

c.     2f x x 4 x   d.     31f x x 4 x
3

    

e.    2f x x x 4    f. 

2. α) Σχ.1: f  , Σχ.2: g , Σχ.3: g, Σχ.4: f 
β) f:  ,1 :  ,  1, :     
 g:  ,1 :  ,  1,1 :  ,  1, :   
γ) f g : y 0  στο  και στο   
 g f : y 0  στο  και στο   
δ) i) e  ii) 0 iii)   iv) 0 
 

 
2.4 Ασκήσεις για λύση 
 
1. Για να είναι παραγωγίσιμη πρέπει να είναι συνεχής άρα 

     
x 1 x 1
lim g x lim g x g 1

  
   

 22α β f 1 β 1 2α       
Για να είναι παραγωγίσιμη στο 1 πρέπει 

       
x 1 x 1

g x g 1 g x g 1
lim lim

x 1 x 1  

 


 
. 

Είναι 
    2

x 1 x 1

g x g 1 2αx βx 1
lim lim

x 1 x 1  

  


 
 

    2

x 1 x 1

2αx 1 2α x 1 2αx 1 x 1
lim lim 2α 1

x 1 x 1  

    
   

 
Εί-

ναι 
     2

x 1 x 1

g x g 1 f x 1
lim lim

x 1 x 1  

 


 
 

    
x 1

f x 1
lim f x 1 2 2 4

x 1


   


 

Άρα πρέπει 32α 1 4 α
2

     και β 2  . 

 

2. Για να είναι παραγωγίσιμη στο 0 πρέπει το όριο 
   

x 0

f x f 0
lim

x 0




 να υπάρχει και να είναι πραγματικός αριθ-

μός. 

Είναι 
   

v

v 1

x 0 x 0 x 0

1x ημf x f 0 1xlim lim lim x ημ 0
x 0 x x



  


  


 

(Μηδενική επί φραγμένη = μηδενική) 
 

3. i)  Για x y 0    
η δοσμένη σχέση δίνει        f 0 f 0 f 0 f 0 0     

ii)       
h 0

f h f 0
f ' 0 2006 lim 2006

h


    

 
h 0

f h
lim 2006

h
   

iii) Για τυχαίο 0x   ισχύει 

     0 0
0 h 0

f x h f x
f x lim

h

 
    

       0 0

h 0 h 0

f x f h f x f h
lim lim 2006

h h 

 
   
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4. α) Για να υπάρχει το 
 

x 1

f x x
lim

x 1




 και να είναι πραγ-

ματικός αριθμός πρέπει 
      

x 1 x 1
lim f x x 0 lim f x 1 f 1 1
 

        

(αφού η f συνεχής στο 1). 

β) Είναι        
x 1 x 1

f x f 1 f x 1
f 1 lim lim

x 1 x 1 

 
   

 
  

•  Για x 1  είναι  
     

x 1 x 1 x 1

f x x f x x f x x
lim lim lim

x 1 x 1 x 1  

  
  

  
 

 
x 1 x 1

f x 1 x 1lim lim 1
x 1 x 1 

 
  

 
  

•   Για x 1  είναι  
     

x 1 x 1 x 1

f x x f x x f x x
lim lim lim

x 1 x 1 x 1  

  
    

  
 

 
x 1 x 1

f x 1 x 1lim lim 1
x 1 x 1 

 
    

 
  

Για να είναι η f παραγωγίσιμη στο 1 πρέπει  
1 1 1 0           1 f 1 1   . 

 

5. Διαιρούμε με x τη δοσμένη σχέση. 

 Για x 0   
2 2

3 3ημ 2x ημ 2x
x f x x

x x
      

 3 3ημ2x ημ2x
2ημ2x x f x 2ημ2x x

2x 2x
     

3

x 0

ημ2x
lim 2ημ2x x 0 1 0 0

2x

 
     

 
 και 

3

x 0

ημ2x
lim 2ημ2x x 0 1 0 0

2x

 
     

 
 άρα σύμφωνα με το 

κριτήριο παρεμβολής είναι και  
x 0
lim f x 0


 .  

 Για x 0   
2 2

3 3ημ 2x ημ 2x
x f x x

x x
      

 3 3ημ2x ημ2x
2ημ2x x f x 2ημ2x x

2x 2x
     

3

x 0

ημ2x
lim 2ημ2x x 0 1 0 0

2x

 
     

 
 και  

3

x 0

ημ2x
lim 2ημ2x x 0 1 0 0

2x

 
     

 
 άρα σύμφωνα με το 

κριτήριο παρεμβολής είναι και  
x 0
lim f x 0


 .  

H f είναι συνεχής άρα    
x 0

f 0 lim f x 0


  . 

Διαιρούμε με 2x  τη δοσμένη σχέση. 
 2 2

2 2f xημ2x ημ2x
x x

x x x
   

      
   

 

   2 2
2 2f x f 0ημ2x ημ2x

4 x 4 x
2x x 0 2x

   
          

 

Είναι 
2

2

x 0

ημ2x
lim 4 x 4 1 0 4

2x

  
      

   
 και 

 
2

2

x 0

ημ2x
lim 4 x 4 1 0 4

2x

  
      

   
  

άρα σύμφωνα με το κριτήριο παρεμβολής είναι  
   

x 0

f x f 0
lim 4

x 0





. 

Επομένως η f είναι παραγωγίσιμη με  f ' 0 4  
 

6.            
x 1 x 1

f x f 1 g x g 1
f 1 g 1 lim lim

x 1 x 1 

 
   

 
 

       
x 1

f x g x f 1 g 1
lim

x 1

  
 


   

x 1

f x g x 1
lim

x 1

 


.  

Είναι        2 2f x g x x f x g x x     . 
 Για x 1  είναι 

        2
2 f x g x 1 x 1f x g x 1 x 1

x 1 x 1
  

      
 

 

     2

x 1 x 1 x 1

x 1f x g x 1 x 1lim lim lim
x 1 x 1    

  
 

 

 x 1

x 1




2

   f ' 1 g ' 1 2    (1) 
 Για x 1  είναι 

        2
2 f x g x 1 x 1f x g x 1 x 1

x 1 x 1
  

      
 

 

    2

x 1 x 1

f x g x 1 x 1lim lim
x 1 x 1  

  


 
 

 
x 1

x 1
lim






 x 1

x 1




2    f ' 1 g' 1 2    

Από τις  (1) και (2) προκύπτει    f ' 1 g ' 1 2  . 
 
Κανόνες παραγώγισης 

7. Είναι  0ln 3 1 ln 2 0     

άρα 
 

 x

f x
x

ln 3 1



 για κάθε x 0,  . 

Υποθέτουμε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 0.  
Η  xln 3 1  είναι παραγωγίσιμη στο 0 ως σύνθεση συνε-

χών συναρτήσεων (η x3 1  είναι παραγωγίσιμη στο 0 και η 
ln x  είναι παραγωγίσιμη στο  0ln 3 1 ln 2  ). 

Επομένως η x  είναι παραγωγίσιμη στο 0.  
Άτοπο, άρα η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0. 
 
Εφαπτομένη 

8. α) Είναι  f 1 3 ,   2f x 6x 1    και  f 1 7  , 

Η εξίσωση της εφαπτομένης της fC  στο  1,3  είναι 

 y 3 7 x 1 y 7x 4        

β) Αρκεί να αποδείξουμε ότι υπάρχει ox  ώστε 

  2
0 0 0f x 25 6x 1 25 x 2        . 

Τα ζητούμενα σημεία είναι τα  Α 2,18 ,  B 2, 18  . 

γ) i) Είναι   2f x 6x 1 0     άρα εφω 0   
άρα 0 ω 90  . 
ii) Αρκεί να αποδείξουμε ότι υπάρχει ox  ώστε 
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    0 0 02 f x f x x x    

  2 2
0 0 0 02 2x x 6x 1 1 x       

3 2
0 0... 4x 6x 1 0     . 

Έστω η συνάρτηση   3 2h x 4x 6x 1    η οποία έχει σύνο-
λο τιμών το  . 
Το 0 ανήκει στο σύνολο τιμών της άρα υπάρχει 0x   
ώστε  0h x 0  δηλαδή υπάρχει εφαπτομένη της fC  που 

διέρχεται από το σημείο  Α 1,2 .  
 

9. Είναι  f x 2x 1   ,  g x 2x 3     και   1h x
x

   

Τα κοινά σημεία των fC  και gC  προκύπτουν από τη λύση 

του συστήματος 

   
2

2

y x x 1
... x,y 1,1

y x 3x 1

      
   

. 

Είναι    f 1 g 1 1   . 

Άρα οι fC  και gC  έχουν κοινή εφαπτομένη στο κοινό τους 

σημείο την  y 1 1 x 1 y x     . 

β)  Πρέπει να υπάρχουν α,β  έτσι ώστε 

   
       

f α h β

f α f α α h β h β β

  


   
 

 2

12α 1
β

1α α 1 2α 1 α lnβ β
β

   
      


 

  2... ln 2α 1 α 2 0       

Έστω     2g α ln 2α 1 α 2     

Είναι  
1α
2

lim g α


   και  g 1 1 0   άρα η g έχει μία του-

λάχιστον ρίζα. 
Επομένως οι fC  και hC  έχουν μία τουλάχιστον κοινή εφα-
πτομένη. 
 

10. α) Πρέπει να υπάρχουν α,β  έτσι ώστε 

   
        2 2

f α g β α β 2
...

α β 3f α f α α g β g β β

       
       

 

  2 2α,β 1 ,1
2 2

 
     

 
 και  

  2 2α,β 1 ,1
2 2

 
    
 

 

Άρα υπάρχουν δύο κοινές εφαπτομένες.  
β) Πρέπει να υπάρχουν α,β  έτσι ώστε 

    4f α g β 5α 2 συνβ ημβ       

Είναι 45α 2 2   και συνβ ημβ 2   

άρα η ισότητα ισχύει μόνο για  

45α 2 2   και συνβ ημβ 2  . 

Άρα είναι α 0  και πβ
4

  

***  2συνβ ημβ 2 συνβ ημβ 2       

1 2ημβσυνβ 2 1 2ημβσυνβ 0        

 2συνβ ημβ 0    που ισχύει. 

γ)        g 2 2 3 f 2 f 2        

       g ' x f x x 3 f ' x   

           g 2 f 2 2 3 f 2 g 2 f 2               

Είναι 
   
   

g 2 f 2

g ' 2 f 2

   


  
  

άρα οι f gC , C  έχουν κοινή εφαπτομένη στο 2 . 

δ) Πρέπει να υπάρχουν α,β  έτσι ώστε 

   
       

f α g β λ 3
...

f α f α α g β g β β 4

     
    

 

2 2

α β 1 λ 3
... α 1

β α 3
      
 

, β 2 , λ 2 . 

ε) Είναι   4f x 5x 1    και  g x ημx    

Για να δέχονται οι fC  και gC  κοινή εφαπτομένη αρκεί να 

υπάρχουν α,β  ώστε    f α g β  . 

Δηλαδή 45α 1 ημβ   . 

Αυτό ισχύει αν α 0  και πβ κπ
2

  , κ . 

Η ζητούμενη εφαπτομένη είναι η 

 y 2 1 x 0 y x 2      . 

στ) Πρέπει να υπάρχουν α,β  έτσι ώστε 

   
       

f α g β
...

f α f α α g β g β β

   
   

 

 2

3 2

3 α 2α 2 2συνβ

2α 3α 1 2ημβ 2βσυνβ

    
    

. 

Είναι  23 α 2α 2 2συνβ    23 α 1 3 2συνβ    ,  

άτοπο γιατί το πρώτο μέλος είναι μεγαλύτερο ή ίσο του 3 
και το δεύτερο μικρότερο ή ίσο του 2. 
Άρα δεν υπάρχει κοινή εφαπτομένη. 
 

11. α)  Είναι        
f x

g x f x xg x
x

   .  

Η f είναι παραγωγίσιμη στο 0x  ως γινόμενο παραγωγίσι-
μων συναρτήσεων στο 0x .  

β) Η εφαπτομένη της gC  στο   0 0A x ,g x  είναι παράλ-

ληλη στον x x  άρα  0g x 0  . 

         f x xg x f x g x xg x      
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     0 0 0 0f x g x x g x       
0

0 0f x g x   

 

12. α)  Είναι  f x 2x 4   .  

Η ευθεία έχει εξίσωση  y g x 6x μ   . Πρέπει 

   
   

2
0 0 0 0 0

000 0

f x g x μ 2x 4x 3 6x μ
x 12x 4 6f x g x

                 
 

β)  Η εξίσωση της ευθείας είναι  ε : y 6x 2  . Είναι 

 
0

2 2

2 2x x x 1

6αx βx 2 6αx βx 2lim lim
x 3x 4 x 3x 4 

   


      
2

x 1

6αx βx 2lim
x 1 x 4

 


 
. 

Για να υπάρχει το όριο και να είναι πραγματικός αριθμός 
πρέπει  

 2

x 1
lim 6αx βx 2 0 6α β 2 0 β 6α 2


           

Επομένως οι συντεταγμένες του  M α,β  επαληθεύουν την 

εξίσωση της ευθείες  ε  άρα Μ ε .  

 

13. α)  Είναι   2f ' x 3x 6x   άρα η εξίσωση της εφαπτο-

μένης της fC  που διέρχεται από τυχαίο σημείο της 

  0 0x ,f x  είναι  

    0 0 0y f x f ' x x x      

  3 2 2
0 0 0 0 0y x 3x 3x 6x x x      

Για να βρούμε τα σημεία τομής της fC  και της εφαπτομέ-
νης της λύνουμε το σύστημα των εξισώσεών τους.  

Είναι   

3 2

3 2 2
0 0 0 0 0

y x 3x

y x 3x 3x 6x x x

   
    

 

0... x x   ή 0x 3 2x  . 

Αν είναι 0 0 0x 3 2x x 1     τότε η εφαπτομένη τέμνει την 

fC  και σε άλλο σημείο Μ. 

β)  Για 0x 1  η εφαπτομένη έχει με την fC  ένα μόνο κοινό 
σημείο. 
 

14.  Αν είναι   0 0x ,f x  το σημείο στο οποίο η ζητούμενη 

εφαπτομένη τέμνει την fC  τότε η εξίσωση της εφαπτομένης 
είναι  

     0 0 0y f x f x x x   . 
 Για να βρούμε το σημείο τομής της εφαπτομένης με 
τον x x  λύνουμε το σύστημα 

 
     0 0 0y f x f x x x

...
y 0

    


.
   

 
0 0 0

0

f x x f x
x

f ' x
 

   

Το σημείο που η εφαπτομένη τέμνει τον x x  είναι το 
   

 
0 0 0

0

f x x f x
A ,0

f ' x
  

  
 

 

 Για να βρούμε το σημείο τομής της εφαπτομένης με 
τον y y  λύνουμε το σύστημα  

     0 0 0y f x f x x x
...

x 0

    


.    0 0 0y f x f x x     

Το σημείο που η εφαπτομένη τέμνει τον y 'y  είναι το 

    0 0 0B 0,f x f x x   

Είναι    OA OB  άρα 

 
   

     0 0 0
0 0 0

0

f x x f x
f x f x x

f ' x
 

     

         0 0 0 0 0 0 0f x x f x f x f x f x x            

          2

0 0 0 0 0 0 0f x x f x f x f x f x x            

       0 0 0 0 0f x f x 1 x f x f x 1 0               

     0 0 0 0f x 1 f x x f x 0              

   2
0 0 0f x 1 0 x x 1 1 0         

 2
0 0 0 0x x 0 x x 1 0       0 0x 0 ή x 1    

Για 0x 0  η εφαπτομένη είναι  

     y f 0 f 0 x 0 y 1 x y x 1            

Για 0x 1   η εφαπτομένη είναι  

    y f 1 f 1 x 1 ... 6x 6y 7 0           

    0 0 0f x x f x 0   

 3 2 2
0 0 0 0 0 0

1 1x x x 1 x x x 1 0
3 2

          

3 2 3 2
0 0 0 0

2 1x x 0 4x 3x 0
3 2

       

 2
0 0 0 0

3x 4x 3 0 x 0 ή x
4

        

η εφαπτομένη είναι  
3 3 3y f f x ... 20x 64y 23 0
4 4 4

               
    

 

Απορρίπτεται γιατί για y 0  είναι 23x
20

   άρα δεν τέμνει 

τον x x  στον θετικό ημιάξονα 
 

15. α)  Έστω    2 3y g x 3λ 1 x 2λ 1      οι ευθείες. 

Είναι   2f ' x 3x 1   και   2g ' x 3λ 1  . Αρκεί να υπάρχει 

0x   τέτοιο ώστε  

   
   

0 0

0 0

f x g x

f ' x g ' x

 



 

 3 2 3
0 0 0

2 2
0

x x 1 3λ 1 x 2λ 1

3x 1 3λ 1

       
  

 

 3 2 3
0 0 0 0 0x x 1 3x 1 x 2λ 1 x λ           

  

που επαληθεύει και τη δεύτερη εξίσωση. Άρα για κάθε ση-
μείο   0 0x ,f x  της fC  υπάρχει 0λ x  ώστε να ορίζεται 

ευθεία  y g x  η οποία να εφάπτεται στην fC . 

β) Για 1 2x x :    3 3
1 1 2 2 1 2x x 1 x x 1 f x f x         
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άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο  . Επομένως είναι 1–1 
άρα αντιστρέφεται. Επομένως ορίζεται η 1f  .  

Είναι    3f 1 1 1 1 1        άρα είναι  1f 1 1    . 

Για  1x f x  η σχέση   3f x x x 1    δίνει  

      31 1 1f f x f x f x 1        

   31 1x f x f x 1        

Παραγωγίζουμε την παραπάνω σχέση και έχουμε  

     21 1 11 3 f x f x ' f x '               η οποία για x 1   δίνει 

     21 1 11 3 f 1 f 1 ' f 1 '                  

     2 1 11 3 1 f 1 ' f 1 '                  

   1 1 11 4 f 1 ' f 1 '
4

             

Η ζητούμενη εξίσωση της εφαπτομένης είναι  

     1 1y f 1 f 1 ' x 1          

 1 1 5y 1 x 1 y x
4 4 4

       

 
Rolle 

16. 1ος τρόπος: Θεωρούμε τη συνάρτηση 
     g x f x x α x β    για κάθε x α,β   . Για την g 

ξέρουμε ότι: 
 είναι συνεχής στο α,β    

 είναι παραγωγίσιμη στο  α,β  

    g α g β 0   

επομένως σύμφωνα με το θεώρημα Rolle υπάρχει 
 0x α,β  τέτοιο ώστε  

 0g ' x 0    0 0 0f ' x x α x β     

     0 0 0 0f x x β f x x α 0      

 
 

0

0 00

f ' x 1 1
α x β xf x

  
 

. 

2ος τρόπος: Θεωρούμε τη συνάρτηση  

      
   

f ' x
g x α x β x β x α x

f x
       . 

Για τη g ξέρουμε ότι: 
 είναι συνεχής στο α,β    

        g α g β β α α α β β α β              

 2α β 0     

επομένως σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano υπάρχει 
 0x α,β  ώστε  0g ' x 0   

    
   0

0 0 0 0
0

f ' x
α x β x β x α x 0

f x
         

 
 

0

0 00

f ' x 1 1
α x β xf x

 
 

 

 

17. Θεωρούμε τη συνάρτηση 

     f x 2g x e x αx βx αβ      

Είναι      f α 2g α e α α α β α αβ 0         και  

     f β 2g β e β α β β β αβ 0         

Για την g ξέρουμε ότι: 
 είναι συνεχής στο α,β    ως γινόμενο συνεχών 

 είναι παραγωγίσιμη στο  α,β  με 

       f x 2g ' x e f ' x x αx βx αβ       

 είναι    g α g β 0   

επομένως σύμφωνα με το θεώρημα Rolle υπάρχει 
 0x α,β  τέτοιο ώστε  

      0f x 2
0 0 0 0 0g ' x 0 e f ' x x αx βx αβ        

   0f x
0e 2x α β 0     

    2
0 0 0 0 0f ' x x αx βx αβ 2x α β 0         

    
0

0
0 0

α β 2x
f ' x

x α x β
 

 
 

 

 
 

18. Θεωρούμε τη συνάρτηση    f xh x e ημx  .  

Για την h ξέρουμε ότι είναι: 
 συνεχής στο 0,π    ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων 

 παραγωγίσιμη στο  0,π  με 

        f x f xh ' x e f ' x ημx e συνx    

    h 0 h π  

επομένως σύμφωνα με το θεώρημα Rolle υπάρχει 
 0x α,β  τέτοιο ώστε  

 1 1
πf ' x εφ x
2

 
   

 
 

    
α β 2x

f ' x
x α x β

 
 

 
 

     f ' x α x β x β x α x          

   2f ' x x αx βx αβ 2x α β 0          

    f x 2e f ' x x αx βx αβ     

                     f xe 2x α β 0      

   f x 2e x αx βx αβ ' 0       
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19. α) Θεωρούμε τη συνάρτηση  

    2g x f x 2x   για κάθε x 0,1   . 

Για τη συνάρτηση g ξέρουμε ότι: 
 είναι συνεχής στο 0,1    

 είναι παραγωγίσιμη στο  0,1  με    g ' x f ' x 4x   

    g 0 g 1  (    g 0 f 0  και    g 1 f 1 2  ) 

επομένως σύμφωνα με το θεώρημα Rolle υπάρχει 
 0x 0,1  τέτοιο ώστε    0 0 0g ' x 0 f ' x 4x    

β) Έστω η συνάρτηση    h x f ' x 5x  0x 0,x   .  

Για την h ξέρουμε ότι:  

 είναι συνεχής στο 00,x    ως άθροισμα συνεχών συ-
ναρτήσεων 

        0 0 0h 0 h x f ' 0 5 0 f ' x 5x             

    0 0f ' 0 f ' x 4x  
0

0x 0    
 

επομένως σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano υπάρχει 
   1 0x 0,x 0,1   ώστε    1 1 1h ' x 0 f ' x 5x   . 

 
Θ.Μ.Τ. 

20. Είναι      x x 1 f x x x 1   
 f x1 1

x 1 x
  


 (1) 

Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. στην f στο 0,x    και προκύπτει ότι 

υπάρχει  ξ 0, x  ώστε    f x
f ξ

x
  . 

Από (1)  1 1 1f ξ 1 1
x 1 x 1 ξ 1

    
  

 που ισχύει. 

 
21.    f x x x f x x       

     f x f x f 0
1 1 1 1

x x 0


      


 (1) 

Εφαρμόζω Θ.Μ.Τ. στην f στο 0,x    και προκύπτει ότι υ-

πάρχει  ξ 0, x  ώστε      f x f 0
f ξ

x 0


 


. 

Από την (1) προκύπτει    1 f ξ 1 f ξ 1      που ισχύει. 

 

22. α) Είναι 2

1 0
1 x




 και 2
2

11 x 1 1
1 x

   


. 

Άρα  0 f x 1  . 

β)  Είναι        f β α f α β f β f α β α        
   f β f α

1
β α


 


. 

Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. στην f στο α,β    και προκύπτει ότι 

υπάρχει  ξ α,β  ώστε      f β f α
f ξ

β α


 


. 

Άρα  f ξ 1   που ισχύει από το α) ερώτημα άρα ισχύει και 
η αρχική. 
γ) Είναι y 0  άρα x y x  . 
Για α x y   και β x  από το β) ερώτημα προκύπτει 

       f x x y f x y x f x y f x y          

δ)        f α β f β α f α f β α β        
   f α f β

1
α β


 


.  

Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. στην f στο β,α    και προκύπτει ότι 

υπάρχει  ξ β,α  ώστε      f α f β
f ξ

α β


 


. 

Άρα  f ξ 1  . 
Από την παραπάνω σχέση και τη δοσμένη σχέση συμπε-
ραίνουμε ότι  f ξ 1   άρα η fC  δέχεται εφαπτομένη πα-
ράλληλη προς τη διχοτόμο των γωνιών του 1ου και 3ου τε-
ταρτημορίου 
 

23. Η f δεν είναι σταθερή άρα υπάρχει  0x α,β  ώστε 

 0f x 0  . Γιατί αν  f x 0   για κάθε  x α,β  τότε η f θα 
ήταν γνησίως αύξουσα (άτοπο αφού έχει τρεις ρίζες). 
Εφαρμόζουμε το θεώρημα Rolle στο γ,β    και συμπεραί-

νουμε ότι υπάρχει  1x γ,β  ώστε  1f x 0   

Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. στην f   στο 0 1x ,x    και συμπεραί-

νουμε ότι υπάρχει        1 0
0 1

1 0

f x f x
ξ x ,x : f ξ 0

x x
 

  


. 

 

24. 
 

25. Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. στην f και στην g στo 0,2    

και συμπεραίνουμε ότι υπάρχουν 1ξ , 2ξ  τέτοια ώστε 

         
1

f 2 f 0 f 2 f 0
f ξ 1 2

2 2
 

      

   2 f 2 f 0 4      (1) 

και          
1

g 2 g 0 g 2 g 0
g ξ 1 2

2 2
 

      

   2 g 2 g 0 4     (2) 
Προσθέτουμε τις σχέσεις (1) και (2) κατά μέλη και προκύ-
πτει ότι    4 g 2 f 0 8   . (γιατί    f 2 g 0 ) 
 

26. α)    f x g x   άρα από τις συνέπειες του θεω-
ρήματος της Μέσης Τιμής συμπεραίνουμε ότι  

   f x g x c    για κάθε x  

Για x 1  είναι    f 1 g 1 c 2 1 c c 1          

  π πf ' x εφ x εφ x
2 2

   
        

   
 

    συνxf ' x σφx f ' x
ημx

       

 f ' x ημx συνx 0     
     f x f xe f ' x ημx e συνx 0     

 f xe ημx 0     
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άρα    f x g x 1    για κάθε x . 

Η παραπάνω σχέση δίνει     f x g x x     άρα από τις 

συνέπειες του θεωρήματος της μέσης τιμής συμπεραίνουμε 
ότι     1f x g x x c   .  

Για x 0  είναι     1 1f 0 g 0 0 c c 0     . Άρα είναι  

       f x g x x f x g x x      για κάθε x  

β) Για την  g x  έχουμε ότι: 

 είναι συνεχής στο 1 2x , x    

      1 2 1g x g x f x   
0

1 2x f x   

0

2x   
 

1 2x x 0   επομένως σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano η 

 g x 0  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο  1 2x , x . 

γ) Εφαπτομένη fC  στο   0 0x ,f x  έχει εξίσωση  

    o o oy f x f x x x   . 

Εφαπτομένη της gC  στο   0 0x ,g x  έχει εξίσωση  

    o o oy g x g x x x     

      0 0 o oy f x x f x 1 x x     . 

Για να βρούμε το σημείο τομής των δύο παραπάνω εφα-
πτομένων λύνουμε το σύστημα των εξισώσεών τους.  

    
      

o o o

0 0 o o

y f x f x x x
... x 0

y f x x f x 1 x x

      
    

  

άρα τέμνονται πάνω στον y 'y . 
 
Ακρότατα 

27. α) Είναι  
2

4 3

1 x 2x ln x 1 2ln xxf ' x
x x

 
  . 

 

 

Άρα  
1
2f ' x 0 2ln x 1 x e     . 

Από τον διπλανό πίνακα συμπεραίνουμε ότι η f παρουσιά-

ζει μέγιστο στο 
1
2x e  ίσο  

1
1 2
2

21
2

1
ln e 12f e

e 2e
e

 
   
  
 
 

  

β) 
2 2ln x

x 2e x 2e 2e x ln e ln x x 2eln x


      

2

ln x 1
2ex

   που ισχύει από το (α) 

γ) 
2 2ln x

x 2α x 2αα x ln α ln x


    

 
1

2 2
2

ln x ln αx ln α 2α ln x f x f α
2αx

 
       

 
. 

Άρα είναι 
1 1
2 2α e α e   . 

 
Κυρτότητα 

28. α) Είναι   xf x 2e 1   . 
Αρκεί να υπάρχει α  ώστε 

 
   

α

α

f α 3 2e 1 3
f α f α α 2 2e α 3α 2

      
     

 

αe 1
α 0

2 2α 2
   

 
. 

β) Είναι   xf x 2e 0    άρα η f είναι κυρτή στο  . 

γ) Η f είναι κυρτή άρα η fC  βρίσκεται «πάνω» από την 
εφαπτομένη της σε κάθε σημείο της εκτός από το σημείο 
επαφής. Άρα  f x 3x 2  , x . 

29. α) Είναι  f 1 e ,  
1
x

2

ef x
x

    και  f 1 e    άρα η 

ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξίσωση  
 y e e x 1 y ex 2e        . 

β) Είναι  

1
1x 1 12 x

x x2

4 4

e x e 2x e e 2xxf x ...
x x

          

 
1
x

4

e 1 2x
0

x


   για x 0  άρα η f είναι κυρτή. 

Επομένως η fC  βρίσκεται «πάνω» από την εφαπτομένη της 
σε κάθε σημείο της εκτός από το σημείο επαφής.  
Άρα    f x ex 2e f x ex 2e      . 
 

30. α) Έστω ότι η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο σε ένα 

0x 0 . Άρα    0f x f 0 . 

Το 0 είναι τοπικό ελάχιστο της f άρα υπάρχει 1x 0  τέτοιο 
ώστε    1f x f 0 . 

Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. στην f στο 10,x    και συμπεραίνουμε 

ότι υπάρχει  1 1ξ 0,x  ώστε      1
1

1

f x f 0
f ξ 0

x


    

Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. στην f στο 1 0x , x     

και συμπεραίνουμε ότι υπάρχει  2 1 2ξ x , x  ώστε  

     0 1
2

0 1

f x f x
f ξ 0

x x


  


 

Η f είναι κυρτή άρα η f   γνησίως αύξουσα  
Άρα    1 2 1 2ξ ξ f ξ f ξ     άτοπο. 
Άρα το 0 είναι ολικό ελάχιστο της f. 
β) Έστω    2g x f x . 

Είναι      g x 2f x f x  . 

Είναι      f x f 0 f x 0    για x 0 . 

Για    1 2 1 20 x x f x f x      και    1 2f x f x  

άρα    1 2g x g x  . 

Για    1 2 1 2x x 0 f x f x 0       

x 0 
1
2e    

f '  + – 
f  

   
 



138  Επαναληπτικό – Λύσεις των ασκήσεων 

  Θεολόγης Καρκαλέτσης  

   2 10 f x f x       και    1 2f x f x  

άρα        1 2 1 2g x g x g x g x         
Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι η g  είναι γνησίως 
αύξουσα άρα η g είναι κυρτή.  
 

31. α) Έστω η συνάρτηση  
     h x f x g x  , x 0,1   . 

Η h είναι συνεχής στο 0,1   , παραγωγίσιμη στο  0,1  και 

   h 0 h 1  άρα σύμφωνα με το θεώρημα Rolle υπάρχει 

 ox 0,1  ώστε      0 0 0h x 0 f x g x     . 

Έστω ότι υπάρχει και  1x 0,1  ώστε  1h x 0  . 

Άτοπο γιατί      h x f x g x     η οποία είναι γνησίως 
αύξουσα ( g  γνησίως φθίνουσα άρα η g  γνησίως αύ-
ξουσα). 
Άρα υπάρχει μοναδικό  ox 0,1  ώστε  

     0 0 0h x 0 f x g x     . 

β) Έστω    f 0 f 1 α   και  1x 0,1 . 

Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. στην f στο 10,x    και στο 1x ,1    και 

συμπεραίνουμε ότι υπάρχουν  1 1ξ 0,x  και  2 1ξ x ,0  
τέτοια ώστε: 

       1 1
1

1 1

f x f 0 f x α
f ξ

x x
 

    και 

       1 1
2

1 1

f 1 f x α f x
f ξ

1 x 1 x
 

  
 

. 

Είναι    
f

1 2 1 2ξ ξ f ξ f ξ


      

     1 1
1

1 1

f x α α f x
... f x α

x 1 x
 

   


 

Ομοίως αποδεικνύεται ότι  1g x α . 

Άρα για κάθε  1x 0,1  ισχύει    1 1f x g x ,  

δηλαδή    f x g x  για κάθε x 0,1   .    
 

32. α) Είναι  
α 1

2

1 1f ' x α x 1
x x


        
   

 και  

   
α 2 2 α 1

2 3

1 1 1 2f x α α 1 x 1 α x 0
x xx x

 
                       
       

για κάθε 0 x 1   και α 1 .  
Επομένως η f είναι κυρτή στο  0,1 . 
β) Έχει αποδειχθεί στην Βασική εφαρμογή 1. 
γ) Από τη σχέση του ερωτήματος (β) συμπεραίνουμε ότι 

    x y
f x f y 2f

2
 

   
 

. 

Επομένως είναι 

α

αα x y1 1 1x y 2
x yx y 2

2

 
                  
 

. 

Είναι x y 1   άρα 

α

αα1 1 1 1x y 2
1x y 2
2

 
           

      
 

 

α α α α

α α 1

1 5 5 52 2 2 2
2 2 2 2 

          
   

 

 

33. 
 

34. 

 
6.1. Βασικές ασκήσεις 
 
1. 
 
2. 
 
3. 
 

4. 
 
5. 
 

 

6.2. Ασκήσεις στο πνεύμα των ασκήσεων του σχολικού βιβλίου 
 
1. α) Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο πεδίο ορι-

σμού της με   2

συνxf x
ημ x
  ,  x 0,π . 

 Λύνουμε την εξίσωση: 

 
 x 0,π

2

συνx πf x 0 0 συνx 0 x
2ημ x

         

 Λύνουμε την ανίσωση: 

 
 x 0,π

2

συνx πf x 0 0 συνx 0 x ,π
2ημ x

          
 

 

Κατασκευάζουμε πίνακα μονοτονίας: 
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Άρα f γνησίως φθίνουσα στο π0,
2

 
 
 

 και γνησίως αύξουσα 

στο π ,π
2

 


 
. 

 
H f   είναι επίσης παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της 
οπότε: 

   3

4

ημ x 2ημx συνx συνx
f x

ημ x
  

   

2 2 2

3 3

ημ x 2συν x 1 συν x 0
ημ x ημ x
 

    για κάθε  x 0,π  

άρα η f είναι κυρτή στο πεδίο ορισμού της. 
β) Η f είναι συνεχής στο  0,π  οπότε θα εξετάσουμε τι 
συμβαίνει στα άκρα του διαστήματος. 

Είναι  
x 0 x 0

1lim f x lim
ημx  

    και 

 
x π x π

1lim f x lim
ημx  

     

άρα οι ευθείες x 0  και x π  είναι κατακόρυφες ασύ-
μπτωτες της fC . 

γ)    π πf 0,π f 0, f ,π
2 2

                  
 

   1, 1, 1,         

δ) 
2 2

π π πημx 0
2 2 2

π π π
3 3 3

x xημ συν1 1 2 2Ε dx dx dx
x xημx ημx 2ημ συν
2 2

 
      

π π
2 2

π π
3 3

x xημ συν
2 2dx dx

x x2συν 2συν
2 2

    

π
2

π
3

x x ln3ln 2ημ ln 2συν
2 2 2

    
      

    
 

 
 
 

2.         
 
x x

x 2x

1 x e xef g x g x f g x
e e

       

      x x

x xf g x f g x c
e e

      
 

. 

Για x 0  προκύπτει     f g 0 c f 1 c   . 

Για x 0  στην (1) προκύπτει   f g 0 0 c 0   . 

Άρα    x

xf g x
e

 . 

Από την (1) προκύπτει       x

xf g x g x x g x x
e

      

  xg x e  . 
α) Η εξίσωση της εφαπτομένης είναι 

        y g 1 g 1 x 1 y e e x 1 y g 1 x         . 
β) Από την (1) προκύπτει  

    f g x g x x   x xf e e x   . 

Θέτουμε xu e x ln u    και προκύπτει 

     ln u ln xf u u ln u f u f x
u x

       

Είναι   2

1 ln xf x
x
   και 

 
 2

4 3

1 x 1 ln x 2x 3 2 ln xxf x
x x

          

Είναι  f x 0 x e e     

άρα για κάθε  x 0,e e  η f είναι κοίλη. 

Είναι     xg x g x e    άρα η g είναι κυρτή στο  . 

γ) Είναι     y f 1 f 1 x 1 y x 1      . 

δ) Είναι 
ln 3 x

1

ln xE e dx
x

 
  

  . 

(Για x 0  είναι xe 1  και ln x 1
x

  άρα x ln xe
x

 ). 

Είναι  
ln 3

x 2 2

1

1 1Ε e ln x 3 ln ln 3 e
2 2

       
τ.μ. 

ε)    6 2e 2e ln3 6 2e ln ln3 6 2e ln ln3         

 213 ln ln3 e 0 Ε 0
2

       

που ισχύει γιατί η x ln xe
x

  δεν είναι παντού μηδέν. 

 

3.  
 

4. β)   ln λf x
λ

  . Η συνάρτηση   ln λφ λ
λ

   παίρνει 

τη μέγιστη τιμή της 1 για λ 1 . 
γ) i)    2 2f 2x 3 f x 4 x 1 ή x 1        

ii) Θ.Μ.Τ. στην f στο x 2,2x 1    . Τελικά x 1 . 

δ)         0 0 0 0 0 0y f x f x x x 1 f x f x x         
0 0x x

0x e e 1 0     
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Θέτω συνάρτηση η οποία 0,  έχει μοναδική λύση. 
 

5. α) 
β) 
γ) 
δ) 
 

6. α) 
β) 
γ) 
δ) 
 

7. α) 
β) 
γ) 
δ) 
 

8. α) 
β) 
γ) 
 

9. α) 
β) 
γ) 
δ) 
 

10. α) 
β) 
γ) 
δ) 
 

11. α) Είναι 
   
   

αf 0 g 0 e α 1 0
...

β 1f 1 g 1

        
  

. 

Είναι xe x 1   και το ίσον ισχύει μόνο για x 0  άρα 
α 0 . 
β) Είναι   xf x 2  και   2g x x 2x 1    . 
Τα κοινά σημεία τους είναι λύση του συστήματος 

x
x 2

2

y 2
2 x 2x 1 0

y x 2x 1

      
   

. 

Έστω η συνάρτηση   x 2h x 2 x 2x 1    , x . 

Είναι   xh x 2 ln 2 2x 2     και   x 2h x 2 ln 2 2 0    . 
Η h έχει δύο ρίζες, το 0 και το 1. Έστω ότι έχει και τρίτη 
ρίζα. 
Για τις τρεις ρίζες, 1ρ , 2ρ , 3ρ  εφαρμόζουμε το θεώρημα 
Rolle στην h στα διαστήματα 1 2ρ ,ρ    και 2 3ρ ,ρ   . Προκύ-

πτει ότι υπάρχουν  1 1 2ξ ρ ,ρ  και  2 2 3ξ ρ ,ρ  ώστε 

   1 2h ρ h ρ 0   . 

Εφαρμόζουμε το θεώρημα Rolle στην h  στο 1 2ξ ,ξ    και 

προκύπτει ότι υπάρχει  1 2ξ ξ ,ξ  ώστε  h ξ 0  . 

Άτοπο γιατί  h x 0   άρα η h έχει δύο το πολύ ρίζες επο-
μένως δύο ακριβώς.  

γ) Είναι        f x g x f x g x 0    , x 0,1   . 

Έστω       x 2φ x f x g x 2 x 2x 1      , x 0,1   . 

Η φ είναι συνεχής και  φ x 0  για  x 0,1  άρα η φ δια-

τηρεί σταθερό πρόσημο στο  0,1 . 

Είναι 1φ 0,35 0
2

 
   

 
  

άρα      φ x 0 f x g x   , 0,1    

δ) Είναι      1 1 2 x

0 0
Ε g x f x dx x 2x 1 2 dx         

13 x
2

0

x 2 1 2 1x x 1 1
3 ln 2 3 ln 2 ln 2

                
  

 

5 1 τ.μ.
3 ln 2

   

 

12. α)     2 x 22f x 2g x x 2e 2x 2 x 0       . 

Έστω   x 2φ x 2e 2x 2 x    , x 0,  . 

Είναι    xφ x 2 e x 1 0      για x 0  άρα φ   στο 

0,  επομένως      x 0 φ x φ 0 φ x 0     . 
β) 

 
Η fC  βρίσκεται στο 1ο και 2ο τεταρτημόριο και η gC  στο 1ο 

και 30 τεταρτημόριο. Άρα τα κοινά τους σημεία, αν υπάρ-
χουν βρίσκονται στο 1ο τεταρτημόριο. 
Παρατηρούμε ότι    f 1 g 1  άρα το  1,e  είναι κοινό ση-
μείο. Η f είναι γνησίως αύξουσα και η h γνησίως φθίνουσα 
άρα έχουν ένα το πολύ κοινό σημείο. Επομένως μοναδικό 
κοινό τους σημείο είναι το  1,e . 

 Αν 0 μ 1   τότε   μ μ μx x

00
Ε Ω e dx e e 1      τ.μ.  

 Αν μ 1  τότε   μ μ

11

eΕ Ω dx e ln x e ln μ
x

     τ.μ.  

γ) i) 
   

μ

μ μμ 0 μ 0

Ε μ lnμ e 1 lnμ
lim lim 0

e μ 1 e μ 1 



 

  
     

   
 

ii) 
  2 2

μ μ μμ μ D.L.H. μ

e 2μΕ μ μ e ln μ μ μ
lim lim lim

e μ 1 e μ 1 e 1

 
  

  


 

 
    

 

2

μ μ 2D.L.H. μ μ

e 2
μ 1 elim lim 2 0 2 0

μe e

 
  

 

 
 

       
 

 

 

13. α) 
β) 
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γ) 
δ) 
 

14. α) 
β) 
γ) 
δ) 
 

15. α) 
β) 
γ) 
δ) 
 

16. α) 
β) 
γ) 
δ) 
 

17. α) 
β) 
γ) 
δ) 
 

18. Α. α) Είναι    
2x

f x2g x x e e
 

     
 

 

        
2 2 2x x x

f x f x f x22 2 2e e x e e x e e f x              

    
2x

f x 22e e 1 x xf x      

    
2 2 2x x x

f x f x2 22 2 2e e 1 x x 1 xe xe e
 

          
 

, x 0   

β) Είναι  
2x

2g x e
 

    
 

 άρα  
2x

2g x e c  . 

Για x 1  από τη σχέση (1) προκύπτει 

   
21

f 12g 1 1 e e e     

Είναι  g 1 e c c 0     άρα  
2x

2g x e . 

Επομένως      
2 2x x

f x f x2 2x e e e x e f x ln x        

Β. Είναι  α t 2  . 

α)   α α α

1 11
Ε α x ln xdx x ln x x         α ln α α 1   . 

Άρα        E t α t ln α t α t 1    και 

          Ε t α t ln α t α t α t       

Έστω 0t  η χρονική στιγμή που  0α t e . 

Άρα       0 0 0Ε t α t ln α t  2 2cm / sec . 

β) Είναι             εφθ t f α t εφθ t f α t α t       

        2

1 θ t f α t α t
συν θ t

        

         2εφ θ t 1 θ t f α t α t        

Άρα          2
0 0 0 0εφ θ t 1 θ t f α t α t      .          (2) 

Είναι   1f x
x

   άρα          0
0

1 1f α t f α t
α t α t

     

    0 0
1 1f α t εφθ t
e e

    . 

Είναι   2

1f x
x

    άρα     2

1f α t
α t

    

       0 02 2
0

1 1f α t f α t
α t e

        

Από την (2) προκύπτει  02 2

1 11 θ t 2
e e

        
 

 

   
2

0 0 2

2

2
2eθ t θ t

1 e 11
e


    


rad / sec . 

 

19. α) 
β) 
γ) 
δ) 
 

20. α)  f A    

 

 
f x 1

0
1e e 1 ... x x

f x 1
      


  

β) 

γ) α α1e β e
β

    και    α αΚΛΜΝ e e α   

Τελικά α 0 . 
δ) Για α 0  είναι ΝΛ : y x 1   . 
Αρκεί ν.δ.ο. η εξίσωση  f x x 1    έχει μία τουλάχιστον 

ρίζα στο  0, .  

Θέτω συνάρτηση    g x f x x 1   ,  x 0,  . 
H g γνησίως αύξουσα και σύνολο τιμών το   άρα υπάρχει 
μία ακριβώς ρίζα. 
 

 
6.3. Γενικές επαναληπτικές ασκήσεις 
 
1. α) 
β) 
γ) 

δ) 
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2. α) Η f είναι συνεχής αφού είναι παραγωγίσιμη και 
 f x 0 , x 1  άρα η f διατηρεί σταθερό πρόσημο.  

Ακόμη είναι  f 1 e  άρα  f x 0  για κάθε x 1 . 

Είναι         2 2f x f x f x 2f x     

 
 

    
 

2 2f x 0 f x 2f x
f x 0

f x

  
    

 άρα η f είναι κυρτή στο 1, . 

β) Έστω η συνάρτηση     2xg x f x e   με 

    1g 1 f 1 e e e 0     . Είναι     2xg ' x f ' x 2xe   με 

   g ' 1 f ' 1 2e 2e 2e 0     . Επίσης 

       2 2 2x 2 x x 2g x f x 2e 4x e f x 2e 1 2x        . 

Για 1x
4

  άρα και για x 1  είναι 21 2x 0   άρα 

    g x 0 g x 1,     . Επομένως για κάθε x 1  είναι 

      g ' x g ' 1 g x 0 g 1,      . 

Άρα για x 1  είναι       2xg x g 1 0 f x e    . 

γ) Είναι 
2x

x
lim e


   άρα από το ερώτημα (β) προκύπτει 

ότι και  
x
lim f x


   

Για x 1  είναι  22 xx 1 e e f x e      και  f 1 e . 

Άρα το σύνολο τιμών είναι το e, . 
 

3. α) Έστω 1 2x ,x   τέτοια ώστε    1 2f x f x . Άρα 

και    1 2f x f xe e .  
Επομένως        1 2f x f x

1 2f x e f x e   1 2x 1 x 1     

1 2x x   f : 1–1 και επομένως αντιστρέφεται. 
β) Έστω 1 2x ,x   τέτοια ώστε    1 2f x f x . Άρα και 

   1 2f x f xe e .  
Επομένως        1 2f x f x

1 2f x e f x e    

1 2 1 2x 1 x 1 x x f         . 
γ) Η δοσμένη σχέση επαληθεύεται για  f 0 0  και ε-
πειδή η f είναι 1–1 σημαίνει ότι το 0 είναι η μοναδική ρίζα 
της  f x 0 . Άρα  1f x 0 x 0    . 

Ομοίως η δοσμένη σχέση επαληθεύεται για  f e 1  και 
επειδή η f είναι 1–1 σημαίνει ότι το e είναι η μοναδική ρίζα 
της  f x 1 . Άρα  1f x e x 1    . 
 

4. Α. i) xe x 1  , x  άρα    f xe f x 1  . Από 

τη δοσμένη σχέση προκύπτει    f xf x x e  . Άρα 

       f x f x f x x 1 x 1e x e 1 e f x ln
2 2
 

       . Είναι 

x

x 1lim ln
2


   άρα  

x
lim f x


  . 

ii) Από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι η f δεν έχει 
οριζόντια ασύμπτωτη στο  . 
B. i) Για 1 2x ,x   με    1 2f x f x  είναι και 

   1 2f x f xe e . Άρα        1 2f x f x
1 2 1 2f x e f x e x x     . 

Δηλαδή η f είναι 1–1 άρα αντιστρέφεται. Από τη σχέση 

   f xf x e x   για  y f x  έχουμε yy e x   άρα 

  y1f y y e   .  

Επομένως ορίζεται η 1f :    με  1 xf x e x   . 
ii) 
Γ. i) Είναι    1 0f 0 0 e 1 f 1 0      . 
 Παραγωγίζουμε την (1) και προκύπτει 

     f xf ' x f ' x e 1  . 
Για x 1  είναι 

           f 1 0 1f ' 1 f ' 1 e 1 f ' 1 f ' 1 e 1 f ' 1
2

       . 

Η εφαπτομένη έχει εξίσωση 

      1 1 1y f 1 f ' 1 x 1 y 0 x 1 y x
2 2 2

          . 

ii) 
Δ. i) 
ii) 
 

5. α)    2

1 1f x 2 0
x x

     , x 0  άρα  f 0,  .  

 f 1 0  άρα το 1 είναι μοναδική ρίζα της f. 

 
x 0
lim f x


   και  

x
lim f x


  .  

Άρα το σύνολο τιμών είναι το  ,  . 

β)    1g ' x 2x ln x 1 f x
x

      και 

  2

1 1g '' x 2 0
x x

    . Είναι  g 1 1   άρα  g x 1  . 

 
γ)      h x φ x 0 g x 0    . 

 
x 0
lim g x


   και  

x
lim g x


   άρα η g έχει μία ακρι-

βώς ρίζα στο  0,1  και μία στο  1, . 

δ) …  g x 1    που ισχύει. 

ε) 
2 2x 1 2x x x 1 2x xx e ln x ln e       

   2x 1 ln x 2x x g x 0        άρα δύο ρίζες. 
 

6. α)  Είναι 
1 1 1
x x x

2 2

1 1 1 1e 1 e e 1
x xx x

                   
       

1
x

3

1... e
x

   . 

Άρα     
1 1
x x1 1f x e 1 f x e 1 c ...

x x

               
    

 

 
1
xf x x e   . 

β)  f x 0 x 1     και  f 1 e . Άρα  f x e . 

 

x 0 1   
f   – + 
f   

 
 

 

x 0 1   
g ' f  – + 

g   
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γ) 
x xe e ee ln ln e x ln 1

x x x
              
     

 

   x ln e ln x 1 x 1 ln x 1        
x x ln x 1 0 x x ln x 1       

1 1ln x
x x11 ln x e e e x e

x


         που ισχύει. 

δ)      f 10 f 12 2f 11   

       f 12 f 11 f 11 f 10     

       f 12 f 11 f 11 f 10
12 11 11 10

 
 

 
.  

Από το Θ.Μ.Τ. στο 10,11    και 11,12    συμπεραίνουμε ότι 

υπάρχουν  1ξ 10,11  και  2ξ 11,12  ώστε 

         1

f 11 f 10
f ξ f 11 f 10

11 10


   


 και 

         2

f 12 f 11
f ξ f 12 f 11

12 11


   


. 

Είναι  f x 0   άρα η f   είναι γνησίως αύξουσα επομένως 

   1 2 1 2ξ ξ f ξ f ξ     

             f 11 f 10 f 12 f 11 f 10 f 12 2f 11       Άρα 
από την (1) προκύπτει ότι  
 

7. α)   f 0 1 ,  f ' 0 2 .  
β) 
γ) i) 
ii) 
 

8. α)    x 1g ' x e
x

   και   x
2

1g '' x e 0
x

    

β)   xg x 0 x e 1 0      . Είναι  g 0 1   και 

 g 1 e 1   άρα από θεώρημα Bolzano έχει μία τουλάχι-

στον ρίζα στο  0,1 . g  κυρτή άρα g 0,1      επομένως 
έχει μία το πολύ ρίζα. Άρα μία ακριβώς. 

 
γ) Αρκεί να δείξω ότι    g x g ξ  για κάθε x 0 .  
Η g είναι γνησίως αύξουσα και έχει ρίζα το ξ. 
δ)  Είναι   ξg ξ e ln ξ 0    γιατί xe ln x , x 0 . 
ε) 
 

9. 
 

10. α)   xf ' x
x 1




 άρα για x 1,0    είναι γνησίως 

φθίνουσα και για x 0,   είναι γνησίως αύξουσα. Επο-

μένως στο 0 παρουσιάζει ελάχιστο το  f 0 1 .  

β)  
 2

1f '' x 0
x 1

 


 άρα η f είναι κυρτή στο 

 1,  . 

γ) Για κάθε x  ισχύει xe x 1 x    άρα αe α .  
Για x 0  η f είναι γνησίως αύξουσα άρα και 

   
α

α α e 1f e f α e α ln
α 1


   


. 

δ) Έστω ότι υπάρχει  ξ 1,0   τέτοιο ώστε 

   
f :1 1

ξ ξf e f ξ e ξ


   , άτοπο  

γιατί xe x 1 x    για κάθε x . 
ε) i) 

ii)     1φ' x x 1 ln x 1 1
x 1

     


 

  1x ln x 1
x 1

   


 και  
 2

1 1φ'' x 1
x 1 x 1

   
 

 

   
     

2 2 2

2 2 2

x 1 x 1 1 x 2x 1 x 1 1 x x 1

x 1 x 1 x 1

          
 

  
. 

Το τριώνυμο έχει ρίζες το 1 5
2

   και 1 5
2

   άρα για 

 x 1,0   είναι  2x x 1 0 φ'' x 0      άρα η φ'  είναι 

γνησίως φθίνουσα στο  1,0  .  

Επομένως για κάθε  x 1,0   είναι    φ' x φ' 0 1   άρα 

φ 1,0   . 
 

11. 
 

12. α)  Για την f έχουμε ότι: 

 Η f είναι συνεχής στο 10,
π

 
 
 

 ως γινόμενο συνεχών συ-

ναρτήσεων. Επίσης 

 1 1xημ x ημ x
x x
   άρα 1x xημ x

x
   .  

 Επομένως από το κριτήριο παρεμβολής συμπεραίνουμε 

ότι   
x 0

1lim xημ 0 f 0
x

 
  

 
 άρα η f είναι συνεχής και 

στο 0. 

 Επομένως η f είναι συνεχής στο 10,
π

 
 
 

 

 Η f είναι παραγωγίσιμη στο 10,
π

 
 
 

 ως γινόμενο παρα-

γωγίσιμων συναρτήσεων. 

 Είναι    1f π ημπ 0 f 0
π

    

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι η f πληροί τις προϋ-

ποθέσεις του θ. Rolle στο 10,
π

 
 
 

. 

β) Για κάθε 1x 0,
π

 
 
 

 είναι 

x 0 ξ 1 
g  – + 

g   
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  2

1 1 1f ' x ημ xσυν
x x x

 
    

 

1 1 1ημ συν
x x x
 . 

Από το θεώρημα Rolle συμπεραίνουμε ότι υπάρχει 
1ξ 0,
π

 
 
 

 τέτοιο ώστε 

  1 1 1 1 1 1f ' ξ 0 ημ συν 0 ημ συν
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

       

1ημ
1ξ

1 ξσυν
ξ

  
1 1εφ
ξ ξ
 , άρα η εξίσωση 1 1εφ

x x
  έχει 

μία τουλάχιστον ρίζα στο 10,
π

 
 
 

. 

 

13. α)     
 

2 2

1F x f
x1 3 3xh x f x F 0

x xx x

             
 

 

άρα σύμφωνα με τις συνέπειες του Θ.Μ.Τ.  
είναι  h x c , c  για κάθε x 0 .  
β)  Για x 1  από την δοσμένη σχέση προκύπτει 

 f 1    
3

F 1 3 F 1 1    . 

Επομένως      h 1 F 1 F 1 1    άρα  h x 1  για κάθε 

x 0 . Άρα   1F x F 1
x

 
  
 

 για κάθε x 0 . 

γ) Ισχύει    
1 1 1F x F 1 F
x x F x

   
      
   

 και 

   
1 3 1 3f x F F
x x x xf x

   
      
   

. 

Από τα παραπάνω προκύπτει 

       xf x1 3 F x
3F x xf x

   . 

Άρα      3 2

6

F' x x 3x F x
φ' x

x
 

  

   3 2

6

xf x
f x x 3x

3 0
x

  
   

 άρα σύμφωνα με τις συνέπειες του Θ.Μ.Τ. είναι  
 φ x c , c  για κάθε x 0 . 

δ) Για x 1  είναι    
3

F 1
φ 1 1

1
   άρα  φ x 1 , x 0 .  

Άρα 
    3

3

F x
1 F x x

x
        2f x F ' x 3x  . 

 

14. α)   xf x e 1 0     άρα f   .  

Είναι  
x
lim f x 1


   και  
x
lim f x


   και η f συνεχής άρα 

το σύνολο τιμών είναι το  1,  . 

β)  f f : 1 1    άρα η f αντιστρέφεται με 
 1f : 1,     . 

γ) Η fC  είναι συμμετρική ως προς την y x  με την 1f
C  . 

Άρα τα κοινά σημεία της 1f
C   με την y x  είναι τα ίδια με 

τα κοινά σημεία της fC  με την y x , δηλαδή οι λύσεις της 

εξίσωσης   xf x x e 1 x 0     . 

δ) Είναι    1f 1 e 1 1 e f e 1       και επειδή η 1f   
είναι 1–1 το e είναι μοναδική λύση. 
ε) Το 0 ανήκει στο σύνολο τιμών της f άρα έχει μία του-
λάχιστον ρίζα. Επίσης είναι γνησίως αύξουσα στο  , άρα 
έχει μία το πολύ ρίζα. Επομένως έχει μία ακριβώς ρίζα. 

στ)  1

0
E f x dx  . Είναι  f 0 0  άρα  f x 0 , x 0 . 

Άρα    1 1 x

0 0
E f x dx e x 1 dx       

 
12

x 0

0

x 1e x e 1 e 0 0
2 2

             
  

 

1 3e 1 e
2 2

       τ.μ. 

ζ)   e 1

0
I f x dx  . Θέτουμε 

 
 

 
 

1 1

1

f ' u du dx

u f x x 0 u f 0 0

x e u f e 1

 





     

   

.  

Άρα    1 1

0 0
I uf ' u du xf ' x dx     

       1 11 x

0 0 0
xf x f x dx f 1 e x 1 dx           

12
x

0

x 1e e x e e 1 1
2 2

              
  

 

1 3e e 1 1
2 4

      . 

η)        y f 1 f ' 1 x 1 y e e 1 x 1         

   y e e 1 x e 1 y e 1 x 1          . 

θ) Είναι   xf '' x e 0   άρα η f είναι κυρτή στο  . Επο-

μένως η fC  βρίσκεται «πάνω» από την παραπάνω εφαπτο-
μένη.   

Άρα     1

0
E f x e 1 x 1 dx     

   1 1x x

0 0
e x 1 ex x 1 dx e ex dx           

 
12

x 0

0

x e ee e e e 0 1
2 2 2

            
  

 τ.μ.  

 

15. α) Η f είναι συνεχής και μη μηδενική στο  1,   
άρα διατηρεί σταθερό πρόσημο. Άρα αφού είναι 
 f 0 1 0   συμπεραίνουμε ότι  f x 0  για κάθε 

 x 1,   . Ομοίως και για την g. 

Είναι      22f x f x g x 0    

       2 22f x g x f x g x 0     

και      22g x g x f x 0    

       2 22g x f x f x g x 0    . 
Αφαιρώντας κατά μέλη τις δύο παραπάνω σχέσεις προκύ-
πτει        f x g x f x g x 0      
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       
 

 
 2

f x g x f x g x f x
0 0

g xg x

     
     

 
. 

Άρα είναι 
 
 

f x
c

g x
  για κάθε x 1   και c . 

Για x 0  είναι c 1  άρα 
 
     

f x
1 f x g x

g x
   , x 1  . 

β) 
γ) 
δ) 
 

16. α) Για x 0  είναι        f 0 F y f y F 0    

       
x y

2F y f y 2F x f x


    . 

Για y 0  είναι            f x F 0 f 0 F x f x 2F x     . 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι    f x 2F x . 

β)        F x 2F x F x 2F x 0      

      2x 2x 2xe F x 2e F x 0 e F x 0         

 2xe F x c   

Για x 0  είναι  0e F 0 c c 1    άρα   2xF x e  και 

    2xf x F x 2e   για κάθε x . 

γ) Η εφαπτομένη της fC  σε τυχαίο σημείο   0 0x ,f x  έχει 

εξίσωση     0 0 0y f x f x x x     

 0 02x 2x
0y 2e 4e x x   .  

Η ευθεία διέρχεται από το  0,0  άρα 

 0 0 0 02x 2x 2x 2x
0 0 0

10 2e 4e 0 x 2e 4e x x
2

       . 

Άρα η εφαπτομένη έχει εξίσωση 
1 12 2
2 2 1y 2e 4e x y 2e 4ex 2e y 4ex

2
 

         
 

. 

Είναι   2xf x 4e   και   2xf x 8e 0    άρα η f είναι κυρτή 

στο  . Επομένως η fC  βρίσκεται πάνω από την εξίσωση 
της παραπάνω εφαπτομένης. 
Άρα το χωρίο έχει εμβαδό 

    
1 1

2x2 2
0 0

E f x 4ex dx 2e 4ex dx      
1

2x 2 2
0

e e 2e 2ex e 1
2 2

           
 τ.μ. 

 

17. α) 
β) 
γ) 
δ)  
 

18.  α)    f x

2f ' x 0 f
1 e

   


   

β) Για x 0  είναι      f 0

2f ' 0 f 0 0
1 e

  


 μοναδική α-

φού f   .  

γ)   
   

  
f x

2f x

2e f ' x
f '' x 0

1 e

 
 


 άρα η f κοίλη στο  .  

Για κάθε 0x   η εφαπτομένη βρίσκεται «πάνω» από την 

fC  άρα δεν μπορεί να ανήκει σε ευθεία μαζί με άλλα δύο 
σημεία της fC .   
δ)      y f 0 f ' 0 x 0 y x        
ε)  f κοίλη άρα η εφαπτομένη βρίσκεται «πάνω» από την 

fC  δηλαδή  f x x .  

στ)           f x
f x

2f ' x f ' x e f ' x 2
1 e

   


 

        f x f xf x e 2x 0 f x e 2x c
        . 

 Για x 0  είναι c 1  άρα    f xf x e 2x 1     

ζ)  Είναι  f xe 0   
η)     

x x
lim 2x 1 lim f x
 

       

θ)     f x x f x x 0    . 

Είναι        f x f xf x e 2x 1 f x x x 1 e        . 

 Άρα        f x f xx 1 e 0 e x 1 f x ln x 1           

ι)    
x x
lim ln x 1 lim f x
 

       

κ)  Από το (η) και το (ι) είναι το  ,    
λ)  Παραγωγίσιμη άρα και συνεχής στο  . Άρα δεν έχει 
κατακόρυφες ασύμπτωτους.   
μ)          f x f xf x e 2x 1 f x 2x 1 e         

Είναι  f x

x
lim e 0


  άρα η y 2x 1   είναι πλάγια ασύμπτω-

τη της f στο    
ν)    f xf x e 2x 1     

       f x f xf x f xe 1 e 12 2
x x x x x x

        . Είναι 

   
 f xx D.L.H. x x

f x f ' x 2lim lim lim 0
x 1 1 e




  
  


 

και  
x
lim f x 0x


     άρα η fC  δεν έχει πλάγια ασύ-

μπτωτη στο    

ξ)  Το ef 1
2

 
 

 
 επαληθεύει τη σχέση     f xf x e 2x 1    

και επειδή η f είναι 1–1 (γνησίως μονότονη) συμπεραίνουμε 

ότι ef 1
2

 
 

 
  

ο) Αν θέσουμε  y f x  στην    f xf x e 2x 1    και λύ-
σουμε ως προς x προκύπτει 

yy e 2x 1     
y x

1y e 1 x e 1x f x
2 2

   
    με 

1f :   .  

π)    
e 1 12

0 0

ef t dt f t dt
2

     1 t

0

e 1 t e 1 dt
2 2
     
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 
12

t 0

0

e 1 t e 1 1 1e t e 1 0 e 0
2 2 2 2 2 2 2

                
  

e 1 e 1 1 3
2 4 2 2 2 4
     τ.μ. 

 

19. Είναι  g x 0  και g συνεχής άρα η g δεν αλλάζει 
πρόσημο. Δηλαδή είναι παντού θετική ή παντού αρνητική. 

     2 2f 0 g 0 1 f 0 0    . 

α) i)        2f x f x 2g x g x 0 ...     

     g x g x f x    (αφού  g x 0 , x ) 

 ii) Είναι  f ' x 0  για κάθε x  άρα η f 
είναι γνησίως αύξουσα. Επομένως είναι  

   x 0 f x 0 g x     ετερόσημο του g(x)  

   x 0 f x 0 g x     ομόσημο του g(x) 

 g 0 0   και g(0)=1. 
Από τα παραπάνω προκύπτει ότι η g είναι γνησίως μονό-
τονη σε καθένα από τα διαστήματα  ,0 , 0,     και 
έχει ακρότατο το 1. 
β)          2f x g x f x 2g x g x      

i) Αν είναι x 0  τότε οι g(x),  g x  είναι ετερόσημες άρα 

είναι  f x 0   
Αν είναι x 0  τότε οι g(x), g’(x) είναι ομόσημες άρα είναι 

 f '' x 0  και      f '' 0 2g 0 g' 0 0   

Άρα η f είναι κοίλη στο  ,0  , κυρτή στο 0,  και το 
σημείο (0,0) είναι σημείο καμπής. 
ii) Είναι     y f 0 f ' 0 x 0 ... y x       

γ)     1 1 1

0 0 0
Ε x f x dx xdx f x dx       

 
   1

0

g' x 11 1dx ln g x
02 2g x

        

   1 ln g 1 ln g 1
2

       1 ln g 1
2

   

 

20. 
 

21. α) Είναι    g x g x 0   για κάθε x 0   

άρα είναι  g x 0  για κάθε x 0 . 

Είναι    g ' x f x 0   άρα η g είναι γνησίως αύξουσα. Ε-
πομένως η g έχει μία το πολύ ρίζα στο R. 
Για την g και για τυχαίο αριθμό α 0  έχουμε 
 συνεχής στο R 
    g α g α 0   
επομένως σύμφωνα με το Θεώρημα Bolzano υπάρχει μία 
τουλάχιστον ρίζα της g στο  α,α . 
Από τα παραπάνω προκύπτει ότι η g έχει μία ακριβώς ρίζα 
η οποία είναι το 0. 
β) Η g είναι γνησίως αύξουσα στο R. 
Είναι    f ' 0 g 0 0  . 
Αφού η g είναι γνησίως αύξουσα έχουμε: 

     x 0 g x g 0 f ' x 0 f          

     x 0 g x g 0 f ' x 0 f        
Άρα η g παρουσιάζει ολικό ακρότατο στο 0 
γ) Έστω      h x g x xf 0 ,  x 0   . 

Είναι          h ' x g' x f 0 f x f 0    . 
Όμως η f είναι γνησίως αύξουσα για x 0  άρα είναι 

 h ' x 0 h    στο 0, . Έτσι για x 0  έχουμε 

       h x h 0 g x xf 0    

δ) Είναι         f '' x f ' x ' g ' x f x 0      

Άρα η f είναι κυρτή στο R. 
Όμοια    g '' x g x .. 

Άρα η g είναι κοίλη στο  ,0   και κυρτή στο 0, . Στο 
0 εμφανίζει σημείο καμπής. 
ε) Είναι        x xh ' x e f g x e f ' g ' x        

        xe f x g x g x f x 0      . 

Ομοίως είναι  f ' x 0  

Άρα είναι   1h x c  και  f 2x c  για κάθε x R . 

στ) Είναι    0h 0 e 1 0 1    και  f 0 1  άρα είναι 

 h x 1  και  g x 1  για κάθε x R . Είναι 

 
 

   
   

x

x

e f x g x 1h x 1
φ x 1 e f x g x 1

               

   
   

x

x

f x g x e
f x g x e

  
  

. 

Με πρόσθεση και αφαίρεση των παραπάνω σχέσεων έ-

χουμε:  
x xe ef x

2


  και  

x xe eg x
2


 . 

 

22. α) Έστω η συνάρτηση  

    1Φ x f x f x
2

 
   

 
 με 1x 0,

2
 

  
 

. 

Η f είναι συνεχής στο 0,1    άρα η 1f x
2

 
 

 
 είναι συνεχής 

για 
0 x 1

10 x1 1 1 20 x 1 x
2 2 2

 
   

      

 

Επομένως η Φ είναι συνεχής στο 10,
2

 
 
 

. 

Είναι     1Φ 0 f 0 f
2

 
   

 
 και  1 1Φ f f 1

2 2
   

    
   

 

Είναι    f 0 f 1 , άρα 

   
2

2 1Φ 0 Φ f f 1 0
2 2

            
    

. 

Αν   1Φ 0 Φ 0
2

 
  

 
 τότε για την συνάρτηση Φ ισχύουν οι 

προϋποθέσεις του θεωρήματος του Bolzano. 

Άρα υπάρχει ένα τουλάχιστον 1ξ 0,
2

 
 
 

 τέτοιο ώστε 

 Φ ξ 0 .  

Αν  
 Φ 0 0 ξ 0

1Φ 0 Φ 0 1 12 Φ 0 ξ
2 2

   
               

 
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Άρα υπάρχει 1ξ 0,
2

 
  
 

 τέτοιο ώστε  Φ ξ 0 .  

β) Έστω y x  . 

Άρα β α β α β αy x y x y x
2 2 2
  

        . 

Έστω η συνάρτηση  

    β αΦ x f x f x
2
 

   
 

 με α βx α,
2
 

  
 

. 

Η f είναι συνεχής στο α,β    άρα η β αf x
2
 

 
 

 είναι συ-

νεχής για β αα x β
2


    

β α β αα x β
2 2
 

    
3α β α βx

2 2
 

     

Επομένως η Φ είναι συνεχής στο α βα,
2
 

 
 

. 

Είναι      β α α βΦ α f α f α f α f
2 2
    

       
   

  

και 

 α β α β α β β α α βΦ f f f f β
2 2 2 2 2
           

           
       

 

Είναι    f α f β , άρα 

   
2

α β α βΦ α Φ f f β 0
2 2

             
    

. 

Αν   α βΦ α Φ 0
2
 

  
 

 τότε για την συνάρτηση Φ ισχύουν 

οι προϋποθέσεις του θεωρήματος του Bolzano. 

Άρα υπάρχει ένα τουλάχιστον 0
α βx α,

2
 

 
 

 τέτοιο ώστε 

 0Φ x 0 .  

Αν  
 Φ α 0 ξ α

α βΦ α Φ 0 α β α β2 Φ 0 ξ
2 2

   
               

 

 

Άρα υπάρχει 0
α βx α,

2
 

  
 

 τέτοιο ώστε  0Φ x 0 .  

Δηλαδή υπάρχουν x,y  με β αy x
2


   ώστε    f x f y  

 

23. α)        f 1 ln f 1 1 ln f 1 f 1 1      
Ισχύει ln x x 1   για κάθε x 0  και το ίσον ισχύει μό-
νο για x 1 . Άρα  f 1 1 . 
β) Για  f x 1  από τη δοσμένη σχέση προκύπτει 
1 ln1 x x 1 x 1       
Για  f x e  από τη δοσμένη σχέση προκύπτει 
e ln e x x e 1      
γ) Παραγωγίζουμε τη δοσμένη σχέση και προκύπτει 

   
     

   
f x f x 1

f x 1 f x 1 f x 0
f x f x
 

         (  f x 1 ) 

και το ίσον ισχύει μόνο για x 1 . 
Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα 

δ) Για    1y f x x f y    από τη δοσμένη σχέση 
προκύπτει  1y ln y f y  . 
Άρα είναι  1f x x ln x   , x 1 . 

ε)  e e

1 1
Ε x x ln x dx ln xdx ... e 1        τ.μ. 

 

24. 
 

25. 
 

26. 
 

27. 
 

28.      f 0f 0 e 1 ... f 0 0       

         

2

f x
f xf x x f x xg x

xx

  
    

Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. στην f στο 0,x    και συμπεραίνουμε 

ότι υπάρχει          f x f 0 f x
ξ 0,x : f ξ

x x


    

           f f x f x
ξ x f ξ f x f x f x 0

x x



            

Άρα    g x 0 g 0,     . 
 

29.       ln f 0 1 f 0 ... f 0 0      . 
x xe x 1 e x 1 0      . 
   

x

x x x x

f x 1 1 e 1f x 1
e 1 e x e 1 e x

     
   

 

 
 

 

x
1

x
2

ln e x x c , x 0

f x 0, x 0

ln e x x c , x 0

    
  
    

 

Η f είναι παραγωγίσιμη στο 0 άρα και συνεχής.  
Άρα 1 2c c 0  . 
 

30. Θ.Μ.Τ. στα 0,1   , 1,2   , 2,3   , 3,4   . 

         1 2f ξ f ξ 2f 1 f 0 f 2      και 

         3 4f ξ f ξ 2f 3 f 4 f 2     . 

Άρα        f 4 f 0 2 f 3 f 1     . 

 
31. 
 

32. 
 

33. α) Είναι  
22 x 1f x 2x 2

x x
     για  x 0,  . 

Άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο 0,1  και γνησίως αύ-

ξουσα στο 1, . 
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Είναι   2

2f x 2 0
x

     άρα η f είναι κυρτή στο  0, . 

β) Η f έχει ελάχιστο στο 1 το  f 1 0 . 

γ) Είναι  f x 0  και το ίσον ισχύει μόνο για x 1 . 
Άρα α β γ 1   . 
δ) Είναι 

     e e e 2

1 1 1
Ε f x dx f x dx x 2ln x 1 dx ...         

 

34. α)   β

α
I xf x dx  .  

Θέτουμε 
dx dt

x α β t x α t β
x β t α

 
      

  
.  

Επομένως    α

β
I α β t f α β t dt       

   
   f α β x f xα

β
α β x f α β x dx

  

        

         β β β

α α α
α β f x dx xf x dx α β f x dx I       . 

Άρα  β

α

α βI f x dx
2


  . 

β) Για   1f x
1 ημx




 είναι  

     1 1f π x f x
1 ημx1 ημ π x

   
 

.  

Επομένως η f πληροί τις προϋποθέσεις του (α) ερωτήματος 
με α 0  και β π  άρα  

π π

0 0

x π 1I dx dx
1 ημx 2 1 ημx

 
  

π π
2

π0
2

π 1 π 1dx dx
2 1 ημx 2 1 ημx

 
   .  

Είναι 
π
π
2

1J dx
1 ημx


 . 

Θέτουμε

dx dt
π πx t x t 0
2 2

πx π t
2



     

  

άρα 

π
2

0

1J dt
π1 ημ t
2

 
   
 


π
2

0

1 dt
1 συνt  

Θέτουμε 

dt du
π πt u t 0 u
2 2

πt θ 0
2

 

     

  

  

επομένως 
π0
2

π 0
2

1 1J du du
1 ημuπ1 συν u

2

  
   

 

  .  

Άρα 
π π
2 2

0 0

π 1 1I 2 dx π dx
2 1 ημx 1 ημx

  
    

2
π π
2 2

20 0

2

x1 εφ1 12π dx 2π dx
x 2x2εφ 1 εφ2 21

x1 εφ
2


   

    


   

π
2

0

1 12π 2π 1 π
x 21 εφ
2

 
           

    

 

 
35. α)  Για x 0 , x 1   
βρίσκουμε ότι:        f 1 f 0 f α β f β    , 
και αφού η f είναι 1-1, α β β α 0    . 
β)  Ισχύει:      f x f 1 x f β   . 

Έστω ότι  f β 0 , τότε    f x f 1 x 0   . 
Για x 0 , x 2 , έχουμε ότι:  
  f 0 0   ή  f 1 0  και 

  f 2 0   ή  f 1 0  . 

Συνεπώς:    f 0 f 2  ή    f 0 f 1   ή     f 1 f 2  ή 

   f 1 f 1   
και αφού η f είναι 1–1, θα προκύπτει 0 2  ή 2 1   ή 1 2  
ή 1 1  , Άτοπο σε κάθε περίπτωση, άρα  f β 0 . 

γ)  Για x β , έχουμε:        f β f 1 β f β f 1 β 1      

δ)           f x f 1 x f β 0 f x 0 και f 1 x 0         
για κάθε x . 
Άρα    0 f A f A     
 

36. α) Έστω 1 2x ,x  , με    1 2f x f x  

      3 3
1 2 1 2 1 2g f x g f x x x x x      

Άρα, η f είναι ''1–1''. 
β)  Έστω η εξίσωση  
        3g x y f g x f y x f y      

   
   

3

3

x f y , f y 0

x f y , f y 0

   
   

 

Άρα  g   . 

γ) Έστω         2 2f g x x f g f x f x    

   3 2f x f x    

Για x 0 ,  f 0 0  ή  f 0 1  

Για x 1 ,  f 1 0  ή  f 1 1  

Για x 1  ,  f 1 0   ή  f 1 1   

Αν        f 0 0 f 1 1 f 1 f 0       ή  f 1  

Αν  f 0 1 , αντίστοιχα καταλήγουμε σε άτοπο. 

x 0 1   
 f x  – + 

 f x      
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37.  
 

38. α)  Για κάθε x 0  έχουμε:  

   
     f x

f x

x 1 1xf x e f x f x 1
xe 1

      


 

      f xe f x x ln x        f xe f x x ln x c      

Είναι  f 1 0  άρα    f xe f x x ln x   . (1) 

Θεωρούμε την συνάρτηση   xg x e x   που είναι ορισμένη 
στο   και γνησίως αύξουσα άρα 1–1  
Για κάθε x 0 από την (1) προκύπτει: 

      g f x g ln x f x ln x    

β)  Θέτουμε 1x
u

 , u 0  τότε 
2

2
2

u 1x 1
u


   και 

2

1dx du
u

  , 1u α  και 2
1u
α

 .  

1 2 α
α

12 2 2α
α

u 1 ln xI ln u du dx I
u 1 u x 1

 
           I 0  . 

γ) Αν 0 α β 1    τότε 
β

2α

ln x dx 0
x 1


  αφού 2

ln x 0
x 1




 

για κάθε x α,β    (το ίσον ισχύει μόνο αν x = β =1) 

Αν 1 α β   τότε 
β

2α

ln x dx 0
x 1


  αφού 2

ln x 0
x 1




 για κάθε 

x α,β   . (το ίσον ισχύει μόνο αν x = α =1) 
Επομένως  0 < α < 1 < β. 

Είναι 
α β
1 2 2α
α

ln x ln xdx dx 0
x 1 x 1

 
    

β
1 2
α

ln x 1dx 0 β αβ 1
αx 1

     
  

αφού αν 1β
α

  τότε 
β
1 2
α

ln x dx 0
x 1


  ή 

β
1 2
α

ln x dx 0
x 1


  γιατί 

1 1
α
  και β 1 . 

 

39.  f x x ln x , x 0  άρα    f x f 1 x ln x   (1) 
Από την (1) για x 1  προκύπτει 
       

x 1 x 1

f x f 1 f x f 1x ln x x ln xlim lim 1
x 1 x 1 x 1 x 1  

 
   

   
 

 f 1 1       (2) 
Από την (1) για x 1  προκύπτει 
       

x 1 x 1

f x f 1 f x f 1x ln x x ln xlim lim 1
x 1 x 1 x 1 x 1  

 
   

   
 

 f 1 1       (3) 

Από τις (2) και (3) συνεπάγεται ότι  f 1 1   

     
x 1 x 1

f x f x f 1 x 1lim lim 1
ln x x 1 ln x 

  
     

 

Από την αρχική έχουμε 
 f x

ln x 0
x

  , x 1,e   . (*) 

Αν στην (*) δεν ισχύει παντού το = θα έχουμε  

 e

1

f x
ln x dx 0 0 0

x
 

     
 

 , άτοπο, άρα  f x x ln x , 

x 1,e   . 
Η συνάρτηση αυτή είναι προφανώς δεκτή. 
 

40.  
 

41.  
 

42.  
 

43.  


