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Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        
� Πραγματικοί αριθμοί, Ρητοί αριθμοί. Άρρητοι αριθμοί. Άξονας πραγματικών αριθμών. 

� Απόλυτη τιμή πραγματικού αριθμού 

� Πρόσθεση, αφαίρεση, πολλαπλασιασμός, διαίρεση πραγματικών αριθμών. 

� Ιδιότητες πρόσθεσης και πολλαπλασιασμού πραγματικών αριθμών. 

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να συμπληρώσετε τα κενά ώστε στην κατα-

κόρυφη στήλη να προκύψει το έτος γέννησής 

σας. 

 
2.2.2.2.    Να συμπληρώσετε τον πίνακα αν το άκρο 

κάθε βέλους δείχνει το άθροισμα της αντίστοιχης 

στήλης ή γραμμής. 
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4.4.4.4.    Να υπολογίσετε την παράσταση: 
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5.5.5.5.    Να κάνετε τις πράξεις: 
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6.6.6.6.    Να κάνετε τις πράξεις: 

α)α)α)α)        

9 1
4

5 4
4 2

3
6 12

− +

+ −
 β)β)β)β)    

11
11

32
1 1

1 1
2 3

−+
−

− +
    

γ)γ)γ)γ)    
5 1 4 16

3 : 2
8 2 6 3

    
− ⋅ − − −    

    
 

    

7.7.7.7.    Να κάνετε τις πράξεις: 

α)α)α)α)  ( )1 2
: 2

2 3

    
− + − −    
    

 

β)β)β)β)  
3 5

8 :
2 6

    
− − + −    

      

γ)γ)γ)γ)    
3 3 1

8 :
2 2 3

    
− ⋅ − +    
    

 

 

8.8.8.8.    Να υπολογίσετε την παράσταση: 

2

1
2

1
2

1
2

4

−
−

−

 

☺☺☺☺    3.3.3.3.    Προβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / Σπαζοκεφαλιές        

1.1.1.1.    Το θερμόμετρο μίας πόλης δείχνει –12°. 
α)α)α)α)    Να βρείτε την θερμοκρασία που θα δείχνει αν 

αυξηθεί η θερμοκρασία κατά 

    iiii))))    15°    iiiiiiii))))    6°    
ββββ))))    Να βρείτε την θερμοκρασία που θα δείχνει αν  

μειωθεί η θερμοκρασία κατά 

    iiii))))    15°    iiiiiiii))))    6°    
γ)γ)γ)γ)    Αν μετά από 4 ώρες η θερμοκρασία δείχνει  

    iiii))))    15°    iiiiiiii))))    –16° iiiiiiiiiiii))))    ––––6° iviviviv))))    6°    
τότε η θερμοκρασία έχει αυξηθεί ή έχει μειωθεί 

και πόσο; 

6 –5 –4 8 →  

7  3 6 → 7 

 8  –6 →  

–18 7 28 –15 →  

↓ ↓ ↓ ↓  ↓ 

–2    → 0 

 

–5 + 12 – 3 ... ... =  

3 – 9 – 1 ... ... =  

2(–3) – 4 ... ... =  

–3(–4) + 7 ... ... =  

 

1111     Οι πραγματικοί αριθμοί και οι πράξεις τουςΟι πραγματικοί αριθμοί και οι πράξεις τουςΟι πραγματικοί αριθμοί και οι πράξεις τουςΟι πραγματικοί αριθμοί και οι πράξεις τους    ((((IIII)))) 1.1.1.1.1.1.1.1.ΑΑΑΑ    / 1/ 1/ 1/ 1    
 



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 1. Αλγεβρικές παραστάσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

          

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        
� Αντίθετοι αριθμοί, αντίστροφοι αριθμοί. 

� Επιμεριστική ιδιότητα 

� Βασικές ιδιότητες Αν α · β = 0 τότε α = 0  ήήήή     β = 0  Αν α · β ≠  0 τότε α ≠  0  καικαικαικαι     β ≠ 0 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησης        
1.1.1.1.    ∆ύο αντίθετοι αριθμοί έχουν ίσες απόλυτες 

τιμές; 
 

2.2.2.2.    Αν δύο αριθμοί έχουν άθροισμα θετικό αριθ-

μό τότε τι πρόσημο έχουν; 
     

3333....    Ισχύει ( )α : β γ α : β α : γ+ = + ; 

4.4.4.4.    Ο αριθμός 
2

2
 είναι ρητός; 

     

5.5.5.5.    Υπάρχει αριθμός που είναι ίσος με τον αντί-

στροφό του; 
 

6.6.6.6.    Ο αριθμός α  είναι ρητός για κάθε α∈ℝ ;   

����    3.3.3.3.    ΑσκήσΑσκήσΑσκήσΑσκήσεις για λύσηεις για λύσηεις για λύσηεις για λύση        

1.1.1.1.    Οι αριθμοί 5x και –y με x,y 0≠  είναι αντίθε-

τοι. Να βρείτε το πρόσημο των παραστάσεων: 

α)α)α)α)    3xy     β)β)β)β)    5 22x y−     γ)γ)γ)γ)    4 33x y     δ)δ)δ)δ)    
4 8x y−         

 

2.2.2.2.    Οι αριθμοί –5x, –2y ( )x,y 0≠  είναι αντίστρο-

φοι. Να βρείτε το πρόσημο των παραστάσεων: 

α)α)α)α)    5xy−     β)β)β)β)    7 4x y     γ)γ)γ)γ)    2 5x y     δ)δ)δ)δ)    
6 8x y         

     

3.3.3.3.    Έστω ότι α = β + 2005. Να βρείτε την αριθμη-

τική τιμή της παράστασης: 

 ( ) ( ) ( )Κ 3 2 α 2β 2 3β 2α 4β 19 α β = − + − − − + −   

((((Ε.Μ.Ε. Θαλής 2005Ε.Μ.Ε. Θαλής 2005Ε.Μ.Ε. Θαλής 2005Ε.Μ.Ε. Θαλής 2005))))    

4.4.4.4.    Αν α β 5+ =  και γ δ 1+ = −  τότε να υπολογί-

σετε την τιμή της παράστασης:    

( ) ( )
( ) ( )

β α 2 β δ 2 γ 1 2β
Α

3 α 2δ 3 2γ β

   − − − − − −   =
− − −

 

 

5.5.5.5.    Να εξετάσετε αν οι τιμές των παραστάσεων 

( ) 1 2 1 24
α 4 :

13 3 4 5

    
= − − − −    

    
 και  

( )1 1 1
β : 2 :

10 10 2

    
= − − −    
    

 

είναι αριθμοί αντίστροφοι.    

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    Αν ο μέσος όρος των αριθμών α, β και γ είναι 

7 τότε να βρείτε την τιμή της παράστασης; 

( ) ( )Α 4 α β 2 α 2γ 3 β γ = − − + − +   

2.2.2.2.    Αν 
γβα

2 3 4
= =  τότε να υπολογίσετε την τιμή της 

παράστασης:    
( ) ( )

( )
3 α 2γ 2 α 2 α γ

Α
6 3 γ 2 β 1

 + − − − =
 − − − 

 

☺☺☺☺    5.5.5.5.    Προβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / Σπαζοκεφαλιές        

1.1.1.1.    Ποιον αριθμό πρέπει να τοποθετήσουμε στο 

άδειο κουτί; 

4 1 2

2 6 3

3 2
 

2.2.2.2.    ∆ίνεται ένα ορθογώνιο με πλευρές α, β και 

περίμετρο 12 cm και ένα ορθογώνιο τρίγωνο με 

κάθετες πλευρές γ, δ και εμβαδόν 4 cm2 . Να βρεί-

τε την τιμή της παράστασης: 

( ) ( )βα 1
Α 4 6 α 2γ β γ 6 5δ

2 4 2

   
= − − − − − −   

  
 

2222     Οι πραγματικοί αριθμοί και οι πράξεις τοΟι πραγματικοί αριθμοί και οι πράξεις τοΟι πραγματικοί αριθμοί και οι πράξεις τοΟι πραγματικοί αριθμοί και οι πράξεις τουςυςυςυς    ((((IIIIIIII)))) 1.11.11.11.1.Α.Α.Α.Α    / 2/ 2/ 2/ 2    
 



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        
� ∆ύναμη πραγματικού αριθμού. Ορισμός, ιδιότητες. Βάση, εκθέτης δύναμης. Προτεραιότητα πράξεων. 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησης        
1.1.1.1.    Ποια είναι η βάση στις δυνάμεις 23− , ( )2

3− ; 2.2.2.2.    Πόσο είναι το 25 2 3⋅ −  και πόσο το 25 2 3− ⋅ ;    

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να κάνετε τις πράξεις: 

α)α)α)α)    
2 2 75 5 5−⋅ ⋅  β)β)β)β)    ( ) ( )2 2 75 5 5

−
− ⋅ − ⋅     

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )4 2
3 : 3

−
− −     δ)δ)δ)δ)    ( ) 5 23 : 3

−
−     

ε)ε)ε)ε)    
3 3 35 7 : 2⋅     στ)στ)στ)στ)    ( ) ( )3 2

2 3 45 : 5 5
−
⋅     

    

2.2.2.2.    Να γράψετε καθεμία από τις παρακάτω πα-

ραστάσεις ως μια δύναμη. 
77 77 77Α 3 3 3= + +  102 101 100Β 2 2 2= − −   
59 29Γ 2 4= −  17 18 18 17∆ 2 3 2 3= ⋅ − ⋅  

 

3.3.3.3.    Να υπολογίσετε την τιμή των παραστάσεων: 

( ) ( )1212 9 9Α 4 : 2 2,5 : 5 = ⋅
 

 
( ) ( )3 3

4 2Β 5 25
−− −= ⋅  

( ) ( )2007 2Γ 1 5 2 3 5 = − + − − − − ⋅ −   

( ){ }
4

20062 1 1 − − − − − +   

( ) ( ) ( )10 11 4 2 12 10∆ 1 1 2 3 5 : 5 20 = − + − ⋅ − + −
   

( )4
2 11 3 5 9Ε 3 3 : 27 3 : 3 2 3−= + + − ⋅

4.4.4.4.    Να υπολογίσετε την τιμή των παραστάσεων: 

( ) ( )3 24Α 2 3 8 3 2 5 48 = − − − − − − + − −
   

( ) ( ) ( )3
Β 4 6 7 12 : 8 3   = − − − − ⋅ −     

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

4 5 7 4 3

2 3 4 3

1 1 1 2 2
Γ

3 3 3 3 3

− − − − − − −
= ⋅

− − − − − − − −
 

 

5.5.5.5.    Να υπολογίσετε την τιμή των παραστάσεων: 

( )
2

3
2 1 1

Α 2 :
2 8

    
= − ⋅ − −    

     
  

( )
1

2
31

Β 2 : 64
8

−

− 
= ⋅ 
 

 

( )
2 2 1 1

1 2 1 6 10
Γ 4 :

3 3 3 7 3

− − −            
= − + − − − −            

               
  

( ) ( ) ( )

( )

3x 2 3x 22x 4

x2x 1

1 3 2 2
∆

x 4 1

+ − ++

+

− + ⋅ − −
=

− −
 για x = –2 

( )
3

7
2

3 5

11

x
Ε x y :

y

−− 
=  
 

 για 
3

x 0,03 και y
10

= =  

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    Αν οι x, y είναι αντίστροφοι τότε να υπολογί-

σετε την τιμή της παράστασης 

( ) ( )
2

2 3
5 4 1

3

x
Α x y : x y

y

−
  
 = ⋅ ⋅ ⋅ 
   

    

2.2.2.2.    Αν 
1

α 4 2
5

= −  και 
3 5

β 5
2 2

− −
= + −

− . να υπο-

λογίσετε την τιμή της παράστασης 

2009 1
Α α : β β

5α
= − −

 (Θαλής Β’ Γυμνασίου 2009)(Θαλής Β’ Γυμνασίου 2009)(Θαλής Β’ Γυμνασίου 2009)(Θαλής Β’ Γυμνασίου 2009)    

☺☺☺☺    5.5.5.5.    Προβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / Σπαζοκεφαλιές        

1.1.1.1.    Να συμπληρώσετε το τετράγωνο, ώστε κάθε 

στήλη, γραμμή και διαγώνιός του, να έχει το ίδιο 

γινόμενο. 

 

02   22  

 12−   

  22−  

 

3333    ∆υνάμεις ∆υνάμεις ∆υνάμεις ∆υνάμεις πραγματικών αριθμώνπραγματικών αριθμώνπραγματικών αριθμώνπραγματικών αριθμών    (I)(I)(I)(I)    1.11.11.11.1.Β.Β.Β.Β    / 1/ 1/ 1/ 1    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 1. Αλγεβρικές παραστάσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να βρείτε την τιμή των παρακάτω παραστά-

σεων για x 1= . 

( ) ( )
x 4 x 3 x 2

x 1 x1 1 1
Α 1 1

3 4 2

− − −
−     

= − + − + − + − − −     
     

( )
x 3 x 2 x 1

x1 1 1
Β 1

4 2 3

− − −
     

= − + − + − + −     
     

    

    

2.2.2.2.    Αν ( )x 4 3= − − −  και y 3 4= −  να βρείτε 

την αριθμητική τιμή της παράστασης 

( )3
y 13x 2 yx 1

2y 1 2y 1x 1 x

2 2 2 2
Α :

3 3 3 3

−− +

− −+

⋅ −
=

⋅ +
    

    

3.3.3.3.    Να αποδείξετε ότι είναι αντίστροφοι οι αριθ-

μοί: 
2 3

1

1 1

3 2
Α

2
1

3

− −

−

   
+ −   

   =
 

+  
 

 και 

2 2

2

1 2

2 3
Β

1
2 1

2

− −
   

+ −   
   =
  
+ −  
   

    

    

4.4.4.4.    ∆ίνονται οι αριθμοί 
19 19x 5 13 και y 12 13= ⋅ = ⋅  

Να γράψετε τον αριθμό 
2 2x y+  ως μία δύναμη 

με βάση φυσικό αριθμό.    

5.5.5.5.    Να αποδείξετε ότι:  

( )2 3 3 3 31 2 3 4 1 2 3 4+ + + = + + +
 

 

6.6.6.6.    Να λύσετε την εξίσωση ( )ν ν 12 x 2 +− ⋅ =  

    

7.7.7.7.    Να απλοποιήσετε την παράσταση 

( ) ( ) ( )
2

2 4
1 3 5 2 3Α x y : x y x y , x,y 0− = ⋅ ≠  

 

και να βρείτε την αριθμητική της τιμή για 3x 10=
 

και y 0,001= −  

    

8.8.8.8.    α)α)α)α)    Να λύσετε την εξίσωση: 

( ) ( )2
5 2 1

x x
3

− ⋅ = −  

β)β)β)β)    Για το x που βρήκατε να υπολογίσετε την τιμή 

της παράστασης 

( ) ( ) ( )2007 2008 2009
Α x 2 x 3 x 4= + + + + +  

    

9.9.9.9.    α)α)α)α)    Αν ν είναι φυσικός αριθμός τότε να απο-

δείξετε ότι 
ν 2 ν 1 ν3 3 6 3+ +− = ⋅     

ββββ))))    Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 
2x x 2 x 2x 2

2x 1 x 2x 3

15 2 4 8 9 3
Α :

2 4 54 3

+ +

+ −

⋅ − ⋅ −
=

− ⋅
 

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        

1.1.1.1.    Αν ισχύει 
3x 4y

5
2x 2y

+
=

−  τότε να αποδείξετε ότι 

έχει σταθερή τιμή το κλάσμα 
2 2x 2y

Α
xy

+
=     

    

2.2.2.2.    Αν ν άρτιος τότε να υπολογίσετε την αριθμη-

τική τιμή της παράστασης 

( )
( )

( ) ( )
( )

ν ν 1 2ν

ν 2 ν 1

2 1 1 1 1 4 1
Α

20074 3 1 3 2 1

+

+ +

− − + − + −
= − +

− − − −
    

    

3.3.3.3.    Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης: 

( ) ( )1999 18
2000 50 99 51 25 111 19972 : 25 : 5 3 : 9 2 2 2 − + − ⋅    

(Εξετάσεις Ρουμανίας 2000)(Εξετάσεις Ρουμανίας 2000)(Εξετάσεις Ρουμανίας 2000)(Εξετάσεις Ρουμανίας 2000)    

4.4.4.4.    Να βρείτε το αντίθετο και τον αντίστροφο 

κάθε μίας από τις παρακάτω παραστάσεις: 
ν ν 1 ν 2 ν 1

ν 1 ν ν

2 2 7 35 7
Α και Β

2 2 7 11

− + −

+

+ − ⋅
= =

− ⋅      

    

5.5.5.5.    Να αποδείξετε ότι η παράσταση 
ν 2 ν ν 1

ν 1 ν

3 5 3 4 3
Α

4 3 3

+ +

+

+ ⋅ − ⋅
=

⋅ +
    

είναι ανεξάρτητη του ν. 

    

6.6.6.6.    α)α)α)α)    Να αποδείξετε ότι η παράσταση 
ν 3 ν2 2 2+ + ⋅  

είναι πολλαπλάσιο του 10    

β)β)β)β)    Να αποδείξετε ότι ο αριθμός 
6ν 2 6ν4 10 4 12+ − ⋅ +  

είναι πολλαπλάσιο του 6 

4444 ∆υνά∆υνά∆υνά∆υνάμεις μεις μεις μεις πραγματικών αριθμώνπραγματικών αριθμώνπραγματικών αριθμώνπραγματικών αριθμών    (II)(II)(II)(II)    1.11.11.11.1.Β.Β.Β.Β    / / / / 2222    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να υπολογίσετε την τιμή των παραστάσεων: 
2 1 17 1 1 3 7

Α 1 : 5 2 1
7 14 2 7 6 2 3

   
= + − − + − + ⋅ −   
   

    2011201120112011    

5
2 44 39 11Β 18 :

65 5 5
3

11

 
  

= − − ⋅   
   + 

 

        2012201220122012    

16 1 74
Γ 32 12 : 4 53 3 4 :

9 8 9
= − + + ⋅ + −     2013201320132013    

( ) ( )∆ 200 : 8 12 100 200 : 8 2 762 = + ⋅ + + + ⋅      

( ) ( ) ( )
2

13 12 2007
1 1 1 ⋅ − + − + −

 
  2007200720072007    

( )2 2 3 2 4Ε 4 25 2008 : 4 3 5 249 10= ⋅ + + − ⋅ −     2008200820082008    

2
13 74 3 3

Ζ : 8
9 9 37 4

−
 

= − ⋅ +  
 

                2014201420142014    

( )
( )

( )2 3 33

2 3 3

20 815 3
Η

95 25

−− − − 
= + + −  

 −
 2016201620162016 

(Θαλής Β’ Γυμνασίου)(Θαλής Β’ Γυμνασίου)(Θαλής Β’ Γυμνασίου)(Θαλής Β’ Γυμνασίου)    
    

2.2.2.2.    Να υπολογίσετε την τιμή των παραστάσεων: 

( ) ( ) ( ) ( )8 2 2 4
A 2 : 4 4 : 2 = − − − + − −

 
, 

( ) ( ) ( ) ( )B x 3 3 y 4 x y 2 y x 3 = − − − − − − − +   

Για ποιες τιμές του x αληθεύει η ανίσωση: A B> . 

        (Θαλής Γ’ Γυμνασίου 2007)(Θαλής Γ’ Γυμνασίου 2007)(Θαλής Γ’ Γυμνασίου 2007)(Θαλής Γ’ Γυμνασίου 2007)    
    

3.3.3.3.    ∆ίνονται οι παραστάσεις: 

( )

( ) ( )
4

24 4 2 2

0
2005

3
2 3 x 2 1 x2

Α , Β
5 2

1 1

 
− ⋅ − +    − + −
   = = +
 − −
 

 

Αν είναι A B= , να προσδιορίσετε την τιμή του x. 

        (Θαλής Γ’ Γυμνασίου 2008)(Θαλής Γ’ Γυμνασίου 2008)(Θαλής Γ’ Γυμνασίου 2008)(Θαλής Γ’ Γυμνασίου 2008)    
 

4.4.4.4.    Να βρείτε την τιμή της παράστασης  

Α 7x 10y 3w 87= + − −  

αν ( )2
x y 3 2+ = ⋅ − , 

6 4
4 6

3 3
y w

5 5

−
      

− = − ⋅ −      
         

  

(Θαλής Γ’ Γυμνασίου 2010)(Θαλής Γ’ Γυμνασίου 2010)(Θαλής Γ’ Γυμνασίου 2010)(Θαλής Γ’ Γυμνασίου 2010)    
    

5.5.5.5.    Αν 1 3α 10 :10− −= , 5 7β 10 :10− −= , 1γ 10 1000−= ⋅  

τότε να βρείτε την τιμή της παράστασης: 
2

6αβγ
Α

αβ βγ γα

−
 

=  
+ + 

 

(Θαλής Γ’ Γυμνασίου 2011)(Θαλής Γ’ Γυμνασίου 2011)(Θαλής Γ’ Γυμνασίου 2011)(Θαλής Γ’ Γυμνασίου 2011) 

6.6.6.6.    Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης    

( )

2 4 6 182

1
2 3 2 3

x y z 2
Κ

3 13 2 3 4 9
−

⋅ ⋅ ⋅
=

⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
, 

αν είναι 
10 8 6x 2 , y 4 , z 8− − −= = =  και να αποδεί-

ξετε ότι είναι τέλειο τετράγωνο ρητού αριθμού. 

((((ΘαλήςΘαλήςΘαλήςΘαλής    Γ’ Γυμνασίου 2012Γ’ Γυμνασίου 2012Γ’ Γυμνασίου 2012Γ’ Γυμνασίου 2012))))    

 

7.7.7.7.    Για 

2
3

x
4

−
 

= − 
 

 να βρείτε την τιμή της παρά-

στασης        ( )( )
4

2 2

x 1 6
Α

13x 1 x 3

−
= −

+ −
 

(Θαλής Γ’ Γυμνασίου 2014)(Θαλής Γ’ Γυμνασίου 2014)(Θαλής Γ’ Γυμνασίου 2014)(Θαλής Γ’ Γυμνασίου 2014)    

 

8.8.8.8.    Για 

4
2

α
3

−
 

= − 
 

 να βρείτε την τιμή της παρά-

στασης       
1α 1 1 3 1

Α α
α 3 33 2 27

−−
= + + ⋅ +

−
 

((((ΘαλήςΘαλήςΘαλήςΘαλής    Γ’ Γυμνασίου 2015Γ’ Γυμνασίου 2015Γ’ Γυμνασίου 2015Γ’ Γυμνασίου 2015))))    

 

9.9.9.9.    Αν 
ν

2ν 1

ν

12
α : 2

3
−=  και 

2ν 1 νβ 10 :100+=  τότε να 

βρείτε την αριθμητική τιμή της παράστασης: 

( )3
3 2 2

2

α β α β 2β 2α
Α

α αβ 10α

− + − +
=

+ −
 

((((ΘαλήςΘαλήςΘαλήςΘαλής    Γ’ ΓυμνασίουΓ’ ΓυμνασίουΓ’ ΓυμνασίουΓ’ Γυμνασίου    2016)2016)2016)2016)    

    

10.10.10.10.    α) α) α) α)  Να βρείτε την τιμή της παράστασης: 
3 23

2

81x 27yx 1 x
A

3 y yy

    +
= + ⋅ +   

  
, 2x 3−= , 3y 3−=  

β)β)β)β) Να βρείτε το πλήθος των ψηφίων του αριθμού 
23 89B 16 5= ⋅ , όταν αυτός γραφεί στη δεκαδική 

αναπαράστασή του    

((((ΕυκλείδηςΕυκλείδηςΕυκλείδηςΕυκλείδης    Γ’ Γυμνασίου 201Γ’ Γυμνασίου 201Γ’ Γυμνασίου 201Γ’ Γυμνασίου 2013333))))    

 

11.11.11.11.    Να βρείτε την τιμή των παραστάσεων: 
3

3

3

x 1 x
Α :

3 yy

   
= +   

  
, 

2 2243x 81y
Β

y

+
=  και 

1 1Γ x y− −= + , όταν 3 4x 3 , y 3− −= =  

((((ΕυκλείδηςΕυκλείδηςΕυκλείδηςΕυκλείδης    Γ’ Γυμνασίου 201Γ’ Γυμνασίου 201Γ’ Γυμνασίου 201Γ’ Γυμνασίου 2014444))))    

1.11.11.11.1.Β.Β.Β.Β    / / / / 3333    5555    ∆υνάμεις ∆υνάμεις ∆υνάμεις ∆υνάμεις πραγματικών αριθμώνπραγματικών αριθμώνπραγματικών αριθμώνπραγματικών αριθμών    (II(II(II(IIΙΙΙΙ))))    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 1. Αλγεβρικές παραστάσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        
� Ορισμός. Συνέπειες. Ιδιότητες. 

� Παρατηρήσεις: α β α β+ ≠ + , , , , α β α β− ≠ −     

            Η ισότητα α β α β⋅ = ⋅  ισχύει ενώ η ισότητα α β α β⋅ = ⋅  δεν ισχύει πδεν ισχύει πδεν ισχύει πδεν ισχύει πάάάάντα.ντα.ντα.ντα. 

����    2.2.2.2.    ΕρωτήΕρωτήΕρωτήΕρωτήσεις κατανόησηςσεις κατανόησηςσεις κατανόησηςσεις κατανόησης        
1.1.1.1.    Ποιος από τους παρακάτω αριθμούς είναι 

διαφορετικός από τους άλλους; 

α) α) α) α)  
1

3
, 

1

3
, 

3

3
, 

3

3
, 

2

12
  

β) β) β) β)  3 8 , 72 , 2 18 , 6 2 , 3 2 , 3 2 , 2 3 6⋅   

 

2.2.2.2.    Αν x 0, y 0< <  τότε x y x y⋅ = − ⋅ − ;

2.2.2.2.    Ποιοι από τους παρακάτω αριθμούς είναι 

ίσοι;  

iiii) ) ) )     α 8= , 
2

β
2

= , γ 2 2= , 
4

δ
2

= , 

1
ε

2
= , 

2
στ

4
=  

iiiiiiii) ) ) )     α 3 3= + , β 2 3 3= ⋅ , γ 12= , 

δ 3 3= + , ε 27 3= −  

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να εκτελέσετε τις πράξεις: 

α)α)α)α)    ( )
62219 23 3− − +
 

β)β)β)β)    2 3 24⋅ ⋅     

γ)γ)γ)γ)    
20 6

15 2

⋅

⋅  
δ)δ)δ)δ)    

1 12 45

3 5 4
⋅ ⋅     

 

2.2.2.2.    Να υπολογίσετε την τιμή των παραστάσεων: 

ΑΑΑΑ = 21 13 7 3 1+ + + +  

ΒΒΒΒ = 57 44 15 99 1+ + + +  

 

3.3.3.3.    Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις:  

α)α)α)α)  3 27 2 12 32 2 8− + −  

β)β)β)β)  3 20 72 3 2 2 45+ − −
 

γ)γ)γ)γ)    50 108 2 27− − +
    

δ)δ)δ)δ)    2 5 6 15⋅ ⋅ ⋅
 

εεεε))))    ( ) ( )12 3 27 3− ⋅ +
 

4.4.4.4.    Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις:  

α)α)α)α)    ( ) ( )2 2

3 5 1 5− + −     

β)β)β)β) ( )212
24 4 6 3

6
+ − −

 

γ)γ)γ)γ) 19 3 19 3+ ⋅ −
 

δ)δ)δ)δ) 75 27 48 12 3+ ⋅ − ⋅
 

 

5.5.5.5.    Να υπολογίσετε τις ρίζες: 

1  = 121  = 12321  = 

............... 

12345678987654321  = 

 

6.6.6.6.    Να εξετάσετε αν η παράσταση 

8
16 2 81 2 2 8

2
+ − + ⋅ ⋅  

είναι πολλαπλάσιο του 7.

☺☺☺☺    4.4.4.4.    Προβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / Σπαζοκεφαλιές        

1.1.1.1.    Να συμπληρώσετε το παρακάτω τετράγωνο 

ώστε να γίνει «μαγικά», δηλαδή όλες του οι γραμ-

μές, οι στήλες και οι διαγώνιοι να έχουν το ίδιο 

άθροισμα. 

    

32   128  

 50   

8    

 

6666    Τετραγωνική ρίζα πραγματικού αριθμούΤετραγωνική ρίζα πραγματικού αριθμούΤετραγωνική ρίζα πραγματικού αριθμούΤετραγωνική ρίζα πραγματικού αριθμού    (Ι)(Ι)(Ι)(Ι)    1.11.11.11.1.Γ.Γ.Γ.Γ    / 1/ 1/ 1/ 1    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίΘεωρίΘεωρίΘεωρίαααα        

� Ρητοποίηση παρονομαστή. 2α β α β=  

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησης        
1.1.1.1.    Ισχύει 2 2α β α β, α,β 0+ = + >

 
2.2.2.2.    Αν οι α, β είναι ετερόσημοι τότε 2 2α β αβ= − ; 

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να μετατρέψετε τα παρακάτω κλάσματα σε 

ισοδύναμα με ρητό παρανομαστή.  

α)α)α)α)  
1

2
 β)β)β)β)    

6

3
  γ)γ)γ)γ)    

15

3 5
    

δ)δ)δ)δ)    
21

2 7
 ε)ε)ε)ε)    

3

27
    στ)στ)στ)στ)    

8

64
 

ζ)ζ)ζ)ζ)    
1

5
−

 
η)η)η)η)    

2

3

α

α β
    θ)θ)θ)θ)    

4

6 5

α β

α β
    

ι)ι)ι)ι)    
6

72 18 2− −
        

κ)κ)κ)κ)    
15

2 48 27 3 12+ −
            

    

2.2.2.2.    α)α)α)α)    Να υπολογίσετε το γινόμενο 

( )( )3 2 3 2− +  

β)β)β)β)    Να μετατρέψετε το κλάσμα 

1

3 2−
 

σε ισοδύναμο με ρητό παρονομαστή 

 

3.3.3.3.    Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις: 

α)α)α)α)  
3 3 27

3

+
 

β)β)β)β)    
8 2 5 2

8 8

+ +
 

γγγγ))))  
9 200 12 32

3 2

−
 δ)δ)δ)δ)    

32 3y 12yx
:

x y x
⋅  

4.4.4.4.    Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)α)α)α)  3 x 27⋅ =
 

β)β)β)β)  3 x 12 x+ = −  

γ)γ)γ)γ)    ( )x 3 3 5 1 x− = −
 

δ)δ)δ)δ)    
x

27
3
=     

ε)ε)ε)ε)    
2

2x x 2
2

+ = +         στ)στ)στ)στ)    
x 1 x 1

5 1 5 1

− +
=

− +
    

    

5.5.5.5.    Να αποδείξετε ότι:  

α)α)α)α) 
5 7 3

13 : 3 6
1 3

 −
+ =  + 

  

β)β)β)β)  
5 3 32 15

60 : 1
3 5 15

 
+ − =  

 
 

γ)γ)γ)γ)    
3 3 3 35x xy 2y x y 3 x y , x,y 0− − >         

    

6.6.6.6.    α)α)α)α) Να αναλύσετε τον αριθμό 5.184 σε γινό-

μενο πρώτων παραγόντων 

β)β)β)β)  Να βρείτε τη 5.184  
    

7.7.7.7.    Να δείξετε ότι είναι αντίστροφοι οι αριθμοί    

10 3−
 
και 10 3+  

    

8.8.8.8.    α)α)α)α)    Να απλοποιήσετε την παράσταση 

2 2α αβ β α β
Α , α,β 0

α β

+
= >

+
 

β)β)β)β)    Αν οι α και β είναι αντίστροφοι τότε να υπο-

λογίσετε την τιμή του Α     

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    Αν ο πραγματικός αριθμός α είναι η μικρότε-

ρη δεκαδική προσέγγιση δέκατου του άρρητου 

αριθμού 5 , να βρείτε την αριθμητική τιμή της 

παράστασης: 

( ) ( )Α 3 3α 4,6 2 α 0,2= ⋅ − − ⋅ −  

((((Θαλής 2013Θαλής 2013Θαλής 2013Θαλής 2013))))    

2.2.2.2.    Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης: 

10 10

4 11

8 4

8 4

+

+  

 

3.3.3.3.    Να αποδείξετε ότι η τετραγωνική ρίζα του 

αριθμού του 11 6 2+  είναι ο αριθμός 3 2+ .

 

7777    Τετραγωνική ρίζα πραγματικού Τετραγωνική ρίζα πραγματικού Τετραγωνική ρίζα πραγματικού Τετραγωνική ρίζα πραγματικού αριθμούαριθμούαριθμούαριθμού    (ΙΙ)(ΙΙ)(ΙΙ)(ΙΙ)    1.11.11.11.1.Γ.Γ.Γ.Γ    / / / / 2222    



10   

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        
� Πυθαγόρειο θεώρημα. Αντίστροφο του Πυθαγόρειου θεωρήματος. 

☺☺☺☺    2.2.2.2.    Προβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / Σπαζοκεφαλιές        

1.1.1.1.    ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο με υποτείνουσα α 

και κάθετες πλευρές β και γ. Να υπολογίσετε τις 

παραστάσεις: 

α)α)α)α)    2 2 2α β γ β+ −     

β)β)β)β)    2 2 2 2 2 2β α γ β γ γ α β− + + + −     

 

2.2.2.2.    ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με Α̂ 90°= ,  

ΑΒ 8 cm=  και ΑΓ 2 10 cm= . Να βρείτε: 

α)α)α)α) την πλευρά ΑΓ  

β)β)β)β)  το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ 

 

3.3.3.3.    Αν το εμβαδόν του τετραγώνου ΑΒΓ∆ είναι 

80 cm2 και του ΑΕΖΗ είναι 45 cm2 τότε να απο-

δείξετε ότι η περίμετρος του ορθογωνίου τριγώ-

νου Α∆Ε είναι 12 5 . 

 
 

4.4.4.4.    ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΒΓ 6cm=  

και ΑΒ ΑΓ 5cm= = . Να βρείτε:  

α)α)α)α) το ύψος Α∆ 

β)β)β)β)  το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ 

5.5.5.5.    ∆ίνεται ισοσκελές, ορθογώνιο τρίγωνο με εμ-

βαδόν 24 cm2. Εξωτερικά του τριγώνου σχηματί-

ζουμε τετράγωνο με πλευρά την υποτείνουσα 

του τριγώνου. Να υπολογίσετε την διαγώνιο του 

τετραγώνου.  

 

6.6.6.6.    Έστω ορθογώνιο ΑΒΓ∆. Εξωτερικά αυτού 

κατασκευάζουμε δύο τετράγωνα ΑΒΘΚ και 

ΒΓΕΗ με εμβαδά 12 cm2 και 27 cm2 αντίστοιχα. 

Να βρείτε: 

α)α)α)α) τις πλευρές ΑΒ και ΒΓ 

β)β)β)β)  το εμβαδόν και την περίμετρο του ορθογωνί-

ου ΑΒΓ∆ 

γ)γ)γ)γ)    τη διαγώνιο ΑΓ 

 

7.7.7.7.    ∆ίνεται τετράγωνο ΑΒΓ∆. Στην πλευρά ΒΓ 

παίρνουμε τυχαίο σημείο Ε και εξωτερικά του 

τετραγώνου κατασκευάζουμε τα τετράγωνα 

ΒΝΜΕ και ΓΕΛΚ με εμβαδά 18 cm2 και 8 cm2 α-

ντίστοιχα. Να βρείτε:  

α)α)α)α) τις πλευρές ΒΝ και ΓΚ 

β)β)β)β)  το εμβαδόν και την περίμετρο του τετραγώ-

νου ΑΒΓ∆ 

γ)γ)γ)γ) το μήκος της διαγωνίου Β∆ 

 

8.8.8.8.    Ένα τραπέζιο έχει βάσεις 27 cm  και 

12 cm  και ύψος 2 3 cm . Πόσες φορές είναι 

μεγαλύτερο το εμβαδόν του από το εμβαδόν τε-

τραγώνου πλευράς 5 cm ; 

☺☺☺☺    3.3.3.3.    Το πρόβλημα του τετραγωνισμού του κύκλουΤο πρόβλημα του τετραγωνισμού του κύκλουΤο πρόβλημα του τετραγωνισμού του κύκλουΤο πρόβλημα του τετραγωνισμού του κύκλου        
Το «πρόβλημα του τετραγωνισμού του κύκλου» είναι ένα από τα 3 άλυτα προβλήματα της αρχαιότητας. 

Το ζητούμενο του προβλήματος είναι να κατασκευάσουμε, χρησιμοποιώντας μόνο γνώμονα και διαβήτη, 

ένα τετράγωνο με εμβαδόν ίσο με το εμβαδόν κύκλου με γνωστή ακτίνα. 

Μόλις το 1882 μ.Χ. αποδείχτηκε ότι η κατασκευή αυτή, με γνώμονα και διαβήτη, είναι αδύνατη. Πράγματι 

αν είναι x η πλευρά του τετραγώνου και r η ακτίνα του κύκλου τότε  
2 2 2x πr x πr x r π= ⇒ = ⇒ =  

Όμως ο αριθμός π δεν μπορεί να κατασκευαστεί με γνώμονα και διαβήτη.  

Επομένως και η πλευρά x δεν μπορεί να κατασκευαστεί. 

 

1.1.1.1.    Να βρείτε την πλευρά τετραγώνου που έχει εμβαδόν ίσο με το εμβαδόν κύκλου ακτίνας r = 10 cm. 

8888    Τετραγωνική ρίζα πραγματικού αριθμούΤετραγωνική ρίζα πραγματικού αριθμούΤετραγωνική ρίζα πραγματικού αριθμούΤετραγωνική ρίζα πραγματικού αριθμού    (ΙΙΙ) (Προβλήματα)(ΙΙΙ) (Προβλήματα)(ΙΙΙ) (Προβλήματα)(ΙΙΙ) (Προβλήματα)    1.11.11.11.1.Γ.Γ.Γ.Γ    / / / / 3333    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        
� Αριθμητική παράσταση, αλγεβρική παράσταση, ακέραια αλγεβρική παράσταση, αριθμητική τιμή αλ-

γεβρικής παράστασης. 

� Μονώνυμο, συντελεστής μονωνύμου, κύριο μέρος μονωνύμου, βαθμός μονωνύμου.  

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησης        
1.1.1.1.    Ένα μονώνυμο μπορεί να έχει συντελεστή 0;  2.2.2.2.    Ο βαθμός ενός μονωνύμου μπορεί να είναι 0; 

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να βρείτε ποιες από τις παρακάτω αλγεβρι-

κές παραστάσεις είναι ακέραιες.  

α)α)α)α)    3 2x y 2xy 3xy− +  ββββ))))    
3 2x y 2xy 3xy

xy

− +
    

γγγγ))))    
2 3

2

αβ x y

z
    δδδδ))))  2 5 7 8 22

x y xy 3x y
5

− −  

 

2.2.2.2.    Να βρείτε ποιες από τις επόμενες παραστά-

σεις είναι μονώνυμα:  

αααα))))    2 3 45 α β−     ββββ))))    
2

3

2x y

α−
    γγγγ))))    

2 4

1

x y

3α

−

−
 

δδδδ))))    23 xy  εεεε))))    ( ) 4 03 5 α β−  στστστστ))))    3 32x 5x−  

ζζζζ))))    ( )2x x 1+  ηηηη))))    
3αx

2 3+
    θθθθ))))    

1
x

x
−  

 

3.3.3.3.    Να βρείτε ποιες από τις επόμενες παραστά-

σεις είναι μονώνυμα:  

α)α)α)α) 22x y  β)β)β)β)     
0

2αβ

x
 γ)γ)γ)γ)    41

αx
3

−     

δ)δ)δ)δ)    3 15x y−  ε)ε)ε)ε)    7  στ)στ)στ)στ)    x   
 

4.4.4.4.    Να βρείτε την αριθμητική τιμή των παρακάτω 

αλγεβρικών παραστάσεων:  
3 2Α x y 2xy 3xy= + − για x 1, y 2= − = −    

2 3 2 3 2Β x y 5x y 3x y= − − για x 2, y 1= − =  
 

5.5.5.5.    Τα μονώνυμα 26xy  και ν 33x y−  έχουν την 

ίδια αριθμητική τιμή για x 2, y 1= = − . Να βρείτε 

τον αριθμό ν. 

6.6.6.6.    Αν x y 2+ = −  τότε να υπολογίσετε την τιμή 

της παράστασης 

( ) ( )x x 2 y y 1 3xy− + + −  
 

7.7.7.7.    Να βρείτε τον συντελεστή, το κύριο μέρος και 

το βαθμό στα παρακάτω μονώνυμα 

α)α)α)α)  2x yω  β)β)β)β)  4 23x y  γ)γ)γ)γ)    3x   

δ)δ)δ)δ)    ( )3
23xy  ε)ε)ε)ε)    72

xy
5

−     στ)στ)στ)στ)    
2 4

3

x y ω

ω−
 

 

8.8.8.8.    Σε κάθε ένα από τα παρακάτω μονώνυμα 

να βρείτε τον βαθμό του ως προς x ως προς y και 

ως προς x και y.  

α)α)α)α) 4 2 3 4 3 43x y, 11xω , 8x y , 5x y κ−   

β)β)β)β)  3 2 2 2 5 2 32x y , 11αx ω, 8x y , 5αβx y−  

 

9.9.9.9.    Το μονώνυμο 2κ 3 3λ 11
x y

3
− −  είναι 3ου βαθμού ως 

προς x και 4ου βαθμού ως προς y. Να βρείτε: 

α)α)α)α)    τα κ και λ 

β)β)β)β)  την αριθμητική τιμή του πολυωνύμου για 
x 1, y 2= − = −  

 

10.10.10.10.    Το μονώνυμο ν 25x y−  για x 1, y 2= − = −  

έχει αριθμητική τιμή 20− . Να βρείτε: 

α)α)α)α)    το ν 

β)β)β)β)    τον βαθμό του μονώνυμου ως προς x και y 

γ) γ) γ) γ)     την τιμή του μονωνύμου για x 2, y 3= = −      

δ)δ)δ)δ)    το αντίθετο μονώνυμο 

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    Να βρείτε τις τιμές των φυσικών αριθμών κ, 

λ, μ ώστε η αλγεβρική παράσταση  
μ 33κ 2 3λ 8 10 4Α 5x y 3x y ω −− −= ⋅ + ⋅ ⋅  

να είναι μονώνυμο.  

2.2.2.2.    Να βρείτε το βαθμό του μονώνυμου  για τις 

διάφορες τιμές του λ. 

α)α)α)α) ( ) 3λ – 2 x  β)β)β)β)  ( ) 2λ λ – 2 x  

γ)γ)γ)γ)    ( ) λ 2λ – 2 x −     δ)δ)δ)δ)    ( ) λ 3λ – 2 x −  
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  Α’ ΜΕΡΟΣ. 1. Αλγεβρικές παραστάσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        
� Όμοια μονώνυμα. Ίσα μονώνυμα, αντίθετα μονώνυμα, σταθερό μονώνυμο, μηδενικό μονώνυμο. 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησης        
1.1.1.1.    Κάθε σταθερό μονώνυμο είναι μηδενικού 

βαθμού; 

 

2.2.2.2.    ∆ύο ίσα  πολυώνυμε έχουν ίσα κύρια μέρη; 

3.3.3.3.    Το μονώνυμο 2x y  δεν έχει συντελεστή; 

 

4.4.4.4.    Ποια είναι η περίμετρος ισόπλευρου τριγώνου 

με πλευρά α; 

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να χωρίσετε τα παρακάτω μονώνυμα σε 4 

ζεύγη όμοιων μονωνύμων     

α)α)α)α) 4 2 3 4 3 43x y, 11xω , 8x y , 5x y κ− , 26ω x , 

45yx− , 4 3y x , 4 3κy x−  

β)β)β)β)  3 2 2 2 5 2 32x y , 11αx ω, 8x y , 5αβx y− , 

3 2 2 2 5 2 35
5x y , αx ω, 2x y , 3αβx y

4
− −  

 

2.2.2.2.    Να βρείτε ποια από τα παρακάτω μονώνυμα 

είναι όμοια: 
2

2 2 2 2 2 2 21 3 x
2x , xy , yx , x y, x , 4x y ,

3 4 5
− − − −  

3.3.3.3.    Να βρείτε τα λ και μ ώστε τα παρακάτω μο-

νώνυμα να είναι όμοια. 

α)α)α)α) 2 μ3 λ 22x y , 11αx ω+−  β)β)β)β)  
2 3 μ2 λ 5 28x y , 5x y −+−  

 

4.4.4.4.    Να βρείτε τα α, κ, λ αν τα μονώνυμα  

( ) κ 2 λ 13 α 1 2 x y+ − + − ⋅   και ( ) 1 κ 2 3λα 1 x y− −− ⋅  

α)α)α)α)    είναι ίσα 

β)β)β)β)    είναι αντίθετα 

 

5.5.5.5.    Να βρείτε τα κ, λ και μ ώστε το μονώνυμο  

( ) κ 3 λκ λ μ x y−+ + ⋅  

να είναι σταθερό και μη μηδενικό πολυώνυμο.  

☺☺☺☺    4444    Προβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / Σπαζοκεφαλιές        

1.1.1.1.    Ένα ορθογώνιο έχει μήκος τριπλάσιο από το 

πλάτος του x. Το μονώνυμο που εκφράζει το εμ-

βαδόν του είναι: 

α)α)α)α) 3x β)β)β)β) 23x  γ)γ)γ)γ) 2x  δ)δ)δ)δ) 4x   

 

2.2.2.2.    Η Μαρία έχει x ευρώ, ενώ η Ελένη έχει 2 ευρώ 

λιγότερα από το τριπλάσιο ποσό της Μαρίας. Η 

αλγεβρική παράσταση που εκφράζει το χρηματι-

κό ποσό της Ελένης είναι: 

α)α)α)α) x – 2 β)β)β)β) 3x + 2 γ)γ)γ)γ) 3x δ)δ)δ)δ) 3x – 2  

 

3.3.3.3.    Χρησιμοποιώντας τους τύπους του παρα-

δείγματος 2 (σελ. 27 βιβλίο μαθητή) να υπολογί-

σετε το ιδανικό βάρος ενός άνδρα ηλικίας 25 ε-

τών και ύψους 174 cm και μιας γυναίκας ηλικίας 

24 ετών και ύψους 167 cm. 

 

4.4.4.4.    Η ζάχαρη κοστίζει x € το κιλό, ενώ 1 κιλό 

καφές είναι κατά 1,20 € ακριβότερος από 4 κιλά 

ζάχαρη. 

α)α)α)α)  Να γράψετε την αλγεβρική παράσταση η ο-

ποία εκφράζει το συνολικό κόστος 5 κιλών ζά-

χαρης και 1,5 κιλού καφέ 

β)β)β)β)  Αν το 1 κιλό ζάχαρη κοστίζει 0,70 €, να βρείτε 

ποιο είναι το συνολικό κόστος 5 κιλών ζάχαρης 

και 1,5 κιλού καφέ; 

 

5.5.5.5.    Ένας κήπος με σχήμα τετράγωνο πλευράς α 

ποτίζεται από τέσσερις μηχανισμούς που βρίσκο-

νται στις τέσσερις κορυφές του και ποτίζουν ένα 

τεταρτοκύκλιο με πλευρά 
α

2
 ο καθένας. Να βρεί-

τε το εμβαδόν του κήπου που μένει απότιστο. 

 

6.6.6.6.    Έστω ένα ορθογώνιο με πλευρές α και 2α.  

Να γράψετε τις αλγεβρικές παραστάσεις που εκ-

φράζει: 

α)α)α)α)    το εμβαδόν του ορθογωνίου 

β)β)β)β)    την περίμετρο του ορθογωνίου 

γ)γ)γ)γ)  τη διαγώνιο του ορθογωνίου    

10101010    Αλγεβρικές πράξεις Αλγεβρικές πράξεις Αλγεβρικές πράξεις Αλγεβρικές πράξεις ––––    Μονώνυμα (ΙΙ)Μονώνυμα (ΙΙ)Μονώνυμα (ΙΙ)Μονώνυμα (ΙΙ)    1.2.A / 1.2.A / 1.2.A / 1.2.A / 2222    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου    

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        
� Πρόσθεση, αφαίρεση, πολλαπλασιασμός, διαίρεση μονωνύμων 

� Παρατήρηση: Η διαίρεση δύο μονωνύμων δεν είναι πάντα μονώνυμο 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησης        
1.1.1.1.    Τι βαθμό έχει το άθροισμα δύο μονωνύμων 

σε σχέση με τους βαθμούς των δύο μονωνύμων; 

2.2.2.2.    Τι βαθμό έχει το γινόμενο δύο μονωνύμων σε 

σχέση με τους βαθμούς των δύο μονωνύμων;     

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να κάνετε τις πράξεις: 

α) α) α) α) 13α 27α+  β)β)β)β)  2 214μ 15μ− +  

γ)γ)γ)γ) 2 24β 8β 2β− +  δ) δ) δ) δ)     7x 5x 14x− +   

ε) ε) ε) ε) 2 2 2 219R R 3R 7R+ − +  στ) στ) στ) στ) 
2 1

y y y
3 3

+ −     

    

2.2.2.2.    Να κάνετε τις πράξεις: 

α) α) α) α) ( )( ) ( )2 x y 7 ω− − −  β) β) β) β)     
2 4 31

x y x y
3

− ⋅     

γ) γ) γ) γ)  ( )2 3 21
x x x αxy 9yx

3

 
⋅ ⋅ − 

      

δδδδ)))) ( ) ( ) ( )1 2 3
2 3 2α βγ αβ 4α γ

−
⋅ ⋅ −  

    

3.3.3.3.    Να κάνετε τις πράξεις: 

αααα) ) ) ) ( )230xyω : 15x−  ββββ) ) ) ) ( )2β : αβ−     

γγγγ) ) ) ) ( )275xyα : 5αy−   δδδδ) ) ) ) ( ) ( )3 216αβ x : 32α β−     

εεεε))))    
2 3 2

2 3 4 21 5 3
κ λ μ : κλ : μ λ

3 3 4

      
− −      
       

    

 

4.4.4.4.    Να βρείτε τις τιμές των κ και λ ώστε να ισχύ-

ουν οι ισότητες: 

α) α) α) α) ( ) ( )3κ 1 λ κ 2 315x y : 3x y 5x y−− − =     

β) β) β) β) ( ) ( )2κ 1 3λ κ 2 λ 1 32
4α β : 12α β αβ

3
− + + =     

    

5.5.5.5.    Να συμπληρώσετε τα κενά ώστε να προκύ-

ψουν σωστές ισότητες: 

α)α)α)α) ( )315x : ...... 3x=
    

β)β)β)β)  ( )3 2 221x y α : ...... 3xy=  

γ)γ)γ)γ)    ( )2 4 3 73x yz ...... 12x y z⋅ = −         

δ)δ)δ)δ)    ( ) 2 52
xy ...... 4x y

5
⋅ =

    

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    ∆ίνονται τα μονώνυμα λ 1 4κ 2Α 5x y+ −= ⋅  και 

λ 5 κ 7Β 2x y− + += − ⋅ . Να βρείτε το μονώνυμο  

Γ 2Α Β= +  

2.2.2.2.    Να βρείτε το γινόμενο των μονωνύμων 

( ) 3Α 12 3 xy= +  και 275 3
Β x y

36 4

 
= −  
 

 

☺☺☺☺    5.5.5.5.    Προβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / Σπαζοκεφαλιές        

1.1.1.1.    ∆ύο κύκλοι έχουν ακτίνες 3x και 4x αντιστοί-

χως. Να βρείτε την ακτίνα του κύκλου που έχει 

εμβαδόν ίσο με το άθροισμα των εμβαδών των 

δύο αρχικών κύκλων. 
 

2.2.2.2. Να βρείτε ένα μονώνυμο που να εκφράζει την 

περίμετρο του διπλανού σχήματος. Η πλευρά του 

κάθε μικρού τετραγώνου είναι ίση με α. 

 

3.3.3.3.    ∆ίνεται ορθογώνιο ΑΒΓ∆ με ΑΒ 2x, BΓ x= = . 

Εξωτερικά του ορθογωνίου σχεδιάζουμε ημικύ-

κλια με διάμετρο ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα.  

α)α)α)α)    Να υπολογίσετε το εμβαδόν του συνολικού 

σχήματος 

β)β)β)β)    Ποιο είναι το συνολικό εμβαδόν για x 3 3= ; 

 

4.4.4.4.    ∆ύο ομόκεντροι κύκλοι έχουν ακτίνες x και 2x 

αντίστοιχα. Ποιο είναι το εμβαδόν του δακτυλίου 

που περικλείεται ανάμεσα στους δύο κύκλους; 

11111111    Μονώνυμα Μονώνυμα Μονώνυμα Μονώνυμα ––––    Πράξεις με μοΠράξεις με μοΠράξεις με μοΠράξεις με μονώνυμανώνυμανώνυμανώνυμα    1.21.21.21.2....BBBB    / 1/ 1/ 1/ 1    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 1. Αλγεβρικές παραστάσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        
� Ορισμός, όρος πολυωνύμου, διώνυμο, τριώνυμο, βαθμός πολυωνύμου, μηδενικό πολυώνυμο, ίσα 

πολυώνυμα, διάταξη κατά τις φθίνουσες δυνάμεις του x, αριθμητική τιμή πολυωνύμου 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησης        
1.1.1.1.    Ο βαθμός ενός σταθερού πολυωνύμου είναι πάντα μηδέν;    

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Οι παρακάτω παραστάσεις είναι πολυώνυμα 

του x; Για όσες είναι να βρείτε το βαθμό τους. 

α)α)α)α)    31
x 2x 1

2
+ −     β)β)β)β)    3 24x 2x π− + −     

γ)γ)γ)γ)    

2

2

3 1
3 x 5

xx

 
− + − + 

 
    δ)δ)δ)δ)    ( ) 1

3 25x 4 x 3
−−− +     

ε)ε)ε)ε)    3 5 1
4 x x 0

2
− − +     στ)στ)στ)στ)    3 20x 0x πx 1+ − +     

    

2.2.2.2.    Να βρείτε το πολυώνυμο το οποίο αν αφαι-

ρεθεί από το 27x 3x 2+ −  θα προκύψει το πολυώ-

νυμο 23x 3x 7+ + .  

 

3.3.3.3.    Να βρείτε το βαθμό των παρακάτω πολυω-

νύμων για τις διάφορες τιμές του λ∈ℝ . 

α)α)α)α)    ( ) ( ) ( ) ( )2 2P x λ 4 x λ 2 x λ 2= − + − − +   

β)β)β)β)    ( ) ( ) ( )2 3 2 2P x λ 4λ 1 x 4λ 1 x= ⋅ − + − −  

        ( )2λ 1 x 2λ 1− + − +     

γ)γ)γ)γ) ( ) ( ) ( )3 3 2 2P x λ 4λ x λ 4 x= − + − +  

( )2λ 2λ x λ 2+ − + −  

4.4.4.4.    Να βρείτε το λ∈ℝ  ώστε το πολυώνυμο  

( ) ( ) ( )3 2 2P x 9λ λ x 3λ 2λ 1 x 3λ 1= − + + − + +  

να είναι μηδενικού βαθμού. 

  

5.5.5.5.    Να προσδιορίσετε τις τιμές των α, κ, λ, μ∈ℝ  

για τις οποίες τα πολυώνυμα P και Q είναι ίσα: 

α)α)α)α) ( ) ( )2 3 4P x α 5α x 9x α= − + −  και 

( ) 3 2Q x 6x μ x 81= − + −  

β)β)β)β) ( ) ( )2P x λx λ κ x μ 2λ= − − + −  και 

( ) ( ) 2Q x μ λ x 4x κ λ= − + + +  

 

6.6.6.6.     ∆ίνονται τα παρακάτω πολυώνυμα: 

( ) 2 3P x 1 2x x 3x= − − +  

( ) 2 3 4Q x 4x 1 3x x 2x= − + − +  

α)α)α)α) Να γράψετε τα πολυώνυμα κατά τις φθίνου-

σες δυνάμεις του x  

β)β)β)β)  Να υπολογίσετε τα  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )P 2 , P 1 , P 0 , P 1 , P 2− −  

και ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Q 2 , Q 1 , Q 0 , Q 1 , Q 2− −

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    ∆ίνεται το πολυώνυμο  

( ) ( ) ( )3 2P x λ 2 x μ 2 x 3λ μ 2γ= − + + + − +  

Να βρείτε τα λ, μ, γ∈ℝ  ώστε: 

α)α)α)α)    Ο βαθμός του ( )P x  να είναι 0 

β)β)β)β)    Το ( )P x  είναι το μηδενικό πολυώνυμο 

γ)γ)γ)γ)    ( ) 3P x 4x 10= +     

    

2.2.2.2.    Για ποιες τιμές του λ∈ℝ  το πολυώνυμο 

( ) ( ) ( )3 2 3 2 4P x λ 3λ 2λ x λ 2λ x λ 16= − + + − − +  

α)α)α)α)    είναι μηδενικό πολυώνυμο  

β)β)β)β)    είναι σταθερό αλλά μη μηδενικό πολυώνυμο 

3.3.3.3.    ∆ίνεται το πολυώνυμο ( ) 2P x x 1= + .  

α)α)α)α) Να βρείτε το ( ) ( ) ( )2Q x P x P 2x= −  

β)β)β)β)  Να αποδείξετε ότι ( ) ( ) ( )Q 2 P 2 P 0 0+ + =  

 

4.4.4.4.    Έστω τα πολυώνυμα ( ) 2Α x αx 4x β= − + , 

( ) 2Β x 2x γx 4= + +  με ( ) ( ) 2Α x Β x 3x x 1+ = − + + . 

α)α)α)α)    Να βρείτε τα α, β, γ 

β)β)β)β)    Να βρείτε το ( ) ( ) ( )P x Α x A 2x= − −  και να 

αποδείξετε ότι ο παρακάτω αριθμός είναι ρητός 

( ) ( ) ( ) ( )κ Ρ 0 Ρ 1 Ρ 2 Ρ 1= + − + − ⋅  

12121212    Πολυώνυμα Πολυώνυμα Πολυώνυμα Πολυώνυμα ––––    Πρόσθεση και αφαίρεση πολυωνύμωνΠρόσθεση και αφαίρεση πολυωνύμωνΠρόσθεση και αφαίρεση πολυωνύμωνΠρόσθεση και αφαίρεση πολυωνύμων    ((((ΙΙΙΙ))))    1.1.1.1.3333    / 1/ 1/ 1/ 1    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        
� Αναγωγή ομοίων όρων. Πράξεις πολυωνύμων: Πρόσθεση, αφαίρεση 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησης        
1.1.1.1.    Τι βαθμού μπορεί να είναι το άθροισμα δύο πολυωνύμων P και Q με βαθμούς μ, ν αντίστοιχα;    

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να κάνετε αναγωγή ομοίων όρων στα πα-

ρακάτω πολυώνυμα:  

α)α)α)α) ( ) ( )3 4 3P x x 3x 1 2x 3x 5x= − + − − +   

β)β)β)β)  ( ) ( ) ( )3 2Q x 2 3x 2x 5 3 2x x 3= − − + − + + −     

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( ) ( )3 2 3R x 4 2x 5x 3x 2 2x 5x 3= − − − − −  

 

2.2.2.2.    ∆ίνεται το πολυώνυμο  

( ) 3 2 3 2P x 3x αx 2x 4 βx 2x 7x 1= + − + + − + −  

α)α)α)α)  Να κάνετε αναγωγή ομοίων όρων 

β)β)β)β)  Να βρείτε για ποιες τιμές των α και β το πο-

λυώνυμο ( )P x  είναι πρώτου βαθμού 

 

3.3.3.3.    Να βρείτε το άθροισμα και τη διαφορά των 

παρακάτω πολυωνύμων: 

α)α)α)α)    ( ) 3P x x 3x 1= − +     και ( )Q x x 1= −     

β)β)β)β)    ( ) 3 2P x x 4x 3x 1= − + + και ( ) 2Q x x x 1= + −     

 

4.4.4.4.    Αν είναι ( ) 3 2P x x 4x 2x 1= − + −  και 

( ) 2Q x 2x 4x 3= + −  

τότε να βρείτε τα πολυώνυμα: 

α)α)α)α)    ( ) ( )P x 2Q x+         

β)β)β)β)    ( ) ( )3P x 4Q x−     

5.5.5.5.    Να κάνετε τις πράξεις: 

α) α) α) α) ( ) ( ) ( )3 2 2 2 25α 2β 1 2α 3β 3 2α 4− + − − + − − +     

β)β)β)β)  ( ) ( )2 3 2 2 23x 5x x 4x 2x 6 2x 5x − − + − + + − −   

γ) γ) γ) γ)     ( ){ }2 2 2 2 2 2α 2αβ 2α 3β α β 3α αβ − − − − + − −      

δ)δ)δ)δ) ( ) ( )3 2 3 2 3 3 2 3x 2x y x 4xy y x 3x y 2y− − + − − − − +
    

    

6.6.6.6.    ∆ίνονται τα πολυώνυμα: 

( ) 3 2A x x 4x 3x 1= − + − , ( ) 3 2B x 2x 5x 2x 3= − − +  

( ) 3 2Γ x 4x x x 2= + − −  

Να βρείτε τα πολυώνυμα: 

αααα))))  ( ) ( )A x B x+  ββββ)))) ( ) ( ) ( )A x B x Γ x+ +  

γγγγ))))  ( ) ( ) ( )Γ x – A x – B x  δδδδ)))) ( ) ( ) ( )Α x – B x Γ x+   

 

7.7.7.7.    Αν ( ) 2P x 4x 3x= −  και ( ) 2Q x 36x 9x= +  να 

αποδείξετε ότι: ( ) ( )P 3x Q x 0− − = . 

 

8.8.8.8.    Να συμπληρώσετε τα κενά: 

α)α)α)α)    ( ) ( ) ( )3 2 25x 2x 1 2x ... ... ... ... 3x 5− + − + − = + + −     

β)β)β)β)    ( ) ( )2 2x 3x ... ... x 1 5x ... 4− + − + + = + −     

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )4 24x 3x 1 x x 1 ..........................− + − + + =     

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    Έστω τα πολυώνυμα ( )1P x , ( )2P x , ( )3P x  

για τα οποία ισχύει ( ) ( ) ( )2000 2004 2005

1 2 3P x P x P x+ =  

Να αποδείξετε ότι  το ( )3P x  είναι άρτιου βαθμού.  

2.2.2.2.    Έστω ( ) 2019 2018P x αx x βx= − + . 

α)α)α)α)    Να βρείτε το ( ) ( ) ( )Q x P x P x= − −  

β)β)β)β)    Αν ( )Q x 14x=  τότε να βρείτε τα α και β  

☺☺☺☺    5.5.5.5.    Προβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / Σπαζοκεφαλιές        

1.1.1.1.    Να δείξετε ότι αν από το εμβαδό 23x 5x 21+ +  

ενός ορθογωνίου αφαιρέσουμε τα εμβαδά 
2x x 4+ + , 22x 4x 1+ +  δύο άλλων ορθογωνίων 

θα βρούμε το εμβαδόν τετραγώνου πλευράς 4.

2.2.2.2.    Αν ο μικρότερος από τρεις διαδοχικούς φυ-

σικούς αριθμούς είναι περιττός τότε να αποδείξε-

τε ότι το άθροισμα των τριών αριθμών διαιρείται 

με το 6. 

13131313    Πολυώνυμα Πολυώνυμα Πολυώνυμα Πολυώνυμα ––––    Πρόσθεση και αφαίρεση πολυωνύμωνΠρόσθεση και αφαίρεση πολυωνύμωνΠρόσθεση και αφαίρεση πολυωνύμωνΠρόσθεση και αφαίρεση πολυωνύμων    ((((ΙΙΙΙΙΙΙΙ))))    1.1.1.1.3333    / / / / 2222    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 1. Αλγεβρικές παραστάσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        
� Πολλαπλασιασμός μονώνυμου με πολυώνυμο. Πολλαπλασιασμός πολυωνύμων. Ανάπτυγμα γινομέ-

νου. 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησης        
1.1.1.1.    Ο βαθμός του γινομένου δύο μη μηδενικών 

πολυωνύμων είναι ίσος με το γινόμενο των βαθ-

μών τους; 

 

2.2.2.2.    Αν το ( ) ( )P x Q x⋅  είναι 5ου βαθμού και το 

( )P x  είναι 4ου βαθμού τότε τι βαθμού είναι το 

( )Q x ; 

3.3.3.3.    Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση 

Τα πολυώνυμα ( ) ( )( )P x x 2 x 3= − −  και 

( ) 2Q x αx βx 6= + +  είναι ίσα, όταν 

α)α)α)α)  α = 1 και β = 5 

β)β)β)β)  α = 2 και β = 3 

γ)γ)γ)γ)  α = 1 και β = –5 

δ)δ)δ)δ)  α = –5 και β = 1

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να εκτελέσετε τους πολλαπλασιασμούς:  

α)α)α)α) ( )3 23x x – x x – 2⋅ +  

β)β)β)β)  ( )3 23x x x 1− ⋅ + +  

γγγγ))))    ( )2 7 5 4 31
x x 3x x 2x x

3
⋅ + − + −

 

δδδδ))))    ( )5 7 5 32x x 2x 3x x⋅ − + −
 

εεεε))))    ( )4 5 4 32
x x 12x 5x x 1

3
⋅ + − − +

 
 

2.2.2.2.    Να εκτελέσετε τους πολλαπλασιασμούς:   

α)α)α)α) ( )( )x 3 x 3− +  

β)β)β)β)  ( ) ( )2 2x x – 2 x 2x 1+ ⋅ − +  

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )2 2x x – 2 x x 2+ ⋅ + +     

δδδδ)))) ( ) ( )3 3 2 2 22x 2y xy 2x – xy y+ + ⋅ +   

εεεε)))) 
2 2

2 2y2 x
xy x y 3xy

3 2 2

   
− + ⋅ − −   

  
 

3.3.3.3.    Να κάνετε τις πράξεις: 

α)α)α)α) ( )( )( )x 2 3 x 2x 5− − −   

β)β)β)β)  ( )( )( )x x 1 x 2 3 x+ − −
 

γγγγ))))    ( )( )( )2x 3 2 x x x 1+ − + +     

δδδδ))))    ( )( )( )23x 2 1 2x 2x 3x 1+ − − +
 

 

4.4.4.4.    Αν ( ) ( )( )P x 3x 2x 4 x 1= − + −  και 

( ) 3 2Q x αx βx γx δ= + + + , να βρείτε τις τιμές των 

α, β, γ, δ ώστε τα πολυώνυμα ( )Ρ x  και ( )Q x
 
να 

είναι ίσα. 
 

5.5.5.5.    Έστω τα πολυώνυμα ( ) 3P x 2x x 1= − +  και 

 ( )Q x x 3= − . Να βρείτε τα πολυώνυμα: 

α)α)α)α)     ( ) ( )P x 2Q x− ⋅  

β)β)β)β)    ( ) ( )3P x 4Q x 2x 3 − ⋅ − +      

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )2 P x 1 3Q x   − ⋅ −     

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    ∆ίνονται τα πολυώνυμα 

( )P x αx 3= + , ( )Q x 2αx 1= − +  

για τα οποία ισχύει ( ) ( )Q 5 3P 2− = . 

α)α)α)α) Να αποδείξετε ότι α 2=  

β)β)β)β)  Να βρείτε το πολυώνυμο 

( ) ( ) ( ) ( )Α x P x 1 Q x 2 Q x = + ⋅ − ⋅ −   

γγγγ)))) Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 

( ) ( )Κ Α 2 5 Α 0= + ⋅
 

2.2.2.2.    ∆ίνεται το πολυώνυμο 

( ) ( ) ( )
2019 20202P x 2x 4x 1 2x 1= − + ⋅ −  

Να βρείτε  

α)α)α)α)    τα ( ) ( )P 0 , P 1  

β)β)β)β)    τον σταθερό όρο του πολυωνύμου 

γ)γ)γ)γ)    το άθροισμα των συντελεστών του πολυωνύ-

μου P

14141414    Πολλαπλασιασμός πολυωνύμωνΠολλαπλασιασμός πολυωνύμωνΠολλαπλασιασμός πολυωνύμωνΠολλαπλασιασμός πολυωνύμων    (I)(I)(I)(I)    1.1.1.1.4444    / 1/ 1/ 1/ 1    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να συμπληρώσετε τα κενά: 

α)α)α)α)    ( ) 3 22x ......................... 2x – 4x 6x⋅ = +     

β)β)β)β)    ( )2 4 3 21 4 1
x ......................... x 2x x

3 3 2
⋅ = − +     

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( ) 22x ..... ..... 3 6x .... 12x .....+ ⋅ − = − + −     

δ)δ)δ)δ)    ( ) ( ) 2..... 2 6x ..... 12x .... 2− ⋅ + = − −
 

εεεε))))    ( ) ( ) 2x y x ..... ..... .... 2y+ ⋅ + = + +     

στστστστ))))    ( ) 2 32
x .... .... 14 14x y .... 9y x ....

3

 
+ ⋅ + = + + + 

   

 

2.2.2.2.    Έστω τα πολυώνυμα 

( ) 2P x x 2x 3= + +  και ( )Q x αx β= + , α,β∈ℝ  

Να βρείτε τις τιμές των α, β ώστε το πολυώνυμο  

( ) 3 2φ x αx 5x 8x α β= + + + +  

να είναι ίσο με το πολυώνυμο ( ) ( )P x Q x⋅ .  

3.3.3.3.    Έστω το πολυώνυμο ( ) 2P x x x – 2= + . Nα 

βρείτε με ποιο πολυώνυμο πρέπει να πολλαπλα-

σιαστεί το x – 1, ώστε να προκύψει το ( )P x . 

 

4.4.4.4.    Να βρείτε πολυώνυμο του οποίου το τετρά-

γωνο να είναι ίσο με 4 3 2x 2x 3x 4x 4+ − − + .  

 

5.5.5.5.    Για τα πολυώνυμα ( )P x , ( )Q x , ( )f x  γνω-

ρίζουμε  ότι  

( ) ( ) ( )P x Q x f x⋅ =  

και ότι ο βαθμός του ( )P x  είναι 2. 

α)α)α)α)    Αν ο βαθμός του ( )f x  είναι ίσος με 5, να 

βρείτε το βαθμό του ( )Q x  

β)β)β)β)    Αν ο βαθμός του ( )f x  είναι ίσος με 2 και 

( )Q 1 5= , να βρείτε το ( )Q 1−  

����    2.2.2.2.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    Αν για το πολυώνυμο ( )P x  ισχύει  

( ) ( )2 3 2x 1 P x 3x 2x 3x 2− = + − −  

α)α)α)α)    να βρείτε το βαθμό του ( )P x  

β)β)β)β)    να βρείτε το ( )P x  

 

2.2.2.2.    Αν για το πολυώνυμο ( )P x  ισχύει 

( ) ( ) 3 23x 2 P x 3x 5x 16x 12+ = + − −  

α)α)α)α)    να βρείτε το ( )P x  

β)β)β)β)    να λύσετε την εξίσωση 
3 23x 5x 16x 12 0+ − − =  

 

3.3.3.3.    Να προσδιορίσετε το α∈ℝ  ώστε το πολυώ-

νυμο ( ) 3 2P x 9x 3x 9x 27= − + −  να γράφεται 

( ) ( ) ( )( )3 2 2Q x α x x 3x x 3 x 3x 9= + − + − + +  

☺☺☺☺    3.3.3.3.    Προβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / Σπαζοκεφαλιές        

1.1.1.1.    Ένας βιοτέχνης για να κατασκευάσει ορθο-

γώνια κουτιά χρησιμοποιεί το διπλανό σχέδιο. 

Να βρεθεί το εμβαδόν της επιφάνειας και ο όγκος  

του κουτιού ως συνάρτηση του x. 

 
 

2.2.2.2.    Ένα τραπέζιο έχει βάσεις x, 2x και ύψος 
x

2
. 

Ένα τετράγωνο έχει πλευρά x. Να βρείτε το λόγο 

των εμβαδών του τραπεζίου προς το τετράγωνο.

3.3.3.3.    Να υπολογίσετε το γινόμενο ( )( )x 2 x 3+ +  

και να το ερμηνεύσετε γεωμετρικά; 

 

4.4.4.4.    Για την παραγωγή x μονάδων ενός προϊόντος 

την εβδομάδα, μία εταιρία έχει κόστος  

( )K x 500x 50.000= +
 
ευρώ 

Τις x μονάδες την εβδομάδα τις διαθέτει η εταιρία 

στην τιμή ( )Τ x 2.000 2x= −  ευρώ ανά μονάδα. 

α)α)α)α)    Να βρείτε το πολυώνυμο που δίνει το κέρδος 

από την πώληση x μονάδων από το προϊόν την 

εβδομάδα 

β)β)β)β)    Να βρείτε το κόστος όταν δεν παράγει προϊόν 

γ)γ)γ)γ)    Να βρείτε το κέρδος αν πουλήσει 100 μονάδες 

την εβδομάδα

15151515    Πολλαπλασιασμός πολυωνύμωνΠολλαπλασιασμός πολυωνύμωνΠολλαπλασιασμός πολυωνύμωνΠολλαπλασιασμός πολυωνύμων    (II)(II)(II)(II)    1.4 / 21.4 / 21.4 / 21.4 / 2    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 1. Αλγεβρικές παραστάσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

� (((( ))))2222 2 22 22 22 2α β α 2αβ βα β α 2αβ βα β α 2αβ βα β α 2αβ β+ = + ++ = + ++ = + ++ = + +     � Ισχύει ( ) ( )2 2
α β α β− − = +  

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησης        
1.1.1.1.    Για οποιουσδήποτε αριθμούς x, y να αντιστοιχίσετε σε κάθε έκφραση της στήλης Α τη συμβολική 

γραφή της από τη στήλη Β. 

ΣΤΗΛΗ ΑΣΤΗΛΗ ΑΣΤΗΛΗ ΑΣΤΗΛΗ Α    ΣΤΗΛΗ ΒΣΤΗΛΗ ΒΣΤΗΛΗ ΒΣΤΗΛΗ Β    

α.α.α.α. Το διπλάσιο γινόμενό τους 1. 1. 1. 1. ( )2
2 x y+     

β.β.β.β. Το τετράγωνο του αθροίσματός τους 2. 2. 2. 2. 2xy     

γ.γ.γ.γ. Το άθροισμα των τετραγώνων τους 3. 3. 3. 3. ( )2
x y+     

δ.δ.δ.δ. Το τετράγωνο του γινομένου τους 4. 4. 4. 4. 2 2x y+     

ε.ε.ε.ε. Το διπλάσιο του αθροίσματός τους 5. 5. 5. 5. ( )2
xy     

στ.στ.στ.στ. Το διπλάσιο του τετραγώνου του αθροίσματός τους 6. 6. 6. 6. ( )2 x y+     

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1111....    Να υπολογίσετε τα αναπτύγματα:  

Α.Α.Α.Α.    α)α)α)α) ( )2
α 2+   β)β)β)β)  ( )2

β 1+  

    γ)γ)γ)γ)    ( )2
x α+  δ)δ)δ)δ)    ( )2

3 β+  

Β.Β.Β.Β.    α)α)α)α)    ( )2
α 2β+     ββββ))))    ( )2

3β 1+     

    γγγγ))))    ( )2
x 2α+     δδδδ))))    ( )2

3α 2β+     

Γ.Γ.Γ.Γ.    α)α)α)α)    ( )2
23 2α β+     ββββ))))    ( )2

3 51 2α β+     

    γγγγ))))    ( )2
32x 3y+         δδδδ))))    

2
3 2

α β
2 3

 
+ 

 

2.2.2.2.    Να υπολογίσετε για x 0≠  τα αναπτύγματα: 

α)α)α)α)    

2
1

x
x

 
+ 

 
 β)β)β)β)    

2
1

αx
αx

 
+ 

 
    

    

3.3.3.3.    Α.Α.Α.Α.    Να αποδείξετε ότι ( ) ( )2 2
α β α β− − = +     

Β.Β.Β.Β.    Να υπολογίσετε τα αναπτύγματα:   

α)α)α)α)    ( )2
α 2− −     β)β)β)β)    ( )2

3β 1− −     

γγγγ))))  ( )2
23 2α β− −  δ)δ)δ)δ)        ( )2

2 3− −  

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    Να κάνετε τις πράξεις:  

α)α)α)α) ( ) ( )( ) ( )2 2
α 3 2 α 3 β 4 β 4+ + + + + +     β)β)β)β)  ( ) ( )( ) ( )2 2

9 α 3 6 α 3 β 4 β 4+ + + + + +     

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )( ) ( )2 2
16 α 3 24 α 3 β 4 9 β 4+ + + + + +     δ)δ)δ)δ)    ( ) ( )( ) ( )2 21

α 3 2 α 3 β 4 16 β 4
16

+ + + + + +  

☺☺☺☺    5.5.5.5.    Προβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / Σπαζοκεφαλιές        
1.1.1.1.    •    Σκεφτείτε ένα διψήφιο αριθμό και βρείτε 

το τετράγωνό του. 

•    Βρείτε στη συνέχεια το τετράγωνο του αθροί-

σματος των ψηφίων του αριθμού που σκεφτήκα-

τε και αφαιρέστε τα δυο αποτελέσματα. 

•    Ο αριθμός που βρήκατε διαιρείται ακριβώς με 

το 9. 

Μπορείτε να το εξηγήσετε; 

2.2.2.2.    Πόσα από το κάθε είδος των παρακάτω 

σχημάτων πρέπει να χρησιμοποιήσετε για να 

σχηματίσετε ένα τετράγωνο με πλευρά 

α)α)α)α)  x 3+   β)β)β)β)  2x 1+  

 

16161616    Αξιοσημείωτες ταυτότητες Ι (Τετράγωνο αθροίσματος)Αξιοσημείωτες ταυτότητες Ι (Τετράγωνο αθροίσματος)Αξιοσημείωτες ταυτότητες Ι (Τετράγωνο αθροίσματος)Αξιοσημείωτες ταυτότητες Ι (Τετράγωνο αθροίσματος)    1.1.1.1.5555    / 1/ 1/ 1/ 1    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

� (((( ))))2222 2 22 22 22 2α β α 2αβ βα β α 2αβ βα β α 2αβ βα β α 2αβ β− = − +− = − +− = − +− = − +     � Ισχύει ( ) ( )2 2
α β α β− + = −     και ( ) ( )2 2

β α α β− = −  

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να υπολογίσετε τα αναπτύγματα:  

Α.Α.Α.Α.    α)α)α)α) ( )2
α 2−   β)β)β)β)  ( )2

β 1−  

    γ)γ)γ)γ)    ( )2
x α−  δ)δ)δ)δ)    ( )2

3 β−  

Β.Β.Β.Β.    α)α)α)α)    ( )2
α 2β−     ββββ))))    ( )2

3β 1−     

    γγγγ))))    ( )2
x 2α−     δδδδ))))    ( )2

3α 2β−     

Γ.Γ.Γ.Γ.    α)α)α)α)    ( )2
23 2α β−     ββββ))))    ( )2

3 51 2α β−     

    γγγγ))))    ( )2
32x 3y−         δδδδ))))    

2
3 2

α β
2 3

 
− 

 
 

 

2.2.2.2.    Να υπολογίσετε τα αναπτύγματα: 

α)α)α)α)    

2
1

x
x

 
− 

 
 β)β)β)β)    

2
1

αx
αx

 
− 

 
    

 

3.3.3.3. Αν α β γ 2ρ+ + =  τότε να αποδείξετε ότι 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2ρ α ρ β ρ γ ρ α β γ− + − + − + = + +     

 

4.4.4.4.    Α.Α.Α.Α.    Να αποδείξετε ότι ( ) ( )2 2
β α α β− = −     

Β.Β.Β.Β.    Να υπολογίσετε τα αναπτύγματα:   

α)α)α)α)    ( )2
α 2−         β)β)β)β)    ( )2

2 α−     

γγγγ))))  ( )2
x 2y− +  δ)δ)δ)δ)        ( )2

21 2α β− +

5.5.5.5.    Να υπολογίσετε τα αναπτύγματα:     

α)α)α)α)    ( )2

3 2 2−     β)β)β)β)    ( )2

2 2−     

γγγγ))))  ( )2

3 2 2 3− +  δ)δ)δ)δ)        

2
1

2
2

 
− + 
 

    

    

6.6.6.6.    Να κάνετε τις πράξεις:    

α)α)α)α) ( ) ( )2 2 2x 5 1 x 3 x+ + − − −  

β)β)β)β)  ( ) ( )2 22 22α β β α 3β 9α+ + − − −  

γγγγ)))) ( ) ( )2 2
3 2 6 2 3 4α 2β α β 2α 4β+ + − − −     

δδδδ))))    ( ) ( )2 2 23x 1 2x x 3 x 16− − − − − +
 

    

7.7.7.7.    Να συμπληρώσετε τις ισότητες: 

α)α)α)α)    ( )2
2x ....... ....... ....... 4+ = + +     

β)β)β)β)    ( )2
2 2 2x ....... ....... 4x y .......− = − +     

γ)γ)γ)γ)    ( )2
3 3....... x ....... 8x y .......− = − +     

δ)δ)δ)δ)    ( )2 2 2....... ....... 9x ....... 4y− = − +     

    

8.8.8.8.    Αν 2 2x α β= − , y 2αβ=  και 2 2z α β= +  τότε 

να αποδείξετε ότι 2 2 2x y z+ = . 

����    3.3.3.3.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    Να κάνετε τις πράξεις:  

α)α)α)α) ( ) ( )( ) ( )2 2
α 1 2 α 1 β 2 β 2− − − − + −         

β)β)β)β)  ( ) ( )( ) ( )2 2
4 α 1 4 α 1 β 2 β 2− − − − + −     

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )( ) ( )2 2
4 α 1 12 α 1 β 2 9 β 2− − − − + −         

δ)δ)δ)δ)    ( ) ( )( ) ( )2 21
α 1 2 α 1 β 2 4 β 2

4
− − − − + −

    

εεεε))))    ( ) ( ) ( )( )2 2
9 2x 1 16 1 x 24 2x 1 1 x− + − − − −

 

στστστστ))))    ( ) ( ) ( )( )2 2
4 2x 4 9 1 x 24 x 2 x 1− + − − − −

 
    

2.2.2.2.    Αν 
2α 10α 25 0− + =  τότε πόσο είναι το α; 

3.3.3.3.    Αν είναι 
21 x

α
2x

+
=  και 

2

2

1 x
β

1 x

+
=

−
 δείξτε ότι  

2 2

1 1
1

α β
+ =  

    

4.4.4.4.    Να υπολογίσετε τα αναπτύγματα 

α)α)α)α)    ( )2
1 1x y− −−  β)β)β)β)    ( )2

1 13x 2y− −−     

    

5.5.5.5. Με τη βοήθεια των ταυτοτήτων να υπολογί-

σετε τις δυνάμεις: 

α)α)α)α)    219  β)β)β)β)    221     

γ)γ)γ)γ)    229  δ)δ)δ)δ)    231

17171717    Αξιοσημείωτες ταυτότητες ΙΙ (ΤετράγωνοΑξιοσημείωτες ταυτότητες ΙΙ (ΤετράγωνοΑξιοσημείωτες ταυτότητες ΙΙ (ΤετράγωνοΑξιοσημείωτες ταυτότητες ΙΙ (Τετράγωνο    διαφοράς)διαφοράς)διαφοράς)διαφοράς)    1.1.1.1.5 / 25 / 25 / 25 / 2    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 1. Αλγεβρικές παραστάσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

� (((( )))) (((( )))) 2 22 22 22 2α β α β α βα β α β α βα β α β α βα β α β α β+ − = −+ − = −+ − = −+ − = −  

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις Ασκήσεις Ασκήσεις Ασκήσεις για λύσηγια λύσηγια λύσηγια λύση        

1.1.1.1.    Να υπολογίσετε τα αναπτύγματα:  

Α.Α.Α.Α.    α)α)α)α) ( )( )α 2 α 2− +   β)β)β)β)  ( )( )β 1 β 1+ −  

    γ)γ)γ)γ)    ( )( )1 α 1 α− +  δ)δ)δ)δ)    ( )( )3 α 3 α− +  

Β.Β.Β.Β.    α)α)α)α)    ( )( )3α 2 3α 2− +     ββββ))))    ( )( )3 2β 3 2β− +     

    γγγγ))))    ( )( )3α 2β 3α 2β− +     δδδδ))))    
1 1

2β 2β
3 3

  
− +  

  
    

Γ.Γ.Γ.Γ.    α)α)α)α)    ( )( )1 α 1 α− − − +         

    ββββ))))    ( )( )x 1 x 1− − − +     

    γγγγ))))    ( )( )α 2β α 2β− − − +         

    δδδδ))))    ( )( )3α β 3α β− + − −  

∆.∆.∆.∆. α)α)α)α)    ( )( )2 2α 1 α 1+ −         

    ββββ))))    ( )( )2 22x 3 2x 3− +     

    γγγγ))))    ( )( )2 2x 3y x 3y− +         

    δδδδ))))    ( )( )2 23αx 4βy 3αx 4βy− +  

Ε.Ε.Ε.Ε.    α)α)α)α)    
2 1 2 1

α β α β
3 2 3 2

  
+ −  

  
        

    ββββ))))    2 3 2 33 4 3 4
x y x y

5 3 5 3

  
− +  

  
    

    γγγγ))))    ( )( )2 2x 3y x 3y− +         

    δδδδ))))    ( )( )2 23αx 4βy 3αx 4βy− +  

 

2.2.2.2.    Να υπολογίσετε τα αναπτύγματα:  

α)α)α)α)    ( )( )α β 1 α β 1+ + + −     

β)β)β)β)    ( )( )α β 1 α β 1+ + − −     

γ)γ)γ)γ)    ( )( )α β 1 α β 1+ + − +     

δ)δ)δ)δ)    ( )( )α β 1 α β 1+ + − + +     

 

3.3.3.3.    Να υπολογίσετε από μνήμης τις παραστάσεις 

α)α)α)α) 2 215 – 5 ..........=  β)β)β)β)    2 2105 95 ..........− =     

γ)γ)γ)γ) 2 2102 98 ..........− =     δδδδ)))) 2 212 8 ..........− =  

ε)ε)ε)ε) 2 21005 995 ..........− =  

����    3.3.3.3.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    α)α)α)α)  Να αποδείξετε ότι 

 52 – 42  = 5 + 4 

 122 – 112 = 12 + 11 

 652 – 642 = 65 + 64  

 1342 – 1332 = 134 + 133 

β)β)β)β)  Με βάση τις προηγούμενες ισότητες να συ-

μπληρώσετε τη φράση: 

«Η διαφορά των τετραγώνων δύο .................... 
φυσικών αριθμών ισούται με το ................. των 
αριθμών αυτών.» 
γ)γ)γ)γ) Να συμπληρώσετε την ισότητα 

 45682 – ...... = ...... + ...... 

2.2.2.2.    α)α)α)α)  Να αποδείξετε την ταυτότητα 
2 2

v 1 v 1
v

2 2

+ −   
− =   

   
 για v 2≥  

β)β)β)β)  Να αποδείξετε ότι κάθε περιττός αριθμός 

γράφεται ως διαφορά τετραγώνων δύο αριθμών 

 

3.3.3.3. Με τη βοήθεια των ταυτοτήτων να υπολογί-

σετε τις δυνάμεις: 

α)α)α)α)    19 21⋅  β)β)β)β)    18 22⋅     

γ)γ)γ)γ)    28 22⋅     δ)δ)δ)δ)    56 44⋅     

    

☺☺☺☺    4.4.4.4.    ΠροβλήματΠροβλήματΠροβλήματΠροβλήματα / Σπαζοκεφαλιέςα / Σπαζοκεφαλιέςα / Σπαζοκεφαλιέςα / Σπαζοκεφαλιές        

1.1.1.1.    Ο τηλεφωνικός κατάλογος μιας πόλης περιέχει 9.991 ονόματα γραμμένα σε λιγότερες από 100 σελί-

δες και κάθε σελίδα περιέχει τον ίδιο αριθμό ονομάτων. Ο Γιώργος δεν μπόρεσε να προσδιορίσει πόσες 

ακριβώς σελίδες περιέχει ο κατάλογος. Ο ∆ημήτρης όμως παρατήρησε ότι ο αριθμός 9.991 = 10.000 – 9 

και με απλούς συλλογισμούς προσδιόρισε ακριβώς τον αριθμό των σελίδων του καταλόγου. Μπορείτε να 

βρείτε τους συλλογισμούς που έκανε ο ∆ημήτρης; 

18181818    Αξιοσημείωτες ταυτότητες ΙΑξιοσημείωτες ταυτότητες ΙΑξιοσημείωτες ταυτότητες ΙΑξιοσημείωτες ταυτότητες ΙIIIIIIII    (∆ιαφορά τετραγώνων)(∆ιαφορά τετραγώνων)(∆ιαφορά τετραγώνων)(∆ιαφορά τετραγώνων)    1.1.1.1.5 / 35 / 35 / 35 / 3    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

� (((( ))))3333 3 2 2 33 2 2 33 2 2 33 2 2 3α β α 3α β 3αβ βα β α 3α β 3αβ βα β α 3α β 3αβ βα β α 3α β 3αβ β+ = + + ++ = + + ++ = + + ++ = + + +
    

� (((( ))))3333 3 2 2 33 2 2 33 2 2 33 2 2 3α β α 3α β 3αβ βα β α 3α β 3αβ βα β α 3α β 3αβ βα β α 3α β 3αβ β− = − + −− = − + −− = − + −− = − + −
    

� ( ) ( )3 3
α β β α− + = −  � ( ) ( )3 3

α β α β− − = − +  

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να υπολογίσετε τα αναπτύγματα:  

Α.Α.Α.Α.    α)α)α)α) ( )3α 2+   β)β)β)β)  ( )3
β 1+  

    γ)γ)γ)γ)    ( )3
x α+  δ)δ)δ)δ)    ( )3

3 β+  

Β.Β.Β.Β.    α)α)α)α)    ( )3
α 2β+     ββββ))))    ( )3

3β 1+     

    γγγγ))))    ( )3
x 2α+     δδδδ))))    ( )3

3α 2β+     

Γ.Γ.Γ.Γ.    α)α)α)α)    ( )3
23 2α β+     ββββ))))    ( )3

3 51 2α β+     

    γγγγ))))    ( )3
32x 3y+     δδδδ))))    

3
3 2

α β
2 3

 
+ 

 
    

 

2.2.2.2.    Να υπολογίσετε τα αναπτύγματα:  

Α.Α.Α.Α.    α)α)α)α) ( )3
α 2−   β)β)β)β)  ( )3

β 1−  

    γ)γ)γ)γ)    ( )3
x α−  δ)δ)δ)δ)    ( )3

3 β−  

Β.Β.Β.Β.    α)α)α)α)    ( )3
α 2β−     ββββ))))    ( )3

3β 1−     

    γγγγ))))    ( )3
x 2α−     δδδδ))))    ( )3

3α 2β−     

Γ.Γ.Γ.Γ.    α)α)α)α)    ( )3
23 2α β−     ββββ))))    ( )3

3 51 2α β−     

    γγγγ))))    ( )3
32x 3y−         δδδδ))))    

3
3 2

α β
2 3

 
− 

 
 

 

3.3.3.3.    Α.Α.Α.Α.    Να αποδείξετε ότι 

( ) ( )3 3
α β β α− + = −  

Β.Β.Β.Β.    Να υπολογίσετε τα αναπτύγματα:  

α)α)α)α) ( )3
3x 2− +     β)β)β)β)    ( )3

2x 3− +     

γγγγ))))    ( )3
x 4y− +     δ)δ)δ)δ)  ( )3

x 1− +
    

4.4.4.4.    Α.Α.Α.Α.    Να αποδείξετε ότι 

( ) ( )3 3
α β α β− − = − +  

Β.Β.Β.Β.    Να υπολογίσετε τα αναπτύγματα:  

αααα)))) ( )3
3 α− −

    
ββββ))))    ( )3

2x 2y− −     

γ)γ)γ)γ)    ( )3
3x 2− −

    
δ)δ)δ)δ)    ( )3

23x 2y− −  

 

5.5.5.5.    Να υπολογίσετε τα αναπτύγματα:   

α)α)α)α) ( ) ( ) ( )( )3 3 2
α β α β 3 α β α β+ + − + + − +

    

( )( )2
3 α β α β+ − +  

β)β)β)β)  ( ) ( ) ( )3 2 2
2 2 2α 1 2 2α 1 3 α 3− − + − +  

 

6.6.6.6.    Να υπολογίσετε τα αναπτύγματα:  

α)α)α)α)  ( ) ( )( )( ) ( )3 2
3x 5 x 2 x 2 3x 1 2x 3x 5− + − + + − −  

β)β)β)β)  ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 3
2x 1 2 x 1 x 1 1 x− − − + + −

    

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )3 22x 1 6x x 1+ − − −     

 

7.7.7.7.    Να αποδείξετε τις ταυτότητες: 

α)α)α)α)    ( ) ( )3 2 3α 2 6 α 1 α 2+ − + = +     

ββββ)))) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 33x 2 4 x 1 6x 4 x 1 x 2+ − + + = − − −
    

γγγγ))))    ( ) ( ) ( )3 2 3α 3 9 α 2 9 α 1 α− + − + − =         

 

8.8.8.8.    Να βρείτε την τιμή των παραστάσεων: 

α)α)α)α)  ( ) ( )3 2

2 1 8 1+ + −  

β)β)β)β)  ( ) ( ) ( )3 2

2 3 7 2 8 2+ − + + −
    

����    3.3.3.3.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    Να αποδείξετε τις Ταυτότητες του Ταυτότητες του Ταυτότητες του Ταυτότητες του EulerEulerEulerEuler: 

α)α)α)α)    ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3α β γ α β γ 3 α β α γ β γ+ + = + + + ⋅ + ⋅ + ⋅ +     

β)β)β)β)  ( )( )3 3 3 2 2 2α β γ 3αβγ α β γ α β γ αβ βγ αγ+ + − = + + + + − − −

    ( ) ( ) ( ) ( )2 2 21
α β γ α β α γ β γ

2
 = + + − + − + −
 

 

2.2.2.2.    Να δείξετε την ταυτότητα: 

α)α)α)α)    Αν α β γ 0+ + =  τότε 
3 3 3α β γ 3αβγ+ + =  

β)β)β)β)    ( ) ( ) ( )3 3 3
x 1 5 2x x 4− + − + − =

    
( ) ( ) ( )3 x 1 5 2x x 4= − ⋅ − ⋅ −     

19191919    Αξιοσημείωτες ταυτότητες Αξιοσημείωτες ταυτότητες Αξιοσημείωτες ταυτότητες Αξιοσημείωτες ταυτότητες IVIVIVIV    ((((Κύβος αθροίσματος και διαφοράςΚύβος αθροίσματος και διαφοράςΚύβος αθροίσματος και διαφοράςΚύβος αθροίσματος και διαφοράς))))    1.1.1.1.5 / 5 / 5 / 5 / 4444    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 1. Αλγεβρικές παραστάσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘΘΘΘεωρίαεωρίαεωρίαεωρία        

� (((( )))) (((( ))))2 2 3 32 2 3 32 2 3 32 2 3 3α β α αβ β α βα β α αβ β α βα β α αβ β α βα β α αβ β α β+ − + = ++ − + = ++ − + = ++ − + = +     � (((( )))) (((( ))))2 2 3 32 2 3 32 2 3 32 2 3 3α β α αβ β α βα β α αβ β α βα β α αβ β α βα β α αβ β α β− + + = −− + + = −− + + = −− + + = −     

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να υπολογίσετε τα αναπτύγματα:  

α)α)α)α) ( )( )2α 2 α 2α 4+ − +   

β)β)β)β)  ( )( )2 2α 2β α 2αβ 4β+ − +  

γ)γ)γ)γ)    ( )( )2 4 2 23α 2β 9α 6α β 4β+ − +     

 

2.2.2.2.    Να υπολογίσετε τα αναπτύγματα:  

α)α)α)α) ( )( )23 α 9 3α α− + +   

β)β)β)β)  ( )( )2 22α β 4α 2αβ β− + +  

γ)γ)γ)γ)    ( )( )2 2 2 45α 2β 25α 10αβ 4β− + +     

 

3.3.3.3.    Να συμπληρώσετε τις ισότητες: 

α)α)α)α) ( )( )α 3 ....... ... ....... ... ....... ....... ... .......− =   

β)β)β)β)  ( )( )2 β ....... ... ....... ... ....... ....... ... .......− =  

γγγγ)))) ( )( )2α β ....... ... ....... ... ....... ....... ... .......+ =   

δδδδ))))  ( )( )3 2β ....... ... ....... ... ....... ....... ... .......+ =  

ε)ε)ε)ε)    ( )( )2....... ... ....... x 4x ....... ....... ... .......− + =     

στ)στ)στ)στ)    ( )( )2 4....... ... ....... ....... 3β β ....... ... .......+ + =     

4.4.4.4.    Να αποδείξετε τις ταυτότητες:    

α)α)α)α) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 3 3
α 1 α 1 2α 6α 1 α 1 β+ + − − = − −   

β)β)β)β)  ( )( )( )4 2 2 4α β α β α α β β− + + + =  

( )( )3 3 3 3α β α β= − +  

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )( )2 2 2α α 1 α β α αβ β− − − + + =  

( ) ( )( )2β β 1 α β α β= − − − +     

δδδδ)))) 
( )23 3 2α α 27α 3 α 3

3 3 27

+− +   
+ =   

   
 

εεεε)))) 
( )23 3 9 α 3α 3 α 3

2 2 4

+− +   
− = −   

   
 

 

5.5.5.5.    Να κάνετε τις πράξεις:    

α)α)α)α) ( ) ( )3 3
2α 3 2α 3− − +   

β)β)β)β)  ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3
2x 1 2x 1 3x 2 3x 2+ + − − + + −  

γ)γ)γ)γ)    

3 3
α 3 α 3

3 3

− +   
−   

   
    

δ)δ)δ)δ)    

3 3
2α 3 3α 2

2 2

− −   
−   

   

����    3.3.3.3.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
Ταυτότητες αθροίσματος και διαφοράς νιοστών δυνάμεωνΤαυτότητες αθροίσματος και διαφοράς νιοστών δυνάμεωνΤαυτότητες αθροίσματος και διαφοράς νιοστών δυνάμεωνΤαυτότητες αθροίσματος και διαφοράς νιοστών δυνάμεων    

� Αν ν περιττός ( ν 2κ 1= + ) 

( )( )

( )( )

ν ν ν 1 ν 2 ν 2 ν 1

ν ν ν 1 ν 2 ν 2 ν 1

α β α β α α β ... αβ β

α β α β α α β ... αβ β

− − − −

− − − −

+ = + − + − +

− = − + + + +

ր

ց
   

� Αν ν άρτιος ( ν 2κ= ) τότε 

( )( )

( )( )

ν 1 ν 2 ν 2 ν 1

ν ν

ν 1 ν 2 ν 2 ν 1

α β α α β ... αβ β

α β

α β α α β ... αβ β

− − − −

− − − −

− + + + +

− =

+ − + + −

ր

ց  

 Προτιμότερο: ( )( )ν ν 2κ 2κ κ κ κ κα β α β α β α β .......− = − = − + =    

 Π.χ.:  ( )( )4 4 3 2 2 3α β α β α α β αβ β− = − + + +   

  αλλά προτιμότερο είναι ( )( ) ( )( )( )4 4 2 2 2 2 2 2α β α β α β α β α β α β− = − + = − + +   

 

1.1.1.1.    Να συμπληρώσετε τις παρακάτω ταυτότητες: 

α)α)α)α)    5 5α β+ =     β)β)β)β)    5 5α β− =     γ)γ)γ)γ)    6 6α β− =     δ)δ)δ)δ)    10 10α β− =

20202020    Αξιοσημείωτες ταυτότητες V (Άθροισμα και διαφορά κύβων)Αξιοσημείωτες ταυτότητες V (Άθροισμα και διαφορά κύβων)Αξιοσημείωτες ταυτότητες V (Άθροισμα και διαφορά κύβων)Αξιοσημείωτες ταυτότητες V (Άθροισμα και διαφορά κύβων)    1.1.1.1.5 / 5 / 5 / 5 / 5555    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

         

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

� ( )22 2α β α β 2αβ+ = + −     � ( )22 2α β α β 2αβ+ = − +     

� ( ) ( )33 3α β α β 3αβ α β+ = + − +     � ( ) ( )33 3α β α β 3αβ α β− = − − −     

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησης        
1.1.1.1.    Πότε ισχύει η ισότητα ( )2 2 2α β α β+ = + ; 

 

2.2.2.2.    Πότε ισχύει η ισότητα ( )2 2 2α β α β− = + ; 

3.3.3.3.    Αν οι α και β είναι ομόσημοι τότε ισχύει; 

α)α)α)α)    ( ) ( )2 2
α β α β+ = −

    
β)β)β)β)    ( ) ( )2 2

α β α β+ > −     

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )2 2
α β α β+ < −          

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να αποδείξετε τις ταυτότητες: 

α)α)α)α)    ( ) ( )2 2
α β α β 4αβ+ − − =     

β)β)β)β)    ( ) ( )24 4 4 2 2α β α β 2 α αβ β+ + + = + +
    

γγγγ))))            ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22α 2 6α α 2 4 α 1 4 α 1+ + + − = + + −  

δδδδ)))) ( )( ) ( )2 2 2 2 4 4 2 2α β α αβ β α β αβ α β− + + − + = −     

ε)ε)ε)ε)    

2 2
1 1

α α 4
α α

   
+ − − =   

        

2.2.2.2.    Να αποδείξετε τις ταυτότητες:    

α)α)α)α)    ( ) ( ) ( )2 2
2 2 2 2 2 2α β 4αβ α β α β 2αβ+ + − = − +     

β)β)β)β)    ( )( )2 2 41 α 2 α 1 α 2 α 1 α+ + − + = +
    

γγγγ)))) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2α β β γ α γ α β γ− + − + + − − − =     

( )2
α β γ= − +  

δ)δ)δ)δ)    ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
α β γ α β β γ γ α+ + + − + − + − =

    

( )2 2 23 α β γ= + +     

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    Να αποδείξετε ότι:  

α)α)α)α) ( )2 2 2 2α β γ α β γ 2αβ 2βγ 2αγ+ + = + + + + +   

β)β)β)β)  ( )2 2 2 2α β γ α β γ 2αβ 2βγ 2αγ+ − = + + + − −
    

γγγγ)))) ( )2 2 2 2α β γ α β γ 2αβ 2βγ 2αγ− + = + + − − +   

δδδδ))))  ( )2 2 2 2α β γ α β γ 2αβ 2βγ 2αγ− + + = + + − + −  

    

2.2.2.2.    Να υπολογίσετε τα αναπτύγματα: 

α)α)α)α)  ( )2
x y 2+ −

    
β)β)β)β)  ( )2

2x 3y 1− +  

γ)γ)γ)γ)    ( )2
3x 4y z− +

    
δ)δ)δ)δ)    ( )2

2x 4x 3− +
    

    

3.3.3.3.    Αν Α 2x 3y 1= − + , Β 3x 2y 3= + −  και 

Γ 5x 2y 1= − −  να υπολογίσετε το 2 2 2Α Β Γ− − .    

    

4.4.4.4.    Να αποδείξετε τις Ταυτότητες Ταυτότητες Ταυτότητες Ταυτότητες CauchyCauchyCauchyCauchy: 

α)α)α)α)    ( )22 2α β α β 2αβ+ = + −     

β)β)β)β)    ( )22 2α β α β 2αβ+ = − +     

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )33 3α β α β 3αβ α β+ = + − +     

δ)δ)δ)δ)  ( ) ( )33 3α β α β 3αβ α β− = − − −     

ε)ε)ε)ε)        ( )2
4 4 2 2 2 2α β α β 2α β+ = + −     

στ)στ)στ)στ)    ( )2
4 4 2 2 2 2α β α β 2α β+ = − +

    
    

5.5.5.5.    Να αποδείξετε τις Ταυτότητες Ταυτότητες Ταυτότητες Ταυτότητες LagrangeLagrangeLagrangeLagrange:    

α)α)α)α)    ( )( ) ( ) ( )2 22 2 2 2α β x y αx βy αy βx+ + − + = −     

β)   β)   β)   β)   ( )( ) ( )22 2 2 2 2 2α β γ x y ω αx βy γω+ + + + − + + =
    

( ) ( ) ( )2 2 2
αy βx αω γx βω γy= − + − + −

 

γγγγ)))) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
x 2y – y – 2x · y 2x 2x – y+ + + =  

2 29x 4y= +
    

    

6.6.6.6.    Να αποδείξετε την Ταυτότητα Ταυτότητα Ταυτότητα Ταυτότητα DeDeDeDe    MoivreMoivreMoivreMoivre:: 
4 4 4 2 2 2 2 2 2α β γ 2α β 2β γ 2α γ+ + − − − =

    
( )( )( )( )α β γ α β γ α β γ α β γ= + + − + + − − −

 

21212121    Αξιοσημείωτες ταυτότητες Αξιοσημείωτες ταυτότητες Αξιοσημείωτες ταυτότητες Αξιοσημείωτες ταυτότητες VIVIVIVI    (Επώνυμες(Επώνυμες(Επώνυμες(Επώνυμες    ταυτότητες)ταυτότητες)ταυτότητες)ταυτότητες)    1.1.1.1.5 5 5 5 / / / / 6666    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 1. Αλγεβρικές παραστάσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Ερωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησης        
1.1.1.1.    Να συμπληρώσετε τον πίνακα δεξιά αντιστοιχίζοντας σε κάθε παράσταση της στήλης Α το ανά-

πτυγμά της από τη στήλη Β 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Αν α β 5+ =     τότε να βρείτε την τιμή της πα-

ράστασης: 

( ) ( ) ( )( )2 2
α 2 β 2 2α 4 β 2+ + − + + −  

 

2.2.2.2.    Αν 
1

α β
3

+ = −     και 
7

α β
3

⋅ = −     τότε να υπολο-

γίσετε την τιμή της παράστασης: 

( ) ( )2 2
3α 1 3β 1+ + +  

 

3.3.3.3.    Αν x y 5+ =   και xy 6=   τότε να υπολογίσε-

τε τις αριθμητικές τιμές των παραστάσεων: 
2 2Α x y= +   και 3 3Β x y= +     

 

4.4.4.4.    Αν είναι 2 2x y 29+ =  και x y 3− =
    
τότε να 

υπολογίσετε την παράσταση 3 3x – y . 

 

5.5.5.5.    Αν είναι x y 2− =  και xy 3=
    
τότε να υπολο-

γίσετε την παράσταση ( ) ( )2 2x x 1 y y 1+ − − . 

6.6.6.6.    Αν για τα α, β, γ ισχύει  

α β γ 0+ + =  και αβγ 6=  

τότε να υπολογίσετε την τιμή των παραστάσεων: 

( ) ( ) ( )( )2 2
Α αγ β α γ 1 αγ 1 αγ= + − + + − +  

3 3 3Β α β γ= + +  

  

7.7.7.7.    Αν α 7 5= +  και β 7 5= −  τότε να υ-

πολογίσετε τις τιμές των παραστάσεων: 

α)α)α)α)    α β⋅    β)β)β)β)    2 2α β+     

γ)γ)γ)γ)    4 4α β+  δ)δ)δ)δ)  2 25α 3α β 5β− ⋅ +  
 

8.8.8.8.    Να βρείτε τις αριθμητικές τιμές των παρα-

στάσεων:  

α)α)α)α)  ( ) ( ) ( )2 2 2
3x 4y 5y 2x 3 x y+ − − − − ,  

για x 2= −
    
και y 1=  

β)β)β)β)  ( ) ( )2 2
1 3α 2β 2β 3α 1+ − − − − , για α β 2= = −

    

γγγγ))))  ( ) ( )2 2
2 21 x x 2 1 x x 2+ + − + − ,  

για x 2 18= ⋅     

☺☺☺☺    3.3.3.3.    Προβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / Σπαζοκεφαλιές        

1.1.1.1.    Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι  
2ΑΓ 4x – 1= , ΑΒ 4x= , 2ΒΓ 4x 1= +  

Να δείξετε ότι το τρίγωνο είναι ορθογώνιο. 

 

2.2.2.2.    Σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( Α̂ 90°= ) με 

ΒΓ α β= + , ΑΒ α β= −     και ΑΓ 2 αβ= , α β 0> > . 

Στις πλευρές του τριγώνου ΒΓ, ΑΓ, ΑΒ κατα-

σκευάζουμε ισόπλευρα τρίγωνα που έχουν εμβα-

δά 1Ε , 2Ε     και 3Ε     αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι 

1 2 3Ε Ε Ε= +  

 

3.3.3.3.    α)α)α)α)    Να αποδείξετε την ταυτότητα 

( ) ( )2
10α 5 100α α 1 25+ = + +  

β)β)β)β)    Να υπολογίσετε τα: 2 2 2 235 , 45 , 95 , 145  

22222222    Αξιοσημείωτες ταυτότητες VΙΙ (Υπό συνθήκη)Αξιοσημείωτες ταυτότητες VΙΙ (Υπό συνθήκη)Αξιοσημείωτες ταυτότητες VΙΙ (Υπό συνθήκη)Αξιοσημείωτες ταυτότητες VΙΙ (Υπό συνθήκη)    1.1.1.1.5 / 5 / 5 / 5 / 7777    

αααα     

ββββ     

γγγγ     

δδδδ     

εεεε     

 

Στήλη ΑΣτήλη ΑΣτήλη ΑΣτήλη Α    Στήλη ΒΣτήλη ΒΣτήλη ΒΣτήλη Β    

 1.1.1.1. α3 – 1 

α.α.α.α. (α + 4)2 2.2.2.2. α3 – 3α + 3α2 – 1 

β.β.β.β. (–4 + α)2 3.3.3.3. α2 + 8α + 8 

γ.γ.γ.γ. (4α – 3)(4α + 3) 4.4.4.4. 4α2 – 9 

δ.δ.δ.δ. (α – 1)3 5.5.5.5. α3 – 3α2 + 3α – 1 

ε.ε.ε.ε. (α – 1)(α2 + α + 1) 6.6.6.6. α2 – 8α + 16 

 7.7.7.7. 16α2 – 9 

 8.8.8.8. α2 + 8α + 16 

 



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Ερωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησης        
Να εξηγήσετε ποια ταυτότητα ερμηνεύουν τα παρακάτω σχήματα 

α)α)α)α)    

 

β)β)β)β)    

 

γ)γ)γ)γ)    

 

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να υπολογίσετε τις παραστάσεις:  

Α 2 3 2 3= − ⋅ +  

Β 2 2 3 10 2 3 10= − ⋅ +     

( )
2

Γ 5 21 5 21= + + −  

3 5 2
∆

3 5 5 1

−
= +

+ −
 

 

2.2.2.2.    Αν είναι x 2 5= +  , y 5 2= −   να υπο-

λογίσετε την αριθμητική τιμή της παράστασης: 
2 2x 3xy y− +     

 

3.3.3.3.    Να συμπληρώσετε τις ισότητες:  

α)α)α)α) ( )3 2α ....... ....... 6α β ....... .......+ = + + +   

β)β)β)β)  ( )3 3 2....... ....... 8α 36α β ....... .......− = − + −
 

 

4.4.4.4.    Έστω το πολυώνυμο ( ) 2P x 3x 5x 1= − + . Να 

υπολογίσετε τα πολυώνυμα: 

α)α)α)α)    ( )P x 2−     β)β)β)β)    ( )P 3x 2+     γ)γ)γ)γ)    ( )( )P P x
 

5.5.5.5.    α)α)α)α) Να αποδείξετε την ταυτότητα: 

( )( ) 2α 1 α 1 1 α− + + =  

β)β)β)β) Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 

Α 2017 2019 1= ⋅ +  

 

6.6.6.6.    α)α)α)α) Να αποδείξετε την ταυτότητα: 

( ) ( )2 2
α β α β 4αβ+ − − =  

β)β)β)β) Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 
2 2

156 157 156 157

157 156 157 156

   
+ − −   

   
 

γ)γ)γ)γ)    Να βρείτε το άθροισμα των ψηφίων του αριθ-

μού 
2 2

2019 2018 2019 20185 2 5 2

2 2

   + −
−   

   
 

 

7.7.7.7.    Για ποια τιμή του α∈ℝ  είναι ταυτότητα η 

παράσταση 

( ) ( )( )2
α 2 α 1 α 3 α− − − − =

23232323    Αξιοσημείωτες ταυτότητες Αξιοσημείωτες ταυτότητες Αξιοσημείωτες ταυτότητες Αξιοσημείωτες ταυτότητες VIIIVIIIVIIIVIII    (Επαναληπτικές)(Επαναληπτικές)(Επαναληπτικές)(Επαναληπτικές) 1.51.51.51.5    / / / / 8888    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 1. Αλγεβρικές παραστάσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

� ( )αx αy α x y± = ±   και  ( )1 2 v 1 2 vαx αx ... αx α x x ... x± ± ± = ± ± ±
 

����    2.2.2.2.    Λυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσεις        
1.1.1.1.    Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

    α)   α)   α)   α)   3x 6y−     β) β) β) β)     43x 6x−     γ)   γ)   γ)   γ)   6 x 8x−         

    δ)  δ)  δ)  δ)  2 22α β 4αβ 6αβγ− +     εεεε))))    ( ) ( ) ( )3 3 3α x 2 – β x 2 x 2+ + + +     

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    

α) α) α) α)     ( )3x 6y 3 x 2y− = −     β) β) β) β)     ( )4 33x 6x 3x 1 2x− = −  

γ) γ) γ) γ)     ( )6 x 8x 2 x 3 4 x− = −     δ)δ)δ)δ)    ( )2 22α β 4αβ 6αβγ 2αβ α 2β 3γ− + = − +
    

εεεε))))    ( ) ( ) ( ) ( )( )3 3 3 3α x 2 – β x 2 x 2 x 2 α β 1+ + + + = + − +     

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.        Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

α) α) α) α)     4α 6β−     β)β)β)β)    4α 8αβ−     

γ)γ)γ)γ)    9αx 6αβ−     δ)δ)δ)δ)    6αβx 15αx−     
    

2.2.2.2.        Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

α) α) α) α)     418x 8x−     β)β)β)β)    4 312x 4x−     

γ)γ)γ)γ)    2 515αβ γ 5αβγ−     δ)δ)δ)δ)    2 5 4 415αβ γ 9α βγ−     
    

3.3.3.3.        Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

α) α) α) α)     3 514x 7x 12x+ +         

β)β)β)β)    2 3 5 3 412α β 8α β 16α β+ +         

γ)γ)γ)γ)    2 2 4 12 3 412α β 9α β γ 24 αβ γ− +     

    

4.4.4.4.        Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

α)α)α)α)    ( ) ( )2 3
4 x 2 18 x 2− − −         

β)β)β)β)    ( ) ( )2 326x x 3 10x x 3− − −     

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( ) ( )2 3
3 x 3 12 x 3 9 x 3⋅ − − ⋅ − + ⋅ −     

δ)δ)δ)δ)    ( ) ( ) ( )2 3
4 2x 5y 18 2x 5y 6 2x 5y− − − + −     

5.5.5.5.        Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

α) α) α) α)     ( ) ( )2 x 1 3 1 x− − −         

ββββ))))    ( ) ( )2 3
6 x 3 4 3 x− − −         

γγγγ))))    ( ) ( ) ( )2 3 4
10 3x 4y 12 3x 4y 8 4y 3x− − − + −     

δ)δ)δ)δ)    ( ) ( ) ( ) ( )3 4 5 6
α β α β β α β α− − − + − + −     

ε)ε)ε)ε)    ( )( ) ( )( )2 3
4 x 1 2x 5 20 x 1 5 2x− − − − −

    

στ)στ)στ)στ)    ( ) ( ) ( )( )2 2 3
24 1 x 2x 5 40 x 1 5 2x− − − − −

    
    

6.6.6.6.        Να κάνετε τις πράξεις: 

α)α)α)α)    6 12 18+ +     

β)β)β)β)    2 8 32+ +     

γ)γ)γ)γ)    3 3 96 48+ −     
δ)δ)δ)δ)    6 8 18+ −     
    

7.7.7.7.        Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

α)α)α)α)    x 2x 3x2 2 2+ +     β)β)β)β)    x x x2 4 6+ +     
γγγγ))))    x x3 9+     δδδδ))))    x x3 2 6− ⋅

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    Να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α)    Ο αριθμός 2κ κ+  είναι άρτιος, όπου κ∈ℤ   

β)β)β)β)    Ο αριθμός 2κ 7κ+  είναι άρτιος, όπου κ∈ℤ  

γ)γ)γ)γ)    Το τετράγωνο ενός περιττού ακεραίου διαι-

ρούμενο δια 8 δίνει υπόλοιπο 1 

2.2.2.2.        Να βγάλετε κοινό παράγοντα το 2 σε κάθε 

μία από τις παρακάτω παραστάσεις: 

α) α) α) α)     2α 4−     β)β)β)β)    2α 3−     γ)γ)γ)γ)    α 2−     

δ)δ)δ)δ)    α 4+     ε)ε)ε)ε)    
α

4
2
−

    
ζ)ζ)ζ)ζ)

α 1

3 7
−

24242424    Παραγοντοποίηση Παραγοντοποίηση Παραγοντοποίηση Παραγοντοποίηση IIII    ((((Κοινός παράγοντας από όλουΚοινός παράγοντας από όλουΚοινός παράγοντας από όλουΚοινός παράγοντας από όλους τους όρουςς τους όρουςς τους όρουςς τους όρους))))    1.61.61.61.6    / 1/ 1/ 1/ 1    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        
� Χωρίζουμε την παράσταση σε ομάδες ίσου αριθμού μονωνύμων με τις προϋποθέσεις 

  σε κάθε ομάδα να βγαίνει κοινός παράγοντας 

 η παράσταση που μένει από κάθε επιμέρους επιμεριστική ιδιότητα να είναι η ίδια σε κάθε ομάδα 

� x y 0 x 0 ή y 0⋅ = ⇒ = =   

����    2.2.2.2.    Λυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσεις        
1.1.1.1.    Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

 α)α)α)α)    26α 4αβ 9αγ 6βγ− − +     β)β)β)β)    αx 2αy βx 2βy γx 2γy− − + + −     
ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    

α)α)α)α) ( ) ( ) ( )( )26α 4αβ 9αγ 6βγ 2α 3α 2β 3γ 3α 2β 3α 2β 2α 3γ− − + = − − − = − −  

β)β)β)β)    ( ) ( ) ( ) ( )( )αx 2αy βx 2βy γx 2γy α x 2y β x 2y γ x 2y x 2y α β γ− − + + − = − − − + − = − − +     

    

2.2.2.2.    α)α)α)α)    Να παραγοντοποιήσετε την παράσταση 2 2α β – α β – αβ+ .            

    β) β) β) β)     Αν για τους α, β με α β≠  ισχύει 2 2α β – α αβ β= − , να αποδείξετε ότι οι α, β είναι αντίστροφοι 

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    

α)α)α)α) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2α β – α β – αβ α β – α – αβ β α αβ 1 β αβ 1 αβ 1 α β+ = + = − − − = − −  

β)β)β)β)  ( )( )2 2 2 2

1
αβ 1 0 αβ 1 β

α β – α αβ β α β – α αβ β 0 αβ 1 α β 0 α
α β 0 α β (Αδύνατο)


− = ⇒ = ⇒ =

= − ⇒ − + = ⇒ − − = ⇒ 
 − = ⇒ =

    

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις:  

αααα))))    2x 2x xy 2y+ + +     
ββββ))))    3 2α 2α α 2+ + +     
γ)γ)γ)γ)    αx x αy y− + −     
δδδδ))))    3 2 2 2α α β αδ βδ− − +     
εεεε))))    210α α 10β αβ− + −     
στ)στ)στ)στ)    3 2α 15 5α 3α− + −     

    

2.2.2.2.    Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις:  

αααα))))    α αβ β 1+ − −     
ββββ))))    α αβ β 1− − +     
γ)γ)γ)γ)    αx βy αy βx− + −     
δδδδ))))    5αx 2βx 5αy 2βy− − +     
ε)ε)ε)ε)    9x 12y 8y 6x− + −     
    

3.3.3.3.    Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις:  

α)α)α)α)    2 2x y x xy x y 1− − + + −     
β)β)β)β)    2 2 2 2α βx αβx αβ x α βy αβy αβ y+ + + + +         

γ)γ)γ)γ)    αx xy βx αγ γy βγ+ − + + −     
δ)δ)δ)δ)    2αx 6βx 4γx 3αy 9βy 6γy− − − + +     

ε)ε)ε)ε)    3 3 2 2 2 25α β 10αβ 5α β 2α 4β 2αβ+ + − − −     
στστστστ))))    α αx β βx αy βy− − + − +     
    

4.4.4.4.        Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

α) α) α) α)     ( )3 2α β 2αx βx− + −         

β)β)β)β)    ( )2
x 1 2x 2+ + +

    
γ)γ)γ)γ)    ( )2 3α 1 3α 1− − +

        
δ)δ)δ)δ)    ( )3x 4y 8y 6x− + −     
    

5.5.5.5.    α)α)α)α)    Να παραγοντοποιήσετε την παράσταση 
2 23α x 2αβx 3α y 2αβy− − +  

β)β)β)β)    Να λύσετε την εξίσωση  
2 23α x 2αβx 3α y 2αβy− = −     

    

6.6.6.6.    α)α)α)α)    Να παραγοντοποιήσετε την παράσταση 
33x –12x  

β)β)β)β)    Να λύσετε την εξίσωση  
3 34x 12x x= +     

25252525    Παραγοντοποίηση Παραγοντοποίηση Παραγοντοποίηση Παραγοντοποίηση IIIIIIII    (Κατά ομάδες ίσου αριθμού μονωνύμων)(Κατά ομάδες ίσου αριθμού μονωνύμων)(Κατά ομάδες ίσου αριθμού μονωνύμων)(Κατά ομάδες ίσου αριθμού μονωνύμων)    1.6 / 21.6 / 21.6 / 21.6 / 2    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 1. Αλγεβρικές παραστάσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

� ( ) ( )2 2x y x y x y− = + ⋅ −  

� 
2 2x y 0 x 0 και y 0+ = ⇒ = =  

����    2.2.2.2.    Λυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσεις        
1.1.1.1.    Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

    α)  α)  α)  α)  2 24x y−     β)β)β)β)    
4

1
16

x
−     γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )2 2

3x 1 2x 1+ − −     δ)δ)δ)δ)    22α 2−     ε)ε)ε)ε)    3 2x 3x x 3− − +     

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    

α)α)α)α)        ( ) ( ) ( )22 2 24x y 2x y 2x y 2x y− = − = + ⋅ −     

β)β)β)β)        
2

2

4 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
16 4 4 4 2 2 4

x xx x x x x

           
− = − = − ⋅ + = − ⋅ + ⋅ + =           

           
    

γ)γ)γ)γ)        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
3x 1 2x 1 3x 1 2x 1 3x 1 2x 1 5x x 2   + − − = + + − ⋅ + − − = ⋅ +        

δ)δ)δ)δ)        ( ) ( ) ( )2 22α 2 2 α 1 2 α 1 α 1− = ⋅ − = ⋅ + ⋅ −     

ε)ε)ε)ε)        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 2x 3x x 3 x x 3 x 3 x 3 x 1 x 3 x 1 x 1− − + = ⋅ − − − = − ⋅ − = − ⋅ + ⋅ −     

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.        Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

α)α)α)α)    2 2x β−         β)β)β)β)    29 α−     

γ)γ)γ)γ)    2 2β α− +     δδδδ))))    29 α− +     

εεεε))))    2 29x 36β−     στστστστ))))        6 8 84x α β−     

ζζζζ))))    22 8α 625β−     ηηηη))))    8 24 1825x y 144α−     
    

2.2.2.2.        Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

αααα))))    ( )2
3x 7 49+ −     β)β)β)β)    ( ) ( )2 2

x 1 x 2+ − −
    

γγγγ))))        ( ) ( )2 2
5y 2 5y 3+ − +     δ)δ)δ)δ)    ( ) ( )2 2

3 y 5 y− − − +     

    

3.3.3.3.        Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

α)α)α)α)    ( )224x 5x 2− −
        

β)β)β)β)    ( )229x x 2y− +
    

γ)γ)γ)γ)    ( )224x 25 x 2− +
        

δδδδ))))    ( ) ( )2 2
4 y 2 9 y 3+ − +     

4.4.4.4.    Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις:  

α)α)α)α)    32α 2α−     β)β)β)β)    ( )3
3x 2 3x 2− − +         

γ)γ)γ)γ)    516α α−     δ)δ)δ)δ)    4 3 23x y 12x y−     

εεεε))))    ( ) ( ) ( ) ( )2 2α 4 α 3 α 2 α 9− ⋅ + − + ⋅ −
    

στστστστ))))    ( ) ( ) ( )
2 22x 4 3x 4 x 2− + − ⋅ +     

    

5.5.5.5.    Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις:  

α)α)α)α)    3 24x 8x 9x 18− − +     

β)β)β)β)    2 2x y 3x 3y− + −     
γγγγ))))    2 22α 3β 2β 3α+ − −     
δδδδ))))    4 3 2α 3α 3α 1+ + −     

εεεε))))    2 22α 3β 2β 3α+ − −     

στστστστ))))    6 6 2 4 4 2α β α β α β+ − −     
    

6.6.6.6.    Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 
4 2Α x – x= , 3 2B x 2x – x – 2= +  και Α – Β

    

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    Αν δύο ακέραιοι διαιρούμενοι με το 6 δίνουν 

το ίδιο υπόλοιπο, τότε να αποδείξετε ότι η δια-

φορά τετραγώνων τους είναι πολλαπλάσιο του 

12. 

2.2.2.2.    Αν για τους x, y, z, w ∈ℝ     ισχύει η ισότητα  

( )2 2 2 2x 10y 10z 9w 6 xy yz zw+ + + = + +  

να βρείτε την σχέση που συνδέει τους x και w. 

    Ε.Μ.Ε. Ευκλείδης 2002Ε.Μ.Ε. Ευκλείδης 2002Ε.Μ.Ε. Ευκλείδης 2002Ε.Μ.Ε. Ευκλείδης 2002

26262626    Παραγοντοποίηση Παραγοντοποίηση Παραγοντοποίηση Παραγοντοποίηση IIIIIIIIIIII    (∆ιαφορά τετραγώνων)(∆ιαφορά τετραγώνων)(∆ιαφορά τετραγώνων)(∆ιαφορά τετραγώνων)    1.6 / 31.6 / 31.6 / 31.6 / 3    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

� ( )( )3 3 2 2α β α β α αβ β+ = + − +    και     ( )( )3 3 2 2α β α β α αβ β− = − + +  

����    2.2.2.2.    Λυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσεις        
1.1.1.1.    Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

    α)α)α)α)    3x 27+     β)β)β)β)    ( )3
x 1 64+ +     γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )3 3

x 2 x 3− − +     δ)δ)δ)δ)    3 3x y x y+ + +     

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    

α)α)α)α)    ( ) ( )3 3 3 2x 27 x 3 x 3 x 3x 9+ = + = + ⋅ + +     

β)β)β)β)    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 23 2 2x 1 64 x 1 4 x 1 4 x 1 x 1 4 4 x 5 x 6x 21  + + = + + = + + ⋅ + + + ⋅ + = + ⋅ + +   
    

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 2
x 2 x 3 x 2 x 3 x 2 x 2 x 3 x 3  − − + = − − + ⋅ − + − ⋅ + + +   

    

δ)δ)δ)δ)    ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 2 2 2x y x y x y x xy y x y x y x xy y 1+ + + = + ⋅ − + + + = + ⋅ − + +
    

    

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.        Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

α)α)α)α)    3α 125−     β)β)β)β)    3α 8+     

γγγγ))))    3 3α 125β−     δδδδ))))    3β 27− +     
εεεε))))    364 α− −     στστστστ))))    3125 x− −         

    

2.2.2.2.        Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

αααα))))    6 38x 216y−     ββββ))))    3 6x 64y−     

γ)γ)γ)γ)    3 327x 64y−     δδδδ))))    3 9125β α+     
    

3.3.3.3.        Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

αααα))))    3 3 9 3x β α y+     ββββ))))    9 12 3 15125x y β z−     

γγγγ))))    
63 yx

27 64
+     δδδδ))))    

33 3

3 3

64yx β

α α
−     

    

4444....        Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

α)α)α)α)    ( )3
1 α 1− −

    
β)β)β)β)    ( )33α 2α 1− −     

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )3 3
y 2 y 3+ − +     δ)δ)δ)δ)                ( ) ( )3 3

3x 2 2 3x+ − −
    

εεεε))))    ( ) ( )3 3
α β α β− + +

    
στστστστ))))    ( )3

1 α 1− +     

5555....        Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

α)α)α)α)    32α 16−     β)β)β)β)    33 81x−     

γ)γ)γ)γ)    31
x 4

2
−     δ)δ)δ)δ)    ( )33x α− −

    

εεεε))))    3 65x 625α−     στστστστ))))    7 7x y xy−
    

    

6666....        Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

α)α)α)α)    3 3x y x y− − +         

ββββ))))    7 4 3α 8α α 8+ − −         

γγγγ))))    4 35α 2α 5α 2− + −         

δδδδ))))    
4 3 3 43α 3αβ βα β− + −     

 

7777....        Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

αααα))))    3 2x 3x 6x 8+ + +         

β)β)β)β)    3 2α 3α 3α 1+ − −     
 

8888....        Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

α)α)α)α) ( ) ( )23 3 2 2x y x y x y− − − − −   

β)β)β)β)  ( ) ( ) ( )2 3 3xy x y y x y x y+ + + − +
    

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    α)α)α)α) Να αποδείξετε ότι 

( )3

1 2 7 5 2+ = +  

β)β)β)β)  Να παραγοντοποιήσετε την παράσταση 

( ) ( )2Α α α 5 5 α 2 7= + − − +

 

27272727    Παραγοντοποίηση Παραγοντοποίηση Παραγοντοποίηση Παραγοντοποίηση IVIVIVIV    (Άθροισμα (Άθροισμα (Άθροισμα (Άθροισμα ––––    ∆ιαφορά κύβων)∆ιαφορά κύβων)∆ιαφορά κύβων)∆ιαφορά κύβων)    1.6 / 41.6 / 41.6 / 41.6 / 4    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 1. Αλγεβρικές παραστάσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

� ( )22 2α 2αβ β α β+ + = +    και   ( )22 2α 2αβ β α β− + = −  

����    2.2.2.2.    Λυμένες αΛυμένες αΛυμένες αΛυμένες ασκήσειςσκήσειςσκήσειςσκήσεις        
1.1.1.1.    Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

    α)α)α)α)    2α 4α 4− +     β)β)β)β)    2x 2 5x 5− +     γ)γ)γ)γ)    4 2x 6x 9− +     δ)δ)δ)δ)    ( ) ( )2
α β 2 α β 1− − ⋅ − +     

    ε)ε)ε)ε)    22α 4α 2− +     στ)στ)στ)στ)    2 2 2 2α 2αβ β β 2βγ γ− + − + −     

    στ)στ)στ)στ)    7 4 3−  ζ) ζ) ζ) ζ)     7 2 10−     

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    

α)α)α)α)    ( )22α 4α 4 α 2− + = −
    

β)β)β)β)    ( )2
2x 2 5x 5 x 5− + = −     

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 22

4 2 2x 6x 9 x 3 x 3 x 3 x 3 x 3 − + = − = + ⋅ − = + ⋅ −
 

    

δ)δ)δ)δ)    ( ) ( ) ( ) ( )
22 2

α β 2 α β 1 α β 1 α β 1 − − ⋅ − + = − − = − −      

ε) ε) ε) ε)     ( ) ( )22 22α 4α 2 2 α 2α 1 2 α 1− + = − + = −     

στ) στ) στ) στ)     ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 2 2 2α 2αβ β β 2βγ γ α β β 2βγ γ α β β γ− + − + − = − − − + = − − − =     

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )α β β γ α β β γ α γ α 2β γ   − + − ⋅ − − − = − ⋅ − +        

σσσστ)τ)τ)τ)    Προσπαθούμε να διαπιστώσουμε αν η παράσταση γράφεται στη μορφή 2 2α 2αβ β− + = ( )2
α β− . Το 

α ή το β ή και τα δύο θα έχουν ριζικό οπότε το διπλάσιο γινόμενο είναι το 4 3 2 2 3− = − ⋅ ⋅ . Άρα θα μας 

βόλευε να είναι το α 2=  και το β 3= , Πράγματι ( )2 2

2 3 4 4 3 3 7 4 3− = − + = − . 

ζ)ζ)ζ)ζ)    Προσπαθούμε να διαπιστώσουμε αν η παράσταση γράφεται στη μορφή 2 2α 2αβ β− + =  ( )2
α β− . Το 

α ή το β ή και τα δύο θα έχουν ριζικό οπότε το διπλάσιο γινόμενο είναι το 2 10− . Είναι α β 10⋅ =  οπότε 

ψάχνω να βρω δύο αριθμούς που το γινόμενό τους να είναι ίσο με 10 . Τέτοιοι αριθμοί είναι οι 1 και 

10  καθώς και οι 2  και 5 . Από τους παραπάνω αριθμούς βολεύουν οι 2  και 5 .  

Πράγματι ( )2

2 5 2 2 2 5 5 7 2 10− = − ⋅ + = − . 

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

Α.Α.Α.Α.    α)α)α)α)    2α 6α 9− +     β)β)β)β)    24α 4α 1− +     γ)γ)γ)γ)    2x 2 3x 3− +     δ)δ)δ)δ)    23α 2 3α 1− +     

Β.Β.Β.Β.    α)α)α)α)    4 2x 2x 1+ +     β)β)β)β)    4 2x 4x 4− +     γ)γ)γ)γ)    2

2

1
x 2

x
+ +     δ)δ)δ)δ)    3 34 2 2 1+ ⋅ +     

Γ.Γ.Γ.Γ.    α)α)α)α)    ( ) ( )2
α β 2 α β 1+ + ⋅ + +     β)β)β)β)    ( ) ( )( ) ( )2 2

3x 2 2 3x 2 x 1 x 1− − − + + +         

∆.∆.∆.∆.    α)α)α)α)    23α 18α 27− +     β)β)β)β)    28α 8α 2− +     γ)γ)γ)γ)    22x 6 4 3x+ −     δ)δ)δ)δ)    4 25x 20x 20− +     

EEEE....    α)α)α)α)    2 2x y 2x 10y 24− − − −     β)β)β)β)    2 2x 9y 6xy 2x 6y 1+ − + − +         

    γ) γ) γ) γ)     2 2α x 2αx 6α 6x+ + + +     

ΣΤ.ΣΤ.ΣΤ.ΣΤ.    α)α)α)α)    24α 4α 1− + −     β)β)β)β)    4 2x 2x 1− − −     γ)γ)γ)γ)    
264α 112α 49− + −     δ)δ)δ)δ)    

4 2 29x 36x β 36β− − −     

Ζ.Ζ.Ζ.Ζ.    α)α)α)α)    4 2 3+     β)β)β)β)    5 2 6+     
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Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

� ( ) ( )( )2x α β x αβ x α x β+ + + = + +  

▪ αν ∆ 0>  τότε ( )( )2

1 2αx βx γ α x x x x+ + = − −    

▪ αν ∆ 0=  τότε ( )22
1αx βx γ α x x+ + = −  (το τριώνυμο είναι τέλειο τετράγωνο) 

▪ αν ∆ 0<  τότε το τριώνυμο δεν παραγοντοποιείται. 

����    2.2.2.2.    Λυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσεις        
1.1.1.1.    Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

 α)α)α)α)    2x 4x 3− +  β)β)β)β)    3x 13x 12− +     γ)γ)γ)γ)    2x 5x 6− +     

    δδδδ))))    2x 4x 4− +         εεεε))))    24α 20α 25− +         στστστστ))))    2x x 1+ +     

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    
α)α)α)α) Ψάχνουμε δύο αριθμούς με άθροισμα –4 και γινόμενο 3. Από δίπλα  συμπεραίνου-

με ότι είναι το –1 και το –3. Άρα ( ) ( )2x 4x 3 x 1 x 3− + = − ⋅ − . 

β)β)β)β)    ( ) ( ) ( )( ) ( )3 3 2x 13x 12 x x 12x 12 x x 1 12 x 1 x x 1 x 1 12 x 1− + = − − + = − − − = − + − − =
 

( ) ( )( )x 1 x x 1 12= − + − = ( )( ) ( )( )( )2x 1 x x 12 x 1 x 3 x 4− + − = − − +  

γγγγ))))    Είναι ∆ 1=  άρα 
5 1

x
2

±
=  και x 2=  ή x 3= . Επομένως ( )( )2x 5x 6 x 2 x 3− + = − − . 

δδδδ))))    Είναι ∆ 0=  άρα 
4

x 2
2

= = . Επομένως ( )22x 4x 4 x 2− + = − ....    

εεεε))))    Είναι ( )2
∆ 20 4 4 5 0= − − ⋅ ⋅ =  άρα 

20 5
α

8 2
= = . Άρα ( )22 5 5

4α 20α 25 2 α 2 α 2α 5
2 2

   
− + = ⋅ − ⋅ ⋅ − = −   

   
    

στστστστ))))    Είναι 2∆ 1 4 1 1 1 4 3 0= − ⋅ ⋅ = − = − <  άρα το τριώνυμο δεν παραγοντοποιείται. 

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για Ασκήσεις για Ασκήσεις για Ασκήσεις για λύσηλύσηλύσηλύση        

1.1.1.1.    Να παραγοντοποιήσετε τα παρακάτω τριώ-

νυμα βρίσκοντας τις 2 ρίζες τους: 

α)α)α)α)    2x 5x 6− +     β)β)β)β)    2x 9x 8− +         

γ)γ)γ)γ)    3 23x 3x 18x− −     δ)δ)δ)δ)    x x 2+ −         

ε)ε)ε)ε)    4 2α 7α 12+ +     στ)στ)στ)στ)    2 2α 7αβ 12β− +         

ζ)ζ)ζ)ζ)    4 2α 3α 2− +     η)η)η)η)    4 24y 4y 1− +     

θθθθ))))    22x 10x 12− +     ιιιι))))    ( )2x 3 1 x 3− − −
    

κκκκ))))    4 2x 7x 6− +     
 

2.2.2.2.    Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις με 

διάσπαση του μεσαίου όρου: 

α)α)α)α)    23x 5x 2− +     β)β)β)β)    26x 15x 6+ +         

γ)γ)γ)γ)    227x 75x 48− +     δ)δ)δ)δ)    23x 3 10x+ −     

ε)ε)ε)ε)    3x 4x 3− +     στ)στ)στ)στ)    35x 7x 2− +         

ζ)ζ)ζ)ζ)    35x 7x 2− +     η)η)η)η)    2 2x 3xy 2y+ +  

3.3.3.3.    Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις 

α)α)α)α)    2x 9x –10+  β)β)β)β)    2x 4x 3− +     

γ)γ)γ)γ)    2x 6x 9− +     δ)δ)δ)δ)    24x 4x 1− +     

ε)ε)ε)ε)    29α 6α 1− +     στ)στ)στ)στ)        24x 12x 9− +     

ζ)ζ)ζ)ζ)    24α 4α 6− +     η)η)η)η)    2x x 1− +     
 

4.4.4.4.    Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

α)α)α)α)    3 2 2 38x 12x y 6xy y− + −     

β)β)β)β)    3 2 2 38x 24x y 24xy 8y− + −     
    

5.5.5.5.    Να γράψετε  σε απλούστερη μορφή την 

παράσταση:  
2 2

2

x 2 2x 2 x 2
Α :

4x 5 16x 40x 25

+ + −
=

+ + +
 

    Ε.Μ.Ε 1988Ε.Μ.Ε 1988Ε.Μ.Ε 1988Ε.Μ.Ε 1988    
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  Α’ ΜΕΡΟΣ. 1. Αλγεβρικές παραστάσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

� ( ) ( )( )22 2 2 2α 2αβ β γ α β γ α β γ α β γ+ + − = + − = + + + −     

� ( )33 2 2 3α 3α β 3αβ β α β+ + + = +    και   ( )33 2 2 3α 3α β 3αβ β α β−+ = −−  

Μέθοδος συμμετρίαςΜέθοδος συμμετρίαςΜέθοδος συμμετρίαςΜέθοδος συμμετρίας. . . . Μία παράσταση, έστω ως προς α, β, γ, είναι συμμετρική αν αντικαθιστώντας όπου 

α το β, β το γ και γ το α προκύπτει η ίδια παράσταση. Σε τέτοιες παραστάσεις αν αντικαθιστώντας ένα 

μόνο γράμμα, π.χ. το α, με ένα άλλο γράμμα, π.χ. το β, μηδενιστεί η παράσταση τότε συμπεραίνουμε ότι 

το α β−  είναι παράγοντας της παράστασης και άρα μπορεί να βγει, μετά από κατάλληλη ομαδοποίηση, 

κοινός παράγοντας. 

Μέθοδος απελπισίαςΜέθοδος απελπισίαςΜέθοδος απελπισίαςΜέθοδος απελπισίας. . . . Αν δεν μπορούμε να ακολουθήσουμε καμία από τις παραπάνω μεθόδους τότε κά-

νουμε όσες πράξεις μπορούμε (συνήθως πολλαπλασιασμούς) και φέρνουμε την παράσταση σε μορφή 

αθροίσματος μονώνυμων και ξεκινάμε τη διαδικασία της παραγοντοποίησης από την αρχή 

����    2.2.2.2.    Λυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσεις        
1.1.1.1.        Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις 

α)α)α)α)     2 2x 4x 4 y+ + −         β)β)β)β)    3 2x 6x 12x 8− + −     γ)γ)γ)γ)    4 4x 4y+         

δ)δ)δ)δ)    2 2 2 2 2 2α β αβ β γ βγ α γ αγ 2αβγ+ + + + + +     ε)ε)ε)ε)    ( )( ) ( )22 2 2 2α β x y αx βy+ + − +     

α)α)α)α)    ( ) ( )( )22 2 2x 4x 4 y x 2 y x 2 y x 2 y+ + − = + − = + + + −     

ββββ))))    ( )33 2 3 2 2 3x 6x 12x 8 x 3 x 2 3 x 2 2 x 2− + − = − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − = −     

γγγγ))))    ( ) ( ) ( )( )2 24 4 4 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2x 4y x 4x y 4y 4x y x 2y 2xy x 2y 2xy x 2y 2xy+ = + + − = + − = + + + −
 

δδδδ))))    Η παράσταση είναι συμμετρική. Αν αντικαταστήσουμε το α με το −β μηδενίζεται άρα το α β+  είναι 

παράγοντας. Άρα 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2α β αβ β γ βγ α γ αγ 2αβγ α β αβ β γ αβγ α γ αβγ βγ αγ+ + + + + + = + + + + + + + =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2αβ α β βγ α β αγ α β γ α β α β αβ βγ αγ γ+ + + + + + + = + + + + =  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )α β β α γ γ α γ α β α γ β γ+ + + + = + + +  

εεεε))))    ( )( ) ( )22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2α β x y αx βy α x β x α y β y α x 2αβxy β y+ + − + = + + + − − −  

( )22 2 2 2β x α y 2αβxy βx αy= + − = −  

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις: 

Α.Α.Α.Α.    α)α)α)α)    4 2 2 4 2 2x 4x y 4y 9x y− + −     

    β)β)β)β)    2 2 22xy x α y− + −     

    γ)γ)γ)γ)    4 2 2 4 2 2α 4α β 4β α β− + −     

Β.Β.Β.Β.    α)α)α)α)    3 2 2 38x 12x y 6xy y− + −         

    β)β)β)β)    3 2 2 38x 24x y 24xy 8y− + −     

Γ.Γ.Γ.Γ.    α)α)α)α) 3 2α 2α 2α 1+ + +  

    β)β)β)β)  3 2 2 3α 2α β 2αβ β− + −     
∆.∆.∆.∆.    α)α)α)α)    ( )( ) ( )( ) 2 2x y α 2 y x β 3 γx γy− − − − + − +

    

    ββββ))))    ( ) ( )2
x y xy x y 1 1+ − + + −

    

2.2.2.2.    Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις 

Α.Α.Α.Α.    α)α)α)α)    4α 1+   

 β)β)β)β)    4 44α 4β+  

    γ)γ)γ)γ)    4 4 2 24α β 13α β+ −         

    δ)δ)δ)δ)    4 4 2 2α 9β 10α β+ −     

Β.Β.Β.Β.    α)α)α)α)  ( )x x 2 1+ +  

    β)β)β)β)  ( )( )2 2α 3α α 3α 2 1− − + +  

Γ.Γ.Γ.Γ.    α)α)α)α)    2 2 2 2 2 2βγ γ α αβ α β γα β γ− + − + −  

∆.∆.∆.∆.    α)α)α)α)    ( ) ( )2 2 2 2αβ x y xy α β+ + +
    

    ββββ))))    ( ) ( )2 2 2 2αβ x y xy α β− + −
    

33330000    Παραγοντοποίηση Παραγοντοποίηση Παραγοντοποίηση Παραγοντοποίηση VIIVIIVIIVII    (Τέσσερις όροι. Τεχνάσματα)(Τέσσερις όροι. Τεχνάσματα)(Τέσσερις όροι. Τεχνάσματα)(Τέσσερις όροι. Τεχνάσματα)    1.6 / 71.6 / 71.6 / 71.6 / 7    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        
� Γράφουμε την κάθε παράσταση σε γινόμενο πρώτων παραγόντων, 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησης        
1.1.1.1.    Να βρείτε το Ε.Κ.Π. των παραστάσεων: 

 ( )2 x y+  ( )2
3y x y+  ( )12xy x y+  

( )4x x y+     

( )22x y x y+     

23xy        

2.2.2.2.    Να βρείτε το Μ.Κ.∆. των παραστάσεων: 

 4x  ( )22x x 3+  ( )224x x 3+  

( )2
x x y+     

( )2x x 3+     

( )228x x 3+        

 ����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να βρείτε το Ε.Κ.Π. και το Μ.Κ.∆ των:  

α)α)α)α) 4, 12, 30 β)β)β)β)  8, 15, 24  
 

2.2.2.2.    Να βρείτε το Ε.Κ.Π. και το Μ.Κ.∆. των παρα-

στάσεων: 

α)α)α)α)    3 2 324x yω, 18xy ω, 15yω    

β)β)β)β)    2 3 2 3 2 2 32x y ω , 4x y ω, 6xy ω     

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )2 2 3 38 xy xy, 2x xy , 8xy     

δ)δ)δ)δ)     ( ) ( ) ( )2 22 23x x y , 6x y x y x y− − +     

εεεε))))     ( ) ( ) ( )2 22 24 x y , 6 x y , 3 x y− + −     
 

3.3.3.3.    Να βρείτε το Ε.Κ.Π. και το Μ.Κ.∆. των παρα-

στάσεων: 

α)α)α)α) ( ) ( ) ( )2 2 34 x – 9 , 12 x – 3x , 8 x – 27  

β)β)β)β)  2 2 3 3x x, x 1, x y+ − −     

γγγγ))))    ( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 2
x 1 x 1 , x 1 x 1 , x 1 x 1− − + − + −  

δδδδ))))  ( ) ( )2 2 3 36 x y , 3 x y , x y− − −  

 

4.4.4.4.    Να βρείτε το Ε.Κ.Π. και το Μ.Κ.∆. των παρα-

στάσεων:  

α)α)α)α) 2 2 3x 2x, x 4x 4, x 4x− − + −  

β)β)β)β)  3 2 2x 8, x 4, x 5x 6− − − +  

γ)γ)γ)γ)    2 2 2x 4x 3, x 3x 2, x 5x 6− + − + − +   

δδδδ))))  2 2 2x 4x 4, x 4, x x 6− + − + −  

 

5.5.5.5.    Να βρείτε το Ε.Κ.Π. και το Μ.Κ.∆. των παρα-

στάσεων: 

α)α)α)α)  3 2 2 2x 6x 12x 8, x 4, x 2x− + − − −  

β)β)β)β)  2 2 3 2x 3x 2, x 3x 4, x x, x 2x 1− + + − − − +  

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    Να βρείτε το Ε.Κ.Π. και το Μ.Κ.∆. των παρα-

στάσεων:  

α)α)α)α) ( ) ( )24 2 2 3 2x 4x 9 4 x , x 4x 4x 3 x 2− + − + + − +  

β)β)β)β)  3 2 5 3x x x 1, 2x 4x 2x,− − + − +     
6 5 3 23x 6x 6x 3x− + −  

    

2.2.2.2.    ∆ίνεται το πολυώνυμο  

( ) 4 3 2P x x αx x= + +  

για το οποίο ισχύει ( )P 2 36− = . 

α)α)α)α)    Να αποδείξετε ότι α 2= −  

β)β)β)β) Να παραγοντοποιήσετε το ( )P x  

γγγγ))))    Να βρείτε το Ε.Κ.Π. και το Μ.Κ.∆. των πολυ-

ωνύμων ( ) ( ) ( )2P x , P x και P x 1+  

    

3.3.3.3.    ∆ίνονται τα πολυώνυμα 

( ) 3 2P x x 4x 5x 2= − + −     και 

( ) 3 2Q x x 2x x 2= − − + . Να βρείτε  

α)α)α)α)    τα α, β και γ ώστε τα πολυώνυμα ( )P x  και 

( )( )2x 2 αx βx γ− + +  να είναι ίσα 

β)β)β)β)    το Ε.Κ.Π. και Μ.Κ.∆. των ( )P x     και ( )Q x  

31313131    Ε.Κ.Π. και Μ.Κ.∆. ακέραιων αλγεβρικών παραστάσεωνΕ.Κ.Π. και Μ.Κ.∆. ακέραιων αλγεβρικών παραστάσεωνΕ.Κ.Π. και Μ.Κ.∆. ακέραιων αλγεβρικών παραστάσεωνΕ.Κ.Π. και Μ.Κ.∆. ακέραιων αλγεβρικών παραστάσεων    1.1.1.1.8888    / 1/ 1/ 1/ 1    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 1. Αλγεβρικές παραστάσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

         

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        
� Ορισμός. Περιορισμοί στις ρητές αλγεβρικές παραστάσεις. Απλοποίηση αλγεβρικών παραστάσεων. 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησης        
1.1.1.1.    Να αντιστοιχίσετε κάθε κλάσμα της 1ης γραμμής στο αντίστοιχο κλάσμα της 2ης γραμμής. 

α)  α)  α)  α)  
2x x

x

+
    β)  β)  β)  β)  

2x x

x 1

−
−

    γ)  γ)  γ)  γ)  
2x x

x

−
    δ)  δ)  δ)  δ)  

2

2

x x

x 1

−

−
    

1.  1.  1.  1.  
x

x 1+
    2.  2.  2.  2.  

1

x 1−
    3.  3.  3.  3.  x 1−     4.  4.  4.  4.  x 1+     5.  5.  5.  5.  

2

2

x x

x 1

−

−
    6.  6.  6.  6.  x     

 ����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να βρείτε τις τιμές των μεταβλητών για τις 

οποίες ορίζονται οι παραστάσεις:  

α)α)α)α)  
4

x 1+
    β)β)β)β)   

3 x

3 x

−
−     

γγγγ))))   
2

x

x 1+     

δδδδ))))  
3

2

x

x

−
    εεεε))))   

x 3

x 1

−

+     
στστστστ))))  

x 1

x 1

−

−     
 

2.2.2.2.    Να βρείτε τις τιμές των μεταβλητών για τις 

οποίες δεν ορίζονται οι παραστάσεις:  

α)α)α)α)  
2

x

x x+
    β)β)β)β)   

2

2

x x

x 1

−

−     
γ)γ)γ)γ)   

3

2x

x x+     

δ)δ)δ)δ)  
2

2 2

x

x x+
    ε)ε)ε)ε)   

2

4

x 2x 1− +     
στ)στ)στ)στ)  

α 1

α 1

−
− −     

 

3.3.3.3.    Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις: 

α)α)α)α) 
215αβ

10β     
β)β)β)β)    

2

2

20α β

36αβ         
γ)γ)γ)γ)    

3

5

14βα

51αβ
    

δ)δ)δ)δ)    
5 3

2 3

55α β γ

44α βγ     
ε)ε)ε)ε)    

2 3 3

3 5 3

18x y w

26x y w     
στ)στ)στ)στ) 

( )
( )

2

3
3

20 βα

48 αβ

4.4.4.4.    Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις:  

α)α)α)α)    
2

3 2

x 3x

4x 12x

−

−  
β)β)β)β)    

2 2

3

x y 2y

x 2xy

+

+  

γγγγ)))) 
3x 3y

4y 4x

−

−
 δ)δ)δ)δ)    

2

2

4x xy

12xy 3y

−

−
 

ε)ε)ε)ε)    
2x 2x 1

4x 4

− +
−  

στστστστ)))) 
2x 1

3x 3

−
−

 

 

5.5.5.5.    Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις: 

αααα)))) 
2

6x

3x x−
 ββββ))))    

3 2x 5x

2x 10

+
+

    

γγγγ)))) 
2

3 2

α 3αβ

α 3α β

−

− +
 δδδδ)))) 

2x 4x

2x 8

−
−  

  

6.6.6.6.    Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις:     

αααα)))) 
αλ αμ λx μy

αβ αγ βx γx

− + −

− + −
 ββββ))))        

( )22 2

3αx 5αy 3βx 5βy

α β α β

− − +

− + −
    

γγγγ)))) 
3 2

3 2

x 3x x 3

x x 9x 9

+ − −

− − +
 δδδδ))))    

2 2 2

2 2 2

α β γ 2αβ

α β γ 2βγ

+ − −

− − −
 

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάΕπεκτάΕπεκτάΕπεκτάσειςσειςσειςσεις        
1.1.1.1.    α)α)α)α)    Να απλοποιήσετε την παράσταση 

( )
( )

3 3

3 3

x y x

x y y

+ +

+ +
    

β)β)β)β)  Να αποδείξετε ότι 
3 3

3 3

6 4 6 4

6 26 2

+ +
=

++     
και 

3 3

3 3

23 13 23 13

23 1023 10

+ +
=

++
 
    
 

2.2.2.2.    Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις: 

α)α)α)α) 
1 α

, α 0, α 1
1 α

−
> ≠

−     

β)β)β)β)        
α β

, α,β 0, α β
α β β α

−
> ≠

−
    

γ)γ)γ)γ) 
xy y

, x 0, y 0
x y

+
≥ ≥

+
 

☺☺☺☺    4.4.4.4.    Προβλήματα Προβλήματα Προβλήματα Προβλήματα         

1.1.1.1.    Ένα ορθογώνιο έχει εμβαδόν 2x 5x 6+ +  και μήκος x 3+ . Ποιο είναι το πλάτος του; 

32323232    Ρητές αλγεβρικές παραστάσειςΡητές αλγεβρικές παραστάσειςΡητές αλγεβρικές παραστάσειςΡητές αλγεβρικές παραστάσεις    IIII    1.1.1.1.9999    / 1/ 1/ 1/ 1    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις: 

αααα)))) 
( )

2

2

x 1

1 x

−

−
 ββββ))))    

2x 25

2x 10

−
+

    

γγγγ)))) 
2

2 2

α 3αβ

α 9β

+

−
 δδδδ)))) 

2

2

x 4x

x 8x 16

−

− +  

εεεε)))) 
( )2

2 3

2x y

xy 4x

+

−  
στστστστ)))) 

2

2 2

6x 3xy

4x y

+

−  

  

2.2.2.2.    Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις:  

αααα)))) 
2 2

2

2α β 8

3α β 6α

−

+
 ββββ))))    

2 2

3 3

2x y 3xy

4x y 9xy

−

−
    

γγγγ)))) 
2x 1

5 5x

−
−

 δδδδ)))) 
3 3

3 3

x y xy

x y

−

−
 

εεεε)))) 
3

4 2

x 1

x x 1

+

+ +  
στστστστ)))) 

3

2

x 1

1 x

−

−
 

 

3.3.3.3.    Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις:  

α)α)α)α) 
3

2 3

1 x

1 2x 2x x

+

+ + +  
β)β)β)β)  

3 2

2

2x x 2x 1

x 3x 2

− − +

+ +
 

γ)γ)γ)γ)    
4 3 2

4 3 2

3x 9x 6x

x x 2x

+ +

+ −  
δ)δ)δ)δ)    

( ) ( )2 2
xy 1 x 1

xy x y 1

− − +

+ + +
    

 

4.4.4.4.    Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις:  

α)  α)  α)  α)      
3 6 9 .... 300

2 4 6 .... 200

+ + + +
+ + + +         

β)β)β)β)        
3x 6x 9x .... 300x

2x 4x 6x .... 200x

+ + + +
+ + + +     

γγγγ))))        
( ) ( )2 23 6 9 ... 300 x 1 2 3 ... 100 x

4x 8x 12x ... 400x

+ + + + + + + + +

+ + + +     

5.5.5.5.    Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις:  

α)α)α)α)    
2

2

x 5x 6

x 6x 9

− +

− +
 β)β)β)β)    

( )

2 2

2
2

x 4αx 21α

x 3αx

− −

+
 
    

γγγγ))))    
4 2

4

x 8x 16

x 16

− +

−     
δδδδ))))    

3

2

3x 24

2x 6x 20

−

+ −
  

 

6.6.6.6.    ∆ίνονται οι παραστάσεις: 
2

2

x 7x 6
Α

x 36

− +
=

−
 και 

2

2

x 7x 6
Β

x 1

+ +
=

−
 

α)α)α)α)    Για ποιες τιμές του x ορίζονται ταυτόχρονα 

και οι δύο παραστάσεις; 

β)β)β)β)    Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις Α και Β 

γ)γ)γ)γ)    Να αποδείξετε ότι ( ) ( )2 2
Α Β Α Β 4+ − − =   

 

7.7.7.7.    Για ποιες τιμές του κ∈ℝ
 
το παρακάτω κλά-

σμα είναι ίσο με μηδέν;  
2

2

κ 14κ 49

κ 49

− +

−
 

 

8.8.8.8.    ∆ίνονται τα πολυώνυμα 

( ) 3 2P x x 4x 3x 18= − − +
 
και 

( ) ( )( )2Q x x 2 αx βx γ= + + +  

α)α)α)α)    Να βρείτε για ποιες τιμές των α, β και γ τα 

πολυώνυμα ( ) ( )P x , Q x
 
είναι ίσα 

β)β)β)β)    ∆ίνεται η παράσταση 
3 2

3 2

x 4x 3x 18
Α

x 3x 4x 12

− − +
=

− − +     
iiii))))    Να βρείτε για ποιες τιμές του x ορίζεται η πα-

ράσταση Α  

iiiiiiii))))  Να απλοποιήσετε την παράσταση Α  
    

����    2.2.2.2.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις:  

α)α)α)α) 
( )2 2x h x

h

+ −
  β)β)β)β)  

( )3 3x h x

h

+ −
  

 

2.2.2.2.    Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις:  

α)α)α)α) 
2

2

2x x 3

2x 7x 6

− −

− +     
β)β)β)β)  

2

2

2x 7x 6

2x 3x 2

+ +

+ −     

γγγγ)))) 
2

2

3x 7x 4

2x x 1

− +

− −     
δδδδ))))  

2

2

3x 5x 2

2x 7x 6

+ −

+ +     

εεεε)))) 
2

2

2x x 3

3x x 3

− −

+ −     
στστστστ))))  

2

2

8x 10x 7

6x x 1

− −

+ −     

3.3.3.3.    Να αποδείξετε ότι ο αριθμός 

1.112 1.110 1.107 5.551
Α

1.111 1.109

⋅ ⋅ +
=

⋅
 

είναι ακέραιος και να τον βρείτε. 

 

4.4.4.4.    Να βρείτε την τιμή του πραγματικού αριθμού 

κ, ώστε το κλάσμα 
3 2x 2x 3x κ

x 2

− + +
+

 

να μπορεί να απλοποιηθεί. 

β)β)β)β)    Για κ 22=  να απλοποιήσετε το κλάσμα        

33333333    Ρητές αλγεβρικές παραστάσειςΡητές αλγεβρικές παραστάσειςΡητές αλγεβρικές παραστάσειςΡητές αλγεβρικές παραστάσεις    IIIIIIII    1.1.1.1.9999    / 2/ 2/ 2/ 2    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 1. Αλγεβρικές παραστάσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        
� Πολλαπλασιασμός αριθμού με κλάσμα. Πολλαπλασιασμός και διαίρεση δύο κλασμάτων. 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησης        
1.1.1.1.    Να χαρακτηρίσετε κάθε μια από τις ισότητες με (Σ) αν είναι σωστή ή με (Λ) αν είναι λανθασμένη. 

α) α) α) α) 
x x 2 x x 2

3 y 3y

+ ⋅ +
⋅ =     β) β) β) β) 

7 x 7

x x 4 x 4
⋅ =

+ +
    γ) γ) γ) γ) 

y x ω 1
x :

ω 1 y

⋅ +
=

+
    

δ)δ)δ)δ)    

2
1

y 1 2x

3 3y

x

+
+

=

    

ε) ε) ε) ε) 
2

5x
ωyω

y 5x

x

=     στ) στ) στ) στ) 
2

2

yx x
:

y xy
=     

 ����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να κάνετε τις πράξεις: 

αααα))))    
2

2

3 x x 6x 9

x 3 x 9

− + +
⋅

+ −     
ββββ))))    

2

2

x 16 3x 12
:

3x 9x 8x 16

− +
−− +

    

γγγγ))))    
2

x y 4x 4y
:

x yx xy

+ +

−−     
δ)δ)δ)δ)    

2

3 2

x 9 x 3
:

x 8 x 2x 4

− +

− + +
    

 

2.2.2.2.    Να κάνετε τις πράξεις: 

α) α) α) α) 
2 25αβ 2αβ β

:
6 3α

−
    β) β) β) β)     

4 2

2 2

x x 2 x 1

x 3x 2 x 1

+ − +
⋅

+ + −
    

δδδδ))))
2 2

2 2

3α 6α 12 3α
:

1 2α α 2α 2α 4

− −

− + + −
    

γ)γ)γ)γ)    
2

3yx x 2
:

x 3 xy 3yx 6x 9

− 
⋅ − −− + 

    

δδδδ))))    

  

3.3.3.3.    Να κάνετε τις πράξεις: 

αααα))))    

12x y xy x 1

xy y x 1

−
+ + 

⋅  − −   
ββββ))))                

1
2 2

2 2 3 3

x y xy x xy

x y x y

−
 + −
⋅ 

− +   

γ)γ)γ)γ)    

12

2

2α 3α 9 2α 3

α 4α 5α 4

−
− − + 

⋅ ++ +  
    

4.4.4.4.    Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις:  

α)α)α)α)  
2 2 2

2 2 2

x 2x 1 x 3x 2 x 1
:

x 2x 1 x 3x 2 x 4

− + + + −
⋅

+ + − + −
 

β)β)β)β)  
2 2 4 2 3

3 3 2 2

x y y xy y
:

x y x xy y

− −

− − +     

γγγγ))))  
2 2 2 2x xy 12y x 7xy 12y

:
x 3y x 3y

+ − + +

+ −     

δδδδ))))  
4 2 2 4 2 2

2 2 3 3

α α β β α 2αβ 3β 1
:
α 7βα 4αβ 21β α β

+ + + −
⋅

−− − −
 

εεεε))))  
( )
( ) ( )2 2

81αβ α 7β
: 36 α 14αβ 49β

2 α β

−
 − + +     

 

5.5.5.5.    Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις:  

α)α)α)α)    

3 3

2 2

3 2 2

2 2

α β

α β

α α β αβ

α β αβ

−
−

+ +
+

    
β)β)β)β)  

2

1 1
1 1

x x:
1 x 1

1
xx

− −

+
−

  

γ)γ)γ)γ)    
( )

4 4

2

2 2

2 2

α β

α β

α β

α β

−

+

+
−

    
δ)δ)δ)δ)    

1 1 1 1

x y x y
:

1 1 y x

x y x y

+ +

− +
    

☺☺☺☺    4.4.4.4.    ΠροβλήματαΠροβλήματαΠροβλήματαΠροβλήματα        
1.1.1.1.    ∆ίνεται τρίγωνο με πλευρά 2x 25−

    
και εμβα-

δόν 2x 10x 25+ + . Να βρείτε το αντίστοιχο ύψος. 

 

2.2.2.2.    Να βρείτε το εμβαδόν ισόπλευρου τριγώνου 

με βάση 
2x 25

x 3

−
+

 και αντίστοιχο ύψος 
2x 9

x 5

−
+

. 

3333....    ∆ίνεται τρίγωνο με πλευρά 
2

1

x 4x 4+ +  
και 

αντίστοιχο ύψος ( )2 x 2+  και ορθογώνιο με μή-

κος 2x 4x 4+ +  και πλάτος 
2

1

x 4−
. Να βρείτε το 

λόγο των εμβαδών τους.

34343434    Πολλαπλασιασμός Πολλαπλασιασμός Πολλαπλασιασμός Πολλαπλασιασμός ––––    ∆ιαίρεση ρητών παραστάσεων∆ιαίρεση ρητών παραστάσεων∆ιαίρεση ρητών παραστάσεων∆ιαίρεση ρητών παραστάσεων    1.11.11.11.10.A / 10.A / 10.A / 10.A / 1    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        
� Πρόσθεση, αφαίρεση ομώνυμων και ετερώνυμων κλασμάτων 

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να κάνετε τις πράξεις: 

α)α)α)α) 
2α 4

5 5
−   β)β)β)β)  

4 7α

3x 3x
−  

γ)γ)γ)γ)    
7β 11

12y 12y
−     δ)δ)δ)δ)    

7β 13

4xy 4xy
− +     

ε)ε)ε)ε)    
5 6α

2α 3β 2α 3β

−
−

+ +
    στ)στ)στ)στ)    

2α 3

α 2β α 2β

−
+

− −
    

    

2.2.2.2.    Να κάνετε τις πράξεις: 

α)α)α)α) 
α 3β α β

5 5

− +
−   β)β)β)β)  

7y x4x

3xy 3xy

−
−  

γ)γ)γ)γ)    
2 2

2x y 3x y

12y 12y

− −
−     δ)δ)δ)δ)    

2 2

2 2

2x x x 3x

4x y 4x y

+ −
− +     

ε)ε)ε)ε)    
α β α β

3α β 3α β

+ −
−

− −
    στ)στ)στ)στ)    

2β 3 β

α 2β α 2β

− +
+

− −
    

    

3.3.3.3.    Να κάνετε τις πράξεις: 

α)α)α)α) 
2 3 2α

5 15α

+
+   β)β)β)β)  

β 5 3 2β

2β β

− −
−  

γ)γ)γ)γ)    
2 3

α β
−     δ)δ)δ)δ)    

3 2

2α 1 4

α α

−
−     

ε)ε)ε)ε)    
3 2

2α 1 4

α α

−
−     στ)στ)στ)στ)    

3 2 2

3α β 2β α

6α β 8α β

− +
−

    
    

4.4.4.4.    Να κάνετε τις πράξεις: 

α)α)α)α) 
1 1

α β α β
+

+ −
 β)β)β)β)  

3 2

α β α
+

+
 

5.5.5.5.    Να κάνετε τις πράξεις: 

α)α)α)α) 
2 2α β

1
2αβ

+
+   β)β)β)β)  

( )2
α β

4
αβ

+
−  

γ)γ)γ)γ)    
2 2α β

α β
2β

−
+ +     δ)δ)δ)δ)    

2 2 2α β γ
2

αβ

+ −
−     

ε)ε)ε)ε)    
2 2 2α β γ

2
βγ

− −
−     στ)στ)στ)στ)        

( )2 21 α β
1

2αβ

− +
−

    
 

6.6.6.6.    Να κάνετε τις πράξεις: 

α)α)α)α) 
5 4

2α β 4α 2β
−

− −
  β)β)β)β)  

2 2

α β 4αβ

α β α β

+
−

− −
 

γ)γ)γ)γ)    
2

1 α α 3 4

α 2 α 2 4 α

− −
− −

− + −
    δ)δ)δ)δ)    

3 2

α 1 1 α
−

− −
    

 

7.7.7.7.    Να κάνετε τις πράξεις: 

α)α)α)α)    
2

xy y 2 3

2xy 5y 2x 54x 20x 25

−
− +

− −− +
        

β) β) β) β)     
2

y 6y2x

3x 4 6x 89x 24x 16
− −

+ ++ +     

γ)γ)γ)γ)    
2 2

4α 3β 1 1

2α 3β 2α 3β4α 9β

+
− −

+ −−     

δ)δ)δ)δ)    
2 2

3 2

α 4 α 4α 4
−

− − +
    

    

8.8.8.8.    Να αποδείξετε ότι: 

22 2

2

x y 2y y
1

x xx

+  
+ = + 

 
.

����    3.3.3.3.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    α)α)α)α) Να αποδείξετε ότι:  

( )
1 1 1

α α 1 α α 1
= −

+ +
 

β)β)β)β)  Να υπολογίσετε το άθροισμα: 

1 1 1
Σ ...

10 11 11 12 39 40
= + + +

⋅ ⋅ ⋅
 

    

2.2.2.2.    α)α)α)α) Να αποδείξετε ότι:  

( )( )
2 1 1 1 1

ν ν 1 ν 2 ν ν 1 ν 1 ν 2

   
= − − −   + + + + +   

 

β)β)β)β)  Να υπολογίσετε το άθροισμα: 

1 1 1
Σ ...

1 2 3 2 3 4 1.999 2.000 2.001
= + + +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 

Ευκλείδης 2001Ευκλείδης 2001Ευκλείδης 2001Ευκλείδης 2001    

☺☺☺☺    4.4.4.4.    Προβλήματα Προβλήματα Προβλήματα Προβλήματα         

1.1.1.1.    Αν μεταξύ των πλευρών α, β, γ τριγώνου ΑΒΓ ισχύει 
γβ

0
α γ α β

− =
+ +

, να αποδείξετε ότι το τρίγωνο 

είναι ισοσκελές. 

35353535    Πρόσθεση Πρόσθεση Πρόσθεση Πρόσθεση ––––    Αφαίρεση ρητών παραστάσεωνΑφαίρεση ρητών παραστάσεωνΑφαίρεση ρητών παραστάσεωνΑφαίρεση ρητών παραστάσεων    IIII    1.10.B / 1 1.10.B / 1 1.10.B / 1 1.10.B / 1     



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 1. Αλγεβρικές παραστάσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να κάνετε τις πράξεις: 

α)α)α)α) 
1 α

1
1

α

−

−
 β)β)β)β)    

2

1
1

α
1

1
α

−

−
   

γ)γ)γ)γ)    
2

2

α 5α 6

1
1

α

+ −

−
    δ)δ)δ)δ)    

2 3

1 2 3

α α α
9

α
α

− −

−     

εεεε))))    
2

2

α 5α 6

1
1

α

+ −

−     
στ)στ)στ)στ)    

2

6
α 5

α
8 6

1
αα

+ +

+ +
        

 

2.2.2.2.    Να κάνετε τις πράξεις: 

α)α)α)α) 

2 2α β
2

αβ

1 1

α β

+
−

−
  β)β)β)β)  

α β
1

α β

α β
1

α β

+
−

−
+

+
−

 

γγγγ))))    

1 1

α h α
h

−
+   δδδδ))))    

( )2 2

1 1

αα h

h

−
+

  

    

3.3.3.3.    Να αποδείξετε ότι η παράσταση 

2 2

4αβ4αβ 4αβ
2α 2β

α β α β α β
:

4αβ 4αβ α β α β
2α 2β

α β α β α β α β

 
+ + + + − −

+ − − − − + + − + 

 

είναι σταθερή.    

4.4.4.4.    Να κάνετε τις πράξεις: 

αααα))))    
1

1
1

1
α 2

−
−

−
    

β)β)β)β)    1
1

1
1

1
1

1
1

x

+
+

+
+

    

γγγγ)))) 1 1

1 1
α α

1 1
α α

α α

−
− +

+ −

  

        

5.5.5.5.    Να κάνετε τις πράξεις: 

α)α)α)α)    
1 1

3 3

α β

α β

− −

− −

+

+     
β)β)β)β)    

1

α
α

1 α −
+

+
    

    

6.6.6.6.    ∆ίνονται οι παραστάσεις: 

2 2 2 2

2 2

2 2

βα

β α α β βα
Α , Β

1 1 1 α β β αα β

αβα β

+
+

= = + +
+ −−− +

 

α)α)α)α)    Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις Α και Β  

β)β)β)β)  Αν 
1

α
2

=  τότε να υπολογίσετε την τιμή της 

παράστασης 
1Α

Β

−

     

 

7.7.7.7.    Να απλοποιήσετε την παράσταση 

( )
( )

( )1 2 2

1

1 α β1 α β
1

2αβ1 α β

−

−

 − ++ +
 ⋅ −
 − +  

����    2.2.2.2.    ΕπεκτΕπεκτΕπεκτΕπεκτάσειςάσειςάσειςάσεις        
1.1.1.1.    Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις: 

α)α)α)α) 

2020
α 1

1
α 1
α 1

1
α 1

+ 
+ − + −

 − 

  β)β)β)β)     

1

1

1

2α
α

α α
2α

2α
1 α

−
−

−

−
−

+
−

 

 

2.2.2.2.    α)α)α)α)    Να απλοποιήσετε την παράσταση: 

( )

2 2

2

yx

y x
Α

xy
−

   
−   
  =  

β)β)β)β)    Αν y 1=  να κάνετε τη διαίρεση ( )Α : x 1−  

γ)γ)γ)γ)    Να δείξετε ότι 42009 1 πολ.2008− =
    

3.3.3.3.    Έστω η παράσταση 

( )
( )

10 3

6 3

2
5

3
4

2 x x
1

x x xΑ
x

1
x

−⋅
+ +

⋅=

−

 

α)α)α)α)    Να απλοποιήσετε την παράσταση Α 

β)β)β)β)    Να βρείτε την τιμή της παράστασης Α για 

8
x 3 3 5 3 3 5

2
= ⋅ − ⋅ +  

 

4.4.4.4.    Αν xyz 1=  να υπολογίσετε την παράσταση:  

1 1 1
Κ

y z x
z 1 x 1y 1

y 1 z 1x 1

= + +
+ − + −+ −

+ ++

36363636    Πρόσθεση Πρόσθεση Πρόσθεση Πρόσθεση ––––    Αφαίρεση ρητών παραστάσεων Αφαίρεση ρητών παραστάσεων Αφαίρεση ρητών παραστάσεων Αφαίρεση ρητών παραστάσεων IIIIIIII    (Σύνθετα κλάσμ(Σύνθετα κλάσμ(Σύνθετα κλάσμ(Σύνθετα κλάσμαααατα)τα)τα)τα)    1.10.B / 21.10.B / 21.10.B / 21.10.B / 2    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να κάνετε τις πράξεις: 

α)α)α)α) ( )2 1
1 x x

x
− + ⋅  β)β)β)β)  

1 1 1

x y x y

 
+ ⋅ 

+ 
 

γγγγ))))    ( )
2

22 α
1 α 1 α

1 α

 −
− − ⋅ − 

+ 
  

δδδδ))))    
2 2

2 2 2

2α 3 1 α x 2
:

α x α x xα x αx

 + 
+ − +  + −−   

 

    

2.2.2.2.    Να κάνετε τις πράξεις: 

α)α)α)α) 
3

2 3

x 1 1 x 1
:

x 2x 4 x 8

− + 
+ −− − 

  

α)α)α)α) 
2 2 2

2 2

x 6x 8 x 5x 6 x 4x 4

x 1x 4x 3 x 4x

− + − + − +
⋅ +

−− + −     

β)β)β)β)  
( ) ( )

2

2 2 2

x 2 x 3 x 2
:

x 1 x 1 x 1

 + − − +
− − − 

 

γγγγ))))    
2 2 2 3

1 1 2 x 4
:

x x 6 4 x x 2x x 4x

+ 
− − + − − + −      

δδδδ))))    2 2

4μν 2μν μν
μ ν :

μ ν ν μ μ νμ ν

  
− − + −  

+ − +−   
        

3.3.3.3.    Να κάνετε τις πράξεις: 

α)α)α)α)    

1
22 β βα α

1 1
β α α β

−
     

+ ⋅ + +     
     

 

ββββ))))    

1
3 3 3 3

2 2

α β α β 4αβ

α β α β α β

−
   − +

− ⋅   
− + −   

 

    

4.4.4.4.    Να κάνετε τις πράξεις: 

α)α)α)α) 

3

3

2 22

2

βα ββ1 11
β α α α:

α βα α βα
1

β β αβ

+ − ++
⋅

−
+ + −     

β)β)β)β)  
1 1 α

:
2 1 α 4

α 2 2α
1 α α 1

α
2

⋅
+

− + −
++

    

    

5.5.5.5.    Να δείξετε ότι είναι σταθερή η παράσταση 

2 2

4αβ4αβ 4αβ
2α 2β

α β α β α β
:

4αβ 4αβ α β α β
2α 2β

α β α β α β α β

 
+ + + + − −

+ − − − − + + − + 

 

����    2.2.2.2.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    α)α)α)α) Να αποδείξετε ότι: 

( )( )
2 1 1 1 1

ν ν 1 ν 2 ν ν 1 ν 1 ν 2

   
= − − −   + + + + +   

 

β)β)β)β) Να αποδείξετε ότι: 

1 1 1
...

1 2 3 2 3 4 1999 2000 2001
+ + =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅     
1 1 1

4 4000 4002
= − +  

 

2.2.2.2.    Αν οι αριθμοί α, β, γ είναι διαφορετικοί ανά 

δύο τότε να δείξετε ότι: 

( )( ) ( )( ) ( )( )
222 γβα

1
α β α γ β α β γ γ α γ β

+ + =
− − − − − −

 

3.3.3.3.    Αν 
2αγ

β
α γ

=
+

, 
α

x
β γ

=
+

, 
β

y
α γ

=
+

 τότε να 

αποδείξετε ότι 
2xz

y
x z

=
+

.  

☺☺☺☺    3.3.3.3.    ΠροβλήματαΠροβλήματαΠροβλήματαΠροβλήματα        

1.1.1.1.    ∆ίνονται οι παραστάσεις: 

( )
2

2 2 2 2

2
γ1 11 1

α β γ
α β αββ α

x , y
α β α β γ1 1 2

α β α β αβα β α β

 
+ − + +−  

 = =
+ −

− + + −
− +

 

Να βρείτε την πλευρά τετραγώνου με εμβαδόν 
2E x y= −  ως συνάρτηση των α, β.  

2.2.2.2.    Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ με πλευ-

ρές α, β, γ είναι ορθογώνιο αν ισχύει 

( )

2

2

γ2β
1

α β α β
− =

+ +
 

 

3.3.3.3.    Να λύσετε ως προς β τον τύπο 
1

κ
1 1

α β

=
+

. 

Ποιοι περιορισμοί πρέπει να ισχύουν; 

33337777    Σύνθετες πράξειςΣύνθετες πράξειςΣύνθετες πράξειςΣύνθετες πράξεις    ρητών παραστάσεωνρητών παραστάσεωνρητών παραστάσεωνρητών παραστάσεων    1.10.B / 31.10.B / 31.10.B / 31.10.B / 3    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 1. Αλγεβρικές παραστάσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να εκτελέσετε τις πράξεις:  

α)α)α)α) 
4 5

4 3

81 9

27 9

+

+
  β)β)β)β)  

2
2 4

3

α α
: α α α

α

 
 
 

 

γγγγ))))    

γ αα β β γ
γα β

β γ α

x x x
, α 0

x xx

++ +
    

⋅ ⋅ ≠    
     

  

 

2.2.2.2.    Να αποδείξετε ότι  

α)α)α)α) 
3 3 3

6
α β γ

1 1 1
β γ α γ α β

+ + =
+ + +

+ + +

 

β)β)β)β)  
2

α 1 α 1 4 2
0

α 2 α 2 2 α4 α

− +
− − + =

− + −−
 

 

3.3.3.3.    Αν α β 3 2 2⋅ = +  τότε να αποδείξετε ότι   

( ) ( )2 2
α β α β 12 8 2− − + = − −  

 

4.4.4.4.    Να αποδείξετε ότι 

αβ αβ αβ αβ
α α β β

α β α β β α β α

     
+ − − + + −     

− + + −     
 

2 2
2 2

2 2

2α β
α β

α β
− = −

−
 

 

5.5.5.5.    Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις  

α)α)α)α) 
2

12α α 3 6α
Α α 3 :

α 3 α 3 α 3 9 α

   
= − + + +   + + − −   

 

β)β)β)β)  
( )22

2 2

9α 1 α 3α 116α 1
Β

9α 6α 1 16α 8α 1

− + +−
= ⋅

+ + − +
 

6666....    Να αποδείξετε ότι αν  
21 α

κ
2α

+
=  και 

2

2

1 α
λ

1 α

+
=

−
 

τότε 
2 2

1 1
1

κ λ
+ = . 

 

7777....    ∆ίνεται η παράσταση 

2 2

α α 5α 2
Α

α 2 α 2α α 4

+
= − +

+ − −
 

α)α)α)α) Να βρείτε για ποιες τιμές του α∈ℝ  ορίζεται η 

παράσταση 

β)β)β)β)  Να απλοποιήσετε την παράσταση 

γ)γ)γ)γ) Να βρείτε την τιμή της παράστασης για  

( ) ( )2 2

9 1
α

10 1 5 2
= −

− −
 

 

8888....    Αν α β 4+ =  και αβ 3=  να υπολογίσετε τα: 

α)α)α)α)    
1 1

α β
+     β)β)β)β)    2 2α β+     γ)γ)γ)γ)    

2 2

1 1

α β
+     

δδδδ))))    3 3α β+     ε)ε)ε)ε)    
3 3

1 1

α β
+     

 

9999....    α)α)α)α)    Να αποδείξετε ότι  

( ) ( )

3 3

33

α β α β

α α β α α β

+ +
=

+ − + −
 

β)β)β)β) Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 
3 3

3 3

1992 1953

1992 39

+

+
 

����    2.2.2.2.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        

1.1.1.1.    Αν είναι α7 14=  και β2 14=  τότε  

α)α)α)α) να αποδείξετε ότι α β αβ+ =  

β)β)β)β)  να υπολογίσετε την τιμή του κλάσματος 

α β α β

α β α β
, α β

1

α β

− +
−

+ −
≠

−

 

2.2.2.2.    ∆ίνεται η παράσταση 

( )
2

2

x 9
Α x

x x 6

−
=

+ −
 

α)α)α)α)    Για ποιες τιμές του x ορίζεται η παράσταση; 

β)β)β)β)    Να απλοποιήσετε την παράσταση 

γ)γ)γ)γ)    Να αποδείξετε ότι 

( ) ( ) ( ) ( ) 1
Α 4 Α 5 ... Α 11 Α 12

10
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =

☺☺☺☺    3.3.3.3.    ΠροβλήματαΠροβλήματαΠροβλήματαΠροβλήματα        

1.1.1.1.    Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με κάθετες 

πλευρές 2β x 7x 16= + +  και 2γ 3x 9x= + . Να 

βρείτε την υποτείνουσα του τριγώνου.  

2.2.2.2.    Αν η μία πλευρά ενός τετραγώνου αυξηθεί 

κατά 1 m και η άλλη μειωθεί κατά 1 m να δείξετε 

ότι το εμβαδό του ορθογωνίου που προκύπτει 

είναι μικρότερο κατά 1 m2 από το αρχικό εμβαδό.

33338888    Επαναληπτικά θέματα 1Επαναληπτικά θέματα 1Επαναληπτικά θέματα 1Επαναληπτικά θέματα 1ουουουου    κεφαλαίουκεφαλαίουκεφαλαίουκεφαλαίου    1111    / E/ E/ E/ E    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

� 
5

3x 5 0 x
3

+ = ⇔ = −  � 0x 3 Αδύνατη=  � 0x 0 Αόριστη=  � 3x 0 x 0= ⇔ =  

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)α)α)α)  2x 3 7 x− = −  

β)β)β)β)    ( ) ( )3 x 4 2 1 x 6− − − =     

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )5 x 1 3x 3 2 1 x− − = − −     

δ)δ)δ)δ)   ( ) ( ) ( ) ( )2 x 3 3 4 3x 6 x 1 3 2 x− + + − = − − −  

 

2.2.2.2.    Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α)α)α)α)  ( )10x 2 4 5x 8− + = −  

β)β)β)β)    ( )8x 2 5 4x 10+ − = −     

γ)γ)γ)γ)    ( )4x 2 3 2x 6+ − =     

δ)δ)δ)δ)    ( ) ( )4 x 3 3 2 x x 8+ + − = −     

 

3.3.3.3.    Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)α)α)α) 
x

7
3 2x

=
−

   

β)β)β)β)  
2x 1 x 2

3 4

− +
=  

γ)γ)γ)γ)    
x 2

3 x 10
4

+
− = +     

δ)δ)δ)δ)    
4x 3 3x 1 7x 9

3
3 4 6

− − −
− = −     

ε)ε)ε)ε)    
x 1 2x 1 4x 2

2 3 6

+ − −
− =     

4.4.4.4.    Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)α)α)α)  
x x 2 x 1 1

10 15 6 30

+ +
+ = −  

β)β)β)β)    
x 4 x 1 3 x

3
2 2 4

+ + −
− = −     

γ)γ)γ)γ)    
( )2 x 2x 2 x 1 2x 3

7 5 7 35

−− − +
+ = +     

δ)δ)δ)δ)    
x 1 2x 5 x 1

1
2 3 6

+ − −
− = −  

εεεε))))    
x 1 1 3x 7 3 x 2

x 6x 27 2
3 2 2 2 3

+ − −   
+ − = − − −   

   
    

 

5.5.5.5.    Εάν είναι α η λύση της εξίσωσης 

( ) ( ) ( )7 x 3 – 3x 2 2 x 1 – 13− − = −  

τότε να βρείτε την τιμή της παράστασης 

( ) ( ) ( )α α α αΑ 2 α  2 2 – α 3 3 α 1 4= ⋅ + ⋅ − ⋅ + − ⋅  

 

6.6.6.6.    Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)α)α)α)    
( )2 x 1 15 x 19 9 x 1

1
5 2 3 10 5 6 3

−    
+ − + = −   

   
    

β)β)β)β)  
( )( ) ( )( )x 8 2 x 2x 3 x 7 x 1

3 6x
2 4

+ − + − − +
= − −  

γ)γ)γ)γ)    
x 1 x 2 5 x

1 3 1
4 3 12

 − + − 
− − + − =  

  
 

����    3.3.3.3.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    ∆ίνεται η εξίσωση 

( ) ( )2λ x 1 2 2x λ− = +  

Να βρείτε για ποια τιμή του λ, η εξίσωση είναι 

α)α)α)α) αόριστη β)β)β)β)    αδύνατη  

2.2.2.2.    Να επιλύσετε τις παρακάτω εξισώσεις για τις 

διάφορες τιμές του λ∈ℝ . 

α)α)α)α) λx 2 x 1+ = −  β)β)β)β)    λx λ 1= −  

γ)γ)γ)γ)    ( ) 2λ λ 2 x λ 3λ− = −     δ)δ)δ)δ)    ( ) 2λ λ 1 x λ 3λ 2− = − +     

☺☺☺☺    4.4.4.4.    Προβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / Σπαζοκεφαλιές        

1.1.1.1.    Να χωρίσετε τον αριθμό 147 σε δύο προσθε-

τέους που να έχουν διαφορά 9. 

 

2.2.2.2.    Οι διαστάσεις του δαπέδου μίας ορθογώνιας 

αίθουσας διαφέρουν κατά 3 m. Αν η μεγαλύτερη 

διάσταση αυξηθεί κατά 3 m και η μικρότερη μει-

ωθεί κατά 2 m το εμβαδόν του δαπέδου παραμέ-

νει το ίδιο. Να βρείτε τις διαστάσεις της αίθουσας 

 

3.3.3.3.    Σε μία γιορτή τα αγόρια είναι τριπλάσια από 

τα κορίτσια. Μετά από λίγο έφυγαν 4 ζευγάρια 

και τα αγόρια ήταν εφταπλάσια των κοριτσιών. 

Πόσα ήταν αρχικά τα αγόρια και τα κορίτσια; 

39393939    Η εξίσωση Η εξίσωση Η εξίσωση Η εξίσωση αx β 0αx β 0αx β 0αx β 0+ =+ =+ =+ =     2.1 / 12.1 / 12.1 / 12.1 / 1    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 2. Εξισώσεις – Ανισώσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� 1η μορφή: Κάθε εξίσωση της μορφής 2222αx γ 0αx γ 0αx γ 0αx γ 0+ =+ =+ =+ =  ( α 0≠ ) λύνεται συντομότερα 2 γ
x

α
= −  

���� 2η μορφή: Κάθε εξίσωση της μορφής 2222αx βx 0αx βx 0αx βx 0αx βx 0+ =+ =+ =+ =  ( α 0≠ ) λύνεται συντομότερα ( )x αx β 0+ =      

����  3η μορφή: Τέλειο τετράγωνοΤέλειο τετράγωνοΤέλειο τετράγωνοΤέλειο τετράγωνο   

���� 4η μορφή: ∆ιάσπαση μεσαίου όρου∆ιάσπαση μεσαίου όρου∆ιάσπαση μεσαίου όρου∆ιάσπαση μεσαίου όρου    

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)α)α)α) 2x 64 0− =  β)β)β)β)  2x 7 0− =  

γ)γ)γ)γ)    2x 9 0+ =     δ)δ)δ)δ)    24x 16 0− =     

ε)ε)ε)ε)    23x 27 0− =  στ)στ)στ)στ)    23x 48 0− =  

ζ)ζ)ζ)ζ)    26x 12=  η)η)η)η)    25x 125=         

θ)θ)θ)θ)    236 x 0− =     ι)ι)ι)ι)    216 25x 0− =         
 

2.2.2.2.    Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)α)α)α) 2x 4x 0− =  β)β)β)β)  2x 2x 0+ =  

γ)γ)γ)γ)    22x 3x 0− =     δ)δ)δ)δ)    2x 5x= −     

ε)ε)ε)ε)    24x 10x 0+ =  σσσστ)τ)τ)τ)    26x 18x=  

ζ)ζ)ζ)ζ)    2300x 3000x=     η)η)η)η)    6 2 42 x 2 x=     
 

3.3.3.3.    Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)α)α)α) 2x 4x 4 0+ + =  β)β)β)β)   2x 6x 9 0− + =  

γ)γ)γ)γ)    2x 10x 25 0+ + =     δ)δ)δ)δ)        2x 8x 16 0− + − =  

ε)ε)ε)ε)    2x 36 12x+ =     στ)στ)στ)στ)    22x 20x 50− = −  
 

4.4.4.4.    Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις με διά-

σπαση του μεσαίου όρου:     

α)α)α)α) 2x 3x 2 0+ + =  β)β)β)β)    2x 5x 6 0+ + =    

γ)γ)γ)γ)    2x 7x 10 0− + =     δ)δ)δ)δ)    2x x 12 0− + =     

ε)ε)ε)ε)    2x 3x 2 0− + =  στ)στ)στ)στ)    2x 2x 35 0+ − =  
    

5.5.5.5.    Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις με διά-

σπαση του μεσαίου όρου:     

αααα))))        ( )2x 3 1 x 3 0+ + + =  

ββββ))))    ( )2x 2 1 x 2 0+ − − =         

γγγγ))))    ( )2x 3 2 x 3 2 0+ + + =     

δδδδ))))    ( )2x 5 3 x 15 0− + + =  

 

6.6.6.6.    Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις με διά-

σπαση του μεσαίου όρου:     

α)α)α)α) ( )
2

22x 1 x 1
x 2

3 4

+ +
+ = +  

β)β)β)β) 
( ) ( ) 2x x 2 x x 1 x 2 1

3 4 6 2

+ − +
+ = +  

γ)γ)γ)γ) 
( )2 2 1 xx 5 x 2

9 4 3

−+ −
− =  

����    3.3.3.3.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)α)α)α) ( )2
x 1 16 0− − =  β)β)β)β)  ( )2

x 3 4 0+ − =  

γ)γ)γ)γ)    ( )2
x 5 7 0− + =  δ)δ)δ)δ)    ( )2

6 x 5 12+ =     

ε)ε)ε)ε)    ( )2
49 x 7 0− − =  στ)στ)στ)στ) ( )2

3 x 1 27 0+ − =     
 

2.2.2.2.    Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)α)α)α)    ( ) ( )2
x 1 4 x 1 0− − − =         

β)β)β)β)    ( ) ( )2
x 3 2 x 3 0+ + + =     

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )2
2 3x 1 3 3x 1 0− − − =  

δ)δ)δ)δ)    ( ) ( )2
6 1 x 18 1 x− = −     

ε)ε)ε)ε)    ( ) ( )2
2 2x 3x 2 x 3x 0+ + + =     

3.3.3.3.    Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)α)α)α)    2 5300x 600 2 0− ⋅ =  β)β)β)β)    5 2 113 x 3 0− =  
 

4.4.4.4.    Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις με διά-

σπαση του μεσαίου όρου:  

α)α)α)α)  ( )2x α β x αβ 0+ + + =  

β)β)β)β)  ( )2αβx α β x 1 0, αβ 0+ + + = ≠  

γ)γ)γ)γ)    2x 3 3x 12 0+ − =  
 

5.5.5.5.    Η εξίσωση ( )2x λ 3 x λ 0+ − + =  έχει ρίζα το 1. 

Να βρείτε:  

α)α)α)α)    τον αριθμό λ∈ℝ         

β)β)β)β)    την άλλη ρίζα της εξίσωσης

40404040    Εξισώσεις δευτέρου βαθμού ΙΕξισώσεις δευτέρου βαθμού ΙΕξισώσεις δευτέρου βαθμού ΙΕξισώσεις δευτέρου βαθμού Ι    ((((Ειδικές μέθΕιδικές μέθΕιδικές μέθΕιδικές μέθοοοοδοιδοιδοιδοι))))    2222....2.Α 2.Α 2.Α 2.Α     / 1/ 1/ 1/ 1    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

����  5η μορφή: Συμπλήρωση τετραγώνουΣυμπλήρωση τετραγώνουΣυμπλήρωση τετραγώνουΣυμπλήρωση τετραγώνου 

���� 6η μορφή:  ΠαραγοντοποίησηΠαραγοντοποίησηΠαραγοντοποίησηΠαραγοντοποίηση ( α β 0 α 0 ή β 0⋅ = ⇔ = = ) 

    Κάθε εξίσωση βαθμού μεγαλύτερου ή ίσου του δύο λύνεται με μεταφορά όλων των όρων στο 

πρώτο μέλος και παραγοντοποίηση. 

���� 7η μορφή: ΑντικατάστασηΑντικατάστασηΑντικατάστασηΑντικατάσταση (∆ιτετράγωνες) 

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις με τη μέ-

θοδο της συμπλήρωσης τετραγώνου:  

α)α)α)α)    2x 4x 3 0− + =  β)β)β)β)   2x 6x 8 0− + =  

γ)γ)γ)γ)    2x 3x 10 0− − =  δ)δ)δ)δ)        2x 3x 4 0+ − =     

ε)ε)ε)ε)    22x 5x 4 0+ + =  στ)στ)στ)στ)            22x x 10 0+ − =  

ζ)ζ)ζ)ζ)    22x 5x 2 0− + =  η)η)η)η)        23x x 2 0− − =  

 

2.2.2.2.    Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις με τη μέ-

θοδο της παραγοντοποίησης:  

α)α)α)α) ( )2x x 9 0− =  β)β)β)β)    ( )23x x 1 0+ =    

γ)γ)γ)γ)    ( )( )x 1 x 5 0− + =     δ)δ)δ)δ)    ( )( )2 3x 2x 6 0− + =     

ε)ε)ε)ε)    ( )( ) ( )( )x 1 x 3 x 1 2 5x− − = − −  

στ)στ)στ)στ)    ( )( ) ( )( )2 2x 1 3 9x x 1 5x 1− − + = − +  

ζζζζ))))    ( )25x 3 5 x 3 0+ + + =     

 

3.3.3.3.    Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις με τη μέ-

θοδο της παραγοντοποίησης:  

α)α)α)α)    2x 2αx 4αβ 2βx− + =       

β)β)β)β)    2x 2αx 8x 16α− + =

4.4.4.4.    Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις με τη μέ-

θοδο της αντικατάστασης:     

α)α)α)α) x 3 x 2 0− + =  β)β)β)β)    x 6 x 8 0− + =  

γ)γ)γ)γ)    4 2x 3x 10 0− − =  δ) δ) δ) δ)     6 3x 6x 9 0− + =     

 

5.5.5.5.    Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις με τη μέ-

θοδο της αντικατάστασης: 

α)α)α)α)    2x 4 x 3 0− + =  β)β)β)β)   2x 6 x 8 0− + =  

γ)γ)γ)γ)    2x 2 x 1 0− + =  δ)δ)δ)δ)        2x 6 x− =  

 

6.6.6.6.    Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις με τη μέ-

θοδο της αντικατάστασης:  

α)α)α)α) ( ) ( )2
x 1 3 x 1 2 0− + − + =   

β)β)β)β)    ( ) ( )2
x 1 5 x 1 6 0+ + + + =    

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )2
x 7 7 x 7 10 0− − − + =         

δ)δ)δ)δ)    ( ) ( )2
2x 1 2x 1 12 0− − − + =     

ε)ε)ε)ε)    ( ) ( )2
1 3x 2 1 3x 35 0− + − − =  

στ)στ)στ)στ)    ( ) ( )2

2 x 1 5 x 1 4 0− + − + =     

����    3.3.3.3.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)α)α)α) ( ) ( )2 2
x 1 2 3x− = −   β)β)β)β)  ( )2

x 3 x 3− = −  

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )2 2 2x x 16 3x 16 x 0− + − =  

δ) δ) δ) δ)     ( ) ( ) ( )( )2 2x x 1 5 x 1 1 x x 9 0− − − − − + =     

ε)ε)ε)ε)    
( )( ) ( )2
x 1 x 1 x 4 15x 2

3 2 6

+ − − −−
= −     

στ)στ)στ)στ)    
2

1 1 2

2 2 x x 41
x

+ = −
− −+

    

 

2.2.2.2.    Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α)α)α)α)    2x 1 3− =  β)β)β)β)   21 2x 3− =  

γ)γ)γ)γ)    2x 25 0− =  δ)δ)δ)δ)        2x 2 5+ = −     

εεεε)))) ( )2 2x 3 2 x 3 1 0− − − + =     

    

3.3.3.3.    Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α)α)α)α)    2αx 2x βx+ =  β)β)β)β)    23x 2αx βx 0− − =     

γ)γ)γ)γ)    22,0002x 4,0004x 1,0001 0+ − =  

δδδδ)))) ( )24x 2 1 3 x 3 0+ − − =  

 

4.4.4.4.    Μία από τις ρίζες της εξίσωσης 2x 2x 0− =  

είναι ρίζα της εξίσωσης ( )2αx α 3 x 12 0+ − − = . 

α)α)α)α)    Να βρείτε το α 

β)β)β)β)    Να λύσετε την δεύτερη εξίσωση 

41414141    Εξισώσεις δευτέρου βαθμού ΙΙΕξισώσεις δευτέρου βαθμού ΙΙΕξισώσεις δευτέρου βαθμού ΙΙΕξισώσεις δευτέρου βαθμού ΙΙ    ((((Ειδικές μέθΕιδικές μέθΕιδικές μέθΕιδικές μέθοοοοδοιδοιδοιδοι))))        2222....2.Α 2.Α 2.Α 2.Α     / / / / 2222    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 2. Εξισώσεις – Ανισώσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

����  Κάθε εξίσωση δευτέρου βαθμού της μορφής 2αx βx γ 0+ + =  ( α 0≠ ) και 2∆ β 4αγ= −  έχει: 

  �    Αν ∆ 0>  δύο ρίζες 
1,2

β ∆
x

2α

− ±
=  (Οι αριθμοί ∆±  και ∆±     είναι ίδιοι) 

   �    Αν ∆ 0=  μία διπλή ρίζα 1 2

β
x x

2α
= = −  

  �    Αν ∆ 0<  καμία ρίζα 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησης        
1.1.1.1.    Έστω η εξίσωση 2αx βx γ 0+ + =  ( α 0≠ ). 

α)α)α)α)    Πότε έχει μοναδική ρίζα το 0; 

β)β)β)β)    Πότε έχει ρίζα το 0; 

γ)γ)γ)γ)    Αν α γ 0⋅ <  τότε η εξίσωση είναι αδύνατη; 

2.2.2.2.    Να υπολογίσετε την διακρίνουσα των παρα-

κάτω εξισώσεων: 

α)α)α)α)    2x 2x 0+ =     β)β)β)β)    2x 3 0− =     

γ)γ)γ)γ)    2x 3 0− − =  δ)δ)δ)δ)    23x x 3 0− − =     

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις  

α)α)α)α) 2x 2x 3 0+ − =   β)β)β)β)    2x 5x 6 0− + =    

γ)γ)γ)γ)    2x 9x 14 0− + =  δ) δ) δ) δ)     23x 5x 2 0− − =  

ε)ε)ε)ε)    2x 6x 10 0− + =  στ)στ)στ)στ)    2x 6x 9 0− + =  

ζ)ζ)ζ)ζ)    212x x 6 0− − =  η)η)η)η)    23x 2x 4 0− + =     

 

2.2.2.2.    Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις  

α)α)α)α)    ( )2 23x 1 2 x 12− = +   β)β)β)β)    2x 25 10x+ =  

γ)γ)γ)γ)    27x x 18= −  δ)δ)δ)δ)    2x x 1= −     

ε)ε)ε)ε)    ( )23x 4 x 1 3x− + = −  στ)στ)στ)στ) ( )2
2x 3 6 5x− = −     

ζ)ζ)ζ)ζ)    ( ) ( ) ( )2 2 2 2x 1 x 2 2 x 3 5x+ + + − − =     

η)η)η)η)    ( )( ) ( ) ( )2
2 x 3 x 4 x 2 12 x 1+ + − − = +         

 

3.3.3.3.    Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις  

α)α)α)α)    ( )23x 3 5 x 5 0− + + =   

β)β)β)β)  ( )23x 6 3 x 6 0− + + =  

γ)γ)γ)γ)    ( )25x 2 10 x 2 2 0− − − =         

δ) δ) δ) δ)     23x 6x 3 3 0− + =  

ε)ε)ε)ε)    ( ) ( )3x 2 3 2 2x 2x 3+ = +     

4.4.4.4.    Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις 

α)α)α)α)    
2x 2x 3x 10

6 3 4

−
− =   

β)β)β)β)    ( )
2

22x 1 x 1
x 2

3 4

+ +
+ = +    

γ)γ)γ)γ)    
( )( )x 1 x 1x 2 2x 1

2 3 6

− +− +
= −   

δ)δ)δ)δ)    
( ) ( )2 2
x 1 6x 1 3 7x

7
5 10 2

− − −
− = −         

ε)ε)ε)ε)    
( )( )2 2x 3 3x 2x x 4 5

3 18 12

− −− +
= +         

 

5.5.5.5.    Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις 

α)α)α)α)    ( )( )2 2x 9 x 5x 6 0− − + =   

β)β)β)β)    ( )( )2 2x 8x 7 4x 8x 3 0− + − + =    

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )2
2 2x 4x 3 x 2x 1 0− + + − + =   

δ)δ)δ)δ)    ( )2 2 1
x 2x 7 x x 0

4

 
− + − + = 

 
        

ε)ε)ε)ε)    ( ) ( ) ( )2 2 22 x 1 3 x 1 4 x 1 0+ − − + + =   

στ)στ)στ)στ)    ( ) ( ) ( )2 2x x 2 3 x 4 2 2 x− − − = −         

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις αφού πρώτα τις απλοποιήσετε.  

α)α)α)α)    2x 3x 2 0− + − =   

β)β)β)β)    22x 6x 4 0− + − =     

γ)γ)γ)γ)    211x 22x 33 0+ − =   

δ)δ)δ)δ)    20,7x 1,2x 4 0− + =     

εεεε))))    20,2x 1,2x 2 0− + − =   

στ)στ)στ)στ) 21.000 300x 400x= +  

ζ)ζ)ζ)ζ)    21.000x 4.000 4.000x+ =    

ηηηη))))    10 2 10 123 2 x 5 2 x 2 0⋅ − ⋅ + =  

θ)θ)θ)θ)    
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Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Λυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσεις        

1111....    Να λύσετε με την μέθοδο της αντικατάστασης τις παρακάτω εξισώσεις:  

α)α)α)α)    4 26x 7x 2 0− + =  β)β)β)β)    
2

x x 6− =  γ)γ)γ)γ)    ( )( )2x x 1 x x 1 42+ + + =  

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    

α)α)α)α)    Θέτουμε 2x α=  και προκύπτει 2 1 2
6α 7α 2 0 α ή α

2 3
− + = ⇔ = = .    

• Για 21 1 2
α x x

2 2 2
= ⇔ = ⇔ = ± . 

• Για 22 2 2 6
α x x x

3 3 3 3
= ⇔ = ⇔ = ± ⇔ = ± . 

β)β)β)β)    
2 2

x x 6 x x 6 0− = ⇔ − − = .    

Θέτουμε x α=  και προκύπτει 2α α 6 0 α 2 ή α 3− − = ⇔ = − =  

• Για ( )α 2 x 2 Αδύνατη= − ⇔ = − . 

• Για α 3 x 3 x 3 ή x 3= ⇔ = ⇔ = − = . 

γ)γ)γ)γ)    ( )( ) ( )( )2 2 2x x 1 x x 1 42 x x x x 1 42+ + + = ⇔ + + + = . 

Θέτουμε 2x x ω+ =  και προκύπτει ( ) 2ω ω 1 42 ω ω 42 0 ω 7, ω 6+ = ⇔ + − = ⇔ = − = . 

• Για ( )2 2ω 7 x x 7 x x 7 0 Αδύνατη= − ⇔ + = − ⇔ + + = . 

• Για 2 2ω 6 x x 6 x x 6 0 x 2 ή x 3= ⇔ + = ⇔ + − = ⇔ = = − .    

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1. Να λύσετε με την μέθοδο της αντικατάστα-

σης τις παρακάτω διτετράγωνες εξισώσεις:   

α)α)α)α) 4 2x 2x 3 0+ − =   β)β)β)β)  4 2x 3x 2 0− + =  

γ)γ)γ)γ)    4 23x 7x 6 0+ − =  δδδδ))))    4 24x 7x 2 0+ − =  

 

2.2.2.2.    Να λύσετε με την μέθοδο της αντικατάστα-

σης τις παρακάτω εξισώσεις:   

α)α)α)α)    x 3 x 2 0− + =   ββββ))))  x 9 x 14 0+ + =  

γ)γ)γ)γ)    x x 20 0− − =  δ)δ)δ)δ)    2x 3 x 2 0+ − =  

ε)ε)ε)ε)    10 x 9 x− =  στ)στ)στ)στ) x 13 x 36 0− + =     

 

3.3.3.3.    Να λύσετε με την μέθοδο της αντικατάστα-

σης τις παρακάτω εξισώσεις:   

αααα))))    
2

x 9 x 14 0− + =   ββββ) ) ) )     
2

3 ω 5 ω 2 0− − =  

γ)γ)γ)γ)    
2

x x 0+ =  δ)δ)δ)δ)    
2

x 2 x 1 0+ + =  

4.4.4.4.    Να λύσετε κάνοντας της αντικατάσταση 
2x 2x ω− =  την εξίσωση 

( ) ( )2
2 2x 2x 5 x 2x 4 0− + − + =  

    

5.5.5.5.    Να λύσετε με την μέθοδο της αντικατάστα-

σης τις παρακάτω εξισώσεις:  

α)α)α)α) ( ) ( )2
2 2x 2x 5 x 2x 4 0+ + + + =   

β)β)β)β)  ( ) ( )2
2 2x 2x 19 3 x 2x 19 4 0+ + − + + − =  

γ)γ)γ)γ)  ( ) ( )2
2 2x x 4 2 x x 4 8 0− − + − − − =  

δδδδ))))    ( ) ( )2
2 2x 5x 7 2 x 5x 7 3 0+ + − + + − =  

εεεε))))    ( )( )2 2x x x x 1 6 0− − + − =  

στ)στ)στ)στ)    ( )( )2 22x x 10x 5x 6 1 0− − − + =     

����    3.3.3.3.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    Να λύσετε με την μέθοδο της αντικατάστα-

σης τις παρακάτω εξισώσεις: 

α)α)α)α)    ( ) ( )2
2 2x 2x 3 8 x 2x 2 15 0+ + + + + + =  

β)β)β)β) ( ) ( )2 2
2 2x 5x 4 2x 6x 4 0− + + − + =   

γγγγ))))    
2

2 x 6x x 2 1
3x 0

2 2 4

− − 
− + = 

 
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  Α’ ΜΕΡΟΣ. 2. Εξισώσεις – Ανισώσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να βρείτε για ποιες τιμές του λ∈ℝ  οι παρα-

κάτω εξισώσεις 

    iiii)))) 23x 2x 4λ 0− + =  

    iiiiiiii))))    2 2x 6λx 9λ 3λ 5 0− + − + =  

α)α)α)α) έχoυν δύο ρίζες πραγματικές ρίζες, άνισες  

β)β)β)β)  έχουν δύο ίσες ρίζες    

γ)γ)γ)γ) δεν έχουν πραγματικές ρίζες 
 

2.2.2.2. Έστω η εξίσωση 
2λx 3x 1 0+ + =  

α)α)α)α) Για ποιες τιμές του λ∈ℝ  η εξίσωση είναι 

δευτέρου βαθμού;  

β)β)β)β)  Για ποιες τιμές του λ η εξίσωση έχει λύση; 
 

3.3.3.3. Η εξίσωση  

( ) ( )2 2αx α 4 x 3 5α 4 0+ − − − =  

είναι 2ου βαθμού και έχει ρίζα το 3. Να βρείτε: 

α)α)α)α) το α  

β)β)β)β)  την άλλη λύση της εξίσωσης 
 

4.4.4.4.    Για ποιες τιμές των α,β∈ℝ  οι  εξισώσεις έ-

χουν δύο πραγματικές και άνισες ρίζες;  

α)α)α)α) ( )2αβx α β x 1 0− + + =   

β)β)β)β)  ( ) ( )2 22x x 2α x α− − = −  

 

5.5.5.5.    Να βρείτε τις τιμές του λ∈ℝ  ώστε οι παρα-

κάτω εξισώσεις να έχουν μία διπλή ρίζα.  

α)α)α)α) 2x λx 3λ 2 0− + − =   

β)β)β)β)  ( )28x α 1 x α 7 0− − + − =

6.6.6.6.    Να βρείτε τις τιμές του λ∈ℝ  ώστε οι παρα-

κάτω εξισώσεις να έχουν πραγματικές ρίζες.  

α)α)α)α) ( )2λx 2λ 3 x λ 1 0, λ 0+ − + − = ≠   

β)β)β)β)  ( )22x 2λx λ 1 0− + − =  

 

7.7.7.7. Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)α)α)α) ( )2x α 1 x α 0, α 1+ + + = >   

β)β)β)β)  ( ) ( )2 2α 2 x α 4α 5 x α 2 0, α 3− − − + + − = >   

 

8.8.8.8.    Να αποδείξετε ότι οι εξισώσεις έχουν δύο 

ρίζες πραγματικές και άνισες για κάθε α,β∈ℝ .  

α)α)α)α) ( )2x 2 α β x β α 1 0+ − + − − =   

β)β)β)β)  ( ) ( )2 2α 2 x α 4α 6 x α 2 0+ + + + + + =  

 

9.9.9.9. Να αποδείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις 

έχουν πραγματικές ρίζες για κάθε α,β,γ∈ℝ .  

α)α)α)α) 2 2 2 2x 2αx α β γ 0− + − − =   

β)β)β)β)  ( )2αx β 2x 2 α 0+ + − =   

 

10.10.10.10. ∆ίνονται οι αριθμοί 

5 7 3
α 13 : 3

1 3

 −
= +  + 

 

( )( )β 7 2 7 2= − +   και  
1 1

γ
2 2 2

= +
+

 

Να λύσετε την εξίσωση 
2αx βx γ 0+ + =  

����    2.2.2.2.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1. Να λυθεί η εξίσωση  

( ) 3λ λx 3 λ 2λx 2+ = + −  

για τις διάφορες τιμές της παραμέτρου λ. 

Θαλής Α’ Λυκείου 2006 Θαλής Α’ Λυκείου 2006 Θαλής Α’ Λυκείου 2006 Θαλής Α’ Λυκείου 2006 ––––    2222οοοο    θέμαθέμαθέμαθέμα    

 

2.2.2.2.    ∆ίνεται η εξίσωση 

( )2 2x α 1 x α 1 0, α− − + − = ∈ℝ  

η οποία έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες. 

α)α)α)α) Να βρείτε το α αν έχει ρίζα το 
1

2
 

β)β)β)β)  Να βρείτε το α ώστε οι ρίζες της εξίσωσης να 

είναι αντίθετοι αριθμοί 

3.3.3.3. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x 1 2 x αx+ − =  

έχει, για κάθε τιμή της παραμέτρου α∈ℝ , μία 

τουλάχιστον πραγματική λύση. Για ποιες τιμές 

του α η εξίσωση έχει δύο διαφορετικές μεταξύ 

τους πραγματικές λύσεις; 

Ευκλείδης Α’ Λυκείου 2010 Ευκλείδης Α’ Λυκείου 2010 Ευκλείδης Α’ Λυκείου 2010 Ευκλείδης Α’ Λυκείου 2010 ––––    2222οοοο    θέμαθέμαθέμαθέμα    
 

4.4.4.4. ∆ίνεται η εξίσωση  

( )2 2α x 2α 2 1 x x 2 3 2 2 0+ − + − + − =  

, όπου x∈ℝ  άγνωστος και α∈ℝ  παράμετρος. 

Να λύσετε την εξίσωση για τις διάφορες τιμές της 

παραμέτρου α. 

Ευκλείδης Α’ ΛΕυκλείδης Α’ ΛΕυκλείδης Α’ ΛΕυκλείδης Α’ Λυκείου 2013 υκείου 2013 υκείου 2013 υκείου 2013 ––––    4444οοοο    θέμαθέμαθέμαθέμα    
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Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

����  Κάθε τριώνυμο της μορφής 2αx βx γ 0+ + =  ( α 0≠ ) και 2∆ β 4αγ= −  γράφεται: 

  �    Αν ∆ 0> : ( )( )2

1 2αx βx γ α x ρ x ρ+ + = − −   

   �    Αν ∆ 0=  : ( )
2

22 β
αx βx γ α x ρ α x

2α

 
+ + = − = + 

 
 

  �    Αν ∆ 0< : ∆ΕΝ ΠΑΡΑΓΟΝΤΟΠΟΙΕΙΤΑΙ  

���� ( ) ( )( )2x α β x αβ x α x β+ + + = + +   

����    2222....    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να παραγοντοποιήσετε τα τριώνυμα:  

α)α)α)α)    2x 2x 3+ −  β)β)β)β)  23x 5x 2+ −  

γ)γ)γ)γ) 23x x 4− −  δ)δ)δ)δ)  26x 7x 3+ −  

ε)ε)ε)ε) 24x 5x 6− −   στ)στ)στ)στ)  23x 17x 10− +  

ζ)ζ)ζ)ζ)    2 2x 2xy y− +  η)η)η)η)    2 2x 2αx α− +     

 

2.2.2.2.        Να παραγοντοποιήσετε τα τριώνυμα:  

α)α)α)α) 2x 4x 4− +  β)β)β)β)  2x 8x 16+ +  

γ)γ)γ)γ) 29x 12x 4− +   δ)δ)δ)δ)  2x 2x 5 5+ +  

 

3.3.3.3.    Να αποδείξετε ότι δεν παραγοντοποιούνται 

τα παρακάτω τριώνυμα:  

α)α)α)α) 2x x 1− +  β)β)β)β)  2x 3x 4− +  

γ)γ)γ)γ) 22x x 1− +  δ)δ)δ)δ)  23x 7x 11− +  
 

4.4.4.4.        Να παραγοντοποιήσετε τα τριώνυμα:  

α)α)α)α) 2 2x 3xy 2y− +  β)β)β)β)  2 28x 6xy 5y+ −  

γ)γ)γ)γ) 2 2α αβ 2β+ −  δ)δ)δ)δ)  2 212x 7xy 12y− −

5.5.5.5.    Να απλοποιήσετε τα κλάσματα:  

α)α)α)α) 
2

2

x 3x 2

x 5x 4

− +

− +
  β)β)β)β)    

2

2

2x 15x 8

2x x 1

− −

− −
 

γ)γ)γ)γ) 
2

2

x 4x 3

x 2x 15

+ +

− −
 δ)δ)δ)δ)  

2

2

2x 5x 3

x 2x 3

− + +

− −
 

ε)ε)ε)ε)    
2

2

3x 2x 8

3x 13x 12

− −

+ +
 στ)στ)στ)στ)    

2

2

3x 19x 14

6x x 2

+ −

− −
    

 

6.6.6.6.    Έστω το κλάσμα 
2

2

2x 9x 7

2x 3x 14

− +

− −
 

α)α)α)α)    Για ποιες τιμές του x ορίζεται το κλάσμα; 

β)β)β)β)    Να απλοποιήσετε το κλάσμα 

 

7.7.7.7.    Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις:  

α)α)α)α)  
2 2

2 2

3x 5x 2 9x 12x 4
:

x 4x 5 2x 11x 5

− + − +

+ − + +
 

β)β)β)β)  
( ) ( ) ( )

2

3 x 1 2 x 14 5x x 2 21

x 1 x 2 x 3x 2

− + − −
+ −

+ + + +
 

����    3333....    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    Να παραγοντοποιήσετε τα τριώνυμα:  

α)α)α)α)    2 2 2x 2λx λ μ− + −   

β)β)β)β)    ( )2x 2α 3β x 6αβ− − −   

γ)γ)γ)γ) ( )2 2 2αβx α β x αβ, αβ 0− + + ≠  

δ)δ)δ)δ)  ( ) ( )2α β x α β x 2β, α β− − + + ≠  

 

2.2.2.2.    Έστω οι παραστάσεις 

( )( )22 3 2x 3 x 9x 4x x 4x 4x
Α , Β , Γ

x x 3 x

− −− − +
= = =

+
  

α)α)α)α)    Για ποια x ορίζεται κάθε παράσταση 

β)β)β)β)    Να απλοποιήσετε τις τρεις παραστάσεις 

γ)γ)γ)γ)    Να λύσετε την εξίσωση 
2Α Β Γ− =  

3.3.3.3.    Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις:   

α)α)α)α) 
3 2

3 2

2x 9x 7x

2x 3x 14x

− +

− −
 β)β)β)β)  

2 2

2 2

x 7λx 12λ

x λx 6λ

− +

− −
 

γ)γ)γ)γ) 
2 3

2 2

x 9 x 1 2x

x 2x x 6 x x 2

− −
+ +

+− − + −
  

 

4.4.4.4.        Έστω το κλάσμα 
2

2

5x 46x λ

3x 9x 6

+ +

− +
. 

α)α)α)α)    Για ποιες τιμές του x ορίζεται το κλάσμα; 

β)β)β)β)    Να βρείτε τις τιμές του λ, ώστε το κλάσμα να 

μπορεί να απλοποιηθεί 

γ)γ)γ)γ)    Για την μικρότερη τιμή του λ που βρήκατε 

παραπάνω να λύσετε την εξίσωση 

( )2
2 2x 3x 3 10x 30x λ+ − − − =  

Εξισώσεις δευτέρου βαθμούΕξισώσεις δευτέρου βαθμούΕξισώσεις δευτέρου βαθμούΕξισώσεις δευτέρου βαθμού    ((((ΠαραγοντοποίησηΠαραγοντοποίησηΠαραγοντοποίησηΠαραγοντοποίηση)))) 
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  Α’ ΜΕΡΟΣ. 2. Εξισώσεις – Ανισώσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1. Να βρείτε δύο διαδοχικούς ακέραιους όταν: 

α)α)α)α) Το άθροισμα των τετραγώνων τους είναι 13 

β)β)β)β) Το γινόμενό τους είναι 30 

γ)γ)γ)γ) Το τετράγωνο του μικρότερου και το διπλάσιο 

του άλλου έχουν άθροισμα 5 

 

2.2.2.2.    Να βρείτε δύο φυσικούς αριθμούς που διαφέ-

ρουν κατά 2 και οι κύβοι τους διαφέρουν κατά 56. 

 

3.3.3.3.    Να βρείτε δύο φυσικούς αριθμούς που διαφέ-

ρουν κατά 9 και έχουν γινόμενο –18. 

 

4.4.4.4. ∆ίνεται ότι όταν το τετράγωνο ενός αριθμού 

μειωθεί κατά 14 τότε προκύπτει το μισό του αριθ-

μού αυτού. Ποιος είναι ο αριθμός;  

 

5.5.5.5.    Το τετράγωνο ενός θετικού αριθμού είναι με-

γαλύτερο από το δεκαπλάσιο του αριθμού κατά 

75. Να βρεθεί ο αριθμός.    
Θαλής Α’ Λυκείου 2009Θαλής Α’ Λυκείου 2009Θαλής Α’ Λυκείου 2009Θαλής Α’ Λυκείου 2009    

 

6.6.6.6.    Να βρείτε δύο αριθμούς ώστε το άθροισμά 

τους να είναι 12 και το άθροισμα των τετραγώ-

νων τους να είναι ίσο με το 5/2 του γινομένου 

τους.

7.7.7.7.    Η ηλικία ενός πατέρα είναι πενταπλάσια από  

του γιου του. Το άθροισμα των τετραγώνων των 

ηλικιών είναι 2106. Να βρείτε τις δύο ηλικίες. 
    

8.8.8.8. Να βρείτε τη μέγιστη και την ελάχιστη θερμο-

κρασία σε μία πόλη, αν το άθροισμά τους είναι 

+4ο C και το γινόμενό τους είναι –12ο C. 
    

9.9.9.9.    Σε ένα ποδοσφαιρικό πρωτάθλημα κάθε ομά-

δα δίνει δύο αγώνες με καθεμία από τις υπόλοι-

πες. Αν στο πρωτάθλημα έγιναν 306 αγώνες, πό-

σες ομάδες έλαβαν μέρος;  
    

10.10.10.10. Ένα κατάστημα που πουλάει κατοικίδια 

ζώα διαθέτει μεγάλα και μικρά πουλιά. Κάθε με-

γάλο πουλί κοστίζει τα διπλά χρήματα από ένα 

μικρό. Μια κυρία αγόρασε πέντε μεγάλα και τρία 

μικρά πουλιά. Αν αντίθετα είχε αγοράσει τρία με-

γάλα και πέντε μικρά πουλιά, θα είχε ξοδέψει 20 € 

λιγότερα. Πόσο κοστίζει κάθε πουλί; 
 

11.11.11.11. Να βρείτε τρεις αριθμούς που να είναι ανά-

λογοι των αριθμών 3, 5, 7 και το άθροισμα των 

τετραγώνων τους να είναι ίσο με 747. 
 

12.2.2.2. Να βρείτε ποιον αριθμό πρέπει να προσθέ-

σουμε στα 3, 10, 11 ώστε να προκύψει ορθογώνιο. 

����    2.2.2.2.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1.    5 σκύλοι πιάνουν 5 γάτες σε 5 λεπτά. Πόσοι 

σκύλοι πιάνουν 100 γάτες σε 100 λεπτά; 
 

2.2.2.2.    Στον Μαθηματικό διαγωνισμό της Ε.Μ.Ε. 

δόθηκαν 25 ερωτήσεις. Η κάθε σωστή απάντηση 

βαθμολογείται με 5 μόρια, η κάθε λανθασμένη 

απάντηση με 0 μόρια και κάθε μη απάντηση με 2 

μόρια. Ένας μαθητής πήρε 83 μόρια απαντώντας 

λανθασμένα στις 6 από τις 25 ερωτήσεις. Σε πό-

σες ερωτήσεις απάντησε σωστά; 
 

3.3.3.3.    Ένας δάσκαλος έδωσε ένα τεστ στους μαθη-

τές του αποτελούμενο από 24 ερωτήσεις στις ο-

ποίες οι μαθητές θα απαντούσαν με ένα «Ναι» ή 

ένα «Όχι». Για κάθε σωστή απάντηση ο μαθητής 

παίρνει 5 πόντους ενώ για κάθε λάθος απάντηση 

ο μαθητής χάνει 7 πόντους. Αν κάποιος μαθητής 

πάρει τελικά 0 πόντους σε πόσες ερωτήσεις απά-

ντησε σωστά; 

4.4.4.4.    Ένας μυλωνάς παίρνει ως αμοιβή το 1/10 

από το αλεύρι που αλέθει. Πόσο αλεύρι άλεσε για 

κάποιον, ο οποίος μετά την αφαίρεση της αμοι-

βής του μυλωνά είχε έναν τόνο αλεύρι; 
 

5.5.5.5.    Έχουμε 10 τόνους καρπούζια. Το κάθε καρ-

πούζι αποτελείται 99% από νερό. Τα καρπούζια 

μένουν πολλή ώρα στον ήλιο και έτσι εξατμίζεται 

μια ποσότητα νερού. Έτσι λόγω της εξάτμισης το 

κάθε καρπούζι αποτελείται κατά 98% από νερό. 

Πόσο ζυγίζουν τώρα τα καρπούζια; 
 

6.6.6.6.    Η χλόη ενός λιβαδιού είχε ομοιόμορφη ταχύ-

τητα ανάπτυξης και ομοιόμορφο πάχος. Ξέρουμε 

ότι 70 αγελάδες μπορούν να βοσκήσουν ολόκλη-

ρη τη χλόη σε 24 ημέρες. Αν όμως οι αγελάδες 

είναι 30 τότε θα χρειαστούν 60 ημέρες. Πόσες 

αγελάδες θα έτρωγαν όλη τη χλόη του λιβαδιού 

σε 96 ημέρες; 
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Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

2

τετραγώνουΕ α= ,  τριγώνου

βάση ύψος
Ε

2

⋅
= ,  ορθογωνίουΕ μήκος πλάτος= ⋅  

τραπεζίου

Β β
Ε υ

2

+
= ⋅ ,  2

κυκλικού δίσκουΕ πρ= . 

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1. Σε ένα τρίγωνο η βάση είναι κατά 5 cm μεγα-

λύτερη από το αντίστοιχο ύψος. Αν το τρίγωνο 

έχει εμβαδό 12 cm2, τότε να υπολογίσετε τη βάση 

αυτή και το ύψος που αντιστοιχεί σε αυτή. 

 

2.2.2.2. Ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο έχει περί-

μετρο 20 cm και εμβαδόν 24 cm
2.2.2.2.

 Να βρείτε τις δι-

αστάσεις του. 

  

3333.... ∆ίνεται η εξίσωση 

( ) ( )2αx α β γ x β γ 0− + + + + =  

όπου α, β, γ είναι τα μήκη των πλευρών ενός τρι-

γώνου. Να αποδείξετε ότι, αν η εξίσωση έχει μο-

ναδική λύση, τότε το τρίγωνο δεν μπορεί να είναι 

ορθογώνιο. 

 

4.4.4.4. Αν αυξήσουμε τις δύο απέναντι πλευρές ενός 

τετραγώνου κατά 5 cm και τις άλλες δύο πλευρές 

κατά 3 cm τότε προκύπτει ορθογώνιο με εμβαδόν 

168 cm2. Να βρείτε τις διαστάσεις του τετραγώνου. 

 

5.5.5.5. Σε ορθογώνιο παραλληλόγραμμο οι διαστά-

σεις του είναι διαδοχικοί φυσικοί αριθμοί. Αν το 

εμβαδόν του είναι 110 cm2 τότε να βρείτε τις δια-

στάσεις του. 

6.6.6.6. Σε ένα τετράγωνο δωμάτιο στρώνουμε ένα τε-

τράγωνο χαλί. Το μήκος της πλευράς του χαλιού 

είναι κατά 2 m μικρότερο από το μήκος της πλευ-

ράς του δωματίου. Αν το εμβαδόν του χαλιού εί-

ναι 9 m2 να βρείτε το εμβαδόν του δωματίου. 

 

7.7.7.7. Έχουμε έναν τετράγωνο κήπο με εμβαδόν 
264m . Αν διπλασιάσουμε το εμβαδόν του κήπου 

τότε ποιες είναι οι διαστάσεις της προέκτασης; 

 

8.8.8.8. Να υπολογίσετε τις πλευρές ορθογωνίου τρι-

γώνου που έχει πλευρές x, x 1, x 3+ +  

 

9.9.9.9. Έστω τραπέζιο ΑΒΓ∆ ( ΑΒ//Γ∆ ) με εμβαδόν 
2Ε 39m=  μεγάλη βάση Γ∆ 2x 1= + , μικρή βάση 

ΑΒ x=  και ύψος x 2+ . Να βρείτε το ύψος του. 

 

10.10.10.10. Έστω δύο ομόκεντροι κύκλοι ( )Ο,ΟΑ  και 

( )Ο,ΟΒ . Αν  

• τα Ο, Α, Β είναι συνευθειακά 

• το ΑΒ είναι κατά 1 cm μεγαλύτερο από το ΟΑ  

• το εμβαδόν του κυκλικού δακτυλίου είναι  

 21π cm2 

τότε να βρείτε τα μήκη των τμημάτων ΟΑ, ΟΒ. 

����    3.3.3.3.    ΕΕΕΕπεκτάσειςπεκτάσειςπεκτάσειςπεκτάσεις        
1.1.1.1. Έστω ένα τετράγωνο. Αν ο εγγεγραμμένος 

κύκλος σε αυτό το τετράγωνο έχει εμβαδόν 628 

cm2  τότε να υπολογίσετε το εμβαδόν του τετρα-

γώνου. 

 

2.2.2.2. Έστω ένα τυχαίο ν–γωνο. 

α)α)α)α)    Να αποδείξετε ότι ο αριθμός των διαγωνίων 

του είναι 
( )ν ν 3

2

−
 

β)β)β)β)    Πόσες διαγωνίους έχει ένα δεκάγωνο; 

γ)γ)γ)γ)  Ποιο πολύγωνο έχει 35 διαγωνίους; 

δ)δ)δ)δ) Ποιο πολύγωνο έχει 135 διαγωνίους; 

3.3.3.3. ∆ίνονται δύο ισεμβαδικά ορθογώνια παραλ-

ληλόγραμμα. Το πρώτο έχει πλευρές x 4+  και 

x 5+  και το δεύτερο έχει πλευρές x  και 2x 7+ . 

α)α)α)α)    Να βρείτε το x 

β)β)β)β)    Να βρείτε την διαφορά των περιμέτρων τους 

 

4.4.4.4. Από ένα τετράγωνο με πλευρά 8 cm αποκό-

πτουμε από τις τέσσερις γωνίες του τέσσερα τε-

τράγωνα, τα δύο με πλευρά x και τα άλλα δύο με 

πλευρά x 1+ . Αν το εμβαδόν του χωρίου που 

απομένει είναι 38 cm2 τότε να βρείτε τα μήκη των 

πλευρών των δύο τετραγώνων. 

Εξισώσεις δευτέρου βαθμούΕξισώσεις δευτέρου βαθμούΕξισώσεις δευτέρου βαθμούΕξισώσεις δευτέρου βαθμού    ((((ΠροβλήματαΠροβλήματαΠροβλήματαΠροβλήματα    ΓεωμετρίαςΓεωμετρίαςΓεωμετρίαςΓεωμετρίας)))) 
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  Α’ ΜΕΡΟΣ. 2. Εξισώσεις – Ανισώσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

����  Τους περιορισμούς της εξίσωσης τους παίρνουμε μόλις βρούμε το Ε.Κ.Π. των παρονομαστών. 

���� Αν στην αρχική εξίσωση υπάρχει σύνθετο κλάσμα τότε τους περιορισμούς τους παίρνουμε απευ-

θείας, πριν μετατρέψουμε το σύνθετο κλάσμα σε απλό.     

����  Αν μία κλασματική εξίσωση καταλήξει σε μορφή 0 x 0⋅ =  τότε λέμε ότι η εξίσωση αληθεύει για 

όλους τους πραγματικούς αριθμούς εκτός από τους περιορισμούς που έχουμε θέσει.   

����    2.2.2.2.    Λυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσεις        

1.1.1.1.    Να λύσετε την εξίσωση 
2

15 4 5

x 2 x 2 x 4
− =

− + −
.        

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    

( )( )2

15 4 5 15 4 5

x 2 x 2 x 2 x 2 x 2 x 2x 4
− = ⇔ − =

− + − + − +−
 • Παραγοντοποιώ τους παρονομαστές 

Ε.Κ.Π. παρονομαστών = ( )( )x 2 x 2− +  • Βρίσκω το Ε.Κ.Π. των παρονομαστών 

Πρέπει ( )( )Ε.Κ.Π. 0 x 2 x 2 0 x 2 και x 2≠ ⇔ − + ≠ ⇔ ≠ − ≠   • Παίρνω περιορισμό: Ε.Κ.Π. 0≠  

( )( ) ( )( )15 4
x 2 x 2 x 2 x 2

x 2 x 2
⇔ − + − − + =

− +
  • Πολλαπλασιάζω όλους τους όρους και  

    ( )( ) ( )( )
5

x 2 x 2
x 2 x 2

= − +
− +

  στα δύο μέλη με το Ε.Κ.Π. 

( ) ( )15 x 2 4 x 2 5⇔ + − − =   • Κάνω απαλοιφή παρονομαστών. 

15x 30 4x 8 5 x 3⇔ + − + = ⇔ = −  (∆εκτή)  • Λύνω την εξίσωση. Χαρακτηρίζω κάθε  

      λύση ∆εκτή ή Απορρίπτεται, σύμφωνα με  

      τους περιορισμούς. 

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1. Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)α)α)α) 
5

2
x 1

=
−

  β)β)β)β)     
3 7

4
x 2 5

+ =
−

  

γ)γ)γ)γ)    
15

7 0
4 x

− =
−

    δ)δ)δ)δ)    
2 3

2
x 4x
− =         

 

2.2.2.2. Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)α)α)α) 
x 4 2x 5

x 3 2x

+ +
=

−
  β)β)β)β)    

3 2
5

x x 3
+ =

+
   

γ)γ)γ)γ)    
2

5 3 7

x 2xx
+ =  δ)δ)δ)δ)    

2 2

5 3
1

x x 1
+ =

+
        

 

3.3.3.3. Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)α)α)α) 
1 1 8

x 3 x 5 15
+ =

− −
 β)β)β)β)     

x 4
1

2 x 2
− =

−
 

γ)γ)γ)γ)    
2 x

1
x 2 x 3

+ =
+ −

 δ)δ)δ)δ)    
x x

2 0
x 1 x 3

+ + =
+ +

 

εεεε))))        
1 2 3

x 1 3x 1 2x 1
+ =

− − −
    

στ)στ)στ)στ)    
1 3 6 2

x 1 x 3 x 6 x 2
+ = −

− − − −
            

4.4.4.4. Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)α)α)α)        
2 5 3

3x 3 x 1 4
+ =

+ +
  

ββββ))))        
2x 1 1 2

6x 3 4x 2 3

+
− =

− −
    

γγγγ))))        
2

x 2 1 2x

x x 2 x 2x

−
− =

+ +
 

δ) δ) δ) δ)         
2

x 1 x 1

x x 2 x 2x

−
+ =

− −
 

 

5.5.5.5. Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)α)α)α)    
2

x 1 4

x 2 2 x x 4
− =

+ − −
 

β)β)β)β)  
2 2

x 1 2
0

x 1 x 2x 1

+
+ =

− − +
 

γ)γ)γ)γ)    
2

2

x 1 x 2 x 3

x 3 x 3 x 9

− − +
− =

+ − −
    

δ)δ)δ)δ)    
2

13 1 5x 3

x 1 1 x x 1

−
− =

+ − −
        

εεεε))))    
2

x 1 x 2 1

x 2 x 1 x 3x 2

− −
− =

− − − +
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Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1. Να λύσετε τις εξισώσεις:   

α)α)α)α)    
2

2x 1 3

3x 9 x 3x x
+ =

− −
  

β)β)β)β)    
2

2x 3 2

x 0,5 0,5 x 0,25 x

−
− =

− + −
  

γ)γ)γ)γ)    
3 2 2

2 x 3 2x 1

x 9x x 6x 9 x 3x

− −
− =

− − + +
        

δ)δ)δ)δ)    
2 2

6 1 1
0

7x 21 x 6x 9 x 9
− + =

− − + −
            

 

2.2.2.2. Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)α)α)α)  

2

2

2

2

x 5
2

x 3 0
x 5

1
x 3

+
⋅

+ =
+

−
+

 

β)β)β)β)  
2

2 2 2

x 4 16 x

x 25 x 5x x 16

−
− =

− − −
 

 

3.3.3.3. Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)α)α)α) 

1
x

2x 3
1 1

x x
x x

+
+ =

− −
 β)β)β)β)  

2
x 1

x 1 1
x 1

4
x 1

+ −
− =

+
−

−

4.4.4.4. Να λύσετε την εξίσωση 

2 2 2

x 2β 1 βxα 1

x x x x x 1

+ ++
− =

− + −
 

όπου α είναι η μικρότερη και β η μεγαλύτερη ρίζα 

της εξίσωσης 2x 5x 6 0− + = . 
 

5.5.5.5. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α)α)α)α)  ( ) ( )1 1 5
3 2x 2 5 x 1

2

− −
+ = + −  

β)β)β)β) ( ) ( )2 1
6 x 1 x 1 2 0

− −
− + − − =   

 

6.6.6.6. Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)α)α)α) 

2
2x 2x

6 5 6
x 3 x 3

 
= ⋅ + − − 

  

β)β)β)β)    

2
x 1 x 1

4 8 3
x 1 x 1

+ + 
= ⋅ − − − 

 

 

7777.... Να λύσετε τις εξισώσεις: 

2

2

6
3

2x 15x 10 x x 21
2x 4x 16

1
x 2

++ − −− = +
+− −

−

 

����    2.2.2.2.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1. Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)α)α)α) 

2
2 2

x 5 x 4 0
x x

   
− − − + =   

   
  

β)β)β)β)  

2
1 1

x 3 x 2 0
x x

   
− − − + =   

   
 

 

2.2.2.2. Να λύσετε στο σύνολο ℕ  τις εξισώσεις:  

α)α)α)α) 
2 2 2

1 2 1

4x x 4 x 4 x 5x 6
+ =

− − − − +
  

β)β)β)β)  
2

2

4x 2 6x 4 x 1

3x 2 2 3x9x 4

+ + +
= +

+ −−
 

 

3.3.3.3. Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)α)α)α) 
2

2

x 6 5x
4

x x 6

−
+ =

−
  

β)β)β)β)  
1 x x 1

: 1
x 1 x 1 x 1 x 1

   
+ − = −   + − + −   

 

γ)γ)γ)γ)    
x 1 x 2 x 4 x 5

x 2 x 3 x 5 x 6

− − − −
− = −

− − − −
    

4.4.4.4. Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)α)α)α)  
x α x α

2
x α x α

+ −
+ =

− +
 

β)β)β)β)  
x β βx α α

, α β, αβ 0
β α x α x β

−−
+ = + ≠ ± ≠

− −
 

 

5.5.5.5. Για ποιες τιμές του λ∈ℝ  η εξίσωση 
2

2 λ 1
x x 2λ 2 0

λ 1

+
− ⋅ + + =

−
 

έχει ρίζα τον αριθμό –1;  
 

6.6.6.6. ∆ίνεται η παράσταση 

( ) ( ) ( )2

2

x 1 5 x 1 6
f x

4x x

− − − +
=

− +
 

α)α)α)α)    Να βρείτε τις τιμές του x για τις οποίες ορίζε-

ται η παράσταση ( )f x  

β)β)β)β)    Να απλοποιήσετε την ( )f x     

γ)γ)γ)γ)    Να λύσετε την εξίσωση ( )f x 0=  

δ)δ)δ)δ)    Να υπολογίσετε το α ώστε το x 5=  να είναι 

λύση της εξίσωσης ( )f x 4 α+ =   
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  Α’ ΜΕΡΟΣ. 2. Εξισώσεις – Ανισώσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Λυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσεις        

1.1.1.1.    Να λύσετε με την μέθοδο της αντικατάστασης τις παρακάτω εξισώσεις: Στην κατασκευή ενός δρό-

μου παίρνουν μέρος 28 εργάτες και οδηγοί μηχανημάτων. Κάθε οδηγός μηχανήματος παίρνει την ημέρα 

45 €  περισσότερα από κάθε εργάτη. Όλοι οι οδηγοί μηχανημάτων κερδίζουν 600 € την ημέρα και όλοι οι 

εργάτες κερδίζουν επίσης 600 € τη μέρα.  

α)α)α)α) Να βρείτε τον αριθμό των εργατών και τον αριθμό των οδηγών που παίρνουν μέρος στο έργο  

ββββ))))    Να βρείτε το ημερομίσθιο των εργατών και το ημερομίσθιο των οδηγών 

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    
Έστω x ο αριθμός των οδηγών. Άρα οι εργάτες είναι 28 x− . Προφανώς είναι 0 x 28< < . 

Το ημερομίσθιο κάθε οδηγού είναι 
600

x
 και το ημερομίσθιο κάθε εργάτη είναι 

600

28 x−
. 

Το ημερομίσθιο του οδηγού είναι 45 € μεγαλύτερο από το ημερομίσθιο του εργάτη άρα 
600 600

45
x 28 x

= +
−

. 

Είναι Ε.Κ.Π.= ( )x 28 x 0 x 0, x 28− ≠ ⇔ ≠ ≠ . 

Άρα ( ) ( ) ( ) ( )140
600 28 x 600x 45x 28 x ... x 8 ∆εκτή , x 28 Απορ.

3
⋅ − = + − ⇔ ⇔ = = >  

α)α)α)α)    Επομένως οι οδηγοί είναι 8 και οι εργάτες είναι 28 8 20− = .        

β)β)β)β)    Το ημερομίσθιο των οδηγών είναι 
600

75
8

= € και των εργατών είναι 
600 600

30
28 8 20

= =
−

€.  

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1. Το άθροισμα ενός αριθμού και του αντι-

στρόφου του είναι 3. Να βρείτε τον αριθμό.  
 

2.2.2.2.  Να βρείτε έναν αριθμό του οποίου το τετρά-

γωνο, αν αυξηθεί κατά το διπλάσιό του, προκύ-

πτει ο αριθμός 35. 
 

3.3.3.3.  Να βρείτε δύο αριθμούς ώστε το άθροισμα, 

το γινόμενο και το πηλίκο τους να είναι ίσα. 
 

4.4.4.4. Κάποιος αγόρασε ύφασμα και πλήρωσε 

5.000 €. Αν με τα χρήματα αυτά αγόραζε 6 μέτρα 

επιπλέον, η τιμή του μέτρου θα ήταν κατά 50 € 

μικρότερη. Πόσα μέτρα υφάσματος αγόρασε;   
 

5.5.5.5. Μία οργάνωση ανέλαβε να μοιράσει σε οικο-

γένειες 9.450 €. Αν οι οικογένειες ήταν 8 λιγότερες 

τότε κάθε οικογένεια θα έπαιρνε 36 € περισσότε-

ρα. Να βρείτε το πλήθος των οικογενειών. 

6.6.6.6.  Σε μία εκδρομή οι γυναίκες ήταν 5 λιγότερες 

από τους άντρες. Οι άντρες πλήρωσαν συνολικά 

180 € και οι γυναίκες συνολικά 80 €. Αν ο κάθε 

άντρας πλήρωσε 4 € περισσότερα από κάθε γυ-

ναίκα τότε πόσοι ήταν οι άντρες και πόσες οι γυ-

ναίκες; 

 

7.7.7.7. Για να τελειώσει ένα έργο ένας εργάτης, χρει-

άζεται 3 μέρες περισσότερο από έναν εργάτη Β. 

Αν εργαστούν μαζί και οι δύο τελειώνουν το έργο 

σε 2 ημέρες. Σε πόσες ημέρες τελειώνει το έργο ο 

κάθε εργάτης μόνος του;  

 

8.8.8.8. Μία δεξαμενή γεμίζει με νερό από δύο βρύσες 

σε 15 ώρες. Αν η μία χρειάζεται 16 ώρες περισσό-

τερες από την άλλη για να γεμίσει την δεξαμενή 

μόνη της τότε να βρείτε το χρόνο που χρειάζεται  

κάθε βρύση για να γεμίσει την δεξαμενή μόνη της.  

����    3.3.3.3.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1. Να βρείτε δύο διαδοχικούς ακέραιους ώστε, 

αν στο διπλάσιο του αντίστροφου του μικρότε-

ρου προσθέσουμε τον αντίστροφο του μεγαλύτε-

ρου, προκύπτει αριθμός που είναι 11πλάσιος του 

γινομένου των αντιστρόφων.  

2.2.2.2. Ένα τρένο διανύει 300 Km με σταθερή ταχύ-

τητα. Αν η ταχύτητά τους αυξηθεί κατά 5 Km/h, 

τότε το τρένο θα διανύσει τα 300 Km σε 2 h λιγό-

τερο. Ποια είναι η ταχύτητα του τρένου;  

 

50505050    Κλασματικές εξισώσειςΚλασματικές εξισώσειςΚλασματικές εξισώσειςΚλασματικές εξισώσεις    ((((ΠροβλήματαΠροβλήματαΠροβλήματαΠροβλήματα))))    2222....4 4 4 4 / / / / 3333    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� α β α β 0< ⇔ − <  (∆ιάταξη αριθμών) 

���� α β α γ β γ< ⇔ + < +  (Πρόσθεση ίδιου αριθμού) 

���� ( )α β και γ 0 αγ βγ< > ⇒ <  (Πολλαπλασιασμός ανισότητας με θετικό αριθμό) 

���� ( )α β και γ 0 αγ βγ< < ⇒ >  (Πολλαπλασιασμός ανισότητας με αρνητικό αριθμό) 

���� α β και β γ α γ< < ⇒ <  (Μεταβατική ιδιότητα)   

����    2.2.2.2.    Λυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσεις        

1.1.1.1.    Αν α β γ< <  τότε να αποδείξετε ότι ( )( )( )α β β γ γ α 0− − − > . 

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    
Είναι α β α β 0< ⇔ − < , β γ β γ 0< ⇔ − <  και α γ γ α 0< ⇔ − > . 

Άρα ( )( )( )α β β γ γ α 0− − − > .  

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1. Αν 1 x 2< <  τότε να βρείτε το πρόσημο των 

παραστάσεων:  

α)α)α)α) ( )( )( )x x 1 x 2 x 3− − −  

β)β)β)β)  ( ) ( )( )1
x 4 x x 2 2 x

3

 
− − + − 

 
  

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )1
1 x x 2x 3

4

 
− − − 

 
    

 

2.2.2.2. Αν α β γ> >  τότε να αποδείξετε ότι:  

α)α)α)α) ( )( )( )α β β γ 2α β 0− − − >   

β)β)β)β)  3α β γ 2β γ− + > +  

 

3.3.3.3. Αν α 3< −  τότε να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α) 2α 5 11− < −  β)β)β)β)  
α 11

4
2 2

− >  

 

4.4.4.4. Αν α 3> −  τότε να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α)    4α 3 15− ≥ −  β)β)β)β)    ( )2 α 1 4+ ≥ −  

5.5.5.5. Αν α 1< −  τότε να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α)    ( ) ( )4 α 2 2α 9 α− < − −     

β)β)β)β)  
α 2 2α 1 α 3

2 6 3

+ + +
− >  

 

6.6.6.6. Αν α β<  τότε να συγκρίνετε τους αριθμούς  

α)α)α)α) 5α 5x−  και 5β 5x−  

β)β)β)β)  
3α 4x

5

+
−

 και 
3β 4x

5

+
−

 

 

7.7.7.7. Αν x 2 y 3< < <  τότε να αποδείξετε ότι:  

( )( )( )( )y x x 3 2 y 3x 11 0− − − − <  

 

8.8.8.8. Αν 0 α β< <  τότε να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α)    
α β

α β
2

+
< <  β)β)β)β)    

3α 4β
α β

7

+
< <     

γ)γ)γ)γ)    2 2α αβ β< <  δ)δ)δ)δ)    
2αβ

α β
α β

< <
+

    

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1. Αν α 1>  και β 1>  τότε να αποδείξετε ότι 

α β 1 αβ+ < +  

  

2.2.2.2. Αν 0 x 1< <  τότε να αποδείξετε ότι  

2

1 1

x x 2
+

>
 

3.3.3.3. α)α)α)α) Να αποδείξετε ότι για 0 α β< <  ισχύει 

2 2α β α β2
α αβ β

1 1 2 2

α β

+ +
< < < < <

+
    

β)β)β)β)  Αν για α,β,γ,δ 0>  ισχύει αδ 2, βγ 5= =  τότε 

( )( )( )( )α 3 β 4 γ 5 δ 6 1.440+ + + + ≥  

51515151    Απόδειξη ανισοτήτων με συνθήκηΑπόδειξη ανισοτήτων με συνθήκηΑπόδειξη ανισοτήτων με συνθήκηΑπόδειξη ανισοτήτων με συνθήκη    2222....5 5 5 5 / / / / 1111    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 2. Εξισώσεις – Ανισώσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Ισχύει: 2α 0≥  για κάθε α∈ℝ . 

���� Βασική ιδιότητα: 2 2

α 0

α β 0 και

β 0

=


+ = ⇔ 
 =

 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησης        
1.1.1.1. Για οποιοδήποτε α∈ℝ  ισχύει: 

( ) ( )2 2
α 1 α 2 0− + + >  

2.2.2.2. Για οποιοδήποτε α∈ℝ  ισχύει: 
2α 0 α 0> ⇔ >  

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1. Να αποδείξετε ότι:  

α)α)α)α) 2α 4α 5 0− + >  

β)β)β)β)  2 2α 1 β 2α 0+ + − ≥   

γ)γ)γ)γ)    4 2α 7α 16 0− + >     

 

2.2.2.2. ∆ίνονται οι παρακάτω ανισοϊσότητες 

iiii))))    2α 4α 4 0− + ≥     

iiiiiiii))))    2 2α β 6α 9+ ≥ −     

iiiiiiiiiiii))))    2 2α β 2β 1+ ≥ −     

iviviviv))))        ( )2 2α β 8 β 2+ ≥ −  

vvvv))))    2 24α β 12α 9+ ≥ −     

α)α)α)α)    Να αποδείξετε ότι ισχύουν 

β)β)β)β)  Να βρείτε τα α,β∈ℝ  ώστε να ισχύουν οι α-

ντίστοιχες ισότητες    

 

3.3.3.3. Να βρείτε τα α,β,x,y∈ℝ  αν ισχύει:  

α)α)α)α) ( )2 22α β 1 2α 1 β+ + = −   

β)β)β)β)  2 2x y 2x 6y 10 0+ − − + =  

γ)γ)γ)γ)    ( )2 2α β 25 2 4β 3α+ + = −     

δ)δ)δ)δ)    ( ) ( )22x 4y x y 3 2x 3+ + = −     

 

4.4.4.4. Αν ισχύει  

( ) ( ) ( )2 2
x α y β 4 αx βy+ + + = +  

τότε να αποδείξετε ότι x α=  και y β= .

5.5.5.5. Να βρείτε τα α,β,γ∈ℝ  αν ισχύει:  

α)α)α)α) 2 2 2α β γ 4α 6β 8γ 29 0+ + − − − + =   

β)β)β)β)  2 2 2α β γ 2α 4β 6γ 14 0+ + + − + + =  

 

6.6.6.6. Αν ισχύει 

( )2 2 2 2x y α β 2 αβ xy+ + + = −  

τότε να αποδείξετε ότι οι αριθμοί α και β είναι 

ίσοι και οι αριθμοί x και y ότι είναι αντίθετοι.  

 

7.7.7.7.    Να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α)    2 2α 1 β 2α 0+ + − ≥     β)β)β)β)    ( )2
α β 4αβ+ ≥     

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )α α 4β β 2α β+ ≥ −     δ)δ)δ)δ)    ( ) ( )α α 6 2 α 2+ ≥ −     

ε) ε) ε) ε)     ( ) ( )2
4β α 2β α β− ≤ −     στστστστ))))        

22 2α β α β

2 2

+ + 
≥  
 

    

ζζζζ))))    ( ) ( )22 25 x y x 2y+ ≥ +     η)η)η)η)    

2
α β

αβ
2

+ 
≤  
 

    

    

8.8.8.8.    Να αποδείξετε ότι  

α)α)α)α)    22α 6α 9 0+ + >     

β)β)β)β)    2 2α 4αβ 5β 0− + >     

γ)γ)γ)γ)    2 2α 4α β 2β 6 0− + + + >     

δ)δ)δ)δ)    ( )( ) ( )22 2 2 2x y α β αx βy+ + ≥ +     

ε)ε)ε)ε)    2 23α 6β β 2α 10 0+ + + + >  

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1. Να αποδείξετε ότι για κάθε α,β,γ∈ℝ  ισχύει:  

α)α)α)α) 2 2α β αβ+ ≥  

β)β)β)β)  2 2 2α β γ αβ βγ αγ+ + ≥ + +  

Πότε ισχύει η κάθε ισότητα; 

2.2.2.2. Αν α, β, γ είναι πλευρές τριγώνου και ισχύει 
2 2 2α β γ αβ βγ αγ+ + ≤ + +  

τότε να αποδείξετε ότι το τρίγωνο είναι ισόπλευ-

ρο. 

 

52525252    Απόδειξη ανισοτήτων χωρίς συνθήκηΑπόδειξη ανισοτήτων χωρίς συνθήκηΑπόδειξη ανισοτήτων χωρίς συνθήκηΑπόδειξη ανισοτήτων χωρίς συνθήκη    2222....5555    / / / / 2222    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� 
α β

α γ β δ
γ δ

<
⇒ + < +

<
 (Πρόσθεση κατά μέλη) 

���� 
0 α β

α γ β δ
0 γ δ

< <
⇒ ⋅ < ⋅

< <
 (Πολλαπλασιασμός κατά μέλη) 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησης        
1.1.1.1. Να αναφέρετε ένα παράδειγμα όπου να φαί-

νεται ότι δεν ισχύει: 

α)α)α)α)    η αφαίρεση κατά μέλη 

β)β)β)β)    ο πολλαπλασιασμός κατά μέλη αν όλοι οι 

αριθμοί δεν είναι θετικοί  

γ)γ)γ)γ)    η διαίρεση κατά μέλη 

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1. Αν 4 x 2− ≤ ≤  και 3 y 7− ≤ ≤  τότε να βρείτε 

μεταξύ ποιων αριθμών περιέχονται οι τιμές των 

παραστάσεων:  

α)α)α)α) 2x 5−   β)β)β)β)  3y 4−         

γ)γ)γ)γ)    x y+  δ)δ)δ)δ)    2x 3y+     

ε)ε)ε)ε)    3x 2y−  στ)στ)στ)στ)    2 22x 3y−     

    

2.2.2.2. Αν 0 x 1< <  και 2 y 1− < < −  τότε να βρείτε 

μεταξύ ποιων αριθμών περιέχονται οι τιμές των 

παραστάσεων:  

α)α)α)α) x−   β)β)β)β)  3y−         

γ)γ)γ)γ)    x y+  δ)δ)δ)δ)    x y−     

ε)ε)ε)ε)    2x 3y−  στ)στ)στ)στ)    x 3y− −     

3.3.3.3. Αν 3 x 4− ≤ ≤  και 0 y 3≤ ≤  τότε να βρείτε 

μεταξύ ποιων αριθμών περιέχονται οι τιμές των 

παραστάσεων:  

α)α)α)α) x y−  β)β)β)β)  3x 2y+  

γ)γ)γ)γ)    4x 5y− +  δ)δ)δ)δ)    5x 6y−  

ε)ε)ε)ε)    3x 7y− −     στ)στ)στ)στ)    2x 6y−     

 

5.5.5.5. Αν 3 x 1− ≤ ≤ −  και 5 y 7≤ ≤  τότε να βρείτε 

μεταξύ ποιων αριθμών περιέχονται οι τιμές των 

παραστάσεων:  

α)α)α)α) x y+  β)β)β)β)  3x 2y+  

γ)γ)γ)γ)    5 3x 4y− +  δ)δ)δ)δ)    xy  

ε)ε)ε)ε)    2 2x y+     στ)στ)στ)στ)    2 22x 3y+     

☺☺☺☺    4.4.4.4.    ΠροβλήματαΠροβλήματαΠροβλήματαΠροβλήματα        

1.1.1.1.    Ένας κρεοπώλης έχει 200 μπιφτέκια και 300 

σουτζουκάκια στο ψυγείο του. Κάθε μπιφτέκι ζυ-

γίζει από 200 έως 300 γραμμάρια και κάθε σου-

τζουκάκι ζυγίζει από 60 έως 80 γραμμάρια.  

α)α)α)α)    Αν το ψυγείο ζυγίζει 80 κιλά τότε να βρείτε το 

ελάχιστο και το μέγιστο βάρος του ψυγείου μαζί 

με τα προϊόντα 

β)β)β)β)    Αν το ένα κιλό μπιφτέκια ή σουτζουκάκια 

κοστίζει 7 €  τότε να βρείτε το ελάχιστο και το 

μέγιστο της συνολικής αξίας των κρεάτων        

 

2.2.2.2.    Aπό το ορθογώνιο 

ΑΒΖΗ αφαιρέθηκε το τε-

τράγωνο Γ∆ΕΗ με πλευρά 

y. 

α)α)α)α)  Να αποδείξετε ότι η 

περίμετρος του γραμμο-

σκιασμένου σχήματος 

ΕΖΒΑΓ∆ που απέμεινε δίνεται από τη σχέση 
Π 2x 4y= +  

β)β)β)β)  Αν ισχύει 5 x 8< < και 1 y 2< <  τότε να βρείτε 

μεταξύ ποιών αριθμών βρίσκεται η τιμή της περι-

μέτρου του παραπάνω γραμμοσκιασμένου σχή-

ματος    Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.    

    

3.3.3.3.    Ορθογώνιο παραλληλόγραμμο έχει μήκος x 

εκατοστά και πλάτος y εκατοστά, αντίστοιχα. Αν 

για τα μήκη x και y ισχύει:  

4 x 7≤ ≤ και 2 y 3≤ ≤  

α)α)α)α)  Να βρείτε τα όρια μεταξύ των οποίων περιέ-

χεται η τιμή της περιμέτρου του ορθογωνίου πα-

ραλληλογράμμου 

β)β)β)β)  Αν το x μειωθεί κατά 1 και το y τριπλασιαστεί, 

να βρείτε τα όρια μεταξύ των οποίων περιέχεται η 

τιμή της περιμέτρου του νέου ορθογωνίου πα-

ραλληλογράμμου   Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.

55553333 Ανισότητες (Ελάχιστη και μέγιστη τιμή παραστάσΑνισότητες (Ελάχιστη και μέγιστη τιμή παραστάσΑνισότητες (Ελάχιστη και μέγιστη τιμή παραστάσΑνισότητες (Ελάχιστη και μέγιστη τιμή παραστάσεεεεων)ων)ων)ων)    2222....5 5 5 5 / / / / 3333    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 2. Εξισώσεις – Ανισώσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Λυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσεις        

1.1.1.1.    Αν α, β ομόσημοι τότε να αποδείξετε ότι 
1 1

α β
α β

< ⇔ > .. 

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    
αβ 01 1 1 1

αβ αβ β α α β
α β α β

>

> ⇔ ⋅ > ⋅ ⇔ > ⇔ <     

2.2.2.2.    α)α)α)α) Αν α 0>  τότε να αποδείξετε ότι 
1

α 2
α

+ ≥ . Πότε ισχύει η ισότητα; 

 β)β)β)β) Αν α 0<  τότε να αποδείξετε ότι 
1

α 2
α

+ ≤ − . Πότε ισχύει η ισότητα; 

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    

α)α)α)α)   ( )
α 0

22 21 1
α 2 α α α 2α α 1 2α α 2α 1 0 α 1 0

α α

>

+ ≥ ⇔ ⋅ + ⋅ ≥ ⇔ + ≥ ⇔ − + ≥ ⇔ − ≥  που ισχύει.  

Το ‘=’ ισχύει για α 1= . 

β)β)β)β)    ( )
α 0

22 21 1
α 2 α α α 2α α 1 2α α 2α 1 0 α 1 0

α α

<

+ ≤ − ⇔ ⋅ + ⋅ ≥ − ⇔ + ≥ − ⇔ + + ≥ ⇔ + ≥  που ισχύει.  

Το ‘=’ ισχύει για α 1= − . 

3.3.3.3.    Αν 0 x y< <  τότε να αποδείξετε ότι 2 2x y< . 

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    
1ος τρόπος:  Είναι x y x y 0< ⇔ − <  και 0 x y x y 0< < ⇔ + > . 

 Άρα ( )( ) 2 2 2 2x y x y 0 x y 0 x y− + < ⇔ − < ⇔ < . 

2ος τρόπος: Είναι 
x 0

2x y x xy
>

< ⇔ <  και 
y 0

2x y xy y
>

< ⇔ < . 

 Από τα παραπάνω προκύπτει ότι 2 2 2 2x xy y x y< < ⇒ < . 

3ος τρόπος: Πολλαπλασιάζουμε κατά μέλη την ανίσωση x y<  με τον εαυτό της και προκύπτει 2 2x y< . 

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1. Αν 3 x 1− ≤ ≤ −  και 5 y 7≤ ≤  τότε να βρείτε 

μεταξύ ποιων αριθμών περιέχονται οι τιμές των 

παραστάσεων:  

α)α)α)α) 
1 1

x y
+  β)β)β)β)  

1 1

y x
−  

γ)γ)γ)γ)    
1 1

2x 3y
+   δ)δ)δ)δ)    

2 1

y 3x
−  

 

2.2.2.2. α)α)α)α) Αν 0 x y< <  τότε να αποδείξετε ότι  

y 10x 10

x y

−−
<  

β)β)β)β)  Να διατάξετε από το μικρότερο στο μεγαλύτε-

ρο τα κλάσματα 

1997 1998 1999
, ,

2007 2008 2009
 

 

3.3.3.3. Να αποδείξετε ότι για κάθε α 0≠  ισχύει: 
4

2

α 1
2

α

+
≥  

4.4.4.4.  Αν οι αριθμοί α, β, γ είναι ομόσημοι τότε να 

αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α)  
βα

2
β α
+ ≥   

β)β)β)β)   
β γ α γα β

6
γ α β

+ ++
+ + ≥  

γ)γ)γ)γ)    ( ) 1 1
α β 4

α β

 
+ + ≥ 

 
    

δ)δ)δ)δ)    ( ) 1 1 1
α β γ 9

α β γ

 
+ + + + ≥ 

 
 

ε)ε)ε)ε)    εφω σφω 2+ ≥  

Πότε ισχύει κάθε μία από τις παραπάνω ισότητες;    

 

5.5.5.5. Να αποδείξετε ότι  

α)α)α)α) Αν 0 α 1< <  τότε 
4 3 2... α α α α 1< < < < <  

β)β)β)β)  Αν α 1>  τότε 
2 3 41 α α α α ...< < < < <  

55554444 Βασικές ανισότητεςΒασικές ανισότητεςΒασικές ανισότητεςΒασικές ανισότητες    2222....5 5 5 5 / / / / 4444    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

����    Τις ανισώσεις τις λύνουμε όπως και τις εξισώσεις. Η μόνη διαφορά είναι πως όταν διαιρούμε με 

τον συντελεστή του αγνώστου τότε αν αυτός είναι αρνητικός τότε αλλάζουμε την φορά της ανί-

σωσης. 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησης        
1.1.1.1. Τι διαφορά έχει μία ανίσωση από μία ανισό-

τητα; 

2.2.2.2. Η ανίσωση 3x 3≥  έχει άπειρες λύσεις ή είναι 

αόριστη (δηλαδή ισχύει για κάθε x∈ℝ ) 

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1. Να λύσετε τις ανισώσεις:  

α)α)α)α)    ( ) ( ) ( )3 x 2 5 x 1 3 2 x 3− − + ≥ − −    

β)β)β)β)  ( ) ( )3 x 1 2 x 1 6+ − − >  

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )3 x 4 6 4 x 1− − ≥ − +     

δ)δ)δ)δ)  ( ) ( )5 3x 2 6 x 1 20− − − >  

εεεε))))  ( ) ( )3 x 5 2 x 3 4x+ − − ≥  

 

2.2.2.2. Να λύσετε τις ανισώσεις:  

α)α)α)α)  
3x 1 4 3x

x
2 4

+ −
− <  

β)β)β)β)  
x x 4 3 2x

2
3 6 4

− −
− < −  

γ)γ)γ)γ)    
1 1 x 3

2 x
3 2 2

+ 
− − < 

 
    

δ)δ)δ)δ)  
x 3 x 5 10 x

1
4 2 4

− + +
− < − −  

ε)ε)ε)ε)    
( ) ( )3 x 4 x 5 5x 1

2
5 6 10

− + −
− <  

 

3.3.3.3. Να βρείτε τις κοινές λύσεις των ανισώσεων:   

α)α)α)α) 
2x 4 5 3x

3 x 7x 1

+ < +


− ≤ +
  ββββ))))    

( )2 x 3
x 0

3
1 3x 1

x 2 x
2 3

 −
− <


+ + − >

    

ββββ))))  

1 x
1 x

2
4 x x 4

1
4 8

−
− <


− + − ≥



 δ) δ) δ) δ) 

2 x 2x 8

x 3 x 1 x 2
x

4 2 3

− > −

 − − −

− < −

 

4.4.4.4. Να λύσετε τις διπλές ανισώσεις:  

α)α)α)α)  ( )x 1 2 1 2x 4 x− ≤ − < −  

β)β)β)β)  ( )8 12 4 x 2 4− ≤ − + ≤  

γ)γ)γ)γ)    
3x 2 2 x

x 1
4 3

+ −
≤ − ≤     

δ)δ)δ)δ)  
( ) ( )

2 x 1 x
1 2 x 1 3 x 2

3 2

−
− ≤ + − < + +  

 

5.5.5.5. Να βρείτε τις κοινές ακέραιες λύσεις των ανι-

σώσεων:  

α)α)α)α)  
( )

( )
3x 11 10 x 1

7x 5 2 2x 10

 − > +


− > −
 β)  β)  β)  β)  

x 6 x 3x 4

2 6 3
2x 1 x 2 x

5 10 2

− −
+ ≤


− − > −



 

γ)γ)γ)γ)    

1 2x 1
3

2 2
x 20 3x 30

6
7 7

−
− ≥


+ + − ≥



 δ)δ)δ)δ)  

4x 3 6
x

5 15
x x 5

4 2 4

−
− >


 − ≤


 

 

6.6.6.6. Να βρείτε τον μεγαλύτερο ακέραιο που επα-

ληθεύει κάθε ανίσωση 

α)α)α)α) 
x 3 4x 2 x 1

2 3 2 4

− +
− > −  

β)β)β)β)    
( ) ( )

2 x 1
1 2 x 1 3

3

−
− ≥ + −     

 

7.7.7.7. Να βρείτε τις κοινές λύσεις των ανισώσεων:  

α)α)α)α)  
3 x x

x 4 5

+ >


− <
 β)β)β)β)    

( )3 2 x 3x

x 2 7

− + > −


+ >
    

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1. Να βρείτε τον θετικό ακέραιο x για τον οποίο 

ισχύει 

x 5

x 1 7
<

+
 και 

x 1 5

x 2 7

+
>

+
 

2.2.2.2.    Ποιες είναι οι λύσεις των παρακάτω ανισώ-

σεων; 

α)α)α)α)    0x 3>     β)β)β)β)        0x 3> −     γ)γ)γ)γ)    0x 3<     δ)δ)δ)δ)    0x 3< −     

ε)ε)ε)ε)    0x 0>     στ)στ)στ)στ) 0x 0≤     η)η)η)η)    x x≥     ζ)ζ)ζ)ζ)  x x 1≥ +     

55555555 Ανισώσεις (Κοινές λύσεις ανισώσεων Ανισώσεις (Κοινές λύσεις ανισώσεων Ανισώσεις (Κοινές λύσεις ανισώσεων Ανισώσεις (Κοινές λύσεις ανισώσεων ––––    ∆∆∆∆ιιιιπλές ανισώσεις)πλές ανισώσεις)πλές ανισώσεις)πλές ανισώσεις)    2222....5 5 5 5 / / / / 5555    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 2. Εξισώσεις – Ανισώσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

         

����    1.1.1.1.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1. Να βρείτε τον φυσικό αριθμό που βρίσκεται 

μεταξύ των αριθμών 75 και 85 και ο οποίος όταν 

διαιρεθεί με το 7 αφήνει υπόλοιπο 4. 

 

2.2.2.2. Να βρείτε τον μεγαλύτερο ακέραιο αριθμό που 

το τριπλάσιό του αυξημένο κατά 10 είναι μικρότε-

ρο από το μισό του. 

 

3.3.3.3. Ένας πλασιέ βιβλίων πληρώνεται με 30 € για 

κάθε εγκυκλοπαίδεια που πουλάει. Αν τα ημερή-

σια έξοδά του είναι 20 € να υπολογίσετε πόσες 

εγκυκλοπαίδειες πρέπει να πουλήσει ώστε να έχει 

κέρδος τουλάχιστον 1.400 € σε ένα μήνα (22 ερ-

γάσιμες ημέρες). 

 

4.4.4.4. Ένα γραφείο ενοικιάσεως αυτοκινήτων έχει 

δύο εναλλακτικά πακέτα προσφορών.  

Α:  Χρέωση 8 € ανά ημέρα ενοικίασης του αυτοκι-

νήτου και χρέωση 0,05 € για κάθε χιλιόμετρο 

Β: Χρέωση 0,10 € για κάθε χιλιόμετρο 

Αν κάποιος θέλει να ενοικιάσει ένα αυτοκίνητο για 

15 ημέρες τότε πόσα το πολύ χιλιόμετρα πρέπει να 

διανύσει ώστε να τον συμφέρει το Α πακέτο προ-

σφοράς; 

5.5.5.5. Ένας εκδοτικός οίκος ανέλαβε την παραγωγή 

και διάθεση ενός τίτλου. Το κόστος παραγωγής 

των βιβλίων είναι 8.000 € και το κόστος διάθεσης  

ανά βιβλίο είναι 0,50 €. Το κέρδος του βιβλιοπω-

λείου είναι 4 € ανά βιβλίο και η τιμή πώλησης του 

βιβλίου είναι 14 €. Πόσα βιβλία πρέπει να πουλήσει 

ο εκδοτικός οίκος ώστε να έχει κέρδος;  

 

6.6.6.6. Το εισιτήριο εισόδου (με την ενοικίαση του ε-

ξοπλισμού) σε ένα χιονοδρομικό κέντρο στοιχίζει 

7 €. Στην περίπτωση που ο επισκέπτης χρησιμο-

ποιήσει δικό του εξοπλισμό, τότε το εισιτήριο εισό-

δου είναι 4 €. Αν το κόστος αγοράς του εξοπλι-

σμού είναι 75 €, πόσες φορές θα πρέπει να επι-

σκεφτεί το ίδιο άτομο το χιονοδρομικό κέντρο, 

ώστε να τον συμφέρει η αγορά του εξοπλισμού; 

 

7.7.7.7. Ένας χορευτικός σύλλογος οργανώνει εκδρο-

μές κάθε χρόνο. Το κόστος συμμετοχής σε κάθε 

εκδρομή είναι 120 € ενώ το κόστος συμμετοχής 

των μελών είναι 80 €. Σε πόσες εκδρομές πρέπει να 

συμμετέχει κάποιος σε έναν χρόνο ώστε να τον 

συμφέρει να γραφτεί μέλος στο σύλλογο αν το κό-

στος εγγραφής είναι 200 €  το χρόνο;   

☺☺☺☺    2.2.2.2.    Προβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / Σπαζοκεφαλιές        

1.1.1.1. Ο Βάσος, η Τάνια, η Μαρία, ο Τίμος και η Ρά-

νια έχουν διαφορετικές ηλικίες. Η Μαρία είναι με-

γαλύτερη από το Βάσο, αλλά μικρότερη από την 

Τάνια. Ο Τίμος είναι μεγαλύτερος από την Τάνια. 

Η Ράνια είναι μεγαλύτερη από το Βάσο αλλά μι-

κρότερη από τη Μαρία. Βάλε στη σειρά τα ονόμα-

τα των παιδιών ανάλογα με την ηλικία τους. 

Κυπριακή ΜαθΚυπριακή ΜαθΚυπριακή ΜαθΚυπριακή Μαθηηηηματική Ολυμπιάδαματική Ολυμπιάδαματική Ολυμπιάδαματική Ολυμπιάδα    
 

2.2.2.2. Ποιο είναι το πιο ελαφρύ από τα παρακάτω 

κουτιά; 

 

3.3.3.3. Σε μια συντροφιά ο Γιάννης είναι μεγαλύτερος 

από τον ∆ήμο, ο Ανδρέας είναι μεγαλύτερος από 

όλους, ο Θάνος είναι μικρότερος από τον Γιάννη 

και ο Βασίλης μικρότερος από τον ∆ήμο. Ποιο 

από τα παρακάτω είναι σωστό; 

α)α)α)α) Ο Βασίλης είναι μεγαλύτερος από το Γιάννη 

β)β)β)β)    Ο Θάνος είναι μεγαλύτερος από τον Ανδρέα 

γ)γ)γ)γ) Ο ∆ήμος είναι μικρότερος από τον Βασίλη 

δ)δ)δ)δ) Ο Ανδρέας είναι μεγαλύτερος από το Θάνο 

∆ιαγωνισμός Τράπεζας της Ελλάδας 2007∆ιαγωνισμός Τράπεζας της Ελλάδας 2007∆ιαγωνισμός Τράπεζας της Ελλάδας 2007∆ιαγωνισμός Τράπεζας της Ελλάδας 2007    

 

4.4.4.4. Εταιρεία έδωσε στους εργαζομένους της το 

δικαίωμα επιλογής, να πάρουν αύξηση 26€ τον 

μήνα ή αύξηση του μισθού τους κατά 3,2%. Τι 

συμφέρει να κάνουν οι εργαζόμενοι; 

55556666 Ανισώσεις (Προβλήματα)Ανισώσεις (Προβλήματα)Ανισώσεις (Προβλήματα)Ανισώσεις (Προβλήματα)    2222....5 5 5 5 / / / / 6666    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Γραμμική εξίσωση. Γραφική παράσταση γραμμικής εξίσωσης.        
���� Ειδικές περιπτώσεις γραμμικής εξίσωσης.  

( )f x αx=     ( )f x x=     ( )f x x= −     ( )f x β=     

Ευθεία που διέρχεται 

από την αρχή των αξό-

νων. 

 

Ευθεία που διέρχεται 

από την αρχή των αξό-

νων, διχοτόμος του 1ου 

και του 3ου τεταρτημό-

ριου. Σχηματίζει με τον 

άξονα x x′  γωνία 45°. 

Ευθεία που διέρχεται 

από την αρχή των αξό-

νων, διχοτόμος του 2ου 

και του 4ου τεταρτημο-

ρίου. Σχηματίζει με τον 

άξονα x x′  γωνία 135°. 

Ευθεία που είναι πα-

ράλληλη στον άξονα 

x x′ . 

 

   
 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόησηςησηςησηςησης        
1.1.1.1. Τι είναι η γραμμική εξίσωση ως προς x,  y; 
 

2.2.2.2.    Μπορείτε να γράψετε τις εξισώσεις δύο ευ-

θειών που διέρχονται από το σημείο ( )Α 1,2 ; 

 

3.3.3.3. Τι γνωρίζετε για την ευθεία με εξίσωση y x= ; 

4.4.4.4. Ποια είναι η εξίσωση της ευθείας που 

α)α)α)α)    διέρχεται από το ( )Α 2,1  και είναι //x x′  

β)β)β)β)    διέρχεται από το ( )Β 1, 3−  και είναι //y y′  
 

5.5.5.5.    Πόσα σημεία είναι ικανά για να προσδιορί-

σουν ακριβώς τη θέση μίας ευθείας; 

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1. ∆ίνεται η εξίσωση x 2y 4− = . Να συμπληρώ-

σετε τον πίνακα λύσεων της εξίσωσης: 

xxxx    –2 –1 0    

yyyy       1 2 3 

 

2.2.2.2.    Να κάνετε τη γραφική παράσταση των: 

1ε : y x 3= −     2ε : y x 1= +     3ε : y x=     

4ε : y x 3= − −     5ε : y x 1= − +     6ε : y x= −     

 

3.3.3.3. Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων τις:  

α)α)α)α)    1ε : x 2y 4− =  β) β) β) β)     2ε : 2x y 8+ =     

γ)γ)γ)γ)    3ε : 3x 2y 12− + =  δ)δ)δ)δ)    4ε : 2x 3y 6− − =  
    

4.4.4.4. ∆ίνεται η ευθεία 

( )λ
ε : x y λ− =  

α)α)α)α)    Να σχεδιάσετε την ευθεία για λ 1=  

β)β)β)β)    Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων και 

την ευθεία για λ 2=  
γγγγ))))    Τι παρατηρείτε; 

5.5.5.5. ∆ίνεται η ευθεία 

( )λ
ε : y λx=  

α)α)α)α)    Να σχεδιάσετε την ευθεία για λ 1=  

β)β)β)β)    Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων και 

την ευθεία για λ 1= −  
γγγγ))))    Τι παρατηρείτε; 

 

6.6.6.6. Να βρείτε τα σημεία τομής των ευθειών της 

άσκησης 3.    
 

7.7.7.7. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρ-

χονται από το σημείο ( )Α 2, 3−  και είναι 

α)α)α)α)    παράλληλη στον x x′  

β)β)β)β)    παράλληλη στον y y′  

 

8.8.8.8. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρ-

χονται από το σημείο ( )Α 1,2−  και είναι 

α)α)α)α)    κάθετη στον x x′  

β)β)β)β)    κάθετη στον y y′  

55557777 Γραμμική εξίσωση Ι (Γραφική παράσταση)Γραμμική εξίσωση Ι (Γραφική παράσταση)Γραμμική εξίσωση Ι (Γραφική παράσταση)Γραμμική εξίσωση Ι (Γραφική παράσταση)    3333....1 1 1 1 / / / / 1111    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 3. Συστήματα γραμμικών εξισώσεων 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Αν ένα σημείο ανήκει σε ευθεία, τότε οι συντεταγμένες του επαληθεύουν την εξίσωση της ευθείας. 

        Αν οι συντεταγμένες ενός σημείου επαληθεύουν την εξίσωση μίας ευθείας τότε το σημείο ανήκει 

στην ευθεία. 

���� Για να βρούμε τα κοινά σημεία μίας γραμμικής εξίσωσης με τον άξονα x x′
 
αντικαθιστούμε  στην 

γραμμική εξίσωση όπου y το 0. 

        Για να βρούμε τα κοινά σημεία μίας γραμμικής εξίσωσης με τον άξονα y y′
 
αντικαθιστούμε στην 

γραμμική εξίσωση όπου x το 0. 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησης        
1.1.1.1. Πώς εξετάζουμε αν ένα σημείο ανήκει στη 

γραφική παράσταση μίας καμπύλης με δοσμένη 

εξίσωση; 

2.2.2.2. Να βρείτε ποια από τα σημεία ( )Α 2,1 ( )Β 2,3 , 

( )Γ 1,1 , ( )∆ 1,3−  ανήκουν στην ευθεία  

( )1ε : x 2y 3+ =

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να εξετάσετε σε ποιες από τις ευθείες  

1ε : y x 3= −     2ε : y x 1= +     3ε : y x=     

4ε : y x 3= − −     5ε : y x 1= − +     6ε : y x= −     

ανήκουν τα σημεία: 

α)α)α)α)    ( )Α 3,0     β)β)β)β)    ( )Β 1,0  γ)γ)γ)γ)    ( )Γ 1,1−
    

    

2.2.2.2. Να βρείτε την τιμή του λ∈ℝ  ώστε το σημείο  

( )Α 3λ 1,2λ 5− +  να ανήκει στην ευθεία 

( )1ε : y 2x 5= −
 

 

3.3.3.3.        Να βρείτε τα α,β∈ℝ , ώστε η ευθεία  

( ) ( )2 2(ε) : α β x α 2β y 5 0+ − + + =  

να διέρχεται από το σημείο ( )Α 1,2 . 

 

4.4.4.4. ∆ίνεται η ευθεία  ( )2(ε) : y λ λ 3 x λ 2= − + − −  

Να βρείτε τις τιμές του λ∈ℝ  για τις οποίες η (ε) 

διέρχεται από το ( )Α 1,4 . 

 

5.5.5.5. ∆ίνονται οι ευθείες 

iiii))))    1 2ε : x 3, ε : y 2= =     iiiiiiii))))    1 2ε : x 2, ε : y 0= − =   

iiiiiiiiiiii))))    1 2ε : x 0, ε : y 3= = −     iviviviv))))    1 2ε : x 1, ε : y 1= =     

Σε κάθε μία από τις παραπάνω περιπτώσεις  

α)α)α)α) να τις σχεδιάσετε 

β)β)β)β)    να προσδιορίσετε το κοινό τους σημείο 

γ)γ)γ)γ) να βρείτε την περίμετρο και το εμβαδόν του 

ορθογωνίου που σχηματίζεται από τις δύο ευθεί-

ες και τους δύο άξονες 
 

6.6.6.6. ∆ίνεται η ευθεία  

( ) ( )2 2 2(ε) : α β γ x 2 α β γ y 3 0+ + − + + + =  

Να βρείτε τις τιμές των α,β,γ∈ℝ  ώστε η ευθεία 

(ε)  να διέρχεται από το σημείο ( )Α 1,1 . 

 

7.7.7.7. ∆ίνεται η ευθεία 4x 3y 12+ = . Να βρείτε: 

α)α)α)α) τα σημεία τομής Α και Β της ευθείας με τους 

άξονες x x, y y′ ′  αντίστοιχα 

β)β)β)β)  το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ, όπου ( )Ο 0,0  

είναι η αρχή των αξόνων 

γ)γ)γ)γ)    την περίμετρο του ΟΑΒ  
 

8.8.8.8. ∆ίνονται οι ευθείες  

iiii))))    2x 3y 4− =     iiiiiiii))))    x 2y 3+ =     

iiiiiiiiiiii))))    x 2y 1− + =     iviviviv) ) ) )     x y 1+ =     

Για κάθε μία από τις παραπάνω ευθείες: 

α)α)α)α) Να βρείτε ένα τυχαίο σημείο της ευθείας  

β)β)β)β)  Να βρείτε τα σημεία τομής της ευθείας με 

τους άξονες 

γ)γ)γ)γ)    Να βρείτε το σημείο της ευθείας με τετμημένη 

ίση με 2 

δδδδ))))    Να βρείτε το σημείο της ευθείας με τεταγμένη 

ίση με 1 

ε)ε)ε)ε)    Να την σχεδιάσετε 

 

9.9.9.9. Να προσδιορίσετε την εξίσωση της ευθείας 

που διέρχεται από την αρχή των αξόνων και από 

το σημείο 

α)α)α)α)    ( )Α 2,1  β)β)β)β)    ( )Β 2,3  γγγγ))))    ( )Γ 1,1  

δ)δ)δ)δ)    ( )∆ 1,3−     εεεε))))    ( )Ε 2,2     στστστστ))))        ( )Ζ 2, 2−  
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Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Η γραμμική εξίσωση Αx Βy Γ 0+ + =  παριστάνει ευθεία αν Α 0 ή Β 0≠ ≠  δηλαδή αν τα Α και Β 

δεν είναι ταυτόχρονα μηδέν. 

���� Μία ευθεία είναι παράλληλη στον x x′  όταν είναι της μορφής 0x Βy Γ 0+ + = . 

���� Μία ευθεία είναι παράλληλη στον y y′  όταν είναι της μορφής Αx 0y Γ 0+ + = . 

����    2.2.2.2.    ΑσκΑσκΑσκΑσκήσεις για λύσηήσεις για λύσηήσεις για λύσηήσεις για λύση        

1.1.1.1.    Να βρείτε τις τιμές του λ∈ℝ  για τις οποίες οι 

παρακάτω εξισώσεις παριστάνουν ευθείες:  

α)α)α)α)    ( ) ( )2λ 4 x λ 2 y 3 0− + − + =  

β)β)β)β)    ( ) ( )2λ 1 x λ 3λ 2 y 3 0− + − + + =  

γγγγ))))    ( ) ( )2 2λ 4 x λ 3λ 2 y 5 λ 0− + − + + − =     

δδδδ))))    ( ) ( )2 2λ 1 x λ 3λ 2 y 3λ 5 0− + − + + + =  
 

2.2.2.2.    α)α)α)α)    Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  

( ) ( )2 2α 2 x α 9 y 3α 8α 5 0+ + − + − + =  

παριστάνει ευθεία για κάθε  α∈ℝ . 

β)β)β)β)    Πότε είναι παράλληλη στον y y′ . 
    

3.3.3.3.    α)α)α)α) Να δείξετε ότι για κάθε α∈ℝ  η εξίσωση  

( ) ( ) ( )2 22α 3α 5 x α α 2 y 1 2α 0+ − + − − + − =  

παριστάνει ευθεία 

β)β)β)β) Για ποια τιμή του α η παραπάνω ευθεία διέ-

ρχεται από το ( )Ο 0,0  

 

4.4.4.4. ∆ίνεται η ευθεία 

( )1ε : αx 5y 10+ =  

α)α)α)α) Να βρείτε το α αν η ( )1ε  τέμνει τον x x′  στο 2 

β)β)β)β)  Για την τιμή του α που βρήκατε παραπάνω 

iiii))))    να σχεδιάσετε την ευθεία    

iiiiiiii))))    να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου που σχη-

ματίζει η ευθεία με τους άξονες 

5.5.5.5. ∆ίνεται η ευθεία ( ) ( )1ε : y 3λ 4 x 2λ 6= − + − . 

Για ποια τιμή του λ∈ℝ     η ευθεία:  

α)α)α)α) διέρχεται από το σημείο ( )Α 2,1   

β)β)β)β)  είναι παράλληλη στον άξονα x x′  

γ)γ)γ)γ)    είναι παράλληλη στον άξονα y y′     

δ)δ)δ)δ)    διέρχεται από την αρχή των αξόνων 

ε)ε)ε)ε)    τέμνει τον x x′  στο σημείο με τετμημένη 3 

στ)στ)στ)στ)    τέμνει τον y y′  στο σημείο με τεταγμένη 2    

 

6.6.6.6. ∆ίνεται η εξίσωση  

( ) ( )2 2α 2α x α 2 y α 4 0− + − + − =     

Να βρείτε τις τιμές του α∈ℝ     ώστε         

α)α)α)α) η εξίσωση να παριστάνει ευθεία  

β)β)β)β)  η εξίσωση να παριστάνει ευθεία που διέρχεται 

από την αρχή των αξόνων 
 

7.7.7.7. ∆ίνεται η εξίσωση 

( ) ( )λ 1 x λ 2 y λ 3+ + + = +  

α)α)α)α) Να εξηγήσετε γιατί η εξίσωση παριστάνει ευ-

θεία για οποιονδήποτε αριθμό λ∈ℝ  

β)β)β)β)  Να βρείτε για ποιο λ η παραπάνω ευθεία  

iiii))))    είναι παράλληλη στον άξονα x x′  

iiiiiiii))))    είναι παράλληλη στον άξονα y y′  

iiiiiiiiiiii)))) διέρχεται από την αρχή των αξόνων 

Σε κάθε μία από τις προηγούμενες περιπτώσεις 

να σχεδιάσετε την αντίστοιχη ευθεία. 

����    3.3.3.3.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1. ∆ίνεται η εξίσωση 

( ) ( )2 2 3 2λ 4 x 2λ 3λ 2 y λ λ 6λ− + + − = − −  

α)α)α)α)    Να βρείτε τις τιμές του λ∈ℝ     ώστε    η εξίσωση 

να παριστάνει ευθεία  

β)β)β)β)    Όταν δεν παριστάνει ευθεία τι παριστάνει; 

γ)γ)γ)γ)    Πότε διέρχεται από την αρχή των αξόνων; 

 

2.2.2.2. ∆ίνεται η εξίσωση 

( ) ( )2 2 22λ 3λ x 6 3λ y 3λ 13 2λ− + − = + −  (1) 

α)α)α)α)    Να αποδείξετε ότι για κάθε λ∈ℝ  η εξίσωση 

παριστάνει ευθεία 

β)β)β)β)    Αν η ευθεία που εκφράζεται από την (1) δι-

έρχεται από το σημείο ( )Α 1,1   τότε να βρείτε το λ 

γ)γ)γ)γ)    Για την μικρότερη τιμή του λ που βρήκατε να  

βρείτε τα σημεία τομής της ευθείας  

 iiii))))    με τους άξονες  

 iiiiiiii))))    με την ευθεία y x=   

δδδδ))))    Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου που σχη-

ματίζει η παραπάνω ευθεία με τους άξονες    
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  Α’ ΜΕΡΟΣ. 3. Συστήματα γραμμικών εξισώσεων 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Η γραμμική εξίσωση Αx Βy Γ 0+ + =  παριστάνει ευθεία  

        ••••    αν Β 0≠  παίρνει την μορφή 
Α Γ

y x
Β Β

= − −  με συντελεστή διεύθυνσης 
Α

λ
Β

= −  και τέμνει τον 

άξονα y y′  στο σημείο ( )Β 0,β .
 

  
••••    αν Β 0 τότε Α 0= ≠  παίρνει την μορφή 

Γ
x

Α
= −  όπου δεν ορίζεται συντελεστής διεύθυνσης 

και τέμνει τον άξονα x x′  στο σημείο 
Γ

Κ ,0
Α

 
− 
 

.
 

���� Έστω ευθείες ( )1 1 1
ε : y α x β= + , ( )2 2 2

ε : y α x β= + . Ισχύει 1 2

1 2

1 2

α α
ε //ε

β β

=
⇒ 

≠
    και 1 2

1 2

1 2

α α
ε ε

β β

=
≡ ⇒ 

=
. 

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1. ∆ίνονται οι παρακάτω γραμμικές εξισώσεις: 

( )1
ε : 2x 3y 4− =     ( )2

ε : x 2y 3+ =     

( )3
ε : x 2y 1− + =     ( )4

ε : x y 1+ =     

( )5
ε : 3x 2y 2− =  ( )6

1 1
ε : 4x y 0

3 5
− − + =     

( )7ε : 2x 3y 7− =  ( )8
ε : x 2y 1− =     

( )9

1
ε : 4x y 3

3
+ =     ( )10

ε : x y= −     

α)α)α)α)    Να γράψετε τις παρακάτω γραμμικές εξισώ-

σεις στη μορφή y αx β= +  

β)β)β)β)    Να βρείτε τον συντελεστή διεύθυνσης σε κάθε 

μία από τις παραπάνω γραμμικές εξισώσεις 

γ)γ)γ)γ)    Να εξετάσετε αν κάποιες από τις παραπάνω 

ευθείες είναι παράλληλες μεταξύ τους 
 

2.2.2.2. Για ποιες τιμές του λ∈ℝ     ορίζονται οι συντε-

λεστές διεύθυνσης των παρακάτω ευθειών: 

( ) ( ) ( )2

1ε : λ 4 x λ 5 y 3 0− + + + =  

( ) ( ) ( )2

2ε : λ 1 x λ 3λ 2 y 3 0+ + − + + =  

( ) ( ) ( )2 2
3ε : λ 9 x λ 3λ 2 y 5 λ 0− + − + + − =     

( ) ( ) ( )2 2
4ε : λ 1 x λ 4λ 3 y 3λ 5 0− + − + + + =

 

( ) ( ) ( )2

5

1
ε : 3λ 1 x 4λ 9 y 0

λ
− − − + =

 

3.3.3.3. Για ποιες τιμές του λ∈ℝ     είναι 1 2ε //ε ; 

α)α)α)α) ( ) ( )2
1ε : y λ 4 x 5= + +     και ( )2ε : y 4λx 4λ= −    

β)β)β)β)  ( ) 2

1ε : y λ x 5= +     και ( )2ε : y x 5λ= −  

 

4.4.4.4.    Έστω οι ευθείες  

( )(ε) : μ 1 x 2μy λ+ − = , ( )(η) : μ 1 x 3y 2λ 1− − = − : 

Να βρείτε για ποιες τιμές των λ,μ∈ℝ  είναι 

α)α)α)α) ε // η  β)β)β)β)  ε//η  ή ε η≡  

 

5.5.5.5.    Να βρείτε τις τιμές του λ∈ℝ  ώστε ε//η  αν  

( ) ( ) 2(ε) : λ 1 x λ 4 y λ 3λ 2 0+ + − + − + =  και 

( )(η) : λ 2 x 3λy λ 4 0+ + + − =  

 

6.6.6.6.    Έστω οι ευθείες  

( ) ( )1ε : μ 1 x μ 2 y 0− − − = , 

( ) ( )2ε : μ 2 x μ 1 y 3 0− − + − =  

Βρείτε τα μ∈ℝ  αν: 

α)α)α)α) 1ε // 2ε  β)β)β)β)    1 2ε //ε  

 

7.7.7.7.    Να βρείτε τα λ∈ℝ , ώστε 1 2ε ε�  αν  

( ) ( )1(ε ) : λ 1 x λ 1 y 3 0− + + − =  και 

( )2(ε ) : 2λ 3 x 3y 7 0− + + =  

����    3.3.3.3.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1. Στο ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων 

Oxy δίνεται η ευθεία με ( )ε  εξίσωση  

( )y 3λ 1 x 2μ, λ,μ= − + ∈ℝ
 

είναι παράλληλη με την ευθεία ( )δ  με εξίσωση 

y 2λx=
 
και διέρχεται από το σημείο ( )Κ 2,8 . 

α)α)α)α)    Να βρείτε τους αριθμούς λ και μ 

β)β)β)β)    Να επαληθεύσετε ότι τα σημεία ( )Λ 4, 4− −  και 

( )Μ 1,2−  ανήκουν στην ευθεία ( )ε  
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Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

☺☺☺☺    1.1.1.1.    ΠροβλήματαΠροβλήματαΠροβλήματαΠροβλήματα        

1.1.1.1. Το άθροισμα δύο αριθμών είναι 20. Αν ο ένας 

αριθμός είναι ο x και ο άλλος ο y τότε  

α)α)α)α)    ποια σχέση συνδέει τους δύο αριθμούς; 

β)β)β)β)    να σχεδιάσετε την ευθεία που αντιστοιχεί 

στην παραπάνω σχέση 

 

2.2.2.2. Ένας δρομέας σε ένα γήπεδο έτρεξε συνολι-

κά 2 ώρες. Αν από την εκκίνηση μέχρι ένα ενδιά-

μεσο σημείο Α (απόσταση x) έτρεχε με ταχύτητα 

3 Km/h και από το ενδιάμεσο σημείο μέχρι το 

τέλος (απόσταση y) έκανε βάδην με ταχύτητα  

2 Km/h τότε 

α)α)α)α)    Να βρείτε τη γραμμική εξίσωση που συνδέει 

τις αποστάσεις x και y 

β)β)β)β)    Αν διένυσε συνολικά 4 Km τότε πόσα χιλιό-

μετρα έκανε βάδην; 
 

3.3.3.3. Ένα κοπάδι έχει x πρόβατα και y κατσίκια. 

Αν το πλήθος των κεφαλιών των προβάτων και 

των ποδιών των κατσικιών είναι 200 

α)α)α)α)    να βρείτε  την γραμμική εξίσωση που συνδέει 

τα x και y 

β)β)β)β)    να βρείτε τα σημεία στα οποία η ευθεία τέμνει 

τους άξονες 

γγγγ))))    Τι εκφράζουν τα παραπάνω σημεία; 

����    2.2.2.2.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1. Ένα ξενοδοχείο έχει δωμάτια από τα οποία x 

είναι δίκλινα και y είναι τρίκλινα. Αν τα συνολικά 

κρεβάτια του ξενοδοχείου είναι 60 τότε 

α)α)α)α) να βρείτε την γραμμική εξίσωση που συνδέει 

τα x και y  

β)β)β)β)  να σχεδιάσετε την αντίστοιχη γραμμική εξί-

σωση 

γ)γ)γ)γ)    να βρείτε πόσα το πολύ δίκλινα και πόσα το 

πολύ τρίκλινα δωμάτια μπορεί να έχει το ξενοδο-

χείο 

δ)δ)δ)δ)    να συμπληρώσετε τον ακόλουθο πίνακα 

∆ίκλινα∆ίκλινα∆ίκλινα∆ίκλινα    3  6  

ΤρίκλιναΤρίκλιναΤρίκλιναΤρίκλινα     4  8 

ε)ε)ε)ε)    Γιατί τα δίκλινα δεν μπορεί να είναι μονός 

αριθμός; 

στ)στ)στ)στ)    Τι αντίστοιχος περιορισμός αντιστοιχεί για 

τα τρίκλινα;  

 

2.2.2.2. ∆ιαθέτουμε χαρτονομίσματα των 5 € και των 

10 € συνολικής αξίας 300 €. 

α)α)α)α)    Αν x είναι τα χαρτονομίσματα των 5 € και y 

τα χαρτονομίσματα των 10 € τότε να βρείτε την 

εξίσωση που τα συνδέει 

β)β)β)β)    Βρείτε μία λύση της εξίσωσης  

γ)γ)γ)γ)    Να βρείτε πόσα χαρτονομίσματα είχαμε αν 

είχαμε μόνο χαρτονομίσματα των 5 € ή μόνο των 

10 €. Τι εκφράζει αυτό γραφικά; 

δ)δ)δ)δ)    Όλα τα σημεία της ευθείας είναι λύσεις του 

προβλήματος; 

ε)ε)ε)ε)    Ποιοι είναι οι περιορισμοί για το x και y; 

☺☺☺☺    3.3.3.3.    ΣπαζοκεφαλιέςΣπαζοκεφαλιέςΣπαζοκεφαλιέςΣπαζοκεφαλιές        

1.1.1.1. O Κώστας μπορεί να αγοράσει συνολικά 32 

μήλα και πορτοκάλια δίνοντας 52 €. Ένα μήλο 

κοστίζει 2 € και ένα πορτοκάλι κοστίζει 1 €. Πόσα 

είναι τα μήλα που μπορεί να αγοράσει;        
ΙΙΙΙααααπωνικός Μαθηματικός ∆ιαγωνισμός πωνικός Μαθηματικός ∆ιαγωνισμός πωνικός Μαθηματικός ∆ιαγωνισμός πωνικός Μαθηματικός ∆ιαγωνισμός     

 

2.2.2.2. Ο Κώστας πήγε διακοπές αλλά ήταν άτυχος, 

ο καιρός ήταν πολύ περίεργος. Για 15 διαφορετι-

κές ημέρες έβρεχε, όχι όμως ολόκληρη την ημέρα. 

Μετά από κάθε βροχερό πρωινό ακολουθούσε 

ένα ηλιόλουστο απόγευμα και μετά από κάθε 

βροχερό απόγευμα ακολουθούσε ένα ηλιόλουστο 

πρωινό. Συνολικά υπήρχαν 12 ηλιόλουστα πρωι-

νά και 13 ηλιόλουστα απογεύματα. Πόσες ημέρες 

διήρκεσαν οι διακοπές του Κώστα; 

3.3.3.3. Είναι γνωστό ότι 5 μήλα και 3 πορτοκάλια 

ζυγίζουν όλα μαζί 440 γρ., ενώ 5 πορτοκάλια και 

3 μήλα ζυγίζουν μαζί 424 γρ. Τα πορτοκάλια εί-

ναι όλα του ίδιου βάρους, όπως επίσης και τα 

μήλα είναι μεταξύ τους του ίδιου βάρους. Το ένα 

μήλο και το ένα πορτοκάλι ζυγίζουν μαζί: 

α) α) α) α) 102 γρ. β) β) β) β) 104 γρ. γ) γ) γ) γ) 108 γρ. δ) δ) δ) δ) 110 γρ. 
∆ιαγωνισμός Ε.Τ.Ε. 2004 ∆ιαγωνισμός Ε.Τ.Ε. 2004 ∆ιαγωνισμός Ε.Τ.Ε. 2004 ∆ιαγωνισμός Ε.Τ.Ε. 2004     

    

4.4.4.4.    Έχουμε 27 πιρούνια. Κάποια από αυτά είναι 

με 3 και κάποια με 4 δόντια. Αν μετρήσουμε όλα 

τα δόντια τα βρίσκουμε 98. Πόσα πιρούνια με 3 

και πόσα πιρούνια με 4 δόντια έχουμε; 
∆ιαγωνισμός Ε.Μ.Ε.∆ιαγωνισμός Ε.Μ.Ε.∆ιαγωνισμός Ε.Μ.Ε.∆ιαγωνισμός Ε.Μ.Ε.    
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  Α’ ΜΕΡΟΣ. 3. Συστήματα γραμμικών εξισώσεων 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Γραμμικό σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους. Γραφική λύση γραμμικού συστήματος. 
     

Αριθμός λύσεωνΑριθμός λύσεωνΑριθμός λύσεωνΑριθμός λύσεων    Κοινά σημείαΚοινά σημείαΚοινά σημείαΚοινά σημεία    ΣύστημαΣύστημαΣύστημαΣύστημα    Γεωμετρική ερμηνείαΓεωμετρική ερμηνείαΓεωμετρική ερμηνείαΓεωμετρική ερμηνεία    ΣυμβολισμόςΣυμβολισμόςΣυμβολισμόςΣυμβολισμός    

Καμία λύση Κανένα Αδύνατο Παράλληλες 1 2ε ε�  

Μία λύση Ένα Μοναδική λύση Τεμνόμενες 1
ε �

2
ε  

Άπειρες λύσεις Άπειρα Αόριστο Ταυτίζονται (συμπίπτουν) 1 2ε ε≡  

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1. Να προσδιορίσετε γραφικά το σύνολο λύσε-

ων στα παρακάτω συστήματα εξισώσεων. 

α)α)α)α) 
y x 2

y 4 x

= +


= −
  β)β)β)β)  

x 2y 3

x y 0

− =


+ =  

γ)γ)γ)γ) 
x 2y 3

x y 1

+ =


− =
  δ)δ)δ)δ)  

2x 3y 6

3x 2y 12

+ =


+ =  
 

2.2.2.2. Να προσδιορίσετε γραφικά το σύνολο λύσε-

ων στα παρακάτω συστήματα εξισώσεων. 

α)α)α)α) 
x 2y 3

x 2y 5

+ =


+ =
  β)β)β)β)  

x y 3

y x 3

+ =


= − +  

γ)γ)γ)γ) 

2x 3y 4

2
y x 1

3

+ =



= − +  

δ)δ)δ)δ)  

yx
1

2 3
3x 2y 6 0


+ =


 + − =  

 

3.3.3.3. ∆ίνεται η γραμμική εξίσωση 

( )1ε : x 2y 4+ =  

α)α)α)α) Να γράψετε μία άλλη γραμμική εξίσωση που 

να έχει ακριβώς τις ίδιες λύσεις με τη δοσμένη 

ββββ)))) Να γράψετε μία άλλη γραμμική εξίσωση που 

να μην έχει καμία κοινή λύση με τη δοσμένη  

4.4.4.4. ∆ίνεται η γραμμική εξίσωση 

( )1ε : 3x y 1+ =  

α)α)α)α) Να γράψετε μία άλλη γραμμική εξίσωση που 

να ταυτίζεται με τη δοσμένη 

ββββ)))) Να γράψετε μία άλλη γραμμική εξίσωση που 

να είναι παράλληλη με τη δοσμένη

  

5.5.5.5. Στο ίδιο σύστημα συντεταγμένων να σχεδιά-

σετε τις ευθείες ( )1ε : x 2=  και ( )2ε : y 3x=  

α)α)α)α) Να βρείτε τις συντεταγμένες του κοινού τους 

σημείου Β 

β)β)β)β) Να βρείτε το εμβαδόν του ορθογωνίου τριγώ-

νου ΟΑΒ, όπου Ο η αρχή των αξόνων και Α ση-

μείο του x x′  με τετμημένη 2 
 

6.6.6.6. Στο ίδιο σύστημα συντεταγμένων να σχεδιά-

σετε τις ευθείες  

( )1ε : x 3= , ( )2ε : y 2= , ( )3ε : x 1= , ( )4ε : y 7=  

και να βρείτε 

α)α)α)α) τα κοινά τους σημεία 

β)β)β)β)  το είδος του τετραπλεύρου που σχηματίζουν 

γ)γ)γ)γ) την περίμετρο και το εμβαδόν του 

����    3.3.3.3.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1. ∆ίνονται δύο ευθείες 1 2ε , ε  οι οποίες τέμνο-

νται στο σημείο Α. Η ευθεία 1ε  διέρχεται από την 

αρχή των αξόνων και έχει κλίση 4, ενώ η ευθεία 

2ε  είναι παράλληλη προς την ευθεία  

( )η : y 2x=  

και διέρχεται από το σημείο ( )Γ 0,6 . 

α)α)α)α)    Να βρείτε τις εξισώσεις των παραπάνω ευ-

θειών καθώς και το κοινό τους σημείο Α 

β)β)β)β)    Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ, ό-

που Ο είναι η αρχή συστήματος ορθογωνίων α-

ξόνων Oxy, Α το κοινό σημείο των ευθειών και Β 

το σημείο όπου η ευθεία 2ε  τέμνει τον άξονα x x′    

  Θαλής Γ’ Γυμνασίου 2009Θαλής Γ’ Γυμνασίου 2009Θαλής Γ’ Γυμνασίου 2009Θαλής Γ’ Γυμνασίου 2009    

2.2.2.2. Οι παρακάτω ευθείες έχουν το ίδιο κοινό ση-

μείο με τον άξονα x x′  

( )1ε : x 2y 2+ =     και ( ) ( )2ε : μx μ 5 y 6+ − =  

α)α)α)α) Να βρείτε το μ∈ℝ  

β)β)β)β)  Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων τις 

δύο ευθείες  
 

3.3.3.3.  ∆ίνονται οι παρακάτω ευθείες: 

( )1ε : x y 6− = − , ( )2ε : x y 4+ = , ( )3ε : x 3y 6+ =  

α)α)α)α)    Να βρείτε τα σημεία τομής των παραπάνω 

ευθειών ανά δύο    

β)β)β)β)    Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο που σχηματίζε-

ται είναι ορθογώνιο και να βρείτε το εμβαδόν του    
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Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Μέθοδος της αντικατάστασης ���� Μέθοδος των αντίθετων συντελεστών 

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1. Να λύσετε τα παρακάτω συστήματα με τη 

μέθοδο της αντικατάστασης: 

α)α)α)α) 
x 4y 5

2x 4y 2

+ =


− =
  β)β)β)β)  

3x 2y 7

x 2y 14

+ =


− =
  

γ)γ)γ)γ) 
3x 2y 5

2x 2y 0

+ =


− =
  δ)δ)δ)δ)   

2x 3y 2

5x 7y 5

+ =


− =
 

 

2.2.2.2. Να λύσετε τα παρακάτω συστήματα με τη 

μέθοδο των αντίθετων συντελεστών: 

α)α)α)α) 
x 3y 7

2x 3y 4

− =


+ =
  β)β)β)β)  

3x y 1

x 2y 3

− =

− + =

  

γ)γ)γ)γ) 
x 4y 2

2x y 5

+ =


− = −
  δ)δ)δ)δ)  

5x 7y 11

6x 4y 0

− =


− =
  

    

3.3.3.3. Να λύσετε τα παρακάτω συστήματα: 

α)α)α)α) 
x y 3

2x 2y 5

− =


− =  

β)β)β)β)  
x 2y 4

2x 4y 7

− =

− + =

  

γ)γ)γ)γ)  
α β 4

3β 15 3α

+ =


= −  

δ)δ)δ)δ)  
3ω 2 φ

3φ 6 9ω

= −


= −
  

 

4.4.4.4. Να λύσετε τα παρακάτω συστήματα: 

α)α)α)α) 
0,3x 1,5y 0,3 0

y 0,3x 0,2

− + =


− = −  

β)β)β)β)    
0,5x y 1

4,5x y 21

+ = −


− =   

γ)γ)γ)γ)    

1 1
x y

2 2
3 2 19

x y
2 3 2


+ = −


 − =


 

δ)δ)δ)δ)    

1
x 4y 1

2
1 3

x y 0
2 2


+ =


 − + =


 

    

5.5.5.5. Να λύσετε τα παρακάτω συστήματα: 

α)α)α)α) 
( ) ( )

( )
2 2x 3y 3 2x 3y 10

4x 3y 4 6y 2x 3

 + = − +


− = − +
  

β)β)β)β)  
( ) ( )
( ) ( )

2 x 2y 3 x 3y 83

2 y 2x x 2y 49

 + − − = −


− − − = −
  

γ)γ)γ)γ) 
( ) ( )
( ) ( )

7 2x y 5 3y 4x 30

5 y x 3 6 y 2x

 − + − = −


− + = −
  

δ)δ)δ)δ)   
( ) ( )

( ) ( )
5 x 2y 3x 11y 14

7x 9y 3 5 x 4 4 x y 5 38

 + − + =


 − − − − + − =  
 

6.6.6.6. Να λύσετε τα παρακάτω συστήματα: 

α)α)α)α) 

yx

2 5
3x 7y 15


=


 − =

  β)β)β)β)  

y
x

4
x 2y 10


=


 + =

  

γ)γ)γ)γ) 

yx
4

3 2
x

y 5
6


− = −


 − =


  δ)δ)δ)δ)  

2x 3y 5

yx
2

2 3

 + =



+ =


  

 

7.7.7.7. Να λύσετε τα παρακάτω συστήματα: 

α)α)α)α) 

2x 2
y 3

3
y 2x 2

1
2 3

+
+ =


++ − =



 β)β)β)β)            

2x y 4 0

3x y 2y 2 6x

3 5 5

+ + =

 + −

+ =

  

γ)γ)γ)γ)    

y 1x 1 3

2 4 2
y 1x 1 3

2 2 4

−+
+ =


−+ − =


 

δ)δ)δ)δ)    

y 14x 3
2

5 2
2y 13x 2

1
4 3

−−
+ =


−+ − =



 

ε)ε)ε)ε)  

6 yx 5
2

2 4
5y 2x 1

3
4 6

−+
− =


−+ − =



  στ) στ) στ) στ)     

2x y x y 1

3 6 2
x

y 7
2

− +
− = −


 + =


 

 

8.8.8.8. Να λύσετε τα παρακάτω συστήματα: 

α)α)α)α) 

3x y x y y 2
x 1

2 5 3
x y x 6

x 1 y
2 3

− + +
+ = + +


+ + − − = −



  

β)β)β)β)  

3x 2y 1 x 3y 2

2 3
x 2y 2x y 1

5 3

− + − −
=


+ + + =



  

γ)γ)γ)γ)    

y 3x 2 x
1

4 8 2
5y 94x 1 x

1
4 6 2

−−
+ = −


−+ − = +



  

δ)δ)δ)δ)  

3x 2y 2x 4

2 3 3
10x 15y 2x 2y

4
5 10

−
+ =


− + + = −



  

 

9.9.9.9. Βρείτε τα α, β αν ( ) ( )2 2
α β 2 3α β 2 0− − + + − =    
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  Α’ ΜΕΡΟΣ. 3. Συστήματα γραμμικών εξισώσεων 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Η γεωμετρική ερμηνεία ενός συστήματος εξισώσεων είναι η εύρεση των κοινών σημείων (σημείων 

τομής) των γραμμών που αντιστοιχούν στις δύο εξισώσεις 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησης        
1.1.1.1. Ποια είναι η σχετική θέση των δύο ευθειών κάθε ενός από τα παρακάτω συστήματα; 

α)α)α)α)    
2x 4y 8

x 2y 3

+ =

− − =  

β)β)β)β)    

x 3y 10

2 6
x y 4

5 5

+ =



+ =  

γ)γ)γ)γ)    
2x y 3

x y 2

− =


+ =
    δ)δ)δ)δ)    

x y 1

x y 2

− =


+ =
 

 ����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1. Να βρείτε τα σημεία τομής των παρακάτω 

ευθειών. 

α)α)α)α)    ( )ε : y 2x=  και ( )ζ : y x 1= − +  

β)β)β)β)    ( )ε : y x 3= − +  και ( )ζ : y x 4= +     

γ)γ)γ)γ)    ( ) 2
ε : x y 0

3
− =  και ( )ζ : 4x 3y 1− =     

δ)δ)δ)δ)    ( )ε : 7x 11y 4− =  και ( )ζ : 3x 13y 15+ =     

 

2.2.2.2. Να βρείτε τα σημεία τομής των παρακάτω 

ευθειών: 

α)α)α)α)    ( ) ( )1 2ε : x 3y 4 και ε : 2x y 8− = − − + =     

β)β)β)β)    ( ) ( )1 2ε : 7x y 19 και ε : 2x 3y 19− = − + = −     

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )1 2ε : 5x 4y 7 και ε :10x 8y 3+ = + =     

δ)δ)δ)δ)    ( ) ( )1 2ε : 2x 3y 4 και ε : 4x 6y 8− = − =     

 

3.3.3.3. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρ-

χεται από τα σημεία: 

α)α)α)α)    ( )Α 2,3 , ( )Β 4,5  β)β)β)β)    ( )Α 1,4− , ( )Β 2, 3−  

γ)γ)γ)γ)    ( )Α 3,5− , ( )Β 4,5  δ)δ)δ)δ)  ( )Α 3,7 , ( )Β 3, 1−  

4.4.4.4. α)α)α)α)    Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που 

διέρχεται από τα σημεία ( )Α 1,2  και ( )Β 2, 1−  

β)β)β)β)    Να εξετάσετε αν το σημείο ( )Γ 4,3  είναι ση-

μείο της ευθείας που ορίζουν τα Α και Β 

 

5.5.5.5. ∆ίνονται οι ευθείες 

( )ε : 3x 2y 1− =  και ( )ζ : x 4y 3− = −  

α)α)α)α)    Να βρείτε το σημείο τομής Κ των δύο ευθειών 

β)β)β)β)    Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρ-

χεται από το Κ και από το σημείο που τέμνει η 

( )ζ  τον x x′  

 

6.6.6.6. ∆ίνονται οι ευθείες 

( )ε : 2x y 3+ =  και ( )ζ : 3x 2y 1− =  

α)α)α)α)    Να βρείτε το σημείο τομής Κ των δύο ευθειών 

β)β)β)β)    Να ελέγξετε αν το Κ ανήκει στην ευθεία 

( )η : 7x y 4− =
    

 

7.7.7.7. Οι παρακάτω ευθείες συντρέχουν; 

( )ε : x y 2+ = , ( )ζ : x y 6− = , ( )η : 2x y 10− =  

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1. ∆ίνεται το παρακάτω σύστημα 

y x 1

y x κ

= +


= +
 

αααα))))    Να επιλύσετε αλγεβρικά το σύστημα 

ββββ))))    Να ερμηνεύσετε γεωμετρικά την παραπάνω 

λύση 

 

2.2.2.2. ∆ίνεται η ευθεία ( )ε  με εξίσωση 

( )ε : 3x 2y 1− =  

Να βρείτε μία άλλη ευθεία που να έχει με την ( )ε   

α)α)α)α)    ένα κοινό σημείο 

β)β)β)β)    κανένα κοινό σημείο 

γ)γ)γ)γ)    άπειρα κοινά σημεία 

 

3.3.3.3. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε  η ο-

ποία τέμνει τον Οy στο σημείο ( )Α 0,4  και σχη-

ματίζει με τους θετικούς ημιάξονες τρίγωνο με 

εμβαδό 10 τετραγωνικές μονάδες. 

 

4.4.4.4. Οι ευθείες με εξισώσεις 

( )ε : 2x y 3+ =  και ( )ζ : 3x 2y 1− =  

τέμνονται στο σημείο ( )Α 2,0 ; 

64646464    Αλγεβρική επίλυση γραμμικού συστήματος (Γεωμετρική ερμηνεία)Αλγεβρική επίλυση γραμμικού συστήματος (Γεωμετρική ερμηνεία)Αλγεβρική επίλυση γραμμικού συστήματος (Γεωμετρική ερμηνεία)Αλγεβρική επίλυση γραμμικού συστήματος (Γεωμετρική ερμηνεία)    3333....3 3 3 3 / / / / 2222    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Για να λύσουμε οποιοδήποτε σύστημα γραμμικό ή μη γραμμικό η γενική μέθοδος λύσης είναι η  

μέθοδος της αντικατάστασης. 

���� Αν σε κάποια εξίσωση ο άγνωστος εμφανίζεται στον παρονομαστή τότε πρέπει αρχικά να πά-

ρουμε περιορισμόπεριορισμόπεριορισμόπεριορισμό ότι ο παρονομαστής αυτός πρέπει να είναι διάφορος του μηδέν. 

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1. Να λύσετε τα παρακάτω συστήματα: 

Α.Α.Α.Α.    α)α)α)α) 
x y 11

xy 24

+ =


=  

β)β)β)β)   
x y 2

xy 35

− =


=
 

Β.Β.Β.Β.    α)α)α)α)  
2 2x 9y 5

x 3y 2

 − =


+ =  

β)β)β)β)  
2

x 3y 5

5x y 9

+ =


− =
 

    γ)γ)γ)γ) 
2 2x y 73

x y 11

 + =


+ =
  δ)δ)δ)δ)  

2x 2y x 0

x 2y 2

 − + =


+ =
  

 

2.2.2.2. Να λύσετε τα παρακάτω συστήματα: 

Α.Α.Α.Α.    α)α)α)α)  

3 4
5

x y

2 6
1

x y


− = −



 + =


 

β)β)β)β)  

15 6
8

x y

3 4
1

x y


+ =



 − = −


  

    γ)γ)γ)γ)  

1 3
1

x y

2 9
1

x y


− =



− + = −


 

δ)δ)δ)δ)  

2 1
1

x y

1 3
12

x y


− =



 − = −


 

Β.Β.Β.Β.    α)α)α)α) 

1 1
3

2x 1 y 2

3 2
4

2x 1 y 2


− = + −


 + =
 + −

  β) β) β) β) 

4 12
1

x y x y

1 1
0

x y 2x 2y


+ = − − +


 + =
 − +

 

3.3.3.3. Να λύσετε τα παρακάτω συστήματα: 

α)α)α)α) 

1 2
0

x y

3x y 3


− =


 − =

 β)β)β)β)  

2 1
0

x y

2x y 6


+ =


 + =

   

γ)γ)γ)γ) 

2 2

1 1 1

x y 4

1 1 3

16x y


− =



 − =


  δ)δ)δ)δ)  

1 1 12

x y 35

xy 35


+ =


 =

  

 

5.5.5.5. Να λύσετε τα παρακάτω συστήματα: 

Α.Α.Α.Α.    α)α)α)α) 
3 x 2 y 5

2 x 5 y 3

 + =


− = −
 β)β)β)β)  

3 x 2 y 5

4 x 2 y 2

 − = −


+ = −
  

Β.Β.Β.Β.    α)α)α)α) 
( ) ( )2 22 2x 1 y x y 2 1

x 6y 2

 + − = − + +


+ =
  

    β)β)β)β)  
2 2

y x 1

x xy y 1

− =


+ − =  

    γ)γ)γ)γ) 
2 2

y x 1

x xy y 1

− =


+ − =
 

 δ)δ)δ)δ)    
( ) ( )
( ) ( )

2 1 x 2 1 y 6

2 1 x 2 1 y 2

 − + + =


+ + − =

����    3.3.3.3.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1. Να λύσετε τα παρακάτω συστήματα: 

α)α)α)α) 
( )( )
x y 12

x 3y 2x y 0

+ =
 − − =

   

β)β)β)β)   
( )( )
5x y 12

2x y 4x y 3 0

+ =
 + − + =

 

γ)γ)γ)γ) 
( )( )
( )( )
y 2x x y 0

x y 6 2x y 0

 − + =


− + − =  

δ)  δ)  δ)  δ)  
( )( )2x y 6 x 2y 3 0

x 2y 2

 + + + − =


− =  

ε)  ε)  ε)  ε)  
( ) ( )

( )( ) ( )
3 x 3 2 y 5 1

x 3 y 5 x y 7 8

 + − + =


+ − = − +  

2.2.2.2. Να λύσετε τα παρακάτω συστήματα: 

α)α)α)α) 

1 11
4x 2y

x 3y 2

2
6x 3y 8

x 3y


− + = − +


 − + = −
 +

  β)β)β)β)  

3 2
12

x y

4y 3x
17

xy


+ =




+ =


  

γ)γ)γ)γ) 
( )( )

( )( )

1 2 2

2x 3y x 4y 2x 3y x 4y

2 6 10

2x 3y x 4y 2x 3y x 4y


− = − − − −


 − =
 − − − −

  

δ)δ)δ)δ)    

22 9y 14x 1
31

2x 1 3y 1

4xy 2x 2y 1 9xy 3x 3y 1
29

2x 1 3y 1

 −−
+ = + −


+ + + − − + + =

 + −

 

66665555    Αλγεβρική επίλυση γραμμικού συστήματος (Από μη γραμμικά)Αλγεβρική επίλυση γραμμικού συστήματος (Από μη γραμμικά)Αλγεβρική επίλυση γραμμικού συστήματος (Από μη γραμμικά)Αλγεβρική επίλυση γραμμικού συστήματος (Από μη γραμμικά)    3333....3 3 3 3 / / / / 3333    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 3. Συστήματα γραμμικών εξισώσεων 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1. α)α)α)α)    Να βρείτε το β αν η ευθεία με εξίσωση 

β
y 2x

3
= +  

διέρχεται από το σημείο ( )Α 0,1 . 

β)β)β)β) Για β 3=  να λύσετε το σύστημα 

2

β
y 2x

3

y xy 12


= +


 + =

 

 

2.2.2.2. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας  

( )ε : y αx β= +  

αν αυτή διέρχεται από τα σημεία 

( )Α α, 1−  και ( )Β 1,3α  

 

3.3.3.3. ∆ίνονται οι ευθείες 

( ) ( )ε : 4λx 3 λ 1 y 5− + =  και ( )ζ : 2x 6y 3− =  

Να βρείτε το λ∈ℝ  ώστε οι δύο ευθείες να τέμνο-

νται σε σημείο 

α)α)α)α)    του x x′  

β)β)β)β) του y y′  

 

4.4.4.4. Αν η εξίσωση  

( )α β 1 x β 2α 3− + = − +  

είναι αόριστη τότε να βρείτε τα α και β. 
    

5.5.5.5. Να βρείτε τα α και β ώστε η εξίσωση  
2x αx β 0+ + =  

να αληθεύει για x 3=  και x 7= − . 

6.6.6.6.  Να βρείτε τα α, β∈ℝ  ώστε οι ευθείες  

1ε : y αx β= +  και  2ε : y βx α= +  

να τέμνονται στο σημείο ( )Α 3,1 . 

 

7.7.7.7. ∆ίνονται οι ευθείες 

( )ε : y x 2= −  και ( )ζ : 3x 4y 5− =     

α)α)α)α)    Να βρείτε το σημείο τομής Α των ευθειών 

β)β)β)β) Αν η ευθεία 

( ) ( ) ( )η : λ 1 x 3λ 2 y 0− + − =  

διέρχεται από το σημείο Α τότε να βρείτε το λ 

 

8.8.8.8. Να βρείτε τις τιμές των λ και μ αν η ευθεία 

( ) ( )η : 3 λx μ 2 y 0+ + − =     

διέρχεται από το σημείο τομής των ευθειών 

( )ε : x 2y 5+ =  και ( )ζ : x y 4− = −  

και από το σημείο ( )Β 1, 1− .  

 

9.9.9.9. Να βρείτε τα α, β∈ℝ  ώστε η ευθεία  

( )ε : 2x 3y 5+ =  

να διέρχεται από τα σημεία  

( )Α β α,α 2− −  και ( )Β β,α β−  

 

10.10.10.10. Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς α 

και β ώστε η εξίσωση 

( )2x α 2 x α 4β 0+ − + + =  

να έχει ρίζες τους αριθμούς –1 και –2. 

 

����    2.2.2.2.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1. Να βρείτε τα x, y ώστε η παράσταση 

( ) ( )2 2
Α x 2y 1 3x y 1 2007= − + + + − +  

να γίνεται ελάχιστη. Ποια είναι αυτή; 

 

2.2.2.2. Έστω το σύστημα 

x 2αy 9

αx 2βy 10

+ =


− = −
 

το οποίο έχει λύση την ( ) ( )x,y 1,3= . 

α)α)α)α)    Να βρείτε τα α και β 

β)β)β)β)    Να κάνετε την γραφική παράσταση της ευ-

θείας  

( )ε : y 3αx 2β= +  

όπου α, β είναι οι τιμές του α) ερωτήματος 

3.3.3.3. ∆ίνεται η ευθεία ( )ε : 3x 2y 1− =  

α)α)α)α)    Να βρείτε την τιμή του α ώστε η εξίσωση  
2y 3x 4α 0− + =  

να έχει λύση ένα σημείο της ( )ε  

β)β)β)β)    Για την τιμή του α που βρήκατε στο παραπά-

νω ερώτημα να βρείτε το σημείο που τέμνει τον 

άξονα x x′  η ευθεία ( )ζ : 4x 2y α− =  

 

4.4.4.4. ∆ίνεται το σύστημα 

( ) ( )
( ) ( )
2α 1 x 4β 1 y 3

α 1 x β 2 y 2

 − + + =


+ + − =
    

με αγνώστους τα x και y. Να βρείτε τις τιμές των 

ώστε το σύστημα να έχει λύση το ζεύγος ( )1,1− . 

66666666    Αλγεβρική επίλυση γραμμικού συστήματος (Παράμετροι)Αλγεβρική επίλυση γραμμικού συστήματος (Παράμετροι)Αλγεβρική επίλυση γραμμικού συστήματος (Παράμετροι)Αλγεβρική επίλυση γραμμικού συστήματος (Παράμετροι)    3333....3 3 3 3 / / / / 4444    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.1.1.1. Σε ένα ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ δίνεται ότι: 

ΑΒ x 4, AΓ 4 y, BΓ y 2= + = − = +  

Να βρείτε τα μήκη των πλευρών του. 

 

2.2.2.2. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο με περίμετρο 10 

cm και με βάση κατά 1 cm μεγαλύτερη από κάθε 

μία από τις δύο ίσες πλευρές. Να βρείτε τα μήκη 

των τριών πλευρών. 

 

3.3.3.3. Ένα ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφή το Α 

έχει 2ΑΒ x= , 2ΑΓ 5 y= −  και τα ύψη του 

Β∆ x y= +  και ΓΕ 1=  από το Β και Γ αντίστοιχα. 

Να υπολογίσετε τις ίσες πλευρές του τριγώνου. 

  

4.4.4.4. Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ η εξίσωση της πλευράς 

ΑΒ είναι y 2x= της ΒΓ είναι 3y 5x 2− =  και της 

ΑΓ είναι y 2x 3+ = . Να βρείτε τις συντεταγμένες 

των κορυφών Α, Β, Γ του τριγώνου. 

 

5.5.5.5. Να υπολογίσετε τις διαστάσεις ενός ορθογω-

νίου με περίμετρο 22 cm και εμβαδόν 30 cm2.  

 

6.6.6.6. Βρείτε το εμβαδόν ορθογωνίου με διαδοχικές 

πλευρές x y 1, x 2, 3x 4, 2y x+ + + − − . 

7.7.7.7. Ένα ξενοδοχείο έχει 40 δίκλινα και τρίκλινα 

δωμάτια. Αν το ξενοδοχείο έχει 95 κρεβάτια τότε 

να βρείτε πόσα είναι τα δίκλινα και πόσα είναι τα 

τρίκλινα. 

  

8.8.8.8. Μία παρέα 26 ατόμων θα πάνε εκδρομή και 

θα μετακινηθούν με 8 οχήματα (αυτοκίνητα και 

μοτοσυκλέτες). Με κάθε αυτοκίνητο μεταφέρο-

νται 4 άτομα και με κάθε μοτοσυκλέτα 2 άτομα. 

Να βρείτε πόσα είναι τα αυτοκίνητα και πόσες οι 

μοτοσυκλέτες. 

 

9.9.9.9. Μαρία: Αν μου δώσεις δύο, θα έχω όσα και 

εσύ. 

Ελένη: Αν εσύ μου δώσεις δύο, θα έχω τα διπλά-

σια από σένα. 

Πόσα έχει η καθεμιά; 

 

10.10.10.10. Έστω το παρακάτω σύστημα όπου οι συ-

ντελεστές του x και του y σβήστηκαν κατά λάθος. 

....x y 4

6x ....y 3

+ =


− =
 

Μπορείτε να τους υπολογίσετε αν γνωρίζετε ότι 

το σύστημα έχει λύση 
1 5

,
3 3

 
− − 
 

; 

����    2.2.2.2.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1.1.1.1. Να βρείτε δύο αριθμούς οι οποίοι διαφέρουν 

κατά 33 και η μεταξύ τους διαίρεση δίνει πηλίκο 

3 και υπόλοιπο 12.  

 

2.2.2.2. Ένας φυσικός αριθμός όταν διαιρείται με το 5 

ή με το 3 αφήνει υπόλοιπο 2 και πηλίκα που δί-

νουν άθροισμα 8. Ποιος είναι ο αριθμός; 

3.3.3.3. Να διαιρέσετε το 375 σε δύο μέρη με λόγο
3

15
. 

 

4.4.4.4. Το άθροισμα των ψηφίων ενός διψήφιου α-

ριθμού είναι 9. Αν ο αριθμός αυξηθεί κατά 27 

προκύπτει διψήφιος αριθμός με εναλλαγή των 

ψηφίων του αρχικού αριθμού. Ποιος είναι ο α-

ριθμός αυτός;

☺☺☺☺    3.3.3.3.    ΣπαζοκεφαλιέςΣπαζοκεφαλιέςΣπαζοκεφαλιέςΣπαζοκεφαλιές        

1.1.1.1. Κατασκεύασε ένα στέμμα από χρυσάφι, χαλ-

κό, κασσίτερο και σίδηρο που να ζυγίζει 60 μνες: 

ο χρυσός και ο χαλκός να είναι τα δύο τρίτα αυ-

του, ο χρυσός και ο κασσίτερος τα τρία τέταρτα 

και ο χρυσός και ο σίδηρος τα τρία πέμπτα. Βρες 

τα βάρη του χρυσού, χαλκού, κασσίτερου και  

σιδήρου που χρειάζονται.    Παλατινή ανθολογίαΠαλατινή ανθολογίαΠαλατινή ανθολογίαΠαλατινή ανθολογία    

    

2.2.2.2. Βρείτε το πενταψήφιο password ώστε: 

� Το άθροισμα του τρίτου και του πέμπτου ψη-

φίου του είναι ίσο με 14 

� Το τέταρτο ψηφίο είναι μεγαλύτερο κατά ένα 

από το δεύτερο ψηφίο 

� Το πρώτο ψηφίο είναι κατά ένα μικρότερο 

από το διπλάσιο του δεύτερου 

� Το άθροισμα του δεύτερου και του τρίτου ψη-

φίου είναι ίσο με 10

Αλγεβρική επίλυση γραμμικού συστήματος (Προβλήματα)Αλγεβρική επίλυση γραμμικού συστήματος (Προβλήματα)Αλγεβρική επίλυση γραμμικού συστήματος (Προβλήματα)Αλγεβρική επίλυση γραμμικού συστήματος (Προβλήματα)    66667777    3333....3 3 3 3 / / / / 5555    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 4. Συναρτήσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Συνάρτηση, γραφική παράσταση συνάρτησης.        
    

(((( )))) 2222f xf xf xf x αxαxαxαx====     (Παραβολή)(Παραβολή)(Παραβολή)(Παραβολή)    

α 0>  α 0>  

 

• Κορυφή το ( )Ο 0,0  

• Βρίσκεται στον ά-

ξονα x x′  και πάνω 

• Ελάχιστη τιμή το 

y 0=  όταν x 0=  

• Άξονας συμμετρίας 

ο y y′  

 

• Κορυφή το ( )Ο 0,0  

• Βρίσκεται στον ά-

ξονα x x′  και κάτω 

• Μέγιστη τιμή το 

y 0=  όταν x 0=  

• Άξονας συμμετρίας 

ο y y′  

���� Γεωμετρική ερμηνεία το συντελεστή α    

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόηΕρωτήσεις κατανόηΕρωτήσεις κατανόηΕρωτήσεις κατανόησηςσηςσηςσης        
1. ∆ίνεται η παραβολή 2y 2x= . 

α)α)α)α)    Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα 

τιμών: 

xxxx    –2 –1 0 1 2 

yyyy         

β)β)β)β)    Να τοποθετήσετε σε ένα σύστημα συντεταγ-

μένων τα σημεία που προκύπτουν από τον πα-

ραπάνω πίνακα και να σχεδιάσετε την παραβολή 

2. ∆ίνεται η παραβολή 2y 3x= − . 

α)α)α)α)    Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα 

τιμών: 

xxxx    –2 –1 0 1 2 

yyyy         

β)β)β)β)    Να τοποθετήσετε σε ένα σύστημα συντεταγ-

μένων τα σημεία που προκύπτουν από τον πα-

ραπάνω πίνακα και να σχεδιάσετε την παραβολή 

����    3.3.3.3.    ΑσκήΑσκήΑσκήΑσκήσεις για λύσησεις για λύσησεις για λύσησεις για λύση        

1. Στο ίδιο σύστημα αξόνων να σχεδιάσετε τις 

παραβολές: 

α)α)α)α)    2y x=  και 2y x= −  

β)β)β)β)    21
y x

2
=  και 21

y x
2

= −  

 

2. Στο ίδιο σύστημα αξόνων να σχεδιάσετε τις 

παραβολές και να βρείτε αν παρουσιάζουν μέγι-

στο ή ελάχιστο. 

α)α)α)α)    21
y x

2
=  , 2y x=  και 2y 3x=  

β)β)β)β)    21
y x

3
= −  , 2y 2x= −  και 2y 4x= −  

3. Στο ίδιο σύστημα αξόνων να σχεδιάσετε τις 

παραβολές και να βρείτε αν παρουσιάζουν μέγι-

στο ή ελάχιστο. 

α)α)α)α)    2y 2x=  για 3 x 4− ≤ ≤  

β)β)β)β)    21
y x

3
= −  για 4 x 3− ≤ <  

    

4. ∆ίνονται οι παραβολές 

( ) ( )2 2 2 2y α 4α 4 x , y α 2α 1 x= + + = − +  

με α 2, α 1≠ − ≠ . Να βρείτε, αν υπάρχουν, τις 

τιμές του α∈ℝ  ώστε η γραφική παράσταση της 

πρώτης παραβολής να είναι πιο μακριά από τον 

άξονα y y′   

☺☺☺☺    4444....    ΠροβλήματαΠροβλήματαΠροβλήματαΠροβλήματα        

1. Έστω ισόπλευρο τρίγωνο με πλευρά x. Να 

εκφράσετε το εμβαδόν του ως συνάρτηση του x 

και να σχεδιάσετε τη γραφική του παράσταση. 

2. Έστω ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με πλευ-

ρές x και 2x. Να εκφράσετε το εμβαδόν του ως 

συνάρτηση του x και να σχεδιάσετε τη γραφική 

του παράσταση. 

68686868 Η συνάρτηση Η συνάρτηση Η συνάρτηση Η συνάρτηση (((( )))) 2222f xf xf xf x αxαxαxαx====  με με με με α 0α 0α 0α 0≠≠≠≠  (Γραφική παράσταση)(Γραφική παράσταση)(Γραφική παράσταση)(Γραφική παράσταση)    4444....1 1 1 1 / / / / 1111    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Συνάρτηση, γραφική παράσταση συνάρτησης. 

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Να βρείτε την εξίσωση της παραβολής 
2y αx=  αν γνωρίζετε ότι διέρχεται από το σημείο 

α)α)α)α)    ( )Α 1,4   β)β)β)β)    ( )Β 2,4−     

Στη συνέχεια να εξετάσετε αν τα σημεία ( )Γ 3,6  

και ( )∆ 2,16  ανήκουν σε κάθε μία από τις παρα-

πάνω παραβολές. 

 

2. ∆ίνεται η παραβολή 

( )2 2y λ 3λ 2 x= − +  

α)α)α)α)    Να βρείτε το λ ώστε η παραβολή να διέρχεται 

από το ( )Α 1,6  

β)β)β)β)    Για τη μεγαλύτερη τιμή του λ από το (α) ερώ-

τημα να κάνετε την γραφική παράσταση 
 

3. Να βρείτε τα σημεία της παραβολής 2y 3x=  

τα οποία έχουν τεταγμένη ίση με 27.  
 

4. α)α)α)α)    Να βρείτε τα σημεία τομής της παραβο-

λής 2y x=  και της ευθείας y x 6= +  

β)β)β)β) Να κάνετε τις γραφικές παραστάσεις των 

δύο συναρτήσεων στο ίδιο σύστημα αξόνων 

γ)γ)γ)γ)    Να βρείτε τις τιμές του x για τις οποίες 
2x x 6≤ +  

 

5. α)α)α)α)    Για ποιες τιμές του α∈ℝ  η παραβολή 

23 5α
y x

7

−
=  

βρίσκεται κάτω από τον άξονα x x′ ; 

β)β)β)β) ομοίως η παραβολή 

23
y α 5 x

2

 
= − 
 

 

 

6. Για ποιες τιμές του α, λ, μ∈ℝ  οι παραβολές 

iiii)))) ( ) 2y 2α 6 x= −  iiiiiiii))))    ( ) 2y 2λ 3 x= +     

iiiiiiiiiiii))))    ( ) 2y 1 2λ x= −     iviviviv))))    21
y μ x

3

 
= − 
 

    

α)α)α)α)    έχουν ελάχιστο 

β)β)β)β) έχουν μέγιστο 
 

7. Α.Α.Α.Α.    ∆ίνονται οι παραβολές 

( )2 21
y α x , y 2α 1 x

3

 
= + = − 
 

 

Να βρείτε την τιμή του α∈ℝ  ώστε οι γραφικές 

παραστάσεις των παραβολών: 

α)α)α)α)    να ταυτίζονται 

β)β)β)β)    να είναι συμμετρικές ως προς τον άξονα x x′  

ΒΒΒΒ....    Ομοίως για τις παραβολές 

( ) ( )2 2 2y α 3α x , y 4 2α x= − = −  

 

8. ∆ίνεται η παραβολή 

( ) 2y 2α 1 x= −  

Να βρείτε την τιμή του α∈ℝ  ώστε  

α)α)α)α)    το συμμετρικό του σημείο ( )Α 1, 4− −  ως προς 

την αρχή των αξόνων να ανήκει στην παραβολή    

β)β)β)β)    το συμμετρικό του σημείο ( )Β 2,3  ως προς 

τον x x′  να ανήκει στην παραβολή 

����    3333....    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1. ∆ίνεται η συνάρτηση 

( ) 2f x 20x=  

Να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α)    
( ) ( )

2 2

f α f β
20

α β

+
=

+
 

β)β)β)β)    
( ) ( )

( ) ( )
f α β f α β

2
f α f β

+ + −
=

+
 

 

2. Αν Α και Β είναι τα σημεία της παραβολής 
2y 8x=  με την ίδια τεταγμένη 2, να υπολογίσετε 

το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ, όπου Ο είναι η 

αρχή των αξόνων. 

 

3. Στο ίδιο σύστημα αξόνων να σχεδιάσετε τις 

γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 
2y 2x=  και y 8=  

α)α)α)α)    Να βρείτε τα κοινά τους σημεία 

β)β)β)β)    Από τις γραφικές παραστάσεις να βρείτε τις 

τιμές του x ώστε 2x 4>  

γ)γ)γ)γ)    Όμοια να λύσετε την ανίσωση 2x 4<  

69696969 Η συνάρτηση Η συνάρτηση Η συνάρτηση Η συνάρτηση (((( )))) 2222f xf xf xf x αxαxαxαx====  με με με με α 0α 0α 0α 0≠≠≠≠     4444....1 1 1 1 / / / / 2222    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 4. Συναρτήσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

 
 

Κατακόρυφη μετατόπιση πάνω c 0>    ( )φ x c+  Κατακόρυφη μετατόπιση κάτω c 0>    ( )φ x c−  

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησηςΕρωτήσεις κατανόησης        
1.    Έστω η συνάρτηση ( )f x x= . Μπορείτε να γράψετε τις παρακάτω συναρτήσεις ως συνάρτηση της f; 

α)α)α)α)    ( )g x x 1= −     β)β)β)β)    ( )h x x 2= +     γ)γ)γ)γ)    ( ) 1
p x x

2
= −     δ)δ)δ)δ)    ( )q x x 3= +     

    

2.    Έστω η συνάρτηση ( )f x x= . Μπορείτε να γράψετε τις παρακάτω συναρτήσεις ως συνάρτηση της f; 

α)α)α)α)    ( )g x x 2= +     β)β)β)β)    ( )h x x 1= −     γ)γ)γ)γ)    ( ) 2
p x x

3
= +     δ)δ)δ)δ)    ( )q x x 5= −     

����    3333....    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.    Έστω η συνάρτηση ( ) 2f x x= . Να γράψετε τις παρακάτω συναρτήσεις ως συνάρτηση της f. 

α)α)α)α)    ( ) 2g x x 1= +     β)β)β)β)    ( ) 2h x x 2= −     γ)γ)γ)γ)    ( ) 2p x x 3= +     δ)δ)δ)δ)    ( ) 2q x x 1= −     

 

2.    αααα))))    Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα τιμών: 

β)β)β)β)    Να βάλετε τα διπλανά σημεία σε πίνακα συντεταγμένων 

γ)γ)γ)γ) Μπορείτε να συμπεράνετε πως προκύπτουν οι γραφι-

κές παραστάσεις των συναρτήσεων  

( ) 2g x x 1= +  και ( ) 2h x x 2= −  

από τη γραφική παράσταση της ( ) 2f x x= ; 

δ)δ)δ)δ)    Τι συμπεραίνετε για τη γραφική παράσταση των συ-

ναρτήσεων ( )f x c+  σε σχέση με τη γραφική παράσταση της 

f; 

    
 

 

 

 

70707070    Η συνΗ συνΗ συνΗ συνάρτηση άρτηση άρτηση άρτηση (((( )))) 2222f xf xf xf x αx βx γ, α 0αx βx γ, α 0αx βx γ, α 0αx βx γ, α 0= + + ≠= + + ≠= + + ≠= + + ≠   (Μετατοπίσεις)(Μετατοπίσεις)(Μετατοπίσεις)(Μετατοπίσεις)    4444....2222    / / / / 1111    
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Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

  
Οριζόντια μετατόπιση αριστερά c 0>    ( )φ x c+  Οριζόντια μετατόπιση δεξιά c 0>   ( )φ x c−  

����    2222....    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.    Έστω η συνάρτηση ( ) 2f x x= . Να βρείτε τις παρακάτω τιμές: 

α)α)α)α)    ( )f x 1−     β)β)β)β)    ( )f x 2+     γ)γ)γ)γ)    ( )f 3x 1−     δ)δ)δ)δ)    ( )f 2x 1+     

    

2.    α)α)α)α)    Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα τιμών:  

β)β)β)β) Να βάλετε τα παραπάνω σημεία σε πίνακα συντεταγμένων 

γ)γ)γ)γ) Μπορείτε να συμπεράνετε πως προκύπτουν οι γραφικές πα-

ραστάσεις των συναρτήσεων ( ) ( )2
g x x 1= +  και ( ) ( )2

h x x 2= −  

από τη γραφική παράσταση της ( ) 2f x x= ; 

δ)δ)δ)δ)    Τι συμπεραίνετε για  

τη γραφική παράσταση  

των συναρτήσεων ( )f x c+   

σε σχέση με τη γραφική  

παράσταση της f; 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

����    3333....    ΕπΕπΕπΕπεεεεκτάσειςκτάσειςκτάσειςκτάσεις        

1. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 2f x x 1= − . 

α)α)α)α) Να κάνετε τη γραφική παράσταση της f 

β)β)β)β) Να βρείτε τα σημεία τομής της fC  με τους 

άξονες καθώς και τη σχετική θέση της fC  με τον 

άξονα x x′ . 

γ)γ)γ)γ) Να γίνει η γραφική παράσταση των 

( ) ( ) ( )f , f , f x 1 , f x 2,  f x 1 2− − + − +  

 

2. ∆ίνεται η συνάρτηση ( )f x x= . Να κάνετε τη 

γραφική παράσταση των συναρτήσεων: 

α)α)α)α)    ( )f x 2 x=  β)β)β)β)    ( ) 1
f x x

2
=     

γ)γ)γ)γ)    ( )f x 2x=   δ)δ)δ)δ)    ( ) 1
f x x

2
=     

    

3. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) 2f x x= . Να κάνετε τη 

γραφική παράσταση των συναρτήσεων: 

α)α)α)α)    ( ) 2f x 2x=  β)β)β)β)    ( ) 21
f x x

2
=     

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )2
f x 2x=   δ)δ)δ)δ)    ( )

2
1

f x x
2

 
=  
 

71717171 Η συνάρτηση Η συνάρτηση Η συνάρτηση Η συνάρτηση (((( )))) 2222f xf xf xf x αx βx γ, α 0αx βx γ, α 0αx βx γ, α 0αx βx γ, α 0= + + ≠= + + ≠= + + ≠= + + ≠   (Μετατοπίσεις)(Μετατοπίσεις)(Μετατοπίσεις)(Μετατοπίσεις)    4444....2222    / / / / 2222    
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  Α’ ΜΕΡΟΣ. 4. Συναρτήσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Η γραφική παράσταση της τετραγωνικής συνάρτησης ( ) 2f x αx βx γ, α 0= + + ≠  είναι παραβολή.        

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Να κάνετε τις γραφικές παραστάσεις των 

παρακάτω παραβολών: 

α)α)α)α)    2y x 4x 3= − +     β)β)β)β)    2y x 2x 1= − + −     

γ)γ)γ)γ)    2y x x 1= + +  δ)δ)δ)δ)    2y 3x 2x 1= − + −     

 

2. Να κάνετε τις γραφικές παραστάσεις των 

παρακάτω παραβολών: 

α)α)α)α)    2y x 4x 3, 2 x 3= − + − ≤ ≤         

β)β)β)β)    2y x 4x 4, 3 x 1= − + − − ≤ ≤     

 

3. Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης 

( ) 2f x x 3x= −  

και να προσδιορίσετε τις τιμές του x για τις ο-

ποίες είναι y 0< . 

 

4. α)α)α)α) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση 

της συνάρτησης 

( ) 2f x x 3x 2= − +  

ββββ))))    Με τη βοήθεια της να εξετάσετε πότε ισχύει 
2x 3x 2 0− + >  

 

5. α)α)α)α) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση 

της συνάρτησης 

( ) 2f x x 5x 6= − +  

ββββ))))    Με τη βοήθεια της να εξετάσετε πότε ισχύει 
2x 5x 6 0− + <  

6. Να βρείτε την εξίσωση της παραβολής 
2y αx βx γ= + +  

η οποία τέμνει τον άξονα x x′  στα σημεία με τε-

τμημένες –1 και 4 και τον άξονα y y′  στο σημείο 

με τεταγμένη –4. 

 

7. Να βρείτε το α∈ℝ  ώστε η παραβολή 
2y αx 6x 2 α= + + −  

να τέμνει τον άξονα y y′  στο σημείο με τεταγμένη 

5.  
 

8. ∆ίνεται η παραβολή 
2y 3x 6x α= + +  

Να βρείτε για ποιες τιμές του α∈ℝ  η παραβολή 

α)α)α)α)    τέμνει τον άξονα x x′  

β)β)β)β)    εφάπτεται στον άξονα x x′  

γ)γ)γ)γ)    δεν έχει κοινά σημεία με τον άξονα x x′  

 

9. ∆ίνεται η παραβολή 
2y x 9x 12= − +  

Για ποιες τιμές του x είναι: 

α)α)α)α)    ( )f x 6= −  β)β)β)β)    ( )f x x= −     

γ)γ)γ)γ)    ( ) ( )f x f x= −  δ)δ)δ)δ) ( ) ( )f x f x 1= +  

 

10. Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης 2y αx x β= + +  αν διέρχεται από την 

αρχή των αξόνων και το σημείο ( )Α 1,3 . 

����    3333....    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1. ∆ίνεται η παραβολή 

2y x 4x 5= − + −  

α)α)α)α) Να βρείτε τα σημεία (αν υπάρχουν) στα ο-

ποία τέμνει η καμπύλη τον άξονα x x′  

ββββ)))) Να βρείτε το σημείο (αν υπάρχουν) στο ο-

ποίο τέμνει η καμπύλη τον άξονα y y′  

γγγγ)))) Να κάνετε την γραφική παράσταση της πα-

ραβολής και με τη βοήθειά της να αποδείξετε ότι 
2x 5 4x, x+ > ∈ℝ  

δ)δ)δ)δ) Αν Μ είναι το σημείο της παραβολής με τε-

τμημένη ίση με 3 τότε να βρείτε το (ΟΜΑ) 

 

2. Να βρείτε την εξίσωση της παραβολής  
2y αx βx γ= + +  

η οποία τέμνει τον άξονα x x′  στα σημεία με τε-

τμημένες –1 και 4 ενώ τον άξονα y y′  στο σημείο 

με τεταγμένη –4. 

 

3. Έστω η παραβολή  
2y αx β= +  

η οποία διέρχεται από τα σημεία ( )Α 0,1  και 

( )Β 1,4 . Σε ποια σημείο τέμνει η παραβολή τις ευ-

θείες x 2=  και y 4= . 

72727272 Η συνάρτηση Η συνάρτηση Η συνάρτηση Η συνάρτηση (((( )))) 2222f xf xf xf x αx βx γ, α 0αx βx γ, α 0αx βx γ, α 0αx βx γ, α 0= + + ≠= + + ≠= + + ≠= + + ≠   (Σχ(Σχ(Σχ(Σχεεεεδίαση)δίαση)δίαση)δίαση)    4444....2 2 2 2 / / / / 3333    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

      

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Για τη γραφική παράσταση της τετραγωνικής συνάρτησης ( ) 2f x αx βx γ, α 0= + + ≠  ισχύει: 

        • έχει κορυφή το σημείο 
β β β ∆

Κ ,f Κ ,
2α 2α 2α 4α

    
− − → − −    

    
 

   αν α 0>  τότε στο 
β

x
2α

= −  παρουσιάζει ελάχιστο το 
β ∆

f
2α 4α

 
− = − 
 

 

   αν α 0<  τότε στο 
β

x
2α

= −  παρουσιάζει μέγιστο το 
β ∆

f
2α 4α

 
− = − 
 

  

  • έχει άξονα συμμετρίας την κατακόρυφη ευθεία που διέρχεται από το Κ, την 
β

x
2α

= −  

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Να βρείτε τη μέγιστη ή την ελάχιστη τιμή κάθε 

συνάρτησης και να την σχεδιάσετε 

α)α)α)α)    2y x 2= +  β)β)β)β)    2y x 3= +     

γ)γ)γ)γ)    ( )2
y x 1= +  δ)δ)δ)δ)    ( )2

y x 3= −     

ε)ε)ε)ε)    2y x 4x 3= − − +  στ)στ)στ)στ)    ( )2
y x 2 1= − +     

 

2. ∆ίνεται η παραβολή 

( )2y 2x λ 1 x 1, λ= − − + ∈ℝ  

Αν η κορυφή της παραβολής βρίσκεται στον y y′  

τότε να βρείτε το λ  
 

3. Να υπολογίσετε τα α και β ώστε η παραβολή 
2y x αx β, α,β= − + + ∈ℝ  

να παρουσιάζει μέγιστο στο x 4=  το 6 

4. ∆ίνεται η παραβολή 

( )2y 2x λ 1 x 6, λ= + − + ∈ℝ  

α)α)α)α)    Για ποια τιμή του λ η παραβολή έχει άξονα 

συμμετρίας την x 1= −  

β)β)β)β)    Για την τιμή του λ του προηγούμενου ερωτή-

ματος να βρείτε το ελάχιστο της συνάρτησης 

 

5. ∆ίνεται η παραβολή  

( ) 2 1
y 4λ 1 x 4λx λ, λ

4
= − − + ≠  

Να βρείτε τις τιμές του λ, ώστε η παραβολή 

α)α)α)α)    να μην έχει κανένα κοινό σημείο με τον x x′  

β)β)β)β)    να τέμνει τον x x′  σε δύο σημεία 

γ)γ)γ)γ)    να εφάπτεται στον x x′  

δ)δ)δ)δ)    να έχει άξονα συμμετρίας την ευθεία x 1=  

����    4444....    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1. ∆ίνονται οι παραβολές 

2y x αx 1= − + +  και 2y x 3x 2, α,β= − + ∈ℝ  

Να εξετάσετε αν υπάρχει τιμή του α ώστε οι κο-

ρυφές των δύο παραβολών τα ταυτίζονται. 
 

2. ∆ίνεται η συνάρτηση 

( )2 2y x λ 3λ x 2, λ= − − + ∈ℝ  

α)α)α)α)    Να δείξετε ότι η συνάρτηση έχει ελάχιστο 

β)β)β)β)    Αν η συνάρτηση έχει ελάχιστο για x 1= −  

τότε να βρείτε το λ 

γ)γ)γ)γ)    Για την μεγαλύτερη τιμή του λ να βρείτε το 

ελάχιστο 
 

3. ∆ίνεται η παραβολή 

( )2y x λ 2 x λ 1, λ= − + − + ∈ℝ  

α)α)α)α)    Να εξετάσετε αν η παραβολή έχει ελάχιστο ή 

μέγιστο τα οποίο και να βρείτε 

β)β)β)β)    Αν η παραβολή έχει ελάχιστο τότε να βρείτε 

το λ ώστε το ελάχιστο της παραβολής να γίνεται 

μέγιστο 

    

4. α)α)α)α)    Ποια είναι τα κοινά σημεία της παραβο-

λής 2y x 2x 4= − +  και της ευθείας y 2x 4= −  

β)β)β)β)    Για ποιες τιμές του λ η παραβολή βρίσκεται 

κάτω από την ευθεία; 

 

5. ∆ίνονται οι παραβολές 
2y x λx λ 1= − + +  και 2y x 3λx 5λ 1, λ= − + + ∈ℝ  

α)α)α)α)    Βρείτε για ποια τιμή του λ ταυτίζονται 

β)β)β)β)    Βρείτε για ποια τιμή του λ έχουν το ίδιο ελά-

χιστο αλλά δεν ταυτίζονται 

γ)γ)γ)γ) Για το λ που βρήκατε στο (β) ερώτημα, να 

βρείτε το σημείο τομής τους 

73737373 Η συνάρτηση Η συνάρτηση Η συνάρτηση Η συνάρτηση (((( )))) 2222f xf xf xf x αx βx γ, α 0αx βx γ, α 0αx βx γ, α 0αx βx γ, α 0= + + ≠= + + ≠= + + ≠= + + ≠   (Κορυφή, άξονας συμμ(Κορυφή, άξονας συμμ(Κορυφή, άξονας συμμ(Κορυφή, άξονας συμμεεεετρίας)τρίας)τρίας)τρίας)    4444....2 2 2 2 / / / / 4444    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 4. Συναρτήσεις 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

         

����    1.1.1.1.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Ένας παραγωγός καλλιεργεί x (σε δεκάδες) 

στρέμματα με νεκταρίνια. Τα έξοδά του, για την 

καλλιέργεια των x στρεμμάτων είναι 2x 7+  (σε 

δεκάδες) ευρώ το στρέμμα. Τα έσοδα του παρα-

γωγού είναι x (σε δεκάδες) ευρώ το στρέμμα. Να 

βρείτε πόσα στρέμματα πρέπει να καλλιεργήσει 

ώστε να έχει μέγιστο κέρδος. 

 

2. Το άθροισμα των μηκών των δύο κάθετων 

πλευρών ΑΒ, ΑΓ ενός τριγώνου ΑΒΓ είναι ίσο με 

8 cm. 

α)α)α)α)    Να βρείτε το εμβαδόν y του τριγώνου ως συ-

νάρτηση της πλευράς ΑΒ x=  

β)β)β)β)    Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης 

γ)γ)γ)γ)     Να βρείτε τα μήκη που πρέπει να έχουν οι 

πλευρές του τριγώνου ώστε το εμβαδόν του να 

είναι μέγιστο 

δ)δ)δ)δ)    Ποια είναι η μέγιστη τιμή του εμβαδού; 

 

3. Να βρείτε δύο θετικούς αριθμούς για τους 

οποίους ισχύει 2x y 5+ =  και το γινόμενό τους 

x y⋅  να είναι ελάχιστο. 

 

4. Να βρείτε δύο αριθμούς που να έχουν άθροι-

σμα 20 και το άθροισμα των τετραγώνων τους 

να είναι ελάχιστο. 

 

5. Από όλα τα ορθογώνια που έχουν περίμετρο 

40 cm ποιο έχει το μεγαλύτερο εμβαδόν. 

 

6. Σε ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ 12=  παίρνουμε 

σημείο Μ και κατασκευάζουμε τα τετράγωνα 

ΑΜΚΛ, ΒΜΓ∆. Να βρείτε τη θέση του σημείου Μ 

ώστε το άθροισμα των εμβαδών των δύο τετρα-

γώνων να είναι ελάχιστο. 

 

7. ∆ίνεται ένα ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο 

ΑΒΓ με Α̂ 90°=  και ΑΒ ΑΓ 10cm= = . 

 
Να βρείτε την τιμή που μπορεί να πάρει το x ώστε 

το ορθογώνιο Α∆ΕΖ να έχει μέγιστο εμβαδόν. 

  

8. Το άθροισμα μίας βάσης και του αντίστοιχου 

ύψους ενός τριγώνου είναι 12 cm. 

α)α)α)α)    Αν η βάση είναι 2x cm τότε να εκφράσετε το 

ύψος ως συνάρτηση του x 

β)β)β)β)    Να εκφράσετε το εμβαδόν του τριγώνου ως 

συνάρτηση του x 

γ)γ)γ)γ)    Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης του εμβαδού για 0 x 6≤ ≤  

δ)δ)δ)δ)    Από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 

του εμβαδού να βρείτε το μήκος που πρέπει να 

έχουν η βάση και το ύψος ώστε το εμβαδόν να 

είναι μέγιστο 

����    2222....    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1. Οι ακτίνες δύο κύκλων έχουν άθροισμα 4 cm. 

Να βρείτε πόσα cm πρέπει να είναι η ακτίνα κάθε 

κύκλου, ώστε το άθροισμα των εμβαδών των δύο 

κύκλων να είναι ελάχιστο. 

 

2. ∆ίνεται το τριώνυμο  

( )2 2Α x λ 3 x λ 6= + − + −  

α)α)α)α)    Να εκφράσετε τη διακρίνουσα του τριωνύ-

μου ως συνάρτηση του λ 

β)β)β)β)    Να βρείτε για ποια τιμή του λ η διακρίνουσα 

παίρνει τη μέγιστη τιμή της 

γ)γ)γ)γ)    Για την τιμή του λ που βρήκατε, να παραγο-

ντοποιήσετε το τριώνυμο Α

3. Ρίχνουμε κατακόρυφα προς τα πάνω μία 

μπάλα και γνωρίζουμε ότι το ύψος h στο οποίο 

φτάνει καθώς ο χρόνος t σε sec μεταβάλλεται, 

δίνεται από τον τύπο  

( ) 2h t 40t 5t= −  

όπου το ύψος h υπολογίζεται σε μέτρα. 

α)α)α)α)    Να υπολογίσετε το μέγιστο ύψος στο οποίο 

θα φτάσει η μπάλα καθώς και ο χρόνος που θα 

χρειαστεί 

β)β)β)β)    Μετά από πόσο χρόνο η μπάλα θα πέσει στο 

έδαφος 

γ)γ)γ)γ)    Σε ποιο ύψος βρίσκεται η μπάλα το 6ο δευτε-

ρόλεπ

74747474    Η συνάρτηση Η συνάρτηση Η συνάρτηση Η συνάρτηση (((( )))) 2222f xf xf xf x αx βx γ, α 0αx βx γ, α 0αx βx γ, α 0αx βx γ, α 0= + + ≠= + + ≠= + + ≠= + + ≠   (Προβλήματα)(Προβλήματα)(Προβλήματα)(Προβλήματα)    4.2 4.2 4.2 4.2 / / / / 5555    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Σύνολο είναι κάθε συλλογή αντικειμένων, που προέρχονται από την εμπειρία μας ή τη διανόησή 

μας, είναι καλά ορισμένα, και διακρίνονται το ένα από το άλλο. ((((CantorCantorCantorCantor)))) 

���� Στοιχείο συνόλου ονομάζεται κάθε αντικείμενο που περιέχεται σε ένα σύνολο. 

���� Βασικά σύνολα: , , ,ℕ ℤ ℚ ℝ . 

���� Παράσταση συνόλου με αναγραφή: Η παράσταση του συνόλου γράφοντας ανάμεσα σε δύο 

αγκύλες όλα του τα στοιχεία (δεν μας ενδ(δεν μας ενδ(δεν μας ενδ(δεν μας ενδιαφέρει η σειρά)ιαφέρει η σειρά)ιαφέρει η σειρά)ιαφέρει η σειρά). Π.χ. { }Α 1,2,3=  

���� Παράσταση συνόλου με περιγραφή: Η παράσταση του συνόλου γράφοντας μέσα σε μία αγκύλη 

την κοινή χαρακτηριστική ιδιότητα όλων των στοιχείων του συνόλου. 

���� Όταν ένα αντικείμενο α ανήκει σε ένα σύνολο Α τότε γράφουμε α Α∈   

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. α)α)α)α) Να γράψετε το σύνολο των γραμμάτων 

της λέξης  

    iiii))))    «Αναδιάρθρωση»  

 ii)ii)ii)ii)    «Παρακαταθήκη» 

β)β)β)β)  Να γράψετε το σύνολο των ψηφίων του αριθ-

μού  

 iiii))))        1.234.543.234.567  

 iiiiiiii))))    7.385,345        

 

2.    Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα με 

τα σύμβολα ∈ και ∉, αν ο κάθε αριθμός ανήκει ή 

δεν ανήκει στο αντίστοιχο σύνολο. 

 ℕ  ℤ  ℚ  ℝ  

5,5−      

π     

2

2
     

144      

13

3
−      

40

5
     

2      

–4     

27

3
     

     Α.Π.Σ.Α.Π.Σ.Α.Π.Σ.Α.Π.Σ. 

3. Να παραστήσετε με αναγραφή των στοιχείων 

τους τα παρακάτω σύνολα: 

α)α)α)α)   2Α {x ,  όπουx 16}= ∈ =ℝ  

β)  β)  β)  β)      { }2Β x / x 16= ∈ =ℕ  

γ)  γ)  γ)  γ)      { }Γ x ,όπου 2 x 4= ∈ − ≤ <ℤ  

δ)δ)δ)δ)   { }∆ x /, όπου x διαιρέτης του 24= ∈ℕ     

 

4. Να παραστήσετε με αναγραφή των στοιχείων 

τους τα παρακάτω σύνολα: 

α)α)α)α)  Α {Οι πέντε ήπειροι}=  

β)β)β)β)  Β {Τα εφτά θαύματα του κόσμου}=   

 

5.    Να παραστήσετε με αναγραφή των στοιχείων 

τους τα παρακάτω σύνολα: 

α)α)α)α)    { }Α x / x 2 4= ∈ − <ℤ     

β)β)β)β)    { }2Β x / x 3x 2 0= ∈ + + =ℕ     

 

6. Να παραστήσετε με αναγραφή των στοιχείων 

του το σύνολο: 

Α = {(x, y), όπου x, y∈ N και x + y = 5} 
 

7. Να παραστήσετε με περιγραφή των στοιχεί-

ων τους τα παρακάτω σύνολα: 

α)α)α)α)    { }Α 1, 11, 21, ...=     και { }Β 10, 20, 30, ...=  

β)β)β)β)    { }Α α, β, γ, ..., ω=  και { }Β α,ε, η, ι, ο, υ, ω=  

 

8.    Να παραστήσετε με περιγραφή των στοιχεί-

ων τους τα παρακάτω σύνολα: 

α)α)α)α)    { }Α 3, 6, 9, ...=     και { }Β 9, 12, 15, ...=  

β)β)β)β)    { }Α 2, 4, 6, ...=  και { }Β 4, 2, 0, ...= − −  

γ)γ)γ)γ)    { }Α 1, 3, 5, ...=  και { }Β ..., 3, 1, 1, 3, ...= − −  

75757575    Έννοια του συνόλου Έννοια του συνόλου Έννοια του συνόλου Έννοια του συνόλου ––––    Παράσταση συνόλου με αναγραφή / περιγρΠαράσταση συνόλου με αναγραφή / περιγρΠαράσταση συνόλου με αναγραφή / περιγρΠαράσταση συνόλου με αναγραφή / περιγρααααφήφήφήφή    5555....1 1 1 1 / / / / 1111    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 5. Πιθανότητες 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� ∆ύο σύνολο είναι ίσα (((( Α ΒΑ ΒΑ ΒΑ Β==== )))) όταν έχουν ακριβώς τα ίδια στοιχεία. 

���� Ένα σύνολο Α ονομάζεται υποσύνολο ενός συνόλου Β (((( Α ΒΑ ΒΑ ΒΑ Β⊆⊆⊆⊆ )))) όταν κάθε στοιχείο του Α είναι 

και στοιχείο του Β. 

���� Κενό σύνολο είναι το σύνολο που δεν έχει κανένα στοιχείο. Συμβολίζεται ∅∅∅∅  ή {{{{ }}}} . 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόηηηησηςσηςσηςσης        
1. Πόσα τουλάχιστον υποσύνολα έχει ένα σύ-

νολο;  

2. Οι φυσικοί αριθμοί έχουν περισσότερα στοι-

χεία από τους άρτιους θετικούς αριθμούς; 

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. ∆ίνεται το σύνολο  

{ }Ω 1,2,3, ,10= …  

και τα σύνολα { }Α 1, 2, 3, λ=  

και { }Β x / x διαιρέτηςτου6= ∈ℕ  

Να βρείτε για ποια τιμή του λ∈ℝ     το σύνολο Α 

είναι ίσο με το σύνολο Β 
 

2. Να εξετάσετε σε ποιες από τις παρακάτω 

περιπτώσεις είναι Α Β⊆ .   

α)α)α)α) { }Α 2, 1, 0, 1, 2= − −     και  

{ }Β x / 2 x 3= ∈ − < <ℤ  

β)β)β)β)  { }Α 1, 2, 3, 4=     και  

{ }Β x / x διαιρεί το 20= ∈ℕ  
 

3333....    Γράψτε όλα τα υποσύνολα του συνόλου  

α)α)α)α)    { }Α α,β,γ=  β)β)β)β)    { }Β α, β, γ, δ=  
 

 

4. Να βρείτε ποια από τα παρακάτω σύνολα 

είναι κενά: 

α)α)α)α)    { }2Α x / 4x 1= ∈ =ℤ     β)β)β)β)    { }2Β x / x 3= ∈ =ℚ     

    

5. Να βρείτε για ποια τιμή του α∈ℝ  για τις ο-

ποίες είναι ίσα τα σύνολα 

{ }3Α 0, α=  και { }2Β 0,α=  

6. Να παραστήσετε με ένα διάγραμμα Venn το 

σύνολο { }Ω τα γράμματα τηςαλφαβήτου=  και 

τα σύνολα { }Α τα φωνήεντα τηςαλφαβήτου=  

και { }Β τα σύμφωνα της αλφαβήτου= . 
  

7777....    Έστω { }Ω 1,2,3, ,10= …  ένα βασικό σύνολο 

και τρία υποσύνολα αυτού  

{ }Α 1,2,4,7,8= , { }Β 3,4,8,10= , { }Γ 2,4,5,10=  

Να παραστήσετε τα σύνολα Ω, Α, Β και Γ με διά-

γραμμα Venn 
 

8. Να παραστήσετε με ένα διάγραμμα Venn το 

σύνολο { }Ω x / 0 x 18= ∈ ≤ ≤ℕ  και τα σύνολα 

{ }Α x Ω / x πρώτος= ∈ και 

{ }Β x Ω / x πολλαπλάσιο του 2= ∈ . 

  

9. ∆ίνεται το σύνολο 

( )( ){ }2 2Α x / x 1 x 4 0= ∈ − − =ℝ  

α)α)α)α)    Να γράψετε το Α με αναγραφή     

β)β)β)β)    Να γράψετε όλα τα υποσύνολα του Α 
 

10. Αν { }Α x / x 13,x πολ.3= ∈ <ℕ  και 

{ }Β x / x 15,x πολ.4= ∈ <ℕ  τότε να σχεδιάσετε 

το διάγραμμα Venn με τα Α και Β  

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1. ∆ίνονται τα σύνολα 

{ }Α 0, 1, 2, 2α, 2α 1,2α 2= + +  και 

{ }Β 0,1,2,4,5,6=  

α)α)α)α) Να βρείτε για ποια τιμή του α το Α είναι υπο-

σύνολο του Β 

β)β)β)β)  Να βρείτε για ποια τιμή του α το Α είναι ίσο 

με το Β 

2. α)α)α)α)    Γράψτε όλα τα υποσύνολα του  

{ }Α 1, 2, 3=  

β)β)β)β)    Γράψτε όλα τα υποσύνολα του  

{ }Β 1,2,3,4=     

γ)γ)γ)γ)    Μπορείτε να υπολογίσετε πόσα είναι όλα τα 

υποσύνολα του { }Ω 1, 2, 3, 4, 5, 6=  

77776666    Ίσα σύνολα Ίσα σύνολα Ίσα σύνολα Ίσα σύνολα ––––    Υποσύνολο συνόλου Υποσύνολο συνόλου Υποσύνολο συνόλου Υποσύνολο συνόλου ––––    ∆ιάγραμμα ∆ιάγραμμα ∆ιάγραμμα ∆ιάγραμμα VennVennVennVenn    5555....1 1 1 1 / / / / 2222    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        
Ένωση συνόλων (Ένωση συνόλων (Ένωση συνόλων (Ένωση συνόλων ( A BA BA BA B∪∪∪∪ ))))    Τομή συνόλωνΤομή συνόλωνΤομή συνόλωνΤομή συνόλων    (((( A BA BA BA B∩∩∩∩ ))))    Συμπλήρωμα συνόλουΣυμπλήρωμα συνόλουΣυμπλήρωμα συνόλουΣυμπλήρωμα συνόλου    (((( ΑΑΑΑ ′′′′ ))))    

   

Περιέχει τα στοιχεία του Α ήήήή του 

Β (δηλαδή όλα τα στοιχείαόλα τα στοιχείαόλα τα στοιχείαόλα τα στοιχεία και 

των δύο συνόλων). 

Περιέχει τα κοινά στοκοινά στοκοινά στοκοινά στοιιιιχείαχείαχείαχεία του Α 

καικαικαικαι του Β. 

Περιέχει όλα τα στοιχεία του Ω 

εκτός από τα στοιχεία του Α. 

 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόηηηησηςσηςσηςσης        
1. Έστω Ω ένα βασικό σύνολο και δύο υποσύνολα αυτού, το Α και το Β. Συμπληρώστε τις παρακάτω 

ισότητες: 

α)α)α)α)    Α Α .....∪ =     β)β)β)β)    Α Α .....∩ =     γ)γ)γ)γ)    Α .....∪∅ =     δ)δ)δ)δ)    Α .....∩∅ =         

ε)ε)ε)ε)    ( )Α .....′′ =     στ)στ)στ)στ)    ( )Ω .....′ = ζ)ζ)ζ)ζ)    η)η)η)η)    Α Α .....′∪ =  θ)θ)θ)θ) Α Α .....′∩ =     

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.    Έστω { }Ω 1,2,3, ,10= …  ένα βασικό σύνολο 

και τρία υποσύνολα αυτού  

{ }Α 1,2,4,7,8= , { }Β 3,4,8,10= , { }Γ 2,4,5,10=  

αααα))))  Να παραστήσετε τα σύνολα Ω, Α, Β και Γ με 

διάγραμμα Venn 

ββββ))))  Να παραστήσετε με αναγραφή των στοιχείων 

τους καθώς και με διαγράμματα Venn τα σύνο-

λα: 

i) i) i) i)     Α Β∪         ii) ii) ii) ii)     Β Γ∩         

iii) iii) iii) iii) ( )Α Β Γ∪ ∩     iv)iv)iv)iv)    ( )Α Β Γ∩ ∪     

vvvv))))    Α Β Γ∩ ∩    ΑΑΑΑ....ΠΠΠΠ....ΣΣΣΣ....  
 

2. Έστω Ω ένα βασικό σύνολο και δύο υποσύ-

νολα αυτού, το Α και το Β. 

αααα))))  Να παραστήσετε τα σύνολα Ω, Α και Β με 

αναγραφή των συνόλων τους 

 
β)β)β)β)    Να προσδιορίσετε τα παρακάτω σύνολα:  

iiii))))    Α Β∪     iiiiiiii) ) ) )     Α Β∩  iiiiiiiiiiii) ) ) )     ′Α  iviviviv) ) ) )     Β′  
vvvv) ) ) )     Α Β′∩     vivivivi))))    Α Β′∩  viiviiviivii)  )  )  )  Α Β′ ′∩  
 

3333....    Με βασικό σύνολο Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, θεω-

ρούμε τα σύνολα Α = {1, 2} και Β = {2, 4}. Να τα 

παραστήσετε στο ίδιο διάγραμμα Venn και να 

προσδιορίσετε τα σύνολα: 

α) α) α) α)     Α Β∪     β)  β)  β)  β)  Α Β∩  

γ)γ)γ)γ)   ′Α     δ)δ)δ)δ)  Β′  

☺☺☺☺        4444....    Προβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / Σπαζοκεφαλιές        

1.    Τέσσερις μαθητές αγοράζουν βιβλία ώστε: 

α)α)α)α)  Ο καθένας να αγοράσει 3 βιβλία διαφορετικά 

μεταξύ τους 

β)β)β)β)  Κάθε δύο από τους τέσσερις μαθητές θα αγο-

ράσουν ένα μόνο ίδιο βιβλίο 

Βρείτε το μέγιστο και τον ελάχιστο αριθμό διαφο-

ρετικών βιβλίων που μπορούν να αγοράσουν συ-

νολικά οι τέσσερις μαθητές. 

 ∆ιαγωνισμός Ε.Μ.Ε. Β’ Γυμνασίου∆ιαγωνισμός Ε.Μ.Ε. Β’ Γυμνασίου∆ιαγωνισμός Ε.Μ.Ε. Β’ Γυμνασίου∆ιαγωνισμός Ε.Μ.Ε. Β’ Γυμνασίου    

2. ∆ίνονται 120 καθίσματα στη σειρά. Ποιος εί-

ναι ο μεγαλύτερος αριθμός καθισμάτων τέτοιος 

ώστε αν στα καθίσματα αυτά κάθονται άνθρω-

ποι και ένας καινούργιος που έρχεται να καθίσει, 

σ' οποιαδήποτε κενή θέση καθίσει, θα έχει δίπλα 

του κάποιον ήδη καθισμένο; 

α)α)α)α) 30 β)β)β)β) 40 γ)γ)γ)γ) 41 δ)δ)δ)δ) 60 ε)ε)ε)ε) 119 

 ∆ιαγωνισμός Ε.Μ.Ε. Γ’ Γυμνασίου∆ιαγωνισμός Ε.Μ.Ε. Γ’ Γυμνασίου∆ιαγωνισμός Ε.Μ.Ε. Γ’ Γυμνασίου∆ιαγωνισμός Ε.Μ.Ε. Γ’ Γυμνασίου    

 

77777777    Πράξεις με σΠράξεις με σΠράξεις με σΠράξεις με σύνολα Ιύνολα Ιύνολα Ιύνολα Ι    5555....1 1 1 1 / / / / 3333    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 5. Πιθανότητες 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Έστω τα σύνολα { }Α 1, 2, 3, 4, 5= , 

{ }Β 3, 4, 5, 6=  και { }Γ 5, 6, 7, 8= .  

α)α)α)α)    Να βρείτε τα παρακάτω σύνολα: 

    iiii))))    Α Β∪  iiiiiiii))))    Α Β∩  iiiiiiiiiiii))))    ( )Α Β ′∪

 iviviviv))))    ( )Α Β ′∩  vvvv))))    Α Β′∩  iviviviv))))    Α Β′∩  

β)β)β)β)    Να βρείτε τα παρακάτω σύνολα:    

    iiii))))    ( )Α Β Γ∩ ∩     iiiiiiii))))    ( )Α Β Γ∩ ∪         

    iiiiiiiiiiii))))    ( )Α Β Γ∪ ∩     iviviviv))))    ( ) ( )Α Β Α Γ∪ ∩ ∪     

 

2. Έστω { }Ω x / 1 x 24= ∈ ≤ ≤ℕ  ένα βασικό σύ-

νολο και τα υποσύνολά του  

{ }Α x Ω / x πολ.3= ∈ = και { }Β x Ω / x πολ.4= ∈ =  

Να βρείτε τα παρακάτω σύνολα: 

α)α)α)α)    Α Β∪     β)β)β)β)    Α Β∩  γ) γ) γ) γ)     ′Α  δδδδ) ) ) )     Β′  

εεεε))))    ( )Α Β ′∪  στ)στ)στ)στ)    ( )Α Β ′∩  ζζζζ))))    Α Β′∩  

  

3. Έστω Ω ένα βασικό σύνολο και για τα υπο-

σύνολα Α και Β ισχύει Α Β⊆ . Να σχεδιάσετε με 

διάγραμμα Venn τα παρακάτω σύνολα: 

α)α)α)α)    Α Β∪  β)β)β)β)    Α Β∩  γ)γ)γ)γ)    ( )Α Β ′∪   

δ)δ)δ)δ)    ( )Α Β ′∩  ε)ε)ε)ε)    Α Β′∩  στ)στ)στ)στ)    Α Β′∩     

 

4. Θεωρούμε τα σύνολα: 

Α = {μαθητής που παίρνει μέρος στο διαγωνισμό 

της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας (Ε.Μ.Ε.)}

Β = {μαθητής που παίρνει μέρος στο διαγωνισμό 

της Ένωσης Ελλήνων Φυσικών (Ε.Ε.Φ.)} 

Σε ποιο σύνολο ανήκει εκείνος που: 

α)α)α)α)    Πήρε μέρος και στους δύο διαγωνισμούς 

β)β)β)β)    Πήρε μέρος σε έναν τουλάχιστον από τους 

δύο διαγωνισμούς    

γ)γ)γ)γ)    ∆εν πήρε μέρος σε κανέναν διαγωνισμό    

δ)δ)δ)δ)    Πήρε μέρος στον διαγωνισμό της Ε.Μ.Ε και 

όχι στον διαγωνισμό της Ε.Ε.Φ 

 

5. ∆ίνονται τα σύνολα Α = {μαθαίνει Αγγλικά} 

και Β = {μαθαίνει μουσική}. Τι συμπεραίνετε για 

εκείνον που ανήκει στο σύνολο: 

α)α)α)α)    Α Β∪     β)β)β)β)    Α Β∩  γ) γ) γ) γ)     ′Α  δδδδ) ) ) )     Β′  
εεεε)  )  )  )      Α Β′∩     στστστστ))))    Α Β′∩  ζ) ζ) ζ) ζ)     Α Β′ ′∩  

 

6.    Να βρείτε τα σύνολα Α και Β αν ισχύει ταυ-

τόχρονα: 

iiii))))    { }Α Β 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7∪ =     

iiiiiiii))))    { }Α 5, 6, 7∩ =∅     

iiiiiiiiiiii))))    { }Α Β 3, 4∩ =     iviviviv))))        { }1, 2 Β∪ =∅  

    

7.    Έστω τα σύνολα  

{ }Α 2, 4, 5= , { }Β 2, 3, x, 6= , { }Γ x, y, 3, 4=     

α)α)α)α)    Να βρείτε τα x,y∈ℕ     ώστε  

{ }Α Β 2, 5∩ =    και Α Γ⊆  

β)β)β)β)    Για    x 5=  και y 2=  να βρείτε το σύνολο 

Α Γ Β∩ −

☺☺☺☺        2222....    Προβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / ΣπαζοκεφαλιέςΠροβλήματα / Σπαζοκεφαλιές        

1.    Οι θεατές μιας παράστασης ήταν άνδρες, γυ-

ναίκες και παιδιά. Τα παιδιά ήταν τα μισό των 

θεατών. Οι γυναίκες ήταν τα 5/9 των παιδιών, 

ενώ υπήρχαν 80 άνδρες. Οι θεατές ήταν: 

α)α)α)α) 180 β)β)β)β) 202 γ)γ)γ)γ) 360  δδδδ)))) 1.251 

 Α.Σ.Ε.Π. για αποφοίτους ΛυκείουΑ.Σ.Ε.Π. για αποφοίτους ΛυκείουΑ.Σ.Ε.Π. για αποφοίτους ΛυκείουΑ.Σ.Ε.Π. για αποφοίτους Λυκείου    
    

2.    ∆ύο σύνολα από 4 διαδοχικούς ακέραιους 

αριθμούς έχουν ακριβώς έναν κοινό αριθμό. Πό-

σο μεγαλύτερο είναι το άθροισμα των αριθμών 

στο σύνολο με τους μεγαλύτερους αριθμούς από 

το άθροισμα των αριθμών του άλλου συνόλου; 
 

3.    Ένα δημοτικό σχολείο έχει 125 μαθητές. Οι 

67 πηγαίνουν σε τάξη μικρότερη από την Ε’ ∆η– 

μοτικού και οι 81 σε τάξη μεγαλύτερη από την Γ’ 

∆ημοτικού. Πόσοι μαθητές πηγαίνουν στην ∆’ 

∆ημοτικού; 
 

4.    Σε μία φάρμα ανήκουν 94 σκύλοι. Οι 32 είναι 

μεγάλοι, οι 36 έχουν καφέ χρώμα και 40 δεν είναι 

ούτε μεγάλοι, ούτε έχουν καφέ χρώμα. Πόσοι 

σκύλοι είναι μεγάλοι και έχουν καφέ χρώμα; 
 

5.    Σε σύνολο 200 ατόμων: 100 είναι Έλληνες, 60 

είναι ξανθοί, 95 είναι γυναίκες και 40 έχουν μυω-

πία. Ο μέγιστος δυνατός αριθμός ξανθών Ελληνί-

δων γυναικών με μυωπία είναι: 

α)  α)  α)  α)  40 β)β)β)β)  60 γ)  γ)  γ)  γ)  95 δ)  δ)  δ)  δ)  100 

Α.Σ.Ε.Π. για απόφοιτους ΛυκείουΑ.Σ.Ε.Π. για απόφοιτους ΛυκείουΑ.Σ.Ε.Π. για απόφοιτους ΛυκείουΑ.Σ.Ε.Π. για απόφοιτους Λυκείου 

78787878    Πράξεις με σύνολα ΙΙΠράξεις με σύνολα ΙΙΠράξεις με σύνολα ΙΙΠράξεις με σύνολα ΙΙ    5555....1 1 1 1 / / / / 4444    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Πείραμα τύχηςΠείραμα τύχηςΠείραμα τύχηςΠείραμα τύχης: Ονομάζεται ένα πείραμα που, όσες φορές κι αν το επαναλάβουμε, δεν μπορούμε 

να προβλέψουμε το αποτέλεσμά του 

���� ∆ειγματικός χώρος πειράματος∆ειγματικός χώρος πειράματος∆ειγματικός χώρος πειράματος∆ειγματικός χώρος πειράματος: Ονομάζεται το σύνολο που περιέχει όλα τα δυνατά αποτελέσμα-

τα ενός πειράματος τύχης (Συνήθως συμβολίζεται με Ω). 

���� ∆∆∆∆εντροδιάγραμμα, πίνακας διπλής εισόδου.εντροδιάγραμμα, πίνακας διπλής εισόδου.εντροδιάγραμμα, πίνακας διπλής εισόδου.εντροδιάγραμμα, πίνακας διπλής εισόδου. 

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Να εξετάσετε ποια από τα παρακάτω πειρά-

ματα είναι πειράματα τύχης:  

α)α)α)α) Ρίχνω ένα νόμισμα και βλέπω αν φαίνεται η 

κεφαλή ή τα γράμματα  

β)β)β)β)  Ρίχνω ένα νόμισμα και βλέπω αν πέσει ή όχι 

κάτω 

γ)γ)γ)γ)    Βράζω νερό στην κουζίνα και εξετάζω αν θα 

εξατμιστεί 

δ)δ)δ)δ)  Ανάβω ένα κερί και εξετάζω αν θα καεί σε 

λιγότερο ή σε περισσότερο από μία ώρα 
 

2. Σε ένα εστιατόριο προσφέρεται για φαγητό 

κρέας (κ) ή ψάρι (ψ), για γλυκό σοκολάτα (σ) ή 

χαλβάς (χ) και για ποτό μπύρα (μ) ή ούζο (ο). 

Επιλέγουμε στην τύχη έναν πελάτη που διάλεξε 

ένα φαγητό, ένα γλυκό και ένα ποτό και κατα-

γράφουμε την προτίμησή του. Ποιος είναι ο δειγ-

ματικός χώρος Ω του πειράματος;  
 

3. Σε ένα κουτί υπάρχουν μία άσπρη (Α), μία 

μαύρη (Μ), μία κόκκινη (Κ) και μία πράσινη (Π) 

μπάλα. Παίρνουμε διαδοχικά δύο μπάλες. Να 

γράψετε τον δειγματικό χώρο Ω του πειράματος 

α)α)α)α) αν επανατοποθετούμε την μπάλα που τραβή-

ξαμε μέσα στο κουτί 

β)β)β)β)  αν δεν επανατοποθετούμε την μπάλα που 

τραβήξαμε μέσα στο κουτί 

4. Επιλέγουμε μία οικογένεια με τρία παιδιά. Ε-

ξετάζουμε τα παιδιά ως προς του φύλο (αγόρι ή 

κορίτσι) και ως προς τη σειρά γέννησης. Ποιος 

είναι ο δειγματικός χώρος Ω του πειράματος;  

 

5. Ένας σκοπευτής ρίχνει προς ένα στόχο και 

σταματάει αν πετύχει τον στόχο ή αν ρίξει τέσσε-

ρις βολές. Να γράψετε τον δειγματικό χώρο Ω 

του πειράματος. 

 

6. Ξέρουμε ότι ο συνδυασμός μίας κλειδαριάς 

είναι ένας τετραψήφιος αριθμός. Ακόμη ξέρουμε 

ότι το πρώτο ψηφίο είναι το 7 και το τρίτο το 5. 

Τα άλλα δύο ψηφία είναι κάποια από τα 2, 3, 8. 

Φτιάχνουμε έναν πιθανό συνδυασμό. Ποιος είναι 

ο δειγματικός χώρος Ω του πειράματος; 
 

7. Στο παρακάτω σχήματα φαίνονται όλοι οι 

διαφορετικοί τρόποι για να μεταβεί κάποιος από 

την πόλη Α στην πόλη Γ. 

 
Να γράψετε τον δειγματικό χώρο Ω του πειράμα-

τος. 

����    3333....    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1. Ρίχνουμε ένα κόκκινο ζάρι και στη συνέχεια 

ένα άσπρο ζάρι.  

α)α)α)α)    Να κάνετε πίνακα διπλής εισόδου        

β)β)β)β) Να γράψετε το δειγματικό χώρο Ω του πει-

ράματος. 

 

2. Ρίχνουμε ένα ζάρι και στη συνέχεια ένα νόμι-

σμα.  

α)α)α)α)    Να κάνετε δεντροδιάγραμμα        

β)β)β)β) Να γράψετε το δειγματικό χώρο Ω του πει-

ράματος 

3. Να βρείτε το δειγματικό χώρο Ω του πειρά-

ματος όταν: 

α)α)α)α)  ρίχνουμε τρία νομίσματα 

ββββ))))    ρίχνουμε τέσσερα νομίσματα 

Ποια σχέση συνδέει το πλήθος των στοιχείων του 

Ω με το πλήθος των νομισμάτων; 

 

4. ∆ύο παίχτες παίζουν τάβλι. Νικητής είναι ό-

ποιος κερδίσει τρεις παρτίδες. Να γράψετε το 

δειγματικό χώρο Ω του πειράματος. 

(α: κερδίζει ο πρώτος, β: κερδίζει ο δεύτερος) 

79797979    Πείραμα τύχης Πείραμα τύχης Πείραμα τύχης Πείραμα τύχης ––––∆ειγματικός χ∆ειγματικός χ∆ειγματικός χ∆ειγματικός χώώώώροςροςροςρος    5555....2222    / / / / 1111    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 5. Πιθανότητες 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Ενδεχόμενο ενός πειράματος τύχηςΕνδεχόμενο ενός πειράματος τύχηςΕνδεχόμενο ενός πειράματος τύχηςΕνδεχόμενο ενός πειράματος τύχης: Ονομάζεται κάθε υποσύνολο του δειγματικού χώρου Ω. 

  Βέβαιο ενδεχόμενοΒέβαιο ενδεχόμενοΒέβαιο ενδεχόμενοΒέβαιο ενδεχόμενο: Πραγματοποιείται σε καμία εκτέλεση του πειράματος. 

  Αδύνατο ενδεχόμενοΑδύνατο ενδεχόμενοΑδύνατο ενδεχόμενοΑδύνατο ενδεχόμενο: ∆εν πραγματοποιείται σε καμία εκτέλεση του πειράματος. 

���� Ασυμβίβαστα ενδεχόμεναΑσυμβίβαστα ενδεχόμεναΑσυμβίβαστα ενδεχόμεναΑσυμβίβαστα ενδεχόμενα: ∆ύο ενδεχόμενα που δεν έχουν κανένα κοινό στοιχείο (((( Α ΒΑ ΒΑ ΒΑ Β∩ = ∅∩ = ∅∩ = ∅∩ = ∅ )))). 

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Ρίχνουμε ένα νόμισμα δύο φορές.  

α)α)α)α) Να γράψετε το δειγματικό χώρο Ω του πειρά-

ματος ((Κ): κεφαλή, (Γ): γράμματα) 

β)β)β)β)  Να γράψετε τα ενδεχόμενα 

 Α: τα αποτελέσματα στις δύο ρίψεις είναι ίδια 

 Β: το ένα τουλάχιστον αποτέλεσμα ήταν «Κ» 

 Γ: το ένα ακριβώς αποτέλεσμα ήταν «Κ» 

γ)γ)γ)γ)    Κάποια από τα παραπάνω ενδεχόμενα είναι 

ασυμβίβαστα; 
 

2. Ρίχνουμε ένα ζάρι δύο φορές.  

α)α)α)α) Να γράψετε το δειγματικό χώρο Ω του πειρά-

ματος  

β)β)β)β)  Να γράψετε τα ενδεχόμενα 

 Α: το άθροισμα των αποτελεσμάτων των ρί

  ψεων είναι μεγαλύτερο από 13 

 Β: το αποτέλεσμα της πρώτης ρίψης είναι με

  γαλύτερο από της δεύτερης 

 Γ: το αποτέλεσμα των δύο ρίψεων είναι ζυγός  

γ)γ)γ)γ)    Υπάρχει κάποιο αδύνατο  ενδεχόμενο; 
 

3. Έχουμε ένα ειδικό ζάρι που σε δύο έδρες του 

έχει το ψηφίο «1» σε δύο το ψηφίο «2» και σε δύο 

το ψηφίο «3».  

α)α)α)α)    Να γράψετε τον δειγματικό χώρο Ω του πει-

ράματος 

β)β)β)β)    Να γράψετε τα ενδεχόμενα 

 Α: το άθροισμα των αποτελεσμάτων των ρί

  ψεων είναι μεγαλύτερο από 4 

 Β: τα αποτελέσματα των δύο ρίψεων είναι  

   ίσα μεταξύ τους  

 Γ: το αποτέλεσμα των δύο ρίψεων είναι ζυγός  

4. Σε ένα κουτί υπάρχουν μία άσπρη (Α), μία 

μαύρη (Μ), μία κόκκινη (Κ) και μία πράσινη (Π) 

μπάλα. Παίρνουμε μία μπάλα, καταγράφουμε το 

χρώμα της και την ξαναβάζουμε μέσα στο κουτί.  

α)α)α)α)    Να γράψετε τον δειγματικό χώρο Ω του πει-

ράματος 

β)β)β)β)    Να γράψετε τα ενδεχόμενα 

 Α: οι δύο μπάλες έχουν ίδιο χρώμα 

 Β: η δεύτερη μπάλα είναι πράσινη 

 Γ: μία τουλάχιστον μπάλα είναι άσπρη    
 

5. Ένας ηλεκτρολόγος ελέγχει 3 λάμπες την μία 

μετά την άλλη.  

α)α)α)α) Να γράψετε το δειγματικό χώρο Ω του πειρά-

ματος. ((Κ): καλή, (Ε): ελαττωματική) 

β)β)β)β)  Να γράψετε τα ενδεχόμενα 

 Α: ακριβώς δύο λάμπες είναι καλές 

 Β: τουλάχιστον μία λάμπα είναι καλή 

 Γ: το πολύ μία λάμπα είναι ελαττωματική 

γ)γ)γ)γ)    Κάποια από τα παραπάνω ενδεχόμενα είναι 

ασυμβίβαστα; 
 

6. Ρωτάμε τους συμμαθητές μας που έχουν δύο 

αδέλφια να μας πουν με ποια σειρά είναι γεννη-

μένα τα παιδιά της οικογένειάς τους  

α)α)α)α) Να γράψετε το δειγματικό χώρο Ω του πειρά-

ματος. ((Α): αγόρι, (Κ): κορίτσι) 

β)β)β)β)  Να γράψετε τα ενδεχόμενα 

 Α: ακριβώς δύο παιδιά είναι αγόρια 

 Β: τουλάχιστον ένα παιδί είναι κορίτσι 

γ)γ)γ)γ) Να εξετάσετε αν τα ενδεχόμενα Α και Β είναι 

ασυμβίβαστα 

����    3333....    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1. ∆ύο ομάδες (α και β) παίζουν βόλεϊ. Νικήτρια 

αναδεικνύεται αυτή που κερδίζει πρώτη τρία σετ. 

α)α)α)α) Να γράψετε το δειγματικό χώρο Ω του πειρά-

ματος 

β)β)β)β)  Να γράψετε τα ενδεχόμενα 

 Α: η ομάδα α κερδίζει τον αγώνα 

 Β: η ομάδα α κερδίζει ένα το πολύ σετ 

2. Έστω ένα σύνολο { }Α 1, 2= . Επιλέγουμε τυ-

χαία ψηφία και φτιάχνουμε έναν διψήφιο αριθμό. 

α)α)α)α) Να γράψετε το δειγματικό χώρο Ω του πειρά-

ματος 

β)β)β)β)  Να γράψετε τα ενδεχόμενα 

 Α: ακριβώς ένα ψηφίο είναι «2» 

 Β: ένα τουλάχιστον ψηφίο είναι «2» 

80808080    Ενδεχόμενα πειράματος (Βέβαιο Ενδεχόμενα πειράματος (Βέβαιο Ενδεχόμενα πειράματος (Βέβαιο Ενδεχόμενα πειράματος (Βέβαιο ––––    Αδύνατο Αδύνατο Αδύνατο Αδύνατο ––––    Ασυμβίβαστα)Ασυμβίβαστα)Ασυμβίβαστα)Ασυμβίβαστα)    5555....2222    / / / / 2222    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� ΈνωσηΈνωσηΈνωσηΈνωση    δύο ενδεχομένων Α και Βδύο ενδεχομένων Α και Βδύο ενδεχομένων Α και Βδύο ενδεχομένων Α και Β    είναι το ενδεχόμενο A BA BA BA B∪∪∪∪  που πραγματοποιείται όταν πραγ-

ματοποιείται ένα τουλάχιστον από τα Α, Β (Α ή Β)(Α ή Β)(Α ή Β)(Α ή Β). 

���� Τομή δύο ενδεχομένων Α και ΒΤομή δύο ενδεχομένων Α και ΒΤομή δύο ενδεχομένων Α και ΒΤομή δύο ενδεχομένων Α και Β    είναι το ενδεχόμενο A BA BA BA B∩∩∩∩  που πραγματοποιείται όταν πραγμα-

τοποιούνται ταυτόχρονα το Α και το Β (Α (Α (Α (Α καικαικαικαι    Β)Β)Β)Β). 

���� Συμπλήρωμα ενός ενδεχομένου ΑΣυμπλήρωμα ενός ενδεχομένου ΑΣυμπλήρωμα ενός ενδεχομένου ΑΣυμπλήρωμα ενός ενδεχομένου Α είναι το ενδεχόμενο AAAA′′′′  που πραγματοποιείται όταν δεν πραγ-

ματοποιείται το Α. 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόηηηησηςσηςσηςσης        
1. ∆ίνεται ένα δειγματικός χώρος Ω και τα ενδε-

χόμενα Α και Β τα οποία δεν είναι ασυμβίβαστε. 

Να διατυπώσετε λεκτικά τα παρακάτω ενδεχό-

μενα: 

α)α)α)α)    Πραγματοποιείται το Α ή το Β 

β)β)β)β)    Πραγματοποιείται το Α και το Β    

γ)γ)γ)γ)    ∆εν πραγματοποιείται το Α    

δ)δ)δ)δ)    Πραγματοποιείται μόνο το Α ή μόνο το Β    

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Έστω ένα πείραμα με δειγματικό χώρο 

{ }Ω 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12=     

και τα ενδεχόμενα { }Α x Ω / x διαιρέτηςτου12= ∈     

και { }Β x Ω / x περιττός= ∈  

α)α)α)α) Να παραστήσετε με διάγραμμα Venn το Ω 

και τα Α, Β 

β)β)β)β)  Να προσδιορίσετε το ενδεχόμενο που πραγ-

ματοποιείται όταν  

 iiii))))    δεν πραγματοποιείται το Α 

    iiiiiiii))))    όταν πραγματοποιείται ένα τουλάχιστον 

από τα Α και Β 

    iiiiiiiiiiii))))    όταν πραγματοποιούνται ταυτόχρονα τα 

Α και Β 

 iviviviv))))    όταν δεν πραγματοποιείται κανένα από 

τα Α και Β 

 vvvv)))) όταν πραγματοποιείται μόνο το Α ή μόνο 

το Β    

 

2. Έστω ένα πείραμα με δειγματικό χώρο Ω και 

τα ενδεχόμενα Α και Β τα οποία δεν είναι ασυμ-

βίβαστα. Να παραστήσετε με διάγραμμα Venn τα 

παρακάτω ενδεχόμενα 

α)α)α)α) A′     β)β)β)β)  Β′     γ)γ)γ)γ)    A Β∪     

δ)δ)δ)δ)    A Β∩     ε)ε)ε)ε)    A Β′ ′∩     στ)στ)στ)στ)    A Β′ ′∪     

ζ)ζ)ζ)ζ)    A Α′∪     η)η)η)η)    A Β′∪     θ)θ)θ)θ)    A Β′ ∩     

    

3. Έστω ένα πείραμα με δειγματικό χώρο 

{ }Ω α, β, γ, δ, ε, ζ=     

και τα ενδεχόμενα { }Α α, δ=     και { }Β δ, ε, ζ= . 

α)α)α)α) Να παραστήσετε με διάγραμμα Venn το Ω 

και τα Α, Β 

β)β)β)β)  Να προσδιορίσετε τα ενδεχόμενα  

    iiii)))) A′     iiiiiiii))))  Β′     iiiiiiiiiiii))))    A Β∪     

    iviviviv))))    A Β∩     vvvv))))    A Β′ ′∩     vivivivi))))    A Β′ ′∪     

    viiviiviivii))))    A Α′∪     viiviiviiviiiiii))))    A Β′∪     ixixixix))))    A Β′ ∩     

    

4. Ένας μαθητής μαθαίνει Αγγλικά και Γαλλικά. 

Έστω τα ενδεχόμενα: 

Α: Ο μαθητής μαθαίνει Αγγλικά 

Β: Ο μαθητής μαθαίνει Γερμανικά 

Να διατυπώσετε φραστικά τα ενδεχόμενα:  

α)α)α)α) A′     β)β)β)β)  Β′     γ)γ)γ)γ)    A Β∪     

δ)δ)δ)δ)    A Β∩     ε)ε)ε)ε)    A Β′ ′∩     στ)στ)στ)στ)    A Β′ ′∪  

 

5. Η Χρυσούλα παίζει μπάσκετ και τένις. Να 

γράψετε συμβολικά τα παρακάτω ενδεχόμενα:   

α)α)α)α) Η Χρυσούλα δεν παίζει μπάσκετ 

β)β)β)β)  Η Χρυσούλα παίζει τένις 

γ)γ)γ)γ)    Η Χρυσούλα παίζει μπάσκετ αλλά δεν παίζει 

τένις    

δ)δ)δ)δ)    Η Χρυσούλα παίζει μπάσκετ και τένις    

ε)ε)ε)ε)    Η Χρυσούλα παίζει μπάσκετ ή τένις    

 

6. Έστω το σύνολο { }Ω x / 1 x 6= ∈ ≤ ≤ℕ  

και τα σύνολα 
8

Α x Ω /
x

 
= ∈ ∈ 
 

ℤ  και 

{ }Β x Ω / x πολ.2= ∈   

α)α)α)α) Να παραστήσετε τα σύνολα Ω, Α, Β με ανα-

γραφή των στοιχείων τους 

β)β)β)β)  Να βρείτε τα σύνολα 

    iiii)))) A′     iiiiiiii))))  Β′     iiiiiiiiiiii))))    A Β∪     

    iviviviv))))    A Β∩     vvvv))))    A Β′ ′∩     vivivivi))))    A Β′ ′∪     

88881111    Πράξεις με ενδεχόμεναΠράξεις με ενδεχόμεναΠράξεις με ενδεχόμεναΠράξεις με ενδεχόμενα    πειράματοςπειράματοςπειράματοςπειράματος    5555....2 2 2 2 / / / / 3333    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 5. Πιθανότητες 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Πιθανότητα ενός ενδεχομένου Α:Πιθανότητα ενός ενδεχομένου Α:Πιθανότητα ενός ενδεχομένου Α:Πιθανότητα ενός ενδεχομένου Α: (((( )))) (((( ))))
(((( ))))

Ν ΑΝ ΑΝ ΑΝ Απλήθος ευνοϊκών περιπτώσεωνπλήθος ευνοϊκών περιπτώσεωνπλήθος ευνοϊκών περιπτώσεωνπλήθος ευνοϊκών περιπτώσεων
P AP AP AP A

πλήθος δυνατών περιπτώσεωνπλήθος δυνατών περιπτώσεωνπλήθος δυνατών περιπτώσεωνπλήθος δυνατών περιπτώσεων Ν ΩΝ ΩΝ ΩΝ Ω
= == == == =

  

  
 

���� (((( ))))PPPP Ω 1Ω 1Ω 1Ω 1==== , (((( ))))P 0P 0P 0P 0∅ =∅ =∅ =∅ = , (((( ))))0 P0 P0 P0 P Α 1Α 1Α 1Α 1≤ ≤≤ ≤≤ ≤≤ ≤  

���� Ισοπίθανα:Ισοπίθανα:Ισοπίθανα:Ισοπίθανα: ∆ύο ή περισσότερα ενδεχόμενα που έχουν την ίδια πιθανότητα να συμβούν. 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόηηηησηςσηςσηςσης        
1. Το άθροισμα των πιθανοτήτων δύο συμπλη-

ρωματικών ενδεχομένων με πόσο είναι ίσο; 

2. Είναι δυνατόν δύο συμπληρωματικά ενδεχό-

μενα να είναι ισοπίθανα; 

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Ρίχνουμε ένα νόμισμα τρεις φορές. Ποια είναι 

η πιθανότητα να φέρουμε και τις τρεις φορές κε-

φαλή;  
 

2. Σε ένα κουτί υπάρχουν 5 κόκκινες, 12 ά-

σπρες, 10 πράσινες και 8 μπλε μπίλιες. Βγάζουμε 

στην τύχη μία μπίλια. Να βρείτε τις πιθανότητες 

των ενδεχομένων: 

Α:Α:Α:Α:  Η μπίλια να είναι πράσινη. 

Β.Β.Β.Β.  Η μπίλια να μην είναι άσπρη 
 

3. Ρίχνουμε ένα ζάρι δύο φορές. Να βρείτε τις 

πιθανότητες των ενδεχομένων: 

Α:Α:Α:Α:  Η πρώτη ένδειξη είναι άρτια και η δεύτερη 

περιττή 

Β:Β:Β:Β:  Το άθροισμα των δύο ενδείξεων είναι 9 

Γ:Γ:Γ:Γ:  Το γινόμενο των δύο ενδείξεων είναι 12 

∆:∆:∆:∆:  Το άθροισμα των δύο ενδείξεων είναι μεγα-

λύτερο από 8 
 

4. Ρίχνουμε ένα ζάρι μία φορά.  

αααα))))    Βρείτε τις πιθανότητες των ενδεχομένων 

Α: Φέρνουμε «4» 

Β: Φέρνουμε «4» ή «5» 

Γ: Φέρνουμε μονό αριθμό 

γ)γ)γ)γ)    Βρείτε τα συμπληρωματικά ενδεχόμενα των 

Α, Β και Γ 

δ)δ)δ)δ)    τις πιθανότητες των συμπληρωματικών των 

ενδεχομένων Α, Β και Γ

5. Με τα ψηφία 1, 2 και 3 φτιάχνουμε τριψήφι-

ους αριθμούς.  

α)α)α)α) Να βρείτε τον δειγματικό χώρο Ω 

β)β)β)β)  Αν επιλέξουμε τυχαία έναν αριθμό τότε να 

βρείτε την πιθανότητα ο αριθμός 

 iiii))))        να είναι άρτιος 

    iiiiiiii))))    να είναι μεγαλύτερος του 300 

 iiiiiiiiiiii))))    να είναι ανάμεσα στο 100 και στο 200 
 

6. Κάθε τράπουλα έχει 52 φύλλα, 26 κόκκινα 

και 26 μαύρα. 13 κόκκινα είναι κούπες και τα 

υπόλοιπα 13 είναι καρό. 13 μαύρα είναι σπαθιά 

και τα άλλα 13 είναι μπαστούνια. Κάθε δεκατρία 

χαρτιά έχουν τους αριθμούς από το 2 έως το 10 

και τα σύμβολα J, Q, K (φιγούρες) και A. Τραβά-

με ένα χαρτί στην τύχη. Ποια είναι η πιθανότητα  

α)α)α)α) να είναι κόκκινο 

β)β)β)β)    να είναι μπαστούνι   

γ)γ)γ)γ)    να είναι αριθμός μικρότερος από 6 

δδδδ))))    να είναι φιγούρα 

ε)ε)ε)ε)    να είναι όχι κούπα 

στ)στ)στ)στ)    να είναι σπαθί ή καρό 
 

7. ∆ίνεται ο δειγματικός χώρος ενός πειράματος 

{ }Ω 1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8=  

 Να υπολογίσετε την πιθανότητα του ενδεχομέ-

νου  

{ }2Α λ Ω/το 2x 4x λ 0 δεν έχειρίζες= ∈ − + =

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1. Ρίχνουμε ένα συμμετρικό ζάρι δύο φορές. Η 

πρώτη φορά είναι το α και η δεύτερη το β στην 

εξίσωση 2αx 4x β 0+ + = . Να βρείτε τη πιθανότη-

τα των ενδεχομένου 

Α:Α:Α:Α: Η εξίσωση έχει δύο διαφορετικές λύσεις  

2. Από το σύνολο { }Ω 30 ,  40 ,  60 ,  80= ° ° ° °  επι-

λέγουμε τυχαία τρεις διαφορετικούς αριθμούς. 

α)α)α)α)    Να βρείτε το δειγματικό χώρο του πειράματος 

β)β)β)β)    Ποια η πιθανότητα οι τρεις αυτοί αριθμοί να 

εκφράζουν τα μέτρα των γωνιών ενός τριγώνου; 
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Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Ρίχνουμε ένα ζάρι δύο φορές. Να βρείτε τις 

πιθανότητες των ενδεχομένων: 

α)α)α)α)    το άθροισμα των δύο ενδείξεων είναι τουλά-

χιστον 8 

β)β)β)β)    οι ενδείξεις είναι και οι δύο άρτιοι αριθμοί 

γ)γ)γ)γ)    οι ενδείξεις είναι διαδοχικοί αριθμοί 

δ)δ)δ)δ)    οι ενδείξεις είναι ίσες 
 

2. ∆ίνεται ο δειγματικός χώρος { }Ω 1,2,3,4,5= . 

Αν Α είναι ένα ενδεχόμενο του Ω που έχει στοι-

χεία τις λύσεις της εξίσωσης  
3 2x 3x 2x 0− + =  

τότε να βρείτε την πιθανότητα του Α.  
 

3. Σ' ένα εστιατόριο υπάρχουν 15 φαγητά, από 

τα οποία 4 είναι ψητά, 5 μαγειρευτά, 4 φούρνου 

και 2 τηγανητά. Ποια είναι η πιθανότητα να πά-

ρει ο Νίκος τυχαία ένα φαγητό μαγειρευτό που 

μόνο αυτό δεν του αρέσει; Μία ώρα αργότερα 2 

ψητά, 3 μαγειρευτά και 1 τηγανητό έχουν κατα-

ναλωθεί. Ποια είναι τώρα η πιθανότητα να πάρει 

ο Νίκος τυχαία ένα φαγητό που να του αρέσει; 
 

4. Από το σύνολο { }Ω 1, 2, 3, 4, 6= επιλέγουμε 

τυχαία δύο αριθμούς τον ένα μετά τον άλλο και 

με αυτούς σχηματίζουμε ένα κλάσμα. Ο πρώτος 

είναι ο αριθμητής και ο δεύτερος είναι ο παρονο-

μαστής του κλάσματος. Να βρείτε την πιθανότη-

τα ώστε το κλάσμα  

α)α)α)α)  να εκφράζει ακέραιο αριθμό     

β)β)β)β)  να είναι μικρότερο της μονάδας. 
    

5. Σε ένα ράφι της βιβλιοθήκης μου υπάρχουν 

42 βιβλία μαθηματικών, 30 βιβλία μουσικής και 20 

λογοτεχνικά βιβλία. Επιλέγουμε στην τύχη ένα 

βιβλίο από το ράφι. Να βρείτε την πιθανότητα: 

α)α)α)α)    να επιλέξουμε βιβλίο μαθηματικών 

β)β)β)β)    να επιλέξουμε βιβλίο μουσικής ή λογοτεχνικό 
 

6. Με τα ψηφία 1, 2, 4, 3 φτιάχνουμε πενταψή-

φιους αριθμούς με το κάθε ψηφίο να χρησιμοποι-

είται μόνο μία φορά.  

α)α)α)α) Να βρείτε τον δειγματικό χώρο Ω 

β)β)β)β)  Αν επιλέξουμε τυχαία έναν αριθμό τότε να 

βρείτε την πιθανότητα ο αριθμός 

 iiii))))        να είναι άρτιος 

    iiiiiiii))))    να είναι περιττός  

 iiiiiiiiiiii))))    να διαιρείται με το 3 

 iiiivvvv))))    να διαιρείται με το 5 

 vvvv)))) να είναι μεγαλύτερος από 10.000 

 vivivivi))))    να βρίσκεται μεταξύ του 20.000 και του 

   30.000 
 

7. Εξετάσαμε ένα δείγμα 100 οικογενειών ως 

προς τον αριθμό των παιδιών τους και σχηματί-

σαμε τον παρακάτω πίνακα: 

Αριθμός παιδιώνΑριθμός παιδιώνΑριθμός παιδιώνΑριθμός παιδιών    0 1 2 3 4 

ΟικογένειεςΟικογένειεςΟικογένειεςΟικογένειες    10 30 45 13 2 

Να επιλέξουμε τυχαία μία οικογένεια να βρείτε 

την πιθανότητα: 

α)α)α)α)    να μην έχει παιδιά 

β)β)β)β)    να έχει παιδιά αλλά όχι λιγότερα από δύο 

γ)γ)γ)γ)    να έχει παιδιά αλλά όχι περισσότερα από ένα 

δ)δ)δ)δ)    να μην έχει δύο ή τρία παιδιά 
             

8. Έστω μία οικογένεια η οποία έχει 3 παιδιά. 

Να βρείτε ποια είναι η πιθανότητα: 

α)α)α)α)    να είναι και τα τρία παιδιά αγόρια 

β)β)β)β)    να είναι το ένα τουλάχιστον παιδί αγόρι 

γ)γ)γ)γ)    να είναι δύο διαδοχικά παιδιά αγόρια 

δ)δ)δ)δ)    να μην είναι δύο διαδοχικά παιδιά ίδιου φύ-

λου 

����    2222....    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1. Ρίχνουμε ένα νόμισμα και ένα ζάρι, μία φορά 

το καθένα. 

α)α)α)α)    Να γράψετε το δειγματικό χώρο του πειράμα-

τος Ω 

β)β)β)β)    Να βρείτε την πιθανότητα το νόμισμα να είναι 

κορώνα και το ζάρι να είναι 6    

γ)γ)γ)γ)    Να βρείτε την πιθανότητα το νόμισμα να είναι 

κορώνα και το ζάρι μονός αριθμός ή το νόμισμα 

να είναι γράμματα και το ζάρι μικρότερο του 3 

2. Μία κάλπη έχει αριθμημένους λαχνούς από 

το 1 έως το 150. Παίρνουμε στην τύχη έναν λα-

χνό από την κάλπη. Να βρείτε την πιθανότητα: 

α)α)α)α)    ο αριθμός να διαιρείται με το 2 κα με το 5 

β)β)β)β)    ο αριθμός να διαιρείται με έναν τουλάχιστον 

από τους αριθμούς 2 και 5 

γ)γ)γ)γ)    ο αριθμός να μην διαιρείται με το 3 

δ)δ)δ)δ)    τα ψηφία του αριθμού να είναι διαδοχικοί 

αριθμοί  

Έννοια της πιθανότητας ΙΙΈννοια της πιθανότητας ΙΙΈννοια της πιθανότητας ΙΙΈννοια της πιθανότητας ΙΙ    83838383    5555....3 3 3 3 / / / / 2222    



  Α’ ΜΕΡΟΣ. 5. Πιθανότητες 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Αν δύο ενδεχόμενο είναι συμπληρωματικά, δηλαδή Α και Α’ τότε ισχύει (((( )))) (((( ))))PPPP Α P Α 1Α P Α 1Α P Α 1Α P Α 1′′′′+ =+ =+ =+ = .    

���� Αν Α και Β είναι δύο οποιαδήποτε ενδεχόμενα τότε ισχύει (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))∪ + ∩ = +∪ + ∩ = +∪ + ∩ = +∪ + ∩ = +P A B P A B P A P BP A B P A B P A P BP A B P A B P A P BP A B P A B P A P B . 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόηηηησηςσηςσηςσης        
1. Αν Α και Β είναι δύο ενδεχόμενα ενός δειγμα-

τικού χώρου Ω τότε μπορεί να ισχύει 

( ) ( ) Ρ Α Ρ Β 1+ >  

2. Αν Α και Β είναι δύο ενδεχόμενα ενός δειγμα-

τικού χώρου Ω ισχύει 

Αν Α Β⊆  τότε  ( ) ( ) Ρ Α Ρ Β≤

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λΑσκήσεις για λΑσκήσεις για λΑσκήσεις για λύσηύσηύσηύση        

1. Αν για τα ενδεχόμενα Α, Β ενός δειγματικού 

χώρου Ω ισχύουν  

( ) 1
P A B

4
∩ = , ( ) 2

P A
5

=  και ( ) 6
Ρ Β

10
=  

να υπολογίσετε την ( )P A B∪ . 

 

2. Αν για τα ενδεχόμενα Α, Β ενός δειγματικού 

χώρου Ω ισχύουν  

( ) 1
P A B

2
∪ = , ( ) 2

P A
5

=  και ( ) 7
Ρ Β

10
′ =  

να υπολογίσετε τις ( )Ρ Β , ( )P A B∩ . 

 

3. Αν για δύο ενδεχόμενα Α, Β ενός δειγματικού 

χώρου Ω ισχύουν  

( ) 6
P A B

10
∪ =  και ( ) ( ) 12

 Ρ Α Ρ Β
10

′ ′+ =  

να υπολογίσετε την ( )P A B∩ . 

 

4. Αν για τα ενδεχόμενα Α, Β ενός δειγματικού 

χώρου Ω ισχύουν  

( ) ( )P A 2P A′= , ( ) 1
Ρ Β

2
=  και ( ) 1

P A B
6

∩ =  

να υπολογίσετε τις ( )Ρ Α , ( )Ρ Β′ , ( )P A B∪ . 

5. Αν για τα ενδεχόμενα Α, Β ενός δειγματικού 

χώρου Ω ισχύουν  

( ) 3
P A B

4
∪ = , ( ) 2

 Ρ Α
3

′ =  και ( ) 1
 Ρ Α Β

4
∩ =  

να υπολογίσετε τις ( )P A , ( )P Β  και ( )P A B′∩ . 

 

6. Αν για τα ενδεχόμενα Α, Β ενός δειγματικού 

χώρου Ω ισχύουν  

( ) ( )P A 2P Β 1+ = , ( ) ( ) Ρ Α 3P A′ =  και 

( )2 Ρ Α Β 1∪ =  

να υπολογίσετε τις ( )P A Β∩  και ( )P A B′∪ . 

 

7. Αν για το ενδεχόμενο Α ενός δειγματικού 

χώρου Ω ισχύει 

( ) ( )
3 2 25

P A P A 6
− =

′
 

τότε να υπολογίσετε τις ( )P A  και ( )Ρ Α′ . 

 

8. Αν για το ενδεχόμενο Α ενός δειγματικού 

χώρου Ω ισχύει 

( ) ( ) 2
P A P A

9
′⋅ =  

τότε να υπολογίσετε τις ( )P A  και ( )Ρ Α′ . 

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1. Αν για τα ενδεχόμενα Α, Β ενός δειγματικού 

χώρου Ω ισχύουν  

( )
( )

P A
4

P A
=

′
, ( ) 1

Ρ Β
3

′ =  και ( ) 1
P A B

15
∩ =  

τότε να υπολογίσετε τις πιθανότητες 

α)α)α)α) να πραγματοποιείται το Α 

β)β)β)β)  να πραγματοποιείται το Β 

γ)γ)γ)γ)    να πραγματοποιείται ένα τουλάχιστον από 

τα Α και Β 

2. Αν είναι ( ) 9
P A

10
=  και ( )′ = 2

P B
10

 τότε είναι 

δυνατόν να είναι ( ) 1
P A B

10
∩ = ; 

 

3. Υψώνουμε στο τετράγωνο έναν τυχαίο μονο-

ψήφιο φυσικό αριθμό. Ποια είναι η πιθανότητα ο 

αριθμός που προκύπτει να έχει τελευταίο ψηφίο  

α)α)α)α)    το 1    β)β)β)β)        το 2    γ)γ)γ)γ)            το 5        

δ)δ)δ)δ)        το 9 ε)ε)ε)ε)        το 1 ή το 4 στ)στ)στ)στ)    το 1 ή το 5 

84848484    Βασικοί κανόνες λογισμού πιθανοτήτων Ι (Ασκήσεις)Βασικοί κανόνες λογισμού πιθανοτήτων Ι (Ασκήσεις)Βασικοί κανόνες λογισμού πιθανοτήτων Ι (Ασκήσεις)Βασικοί κανόνες λογισμού πιθανοτήτων Ι (Ασκήσεις)    5555....3 3 3 3 / / / / 3333    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. ∆ίνουμε ένα πρόβλημα σε δύο μαθητές Α και 

Β. Η πιθανότητα να το λύσει ο Α είναι 15%, ενώ 

η πιθανότητα να το λύσει ο Β είναι 20%. Η πιθα-

νότητα να το λύσουν και οι δύο είναι 10%. Να 

βρείτε την πιθανότητα:  

α)α)α)α) να το λύσει ένας τουλάχιστον από τους δύο 

β)β)β)β)  να το λύσει μόνο ένας από τους δύο 

 

2. Η Γ’ τάξη ενός Γυμνασίου έχει 50 μαθητές. 

Από αυτούς οι 30 παίζουν ποδόσφαιρο, οι 16 

παίζουν μπάσκετ και οι 10 και τα δύο. Να βρείτε 

την πιθανότητα ένας μαθητής  

α)α)α)α) να μην παίζει ούτε ποδόσφαιρο ούτε μπάσκετ  

β)β)β)β)  να παίζει ένα τουλάχιστον από τα δύο αθλή-

ματα 

γ)γ)γ)γ)    να μην παίζει κανένα από τα δύο αθλήματα  

δ)δ)δ)δ)    να παίζει ακριβώς ένα άθλημα 

 

3. Η πιθανότητα να γνωρίζει κάποιος Αγγλικά 

είναι 45%, να γνωρίζει Γαλλικά είναι 25% και να 

γνωρίζει και τις δύο γλώσσες είναι 10%. Να βρεί-

τε τις πιθανότητες των ενδεχομένων:  

α)α)α)α) να ξέρει τουλάχιστον μία από τις δύο ξένες 

γλώσσες 

β)β)β)β)  να μην ξέρει καμία από τις δύο γλώσσες 

 

4. Σε ένα χωριό με 320 οικογένειες οι 120 έχουν 

αυτοκίνητο, οι 280 έχουν τηλεόραση και 100 έ-

χουν και αυτοκίνητο και τηλεόραση. Επιλέγουμε 

τυχαία μία οικογένεια του χωριού. Να βρείτε την 

πιθανότητα: 

α)α)α)α) να έχει αυτοκίνητο ή τηλεόραση 

β)β)β)β)  να έχει τηλεόραση αλλά όχι αυτοκίνητο 

γ)γ)γ)γ)    να μην έχει ούτε τηλεόραση ούτε αυτοκίνητο 

δ)δ)δ)δ)    να έχει μόνο αυτοκίνητο ή μόνο τηλεόραση 

5. Τα 90 παιδιά της Γ' τάξης ενός Γυμνασίου 

επέλεξαν να διδαχτούν μια δεύτερη ξένη γλώσσα 

ανάμεσα στα Γαλλικά και τα Γερμανικά. Τα 28 

από τα 40 αγόρια επέλεξαν τα Γερμανικά, ενώ 42 

κορίτσια επέλεξαν τα Γαλλικά.  

α)α)α)α)  Να συμπληρώσετε τον πίνακα: 

 
β)β)β)β)  Επιλέγουμε τυχαία ένα παιδί. Να βρείτε την 

πιθανότητα:  

i)i)i)i)   να είναι αγόρι  

iiiiiiii))))  να έχει επιλέξει τα Γερμανικά  

iii)iii)iii)iii)  να είναι αγόρι και να έχει επιλέξει τα Γαλλικά  

iv)iv)iv)iv)  να είναι κορίτσι ή να έχει επιλέξει τα Γερμανι-

κά 

 

6. Σε ένα γυμνάσιο το 20% των παιδιών είναι 

στη χορωδία του γυμνασίου, το 5% παίζουν κά-

ποιο μουσικό όργανο και 2% των παιδιών μου-

σικό όργανο και τραγουδάνε ταυτόχρονα. ∆ιαλέ-

γουμε τυχαία ένα παιδί του γυμνασίου. Να βρείτε 

την πιθανότητα να είναι μόνο στην χορωδία και 

μόνο να παίζει μουσικό όργανο; 

 

7. Σε ένα χωριό το 10% των οικογενειών δεν 

έχουν σταθερό τηλέφωνο, το 30% των οικογε-

νειών δεν έχουν κινητό τηλέφωνο και το 8% δεν 

έχουν σταθερό ούτε κινητό τηλέφωνο. Επιλέγου-

με τυχαία μία οικογένεια. Να βρείτε την πιθανό-

τητα:   

α)α)α)α)    να έχει κινητό τηλέφωνο  

β)β)β)β)    να έχει σταθερό και κινητό τηλέφωνο 

����    2222....    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1. Ένα κουτί περιέχει άσπρες, κόκκινη και μαύ-

ρες μπάλες. Αν πάρουμε τυχαία μία μπάλα τότε η 

πιθανότητα να είναι άσπρη είναι 
1

6
 και η πιθανό-

τητα να είναι κόκκινη είναι 
2

3
. Αν το κουτί έχει 4 

μαύρες μπάλες τότε να βρείτε: 

α)α)α)α)    πόσες μπάλες έχει το κουτί 

β)β)β)β)    πόσες είναι οι άσπρες και πόσες είναι οι μαύ-

ρες μπάλες 

2. Σε ένα σχολείο το 50% των μαθητών έχει κι-

νητό τηλέφωνο ή δεν έχει Η/Υ και το 25% των 

μαθητών έχει κινητό κα Η/Υ. Επιλέγουμε τυχαία 

έναν μαθητή. Αν η πιθανότητα να έχει κινητό και 

να μην έχει Η/Υ είναι 
1

5
 τότε να βρείτε την πιθα-

νότητα  

α)α)α)α)    να έχει Η/Υ      

β)β)β)β)    να μην έχει Η/Υ ούτε κινητό  

 Αγόρια Κορίτσια 

Γαλλικά   

Γερμανικά   

 

Βασικοί κανόνες λογισμού πιθανοτήτων ΙΙ (Προβλήματα)Βασικοί κανόνες λογισμού πιθανοτήτων ΙΙ (Προβλήματα)Βασικοί κανόνες λογισμού πιθανοτήτων ΙΙ (Προβλήματα)Βασικοί κανόνες λογισμού πιθανοτήτων ΙΙ (Προβλήματα)    85858585    5555....3 3 3 3 / / / / 4444    



  Β’ ΜΕΡΟΣ: 1. Γεωμετρία 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

         

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Κύρια στοιχεία τριγώνου. ∆ευτερεύοντα στοιχεία τριγώνου. 

���� Το άθροισμα των τριών γωνιών κάθε τριγώνου είναι ίσο με 180°. 

���� Επανάληψη:  Κατακορυφήν γωνίες, συμπληρωματικές και παραπληρωματικές γωνίες.  

            Οι γωνίες στη βάση ισοσκελούς τριγώνου είναι ίσες    

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόηηηησηςσηςσηςσης        
1.    Ποια είναι τα κύρια στοιχεία ενός τριγώνου; 
 

2. Ποια είναι τα δευτερεύοντα στοιχεία ενός τρι-

γώνου;    
 

3.    Ποια είναι τα είδη ενός τριγώνου ως προς τις 

πλευρές του;    
 

4.    Ποια είναι τα είδη ενός τριγώνου ως προς τις 

γωνίες του;    
 

5.    Ποιο τρίγωνο ονομάζεται σκαληνό;    
 

6.    Ποιο τρίγωνο ονομάζεται ισοσκελές;    
 

7. Ποιο τρίγωνο ονομάζεται ισόπλευρο;    
 

8.    Ποιο τρίγωνο ονομάζεται αμβλυγώνιο;    

9.    Ποιο τρίγωνο ονομάζεται ορθογώνιο;    
 

10.    Ποιο τρίγωνο ονομάζεται οξυγώνιο;    
 

11.    Τι ονομάζουμε διάμεσο ενός τριγώνου;    
 

12.    Τι ονομάζουμε διχοτόμο μίας γωνίας;    
 

13.    Τι ονομάζουμε διχοτόμο μίας γωνίας τρι-

γώνου;    
 

14.    Τι ονομάζουμε ύψος ενός τριγώνου; 
    

15.    Τι ονομάζουμε περιεχόμενη γωνία δύο 

πλευρών τριγώνου; 
  

16.    Τι ονομάζουμε προσκείμενες γωνίες πλευ-

ράς τριγώνου;    

����    3333....    ∆ραστηριότητες∆ραστηριότητες∆ραστηριότητες∆ραστηριότητες        

1. Σχεδιάσετε ένα τρίγωνο και φέρετε τις τρεις 

διαμέσους του; Το σημείο που τέμνονται οι τρεις 

διάμεσοι βρίσκεται μέσα ή έξω από το τρίγωνο; 

2.    Να σχεδιάσετε ένα τρίγωνο και να φέρετε τα 

τρία ύψη του; Το σημείο που τέμνονται τα τρία 

ύψη βρίσκεται μέσα ή έξω από το τρίγωνο; 

����    4444....    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.  Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει Α̂ 64°=  και 

Β̂ 78°= .Να βρείτε την γωνία Γ. 

 

2. Σε ένα ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ ΑΓ=  

ισχύει ότι Α̂ 72°= .Να βρείτε τις άλλες δύο γωνίες. 

 

3. Η μία γωνία ισοσκελούς τριγώνου είναι 50°. 
Να βρείτε τις άλλες δύο γωνίες του τριγώνου. 

(∆ύο περιπτώσεις) 

 

4.    Να βρείτε τις γωνίες ενός τριγώνου αν γνωρί-

ζετε ότι η πρώτη είναι τριπλάσια της δεύτερης και 

ότι η τρίτη είναι το μισό της δεύτερης.

5. Σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( Α̂ 90°= ) η 

γωνία που σχηματίζει η πλευρά ΑΒ με το ύψος 

Α∆ στη ΒΓ είναι 48°. Να υπολογίσετε τις γωνίες 

του τριγώνου  
 

6. Να υπολογίσετε όλες τις γωνίες στο παρακά-

τω τρίγωνο. 

 

1111....1 1 1 1 / / / / 1111    86868686    Στοιχεία τριγώνουΣτοιχεία τριγώνουΣτοιχεία τριγώνουΣτοιχεία τριγώνου    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� ∆ύο τρίγωνα είναι ίσα όταν έχουν όλα τους τα στοιχεία ίσα.  

���� Κριτήρια ισότητας τριγώνων: (Π–Γ–Π), (Γ–Π–Γ), (Π–Π–Π). 

    ����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόηηηησηςσηςσηςσης        
1. Είναι δυνατόν δύο τρίγωνα να έχουν τρία 

τους στοιχεία ίσα και να μην είναι ίσα; ∆ώστε 

παράδειγμα. 

 

2. Είναι δυνατόν δύο τρίγωνα να έχουν τις τρεις 

γωνίες τους ίσες και να μην είναι ίσα; ∆ώστε πα-

ράδειγμα. 

3.    Σε δύο τρίγωνα ΑΒΓ και ΚΛΜ είναι ΑΓ ΚΛ= , 

ΒΓ ΛΜ=     και  ˆΓ̂ Λ= . Να συγκρίνετε, μία προς 

μία, τις πλευρές και τις γωνίες τους. 
 

4. Ένα ισόπλευρο τρίγωνο είναι και ισοσκελές; 
 

5. Ένα ισοσκελές τρίγωνο μπορείς να είναι ορ-

θογώνιο;

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ. Προεκτείνουμε την ΑΓ 

κατά τμήμα ΓΕ = ΑΓ, την ΑΒ κατά τμήμα  

Β∆ = ΑΒ και τη διάμεσο ΑΜ κατά τμήμα  

ΜΝ = ΑΜ. 

 

α)α)α)α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα  

ΜΑΒ,  ΜΝΓ, τα ΜΑΓ,  ΜΝΒ και τα ΝΑΒ, ΝΑΓ 

είναι ίσα 

β)β)β)β)  Να συγκρίνετε τα τρίγωνα Β∆Ν και ΓΝΕ, κα-

θώς και τα τμήματα Ν∆ και ΝΕ 

γ)γ)γ)γ) Να βρείτε το μέτρο της γωνίας ˆ∆ΝΕ  

δ)δ)δ)δ)    Τι συμπεραίνετε για τα τρία σημεία Ν, ∆ και 

Ε; 

 

2. ∆ίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και σημεία Ε, 

Ρ στις ΑΒ και ΑΓ ώστε ΑΕ ΑΓ=     και ΑΡ ΑΒ= . 

Αν Κ είναι το σημείο τομής των ΒΓ και ΕΡ να δεί-

ξετε ότι: 

α)α)α)α) τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΕΡ είναι ίσα 

β)β)β)β)  τα τρίγωνα ΚΒΕ αι ΚΡΓ είναι ίσα 

γ)γ)γ)γ)    Η ΑΚ είναι διχοτόμος της γωνίας Α 

 

3. ∆ύο τρίγωνα ΑΒΓ και Α’Β’Γ’ έχουν 

ΑΒ Α Β′ ′= , ΑΓ Α Γ′ ′= και διαμέσους ΑΜ Α Μ′ ′= . 

Προεκτείνουμε τις ΑΜ και Α’Μ’ κατά τμήματα 

Μ∆ ΑΜ=  και Μ ∆ Α Μ′ ′ ′ ′= . 

 
α)α)α)α)    Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒ∆ και Α Β ∆′ ′ ′  
είναι ίσα 

β)β)β)β)    Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α Β Γ′ ′ ′  
είναι ίσα    

 

4....        Αν στο παρακάτω σχήμα είναι ˆα̂ δ= , ˆ ˆβ γ=  

και ΑΒ ΑΓ= , να αποδείξετε ότι: 

 
α)α)α)α)  Τα τρίγωνα ΑΒ∆ και ΑΓ∆ είναι ίσα   

β)β)β)β)  Οι γωνίες ε και ζ είναι ίσες Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.    
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  Β’ ΜΕΡΟΣ: 1. Γεωμετρία 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα είναι ίσα και 

να βρείτε τα ζευγάρια ίσων γωνιών και πλευρών. 

α) α) α) α)         

    

    

    

    

β)β)β)β)        

    

  

 

 

 
 

2. ∆ίνεται γωνία ˆxOy . Στις πλευρές της Οx και 

Οy παίρνουμε τμήματα ΟΑ, ΟΓ και ΟΒ, Ο∆ α-

ντίστοιχα τέτοια, ώστε ΟΑ ΟΒ= , ΟΓ Ο∆= . 

Να αποδείξετε ότι: 

α) α) α) α)     ΒΓ Α∆=         β) β) β) β)     ΜΓ Μ∆=         

γ)γ)γ)γ)  Το τμήμα ΟΜ διχοτομεί τη γωνία ˆxOy  

 

3. Ένα τετράπλευρο ΑΒΓ∆ έχει Α∆ ΒΓ=  και 

ΑΓ Β∆= . 

 
 

α)α)α)α)    Να συγκρίνετε τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΒΑ∆ κα-

θώς και τα ΒΓ∆ και Α∆Γ. Να αποδείξετε ότι οι 

πλευρές ΑΒ και Γ∆ σχηματίζουν ίσες γωνίες με 

τις διαγωνίους του τετραπλεύρου 

β)β)β)β)    Αν οι διαγώνιοι του τετραπλεύρου τέμνονται 

στο Ι, τι τρίγωνα, ως προς τις πλευρές τους,  είναι 

τα ΙΑΒ και ΙΓ∆; 

γ)γ)γ)γ)    Να συγκρίνετε τα τρίγωνα ΙΑ∆ και ΙΒΓ 

4. Να αποδείξετε ότι στις αντίστοιχες πλευρές 

δύο ίσων τριγώνων αντιστοιχούν ίσες διάμεσοι.                                        
 

5. ∆ύο τρίγωνα ΑΒΓ και Α Β Γ′ ′ ′  έχουν β β′= , 

ˆ ˆΑ Α′=  και α αδ δ ′= . Να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α)    ˆ ˆΓ Γ′=   β)β)β)β)    α α′=     και γ γ′=   
    

6. Να αποδείξετε ότι στις αντίστοιχες πλευρές 

δύο ίσων τριγώνων αντιστοιχούν ίσες διχοτόμοι. 
 

7. Στις προεκτάσεις των πλευρών ΑΒ και ΑΓ 

τριγώνου ΑΒΓ προς το μέρος του Α, παίρνουμε 

αντίστοιχα τα ευθύγραμμα τμήματα Α∆ ΑΒ=  

και ΑΕ = ΑΓ. Να αποδείξετε ότι το ευθύγραμμο 

τμήμα που συνδέει τα μέσα των ΒΓ, ∆Ε διέρχεται 

από το σημείο Α και διχοτομείται απ' αυτό. 
 

8. Προεκτείνουμε τις πλευρές ΑΒ και ΑΓ τριγώ-

νου ΑΒΓ προς το μέρος του Α και στις προεκτά-

σεις παίρνουμε αντίστοιχα ευθύγραμμα τμήματα  

Α∆ = ΑΒ και ΑΕ = ΑΓ 

α)α)α)α)  Να συγκρίνετε τα ευθύγραμμα τμήματα ∆Ε 

και ΒΓ 

β)β)β)β)  Αν η προέκταση του ύψους AM του τριγώ-

νου ΑΒΓ τέμνει τη ∆Ε στο σημείο Ρ, να αποδείξε-

τε ότι το ευθύγραμμο τμήμα ΑΡ είναι ύψος του 

τριγώνου Α∆Ε 

γ)γ)γ)γ)  Ελέγξτε αν αληθεύει ανάλογη πρόταση για 

τη διχοτόμο ΑΝ του τριγώνου ΑΒΓ 
 

9. Να αποδείξετε ότι δύο τρίγωνα είναι ίσα, ό-

ταν έχουν δύο πλευρές και την περιεχόμενη διά-

μεσο ίσες μία προς μία.  
 

10. Να αποδείξετε ότι αν σε δύο τρίγωνα ΑΒΓ 

και Α'Β'Γ’ είναι α α′= , β β′= , και α αμ μ ′=  τότε 

τα τρίγωνα είναι ίσα. 

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1. α) α) α) α)     Στα τρίγωνα ΑΒΓ, ∆ΕΖ ισχύει ΑΒ ∆Ε= , 

ΑΓ ∆Ζ=  και ˆ ˆΒ Ε= . Να αποδείξετε ότι οι γωνίες 

Γ̂  και Ζ̂  είναι ίσες ή παραπληρωματικές. 

β)β)β)β)  ∆ύο αμβλυγώνια τρίγωνα ΑΒΓ και ∆ΕΖ στις 

κορυφές Γ και Ζ έχουν ΑΒ = ∆Ε, ΑΓ = ∆Ζ και 
ˆ ˆΒ Ε= . Να δείξετε ότι τα τρίγωνα αυτά είναι ίσα. 

 

2.    Να σχεδιάσετε δύο τρίγωνα ΟΑΒ και ΟΓ∆  

τέτοια, ώστε η κορυφή Ο να είναι κοινό μέσο των 

ευθύγραμμων τμημάτων ΑΓ και Β∆. Να αποδεί-

ξετε ότι η διάμεσος ΟΜ του τριγώνου ΟΑΒ, όταν 

προεκταθεί, διέρχεται από το μέσο της Γ∆. 
 

3. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Κ σημείο εξωτερικό 

του τριγώνου. Αν στις προεκτάσεις των ΑK, ΒΚ, 

ΓΚ θεωρήσουμε τμήματα Κ∆ ΑΚ= , , , , ΚΕ ΒΚ=     και 

ΚΖ ΓΚ=     τότε να αποδείξετε ότι ˆ ˆΕ∆Ζ ΒΑΓ= . 
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Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο: • Οι γωνίες της βάσης του είναι ίσες 

    • Η διχοτόμος, το ύψος και η διάμεσος που φέρουμε από την κο-

ρυφή προς τη βάση συμπίπτουν  

����    3.3.3.3.    ΑΑΑΑσκήσεις για λύσησκήσεις για λύσησκήσεις για λύσησκήσεις για λύση        

1. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ ΑΓ= . 

Προεκτείνουμε τις πλευρές του ΑΒ και ΑΓ και 

παίρνουμε σε αυτές αντίστοιχα τα τμήματα Β∆ , 

ΓΕ ώστε Β∆ ΓΕ= . Να αποδείξετε ότι  

Γ∆ ΒΕ=  
 

2. Σε ένα ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ 

φέρνουμε τη διάμεσό του ΑΜ. Παίρνουμε ένα 

τυχαίο σημείο ∆ πάνω στην ΑΜ. Να αποδείξετε 

ότι το τρίγωνο ∆ΒΓ είναι ισοσκελές. 

 

3. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με βάση ΒΓ 

και Α∆ η διχοτόμος του. Αν Κ είναι το μέσο της 

Α∆, να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α) τα τρίγωνα ΑΒΚ και ΑΓΚ είναι ίσα 

β)β)β)β)    το τρίγωνο ΒΓΚ είναι ισοσκελές 

 

4. Σε ένα ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με βάση ΒΓ 

φέρνουμε τις διχοτόμους ΒΜ και ΓΝ. Να αποδεί-

ξετε ότι  

ΒΜ ΓΝ=  

 

5. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με βάση ΒΓ. 

Στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ παίρνουμε αντίστοιχα 

σημεία ∆ και Ε, ώστε Β∆ ΓΕ= . Αν τα τμήματα 

∆Κ και ΕΛ είναι κάθετα στη ΒΓ, να δείξετε ότι  

∆Κ ΕΛ=  
 

6. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ και Μ το μέ-

σο της βάσης ΒΓ. Να αποδείξετε ότι το σημείο Μ 

ισαπέχει από τις πλευρές ΑΒ και ΑΓ. 

 

7.  Να αποδείξετε ότι τα μέσα των πλευρών ενός 

ισοσκελούς τριγώνου σχηματίζουν ισοσκελές 

τρίγωνο. 

 

8.  ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  με ΑΒ ΑΓ= .  

Πάνω στις πλευρές του ΑΒ και ΑΓ φέρνουμε τα 

τμήματα 
1

Α∆ ΑΒ
3

=  και 
1

ΑΕ ΑΓ
3

=     αντίστοιχα. 

Αν Μ είναι το μέσο της πλευράς ΒΓ , να αποδεί-

ξετε ότι το τρίγωνο ∆ΕΜ είναι ισοσκελές. 

9. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με βάση ΒΓ. 

Αν Κ, Λ, Μ είναι τα μέσα των πλευρών ΑΒ, ΒΓ, 

ΓΑ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι ΛΚ ΛΜ= .    

 

10.  ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με 

ΑΒ ΑΓ= . Προεκτείνουμε τις πλευρές του ΑΒ και 

ΑΓ και παίρνουμε σε αυτές αντίστοιχα τα τμήμα-

τα Β∆ , ΓΕ ώστε Β∆ ΓΕ= . Αν Μ είναι το μέσο της 

πλευράς ΒΓ, να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ∆ΕΜ 

είναι ισοσκελές. 
 

11. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ, έτσι ώστε ΑΒ ΑΓ<  

και ΑΕ διχοτόμος του. Στην πλευρά ΑΓ παίρνου-

με σημείο ∆, ώστε Α∆ ΑΒ= . Να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α)  τα τρίγωνα ΑΒΕ και Α∆Ε είναι ίσα 

β)β)β)β) το τρίγωνο ΒΕ∆ είναι ισοσκελές 
 

12. ∆ίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ με περίμε-

τρο 24 cm. Στις πλευρές του ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ παίρνου-

με αντίστοιχα τα σημεία Κ, Λ, Μ τέτοια ώστε:    

ΑΚ ΒΛ ΓΜ 3 cm= = =     

α)α)α)α)    Να βρείτε τα μήκη των τμημάτων ΑΜ, ΒΚ 

και ΓΛ 

β)β)β)β)    Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΚΜ και 

ΒΚΛ είναι ίσα 

γ)γ)γ)γ)    Να δείξετε ότι το τρίγωνο ΚΛΜ είναι ισό-

πλευρο 
 

13.  ∆ίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και πάνω 

στις πλευρές του ΑΒ, ΒΓ και ΓΑ παίρνουμε αντί-

στοιχα τα σημεία Κ, Λ, Μ έτσι ώστε  

ΑΚ ΒΛ ΓΜ= =  

α) α) α) α)     Να συγκρίνετε τα τρίγωνα ΑΚΜ και ΒΚΛ 

β)β)β)β)  Να συγκρίνετε τα τμήματα ΚΜ και ΚΛ 

γ)γ)γ)γ)  Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΚΛΜ είναι 

ισόπλευρο 
 

14.          Με βάσεις τις πλευρές ισοσκελούς τριγώ-

νου ΑΒΓ  κατασκευάζουμε, εξωτερικά του ΑΒΓ, 

ισόπλευρα τρίγωνα. Να αποδείξετε ότι οι εξωτε-

ρικές κορυφές των τριγώνων σχηματίζουν ισο-

σκελές τρίγωνο. 
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  Β’ ΜΕΡΟΣ: 1. Γεωμετρία 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� ∆ύο ορθογώνια τρίγωνα είναι ίσα όταν έχουν μία πλευρά και ένα άλλο στοιχείο τους (πλευρά ή 

γωνία) ίσο 

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα είναι ίσα και να 

βρείτε τα ζευγάρια ίσων γωνιών και πλευρών. 

α) α) α) α)         

    

    

    

    

    

    

    

β)β)β)β)        
 

 

 

 

 

 

2.  Να αποδείξετε ότι στις αντίστοιχες πλευρές 

δύο ίσων τριγώνων αντιστοιχούν ίσα ύψη. 

 

3. Να αποδείξετε ότι δύο τρίγωνα ΑΒΓ και 

Α'Β'Γ' είναι ίσα όταν έχουν  
ˆ ˆΑ Α 90°′= < ,  α αυ υ ′= , β βυ υ ′=  

 

4. Σε τρίγωνο ΑΒΓ προεκτείνουμε το ύψος Α∆ 

κατά τμήμα ∆Ε Α∆= . Να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α)    τα τρίγωνα ΑΓ∆ και ∆ΓΕ είναι ίσα 

β)β)β)β)    ΑΒ ΒΕ=  

γ)γ)γ)γ)    τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΒΓΕ είναι ίσα    

 

5.  Αν προεκτείνουμε τις πλευρές ΑΒ και ΑΓ τρι-

γώνου ΑΒΓ κατά ευθύγραμμα τμήματα Β∆ = ΑΒ 

και ΓΕ = ΑΓ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι τα ση-

μεία ∆ και Ε απέχουν εξίσου από την ευθεία ΒΓ. 

 

6.  Να αποδείξετε ότι οι δύο κορυφές τριγώνου 

απέχουν εξίσου από τη διάμεσο που άγεται από 

την τρίτη κορυφή του. 

 

7. Θεωρούμε ένα παραλληλόγραμμο ΑΒΓ∆. Να 

αποδείξετε ότι οι αποστάσεις των κορυφών του 

Α και Γ από τη διαγώνιο Β∆ είναι ίσες. 

 

8.  Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και έστω ότι η διχοτόμος 

της Α̂  τέμνει το ύψος Β∆ στο Ζ και την κάθετη 

στην ΑΒ στο Β σε σημείο Ε. Να αποδείξετε ότι  

ΒΖ BE=  
 

9.  Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και έστω ότι η διχοτόμος 

της Α̂  τέμνει το ύψος Β∆ στο Ζ και την κάθετη 

στην ΑΒ στο Β σε σημείο Ε. Να αποδείξετε ότι  

ΒΖ BE=  
 

10. ∆ίνεται γωνία ˆxOy  και Κ ένα σημεία της 

διχοτόμου Οδ. Τα τμήματα Κα και ΚΒ είναι κά-

θετα στις πλευρές Ox και Oy αντίστοιχα.  

 
α)α)α)α) Να αποδείξετε ότι ΟΑ ΟΒ=  

β)β)β)β)  Αν η ΑΚ τέμνει την Oy στο σημείο Γ και η ΒΚ 

τέμνει την Ox στο σημείο ∆ τότε να αποδείξετε ότι 

τα τρίγωνα ΟΑΓ και ΟΒ∆ είναι ίσα. 

 

 

11.  Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( Α̂ 90°= ) 

και Μ το μέσο της ΑΒ. Παίρνουμε σημείο ∆ στη 

ΒΓ τέτοιο ώστε MB = Μ∆. Η κάθετη στη ∆Μ στο 

∆ τέμνει την ΑΓ στο Ε. Να αποδείξετε ότι  

ΑΕ ΑΓ=  
 

12. Κατασκευάζουμε ένα ευθύγραμμο τμήμα 

ΑΒ και παίρνουμε το μέσο του Μ. Φέρνουμε μια 

ευθεία ε που να διέρχεται από το Μ και να μην 

είναι κάθετη στο ΑΒ. Να αποδείξετε ότι οι απο-

στάσεις των Α, Β από την ευθεία ε είναι ίσες. 

 

13. Θεωρούμε ένα σκαληνό τρίγωνο ΑΒΓ. 

Φέρνουμε τη διάμεσο ΑΜ. Από τις κορυφές Β και 

Γ φέρνουμε καθέτους Β∆ , ΓΕ στη διάμεσο ΑΜ. 

Να αποδείξετε ότι Β∆ ΓΕ= . 
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Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Μεσοκάθετος ευθύγραμμου τμήματος είναι η ευθεία η οποία διέρχεται από το μέσομέσομέσομέσο του ευθύ-

γραμμου τμήματος και είναι κάθετηκάθετηκάθετηκάθετη σε αυτό 

        Χαρακτηριστική ιδιότητα μεσοκαθέτου: Κάθε σημείο της μεσοκαθέτου ενός ευθύγραμμου τμήμα-

τος ισαπέχειισαπέχειισαπέχειισαπέχει από τα άκρα του ευθύγραμμου τμήματος    
���� ∆ιχοτόμος γωνίας ονομάζεται η ημιευθεία που χωρίζειχωρίζειχωρίζειχωρίζει τη γωνία σε δύο ίσες γωνίες 

        Χαρακτηριστική ιδιότητα διχοτόμου γωνίας: Κάθε σημείο της διχοτόμου γωνίας ισαπέχεισαπέχεισαπέχεισαπέχει από τις 

πλευρές τις γωνίας    

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.  Έστω γωνία ˆxOy     και η διχοτόμος της Οδ. 

Παίρνουμε ένα σημείο Μ πάνω στην Οδ και φέρ-

νουμε τις καθέτους ΜΑ και ΜΒ πάνω στις πλευ-

ρές Οx και Οy της γωνίας. Να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α)  Το τρίγωνο ΑΜΒ είναι ισοσκελές 

β) β) β) β)     Το ΟΜ είναι διχοτόμος της γωνίας AMB  

 

2. ∆ίνεται τετράπλευρο ΑΒΓ∆ με ΒA ΒΓ= , 

∆A ∆Γ= . Οι διαγώνιοι ΑΓ, Β∆ του τετραπλεύρου 

είναι ίσες και τέμνονται κάθετα. Να δείξετε ότι:  

 
α)α)α)α)  Η Β∆ είναι διχοτόμος των γωνιών Β και ∆ του 

τετραπλεύρου ΑΒΓ∆  

β) β) β) β)     Η Β∆ είναι μεσοκάθετος του ΑΓ Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.    

 

3. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( Α̂ 90°= ) 

και Β∆ η διχοτόμος της γωνίας Β̂ . Από το ∆ φέ-

ρουμε ∆Ε ΒΓ⊥ , και έστω Ζ το σημείο στο οποίο 

η ευθεία Ε∆ τέμνει την προέκταση της ΒΑ. Να 

αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α)  ΑΒ ΒΕ=    

β)β)β)β)  Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΖΕΒ είναι ίσα Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.    

    

4. Θεωρούμε δύο ίσα τρίγωνα ΑΒΓ και ∆ΕΖ. 

Φέρνουμε τη διχοτόμο ΑΗ και το ύψος ΒΘ του 

ΑΒΓ, που τέμνονται στο σημείο Κ. Επίσης, στο 

∆ΕΖ φέρνουμε τη διχοτόμο ∆Μ και το ύψος ΕΝ 

που τέμνονται στο σημείο Ρ. Να συγκρίνετε τα 

ευθύγραμμα τμήματα ΚΘ και ΡΝ.    

5. Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι ˆ ˆΓ 3Β=  και η μεσοκάθε-

τος της ΒΓ τέμνει την ΑΒ στο ∆. Να αποδείξετε 

ότι τα τρίγωνα ΑΓ∆ και ∆ΒΓ είναι ισοσκελή. 

 

6. Κατασκευάζουμε ένα σκαληνό τρίγωνο ΑΒΓ. 

Φέρνουμε τη διχοτόμο της γωνίας Α και πάνω σ’ 

αυτήν παίρνουμε τα σημεία ∆ και Ε, έτσι ώστε 

Α∆ ΑΒ=  και ΑΕ ΑΓ= . Να αποδείξετε ότι  

ΒΕ Γ∆=  
 

7.        ∆ίνεται γωνία ˆxΑy  και η διχοτόμος της Αδ. 

Από τυχαίο σημείο Β της Αx φέρνουμε κάθετη 

στη διχοτόμο, η οποία τέμνει την Αδ στο ∆ και 

την Ay στο Γ.  

 
Να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α)  τα τμήματα ΑΒ και ΑΓ είναι ίσα 

β)β)β)β)  τυχαίο σημείο Ε της Αδ ισαπέχει από τα Β, Γ  

    Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.    

    

8. Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ φέρουμε τις μεσο-

καθέτους στις ίσες πλευρές ΑΒ και ΑΓ, οι οποίες 

τέμνονται στο Ο και τέμνουν την ευθεία της βά-

σης στα Μ και Ν αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι 

το τρίγωνο ΟΜΝ είναι ισοσκελές. 
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  Β’ ΜΕΡΟΣ: 1. Γεωμετρία 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Από το μέσο Μ της βάσης ΒΓ ενός ισοσκελούς 

τριγώνου ΑΒΓ φέρνουμε τα τμήματα Μ∆ και ΜΕ 

κάθετα στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. Να 

δείξετε ότι: 

α)α)α)α) Μ∆ = ΜΕ 

β)β)β)β) Το τρίγωνο Α∆Ε είναι ισοσκελές 

 
 

2. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ. Να αποδείξετε 

ότι τα ύψη του Β∆ και ΓΕ είναι ίσα. 

 

3. Av τα ύψη Β∆ και ΓΕ ισοσκελούς τριγώνου 

ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) τέμνονται στο σημείο Μ, να απο-

δείξετε ότι η ευθεία AM είναι μεσοκάθετη των ευ-

θύγραμμων τμημάτων ∆Ε και ΒΓ.   

 
 

4. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ. 

Στις ίσες πλευρές ΑΒ και ΑΓ παίρνουμε δύο σημεία 

∆ και Ε αντίστοιχα, τέτοια Α∆ = ΑΕ. Να αποδείξετε 

ότι τα ∆ και Ε ισαπέχουν από τη ΒΓ. 

 

5. Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ προεκτείνουμε την 

βάση ΒΓ κατά τμήματα Β∆ ΓΕ= , όπως φαίνεται 

στο σχήμα. 

 
Αν ∆Κ είναι η απόσταση του ∆ από την ευθεία ΑΒ 

και ΕΛ η απόσταση του Ε από την ευθεία ΑΓ, να 

αποδείξετε ότι ∆Κ ΕΛ= . 

 

6.        ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ ΑΓ= . 

Από το μέσο Μ της ΒΓ φέρουμε τα κάθετα τμήμα-

τα Μ∆ και ΜΕ στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. 

Να δείξετε ότι: 

α)α)α)α)  Μ∆ ΜΕ=    

β)β)β)β)  το τρίγωνο Α∆Ε είναι ισοσκελές  

    

7.        ∆ίνεται ισοσκελές 

τρίγωνο ΑΒΓ 

( )ΑΒ ΑΓ= . Φέρουμε, 

εκτός του τριγώνου, 

τις ημιευθείες Αx και 

Αy τέτοιες ώστε 

Αx AB⊥  και 

Αy AΓ⊥ . Στις Αx και 

Αy θεωρούμε τα ση-

μεία ∆ και Ε αντί-

στοιχα, ώστε 

Α∆ ΑΕ= . 

α)α)α)α)  Να αποδείξετε ότι Β∆ ΓΕ=   

β)β)β)β)  Αν Μ και Ν είναι τα μέσα των τμημάτων Β∆ 

και ΓΕ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι το τρίγωνο 

ΑΜΝ είναι ισοσκελές Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.    

 

8.        ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ ( ΑΒ ΑΓ= ) και 

η διάμεσός του ΑΜ. Φέρουμε από το Γ ημιευθεία 

κάθετη στη ΒΓ προς το ημιεπίπεδο που δεν ανήκει 

το Α και παίρνουμε σε αυτήν τμήμα Γ∆ ΑΒ= . Να 

αποδείξετε ότι:  

α)α)α)α)  Η γωνία ˆ∆ΑΓ  είναι ίση με τη γωνία ˆΓ∆Α     

β)β)β)β)  Η Α∆ είναι διχοτόμος της γωνίας ˆΜΑΓ   Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.    
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Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Σε κάθε κύκλο όλες οι ακτίνες είναι ίσες. 

���� Ίσα τόξα ↔   ίσες χορδές ↔  ίσα αποστήματα ↔  ίσες επίκεντρες γωνίες.    

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Στο παρακάτω σχήμα στα τρίγωνα ΑΒ∆ και 

ΑΒΓ είναι η ΑΒ κοινή πλευρά, Β∆ ΒΓ=  και η γω-

νία Α κοινή και προφανώς τα τρίγωνα δεν είναι 

ίσα. Έτσι παρά το ότι τα τρίγωνα έχουν δύο 

πλευρές και μία γωνία ίση αυτά δεν είναι ίσα. 

Γιατί συμβαίνει αυτό; 

 
 

2. Από εξωτερικό σημείο Σ κύκλου ( )Κ,ρ  θεω-

ρούμε τις τέμνουσες ΣΑΒ και ΣΓ∆ του κύκλου για 

τις οποίες ισχύει ΣΒ Σ∆= . Τα ΚΛ και ΚΜ είναι τα 

αποστήματα των χορδών ΑΒ και Γ∆ του κύκλου 

αντίστοιχα. 

 
α)α)α)α)  Να αποδείξετε ότι: 

 i)i)i)i)  τα τρίγωνα ΚΒΣ και Κ∆Σ είναι ίσα  

 ii)ii)ii)ii)  ΚΛ ΚΜ=   

β) β) β) β)  Να αιτιολογήσετε ότι ΑΒ Γ∆=  Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.    

 

3. Σε κύκλο κέντρου Ο θεωρούμε τρεις διαδοχι-

κές ίσες γωνίες ΑΟΒ, ΒΟΓ και ΓΟΑ.  

 
α)α)α)α)  Να αποδείξετε ότι η προέκταση της ακτίνας 

ΑΟ διχοτομεί τη γωνία ΒΟΓ.    

β)β)β)β)  Να βρείτε το είδος του τριγώνου ΑΒΓ ως 

προς τις πλευρές του   

γ)γ)γ)γ)  Αν με κέντρο Ο και ακτίνα ΟΚ όπου Κ το 

μέσο της ακτίνας ΟΑ, γράψουμε έναν άλλο κύ-

κλο που θα τέμνει τις ακτίνες ΟΒ και ΟΓ στα ση-

μεία Λ και Μ αντίστοιχα, τότε τα τόξα ΚΜ και 

ΑΒ είναι ίσα;  Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.   

 

4.    Πάνω στην εφαπτομένη (ε) ενός κύκλου 

( )Κ,R  φέρουμε δύο σημεία Β, Γ συμμετρικά ως 

προς το σημείο επαφής Α. Αν οι ΒΚ και ΓΚ τέ-

μνουν τον κύκλο στα ∆, Ε να αποδείξετε ότι 

Β∆ ΓΕ= .   

 

5. Έστω κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα ρ.  

 
Θεωρούμε διάμετρο ΑΒ και τυχαίο σημείο Γ του 

κύκλου. Αν ΑΕ κάθετο στην ΟΓ και Γ∆ κάθετο 

στην ΑΟ να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α)  Το τρίγωνο ∆ΟΕ είναι ισοσκελές  

β)β)β)β)  Η ΟΖ διχοτομεί τη γωνία ˆΑΟΓ  και προεκτει-

νόμενη διέρχεται από το μέσο του τόξου ΑΓ Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ. 

 

6.  ∆ίνεται κύκλος κέντρου Ο και χορδή του ΑΒ. 

Προεκτείνουμε την ΑΒ προς τα δύο άκρα της, 

κατά ίσα τμήματα ΑΓ και Β∆ αντίστοιχα. Να α-

ποδείξετε ότι: 

α)α)α)α)  ˆˆΟΓΑ Ο∆Β=  

β) β) β) β)  Το τρίγωνο ΟΓ∆ είναι ισοσκελές 
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96  Β’ ΜΕΡΟΣ: 1. Γεωμετρία 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Αν τρεις τουλάχιστον παράλληλες ευθείες ορίζουν σε μία ευθεία ίσα τμήματα,  

        θα ορίζουν ίσα τμήματα και σε κάθε άλλη ευθεία που τις τέμνει 

        ∆ηλαδή, αν Α∆//ΒΕ//ΓΖ  και ΑΒ ΒΓ=  τότε ∆Ε ΕΖ= . 

���� ∆ιαίρεση ευθύγραμμου τμήματος σε ν ίσα τμήματα 

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Έστω τυχαίο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ 10cm= . 

Να σχεδιάσετε με κανόνα και διαβήτη τα παρα-

κάτω σχήματα, αν: 

α)α)α)α)  ΑΓ = Γ∆ = ∆Β 

 
β) β) β) β)     ΑΓ = ∆Β και Γ∆ = 2ΑΓ 

 
γ)γ)γ)γ)  ΑΓ = Γ∆ = ∆Β 

 
 

2. Στο παρακάτω σχήμα είναι 

ΑΒ//∆Ε//ΗΘ  και ΒΓ//ΕΖ//ΘΙ  

 
Αν Α∆ ∆Η=  τότε να υπολογίσετε τα x και y. 

3. ∆ίνεται ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ 10cm= . 

Με κανόνα και διαβήτη να διαιρέσετε το ΑΒ σε 5 

ίσα ευθύγραμμα τμήματα.  

 

4. Στο παρακάτω σχήμα είναι 1 2 3ε //ε //ε . 

 
Αν είναι ΑΒ ΒΓ 3cm= =  και ∆Ε x 1= + , ΕΖ 4=  

τότε να υπολογίσετε το x. 

 

5. Αν Β Β//ΓΓ //∆∆′ ′ ′  και η διάμετρος Γ∆ του 

δεύτερου ημικυκλίου είναι 6 cm, τότε να βρείτε το 

μήκος του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ. 

 
 

6. ∆ίνεται το τραπέζιο ΑΒΓ∆ ( ΑΒ//Γ∆ ).  

    
α)α)α)α) Να εξηγήσετε γιατί η ΕΖ δεν είναι παράλληλη 

στις δύο βάσεις του τραπεζίου. 

β)β)β)β)  Τι έπρεπε να ισχύει για να είναι η ΕΖ παράλ-

ληλη στις δύο βάσεις του τραπεζίου; 
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Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου    

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Λόγος ευθύγραμμων τμημάτων 

���� Ιδιότητες αναλογιών 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόηηηησηςσηςσηςσης        
1. Σε μία αναλογία 

ΑΒ 1

Γ∆ 3
=  είναι ΑΒ 1=  και 

Γ∆ 3= ; 

2. Σε μία αναλογία 
ΑΒ 1

Γ∆ 3
=  είναι δυνατόν να 

είναι ΑΒ 3=  και Γ∆ 9= ; 

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Έστω τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ 10cm= , 

Γ∆ 20cm=  και ΕΖ 30 cm= . Να υπολογίσετε 

τους παρακάτω λόγους: 

α)α)α)α) 
ΑΒ

Γ∆
    β)β)β)β)    

ΑΒ

ΕΖ
    γ)γ)γ)γ)    

ΕΖ

Γ∆
    

 

2. Έστω τα διαδοχικά ευθύγραμμα τμήματα 

ΑΒ 10cm= , ΒΓ 20cm=  και Γ∆ 30 cm= . Να υ-

πολογίσετε τους παρακάτω λόγους: 

α)α)α)α) 
ΑΒ

Γ∆
    β)β)β)β)    

ΑΓ

ΒΓ
    γ)γ)γ)γ)    

Α∆

Γ∆
 

δ)δ)δ)δ)    
Β∆

ΑΓ
    ε)ε)ε)ε)    

ΒΓ

ΑΒ
    στ)στ)στ)στ)    

Α∆

ΑΒ
    

 

3. Να σχεδιάσετε ένα ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ 

με πλευρά ΑΒ 10=  και να φέρετε το ύψος του 

Α∆. Να υπολογίσετε το λόγο 
Α∆

ΒΓ
. 

 

4. ∆ίνεται ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ 10cm= . 

Με κανόνα και διαβήτη να διαιρέσετε το ΑΒ σε 

12 ίσα ευθύγραμμα τμήματα. Σε μία ευθεία ε να 

σχεδιάσετε τα ευθύγραμμα τμήματα 

iiii)))) 
1

ΚΛ ΑΒ
4

=  iiiiiiii))))  
1

ΛΜ ΑΒ
6

=  

iiiiiiiiiiii))))    
2

ΜΝ ΑΒ
3

=  iviviviv))))    ΝΞ 2ΑΒ=  

Να υπολογίσετε τους παρακάτω λόγους: 

α)α)α)α)    
ΚΛ

ΛΜ
 β)β)β)β)    

ΜΝ

ΚΛ
    

γ)γ)γ)γ)    
ΝΞ

ΜΝ
 δ)δ)δ)δ)    

ΜΝ

ΛΜ
 

 

6. Έστω τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ x 6= −  

και Γ∆ x=  τα οποία είναι ανάλογα των ∆Ε x=  

και ΕΖ 2x 5= + . Να υπολογίσετε το x. 

 

5. Χωρίζουμε το ευθύγραμμο τμήμα ΑΖ σε 5 ίσα 

ευθύγραμμα τμήματα ( ΑΒ ΒΓ Γ∆ ∆Ε ΕΖ= = = = ). 

Να υπολογίσετε τους λόγους: 

α)α)α)α) 
ΑΒ

ΒΕ
    β)β)β)β)    

Α∆

ΒΓ
    γ)γ)γ)γ)    

Γ∆

∆Ζ
 

δ)δ)δ)δ)    
Γ∆

ΒΕ
 ε)ε)ε)ε)    

Α∆

Γ∆
 ζ)ζ)ζ)ζ)    

ΒΖ

ΒΓ
    

 

6. ∆ίνεται το παρακάτω ορθογώνιο τρίγωνο. 

    
Να υπολογίσετε τους λόγους: 

α)α)α)α) 
ΑΒ

ΒΓ
    β)β)β)β)    

ΑΓ

ΒΓ
    γ)γ)γ)γ)    

ΑΓ

ΑΒ
 

 

7. ∆ίνεται το παρακάτω ορθογώνιο τρίγωνο. 

 
Να υπολογίσετε τους λόγους:    

α)α)α)α) 
ΑΒ

ΒΓ
    β)β)β)β)    

ΑΓ

ΒΓ
    γ)γ)γ)γ)    

ΑΓ

ΑΒ
 

δ)δ)δ)δ)    
Γ∆

ΒΓ
 ε)ε)ε)ε)    

Α∆

Γ∆
 ζ)ζ)ζ)ζ)    

∆Β

ΒΓ
    

 

8. Να υπολογίσετε το λόγο  

α)α)α)α)  πλευράς τετραγώνου προς τη διαγώνιό του 

β)β)β)β)  ακτίνας κύκλου προς την περίμετρό του 

1111....2 2 2 2 / / / / 2222    95959595    Λόγος ευθυγράμμων τμημάτων Λόγος ευθυγράμμων τμημάτων Λόγος ευθυγράμμων τμημάτων Λόγος ευθυγράμμων τμημάτων ––––    ΑναλογίεςΑναλογίεςΑναλογίεςΑναλογίες    



98  Β’ ΜΕΡΟΣ: 1. Γεωμετρία 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα μέσα δύο πλευρών ενός τριγώνου  

    είναι ίσο με το μισό της τρίτης πλευράς και παράλληλο στην τρίτη πλευρά. 

    ∆ηλαδή: Αν 
∆ μέσο ΑΒ

Ε μέσο ΑΓ





 τότε 
ΒΓ

∆Ε //
2

=   

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ. Από το μέσο ∆ της ΑΒ 

φέρνουμε παράλληλη προς τη ΒΓ, η οποία τέμνει 

την ΑΓ στο Ε. Από το Ε φέρνουμε παράλληλη 

προς την ΑΒ που τέμνει τη ΒΓ στο Ζ. 

 
α)α)α)α) Να δείξετε ότι η ∆Ζ είναι παράλληλη στην ΑΓ 

β)β)β)β) Αν είναι Ο το σημείο τομής των Γ∆ και ΕΖ, να 

δείξετε ότι το Ο είναι το μέσο της ΕΖ 

 

2. Σε τρίγωνο ΑΒΓ παίρνουμε τα μέσα Μ, Ν των 

πλευρών ΑΒ και ΑΓ. Στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ ση-

μειώνουμε τα σημεία Κ, Λ ώστε 
1

ΑΚ ΑΜ
2

=  και 

1
ΑΛ ΑΝ

2
= . Να αποδείξετε ότι  

1
ΚΛ ΒΓ

4
=  

 

3. Στο διπλανό σχήμα το τετράπλευρο ΑΒΓ∆ 

έχει τις διαγώνιες ΑΓ και Β∆ ίσες. Τα Κ, Λ και Μ 

είναι τα μέσα των ΑΒ, ΒΓ και Α∆. Να δείξετε ότι 

το τρίγωνο ΚΛΜ είναι ισοσκελές. 

 

4. Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ παίρνουμε τα μέσα Κ, Λ, 

Μ των πλευρών του. Να αποδείξετε ότι η περίμε-

τρος του τριγώνου ΚΛΜ είναι η μισή της περιμέ-

τρου του τριγώνου ΑΒΓ. 

 

5. Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ παίρνουμε τυχαίο σημείο 

∆ της πλευράς του ΒΓ. Σημειώνουμε τα μέσα Κ, Λ 

των τμημάτων ΑΒ και Α∆. Να αποδείξετε ότι το 

τμήμα ΚΛ προεκτεινόμενο διέρχεται από το μέσο 

της πλευράς ΑΓ. 

 

6. Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουμε τη διάμεσο Α∆ 

και παίρνουμε τα μέσα Ε, Ζ των πλευρών του ΑΒ 

και ΑΓ. Το τμήμα ΕΖ τέμνει την Α∆ στο σημείο Κ. 

Να αποδείξετε ότι η ΑΚ είναι διάμεσος του τρι-

γώνου ΑΕΖ. 

 

7. Κατασκευάζουμε ένα τετράπλευρο ΑΒΓ∆ και 

παίρνουμε τα μέσα Κ, Λ, Μ, Ν των πλευρών του 

ΑΒ, ΒΓ, Γ∆ και ∆Α αντίστοιχα. Σχηματίζουμε τη 

διαγώνιο ΑΓ. Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο 

ΚΛΜΝ είναι παραλληλόγραμμο. 

 

8. Κατασκευάζουμε ένα τραπέζιο ΑΒΓ∆ με βά-

σεις ΑΒ, Γ∆ ( ΑΒ Γ∆< ) και φέρνουμε τις διαγώ-

νιές του ΑΓ και Β∆. Παίρνουμε τα μέσα των Κ, Λ 

των Α∆ και Β∆. Να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α)  το τμήμα ΚΛ προεκτεινόμενο διέρχεται από 

τα μέσα των ΑΓ και ΒΓ 

β)β)β)β)  
ΑΒ

ΚΛ ΜΝ
2

= =  γ)γ)γ)γ)  
∆Γ

ΚΜ ΛΝ
2

= =  

δ)δ)δ)δ)  
ΑΒ ∆Γ

ΚΝ
2

+
=  ε)ε)ε)ε)  

∆Γ ΑΒ
ΛΜ

2

−
=  

 

9. Κατασκευάζουμε ένα οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 

και φέρνουμε το ύψος του Α∆. Παίρνουμε τα μέ-

σα Μ, Ν των πλευρών του ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. 

Να δείξετε ότι η περίμετρος του τριγώνου ∆ΜΝ 

είναι η μισή της περιμέτρου του τριγώνου ΑΒΓ. 

96969696    1111....2222    / / / / 3333    Ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα μέσα δύο πλευρών Ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα μέσα δύο πλευρών Ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα μέσα δύο πλευρών Ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα μέσα δύο πλευρών τριγώνουτριγώνουτριγώνουτριγώνου    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Η διάμεσος ορθογωνίου τριγώνου που φέρουμε από την κορυφή της  

        ορθής γωνίας είναι ίση με το μισό της υποτείνουσας 

  ∆ηλαδή: Αν Α̂ 90°=  και Μ μέσο του ΒΓ τότε 
ΒΓ

ΑΜ
2

=  

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Σε τρίγωνο ΑΒΓ με Β̂ 40°=  να φέρετε το ύψος 

Α∆. Το σημείο Ε είναι το μέσο της πλευράς ΑΒ 

και Ζ είναι το μέσο της πλευράς ΑΓ. Το τμήμα ΕΖ 

τέμνει το ύψος Α∆ στο σημείο Κ. Να υπολογίσετε 

τις γωνίες του τριγώνου ΑΚΕ. 

 
 

2. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( οΑ̂ 90= ) φέρου-

με το ύψος Α∆ προς την υποτείνουσα. Έστω Ε 

και Ζ είναι τα μέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ α-

ντίστοιχα 

 
α)α)α)α)        να αποδείξετε ότι το τρίγωνο Ε∆Ζ είναι ορ-

θογώνιο 

β)β)β)β)    Πότε το τρίγωνο αυτό είναι και ισοσκελές; 
 

3. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( Α̂ 90°= ) φέρ-

νουμε τη διάμεσο ΑΜ. Τα σημεία Κ και Λ είναι τα 

μέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ. Να δείξετε ότι το 

τετράπλευρο ΑΚΜΛ είναι ορθογώνιο. 

 

4. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με τη γωνία 

Α ορθή και Μ το μέσο της ΒΓ. Φέρουμε ημιευθεία 

Αx παράλληλη στη ΒΓ (στο ημιεπίπεδο που ορίζει 

η ΑΜ με το σημείο Γ). Να αποδείξετε ότι: 

 
α)α)α)α)  ˆ ˆΜΑΓ ΜΓΑ=   

β)β)β)β)  η ΑΓ είναι διχοτόμος της γωνίας ˆΜΑx   Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.    

 

5. Σε ένα οξυγώνιο και σκαληνό τρίγωνο ΑΒΓ 

φέρνουμε το ύψος του Α∆ και παίρνουμε τα μέσα 

Μ, Ν, Ρ των πλευρών του ΑΒ, ΑΓ και ΒΓ αντί-

στοιχα. Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΜΝΡ∆ 

είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

 

6. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με Α̂ 90°= , η 

ΒΓ = 12 cm και η ΑΒ 2x 2= +  cm. Αν το ευθύ-

γραμμο τμήμα που ενώνει τα μέσα των πλευρών 

ΑΓ και ΒΓ αντίστοιχα είναι 2x–1 cm, να βρείτε 

πόσες μοίρες είναι η γωνία Γ̂ . 

 

7.    Σε οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με Γ̂  = 45° φέρου-

με τα ύψη Α∆ και BE. Αν Μ είναι το μέσο της ΑΒ, 

να αποδείξετε ότι το τρίγωνο Μ∆Ε είναι ορθογώ-

νιο και ισοσκελές. 

 

97979797    ∆ιάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα ορθογωνίου τριγ∆ιάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα ορθογωνίου τριγ∆ιάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα ορθογωνίου τριγ∆ιάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα ορθογωνίου τριγώώώώνουνουνουνου    1111....2222    / / / / 4444    



100  Β’ ΜΕΡΟΣ: 1. Γεωμετρία 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Αν τρεις παράλληλες ευθείες τέμνουν δύο άλλες ευθείες,  

 τότε ορίζουν σε αυτές τμήματα ανάλογα. 

 ∆ηλαδή: 1 2 3

AB ΒΓ ΑΓ
ε //ε //ε

Α Β Β Γ Α Γ
⇒ = =

′ ′ ′ ′ ′ ′
 

���� Αν δύο παράλληλες ευθείες ΑΓ και Β∆ τέμνουν δύο τεμνόμενες ευθείες τότε  

 φέρουμε παράλληλη προς τις δύο παράλληλες από το σημείο τομής  

 των δύο παράλληλων 

 ∆ηλαδή: Αν ΑΓ//∆Β  τότε φέρω από το σημείο τομής Ο την ευθεία η//ΑΓ//∆Β     

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Στο παρακάτω σχήμα είναι 1 2 3ε //ε //ε . Να 

υπολογίσετε το x. 

 
 

2. Να υπολογίσετε τα μήκη των τμημάτων x, y.  

    

        
 

3. Έστω το παραλληλόγραμμο ΑΒΓ∆ και ένα 

τυχαίο σημείο Κ της διαγωνίου Β∆.  

 
Αν η προέκταση της ΑΚ τέμνει την ΒΓ στο Λ και 

την προέκταση της ∆Γ στο Μ τότε να αποδείξετε 

ότι: 

α)α)α)α)    
ΚΜ ΑΚ

ΑΚ ΚΛ
=     β)β)β)β)    

ΓΜ ΛΓ

Γ∆ ΒΛ
=    

4. Από την κορυφή Β ενός παραλληλογράμμου 

ΑΒΓ∆ φέρουμε τυχαία ευθεία ε που τέμνει τις Α∆ 

και ∆Γ τα σημεία Ε και Ζ αντίστοιχα. Να αποδεί-

ξετε ότι 

∆Α ∆Γ
1

∆Ε ∆Ζ
+ =  

 

5. Από την κορυφή ∆ ενός παραλληλογράμμου 

ΑΒΓ∆ φέρουμε μία ευθεία ε που τέμνει τις προε-

κτάσεις των ΑΒ, ΒΓ στα Ε και Ζ αντίστοιχα. Να 

αποδείξετε ότι 

ΕΑ ΓΖ ΑΒ ΒΓ⋅ = ⋅  
 

6. Από το σημείο τομής Ο των διαγωνίων τρα-

πεζίου ΑΒΓ∆ ( ΑΒ//Γ∆ ) φέρουμε ΟΕ//Α∆  και 

ΟΖ//ΒΓ . Να αποδείξετε ότι 

ΑΕ ΒΖ=  
 

7.    Σε τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆) φέρουμε από το 

σημείο τομής Μ των διαγωνίων παράλληλη στις 

δύο βάσεις η οποία τέμνει τις μη κάθετες πλευρές 

στα Ε και Ζ. Αν 
ΑΕ 2

Ε∆ 3
=  τότε ποια είναι η τιμή 

του λόγου 

α) α) α) α) 
ΑΜ

ΑΓ
=                                             β) β) β) β) 

∆Μ

ΜΒ
=                                     γ) γ) γ) γ) 

ΒΓ

ΖΓ
=     

 

8. Αν οι κύκλοι του σχήματος έχουν το ίδιο κέ-

ντρο Κ, να δείξετε ότι ΑΒ // Γ∆. 

 

98989898    Θεώρημα του Θαλή (Ι)Θεώρημα του Θαλή (Ι)Θεώρημα του Θαλή (Ι)Θεώρημα του Θαλή (Ι)    1111....3 3 3 3 / / / / 1111    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Κάθε ευθεία που είναι παράλληλη σε μία από τις πλευρές ενός τριγώνου  

 χωρίζει τις δύο άλλες πλευρές σε μέρη ανάλογα. 

  ∆ηλαδή: 
Α∆ ΑΕ

∆Ε//ΒΓ
∆Β ΕΓ

⇒ = . 

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.    Να υπολογίσετε τα μήκη των τμημάτων x, y. 

 
 

2. Αν ισχύει ∆Ε//ΒΓ τότε να συμπληρώσετε τις 

αναλογίες. 

 
..... ∆Β

ΑΕ .....
= ,   

ΑΒ ΑΓ

..... .....
= ,   

ΕΓ .....

..... ΑΒ
=  

 

3. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και ΑΜ η μία διάμεσός 

του. Φέρουμε παράλληλη προς την ΑΜ που τέ-

μνει τις ΑΒ, ΑΓ, ΒΓ στα σημεία ∆, Ζ, Ε αντίστοιχα.  

 
α)α)α)α)  Να συμπληρώσετε τις αναλογίες:                        

 i)i)i)i)  
∆Ε

ΑΒ
= =
… …

… …
 iiiiiiii) ) ) )  

ΕΖ

ΓΜ
= =
… …

… …
 

β)β)β)β)    Να αποδείξετε ότι 
Α∆ ΒΑ

AΖ ΓΑ
=    

γ)γ)γ)γ)    Να αποδείξετε ότι το άθροισμα ∆Ε+ΕΖ είναι 

σταθερό, για οποιαδήποτε θέση του Ε στο ΒΜ 

4.  

 

α)α)α)α) Να υπολογίσετε το λόγο 
ΒΖ

ΒΓ
 

β)β)β)β) Να τοποθετήσετε στη ΒΑ ένα σημείο Μ και 

στη ΒΓ ένα σημείο Ν ώστε 
ΒΜ ΒΝ 2

ΒΑ ΒΓ 7
= =   

 

5. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και σημεία ∆, Ε, Ζ στις 

ΑΒ, ΑΓ, ΒΓ αντίστοιχα ώστε να ισχύουν ∆Ε // ΒΓ 

και ΕΖ // ΑΒ. Ισχύει και ∆Ζ // ΑΓ.   

 

6. Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι ∆Ε // ΑΓ, ΕΖ // ΑΒ.  

 
Αν είναι ΑΒ = 6 cm, ΒΓ = 9 cm, ΑΓ = 12 cm και 

Α∆ 1

AΒ 3
=  τότε: 

α)α)α)α)    Να υπολογίσετε τα μήκη των ευθύγραμμων 

τμημάτων Α∆, ∆Β, ΒΕ, ΕΓ 

β)β)β)β) Να υπολογίσετε το μήκος του τμήματος ∆Ε 

Θεώρημα του Θαλή (ΙΙ) (Εφαρμογή σε τρίγωνα)Θεώρημα του Θαλή (ΙΙ) (Εφαρμογή σε τρίγωνα)Θεώρημα του Θαλή (ΙΙ) (Εφαρμογή σε τρίγωνα)Θεώρημα του Θαλή (ΙΙ) (Εφαρμογή σε τρίγωνα)    99999999    1111....3 3 3 3 / / / / 2222    



  Β’ ΜΕΡΟΣ: 1. Γεωμετρία 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1....    ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τυχαίο σημείο ∆ 

στην πλευρά ΒΓ. Φέρνουμε από το ∆ παράλληλες 

στις πλευρές ΑΓ, ΑΒ που τέμνουν αντίστοιχα τις 

πλευρές ΑΒ, ΑΓ  στα σημεία Ε, Ζ. Να δείξετε ότι: 

α)α)α)α)    
∆Ε Β∆

ΑΓ ΒΓ
=     β)β)β)β) 

Ζ∆ ∆Γ

ΑΒ ΒΓ
=   

γ)γ)γ)γ) 
∆Ε Ζ∆

1
ΑΓ ΑΒ

+ =      Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.    

    

2222....    Στο παρακάτω τρίγωνο ΑΒΓ, το τμήμα ∆Ε 

είναι παράλληλο στην πλευρά ΒΓ του τριγώνου.  

 
Από το σημείο ∆ φέρουμε την παράλληλη στη ΒΕ 

που τέμνει την ΑΓ στο σημείο Ζ. Να δείξετε ότι: 

α)α)α)α) 
ΑΕ ΑΓ

Α∆ ΑΒ
=   β)β)β)β)    

ΑΖ ΑΕ

Α∆ ΑΒ
=  γ)γ)γ)γ)    

ΑΕ ΑΖ

ΑΓ ΑΕ
=  Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.    

    

3. Από δύο σημεία ∆ και Ε της πλευράς ΒΓ τρι-

γώνου ΑΒΓ φέρουμε τις παράλληλες προς την 

ΑΒ, που τέμνουν την ΑΓ στα σημεία Ζ και Η α-

ντίστοιχα. Από τα ∆ και Ε φέρουμε, επίσης, τις 

παράλληλες προς την ΑΓ, που τέμνουν την ΑΒ 

στα σημεία Θ και Κ αντίστοιχα. Να αποδείξετε 

ότι  

ΑΒ ΚΘ

ΑΓ ΖΗ
=  

4. Από τυχαίο σημείο Ν τη διαμέσου ΑΜ τριγώ-

νου ΑΒΓ φέρουμε παράλληλες προς τις ΑΒ και 

ΑΓ που τέμνουν την ΒΓ στα ∆ και Ε αντίστοιχα. 

Να αποδείξετε ότι 

∆Μ ΕΜ=     
 

5.    Στην πλευρά ΑΒ παραλληλογράμμου ΑΒΓ∆ 

θεωρούμε σημείο Ε τέτοιο, ώστε 
1

ΒΕ ΑΒ
3

= και 

στην πλευρά ∆Γ θεωρούμε σημείο Ζ τέτοιο, ώστε 

1
∆Ζ ∆Γ

3
= . Αν η διαγώνιος ΑΓ τέμνει τις ∆Ε και 

ΒΖ στα σημεία Μ και Ν αντίστοιχα, να αποδείξε-

τε ότι:  

α)α)α)α)  ΑΜ ΓΝ 2MN= =   

β)β)β)β)   
1

MN ΑΓ
5

=  Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.Τ.Θ.    

 

6. Από την κορυφή Γ κυρτού τετραπλεύρου 

ΑΒΓ∆ φέρουμε την παράλληλη προς την ΑΒ, η 

οποία τέμνει την ευθεία Β∆ στο σημείο Ε. Οι πα-

ράλληλες από τα Β και Ε προς τις Γ∆ και Α∆ α-

ντίστοιχα τέμνονται στο σημείο Ζ. Να αποδείξετε 

ότι τα σημεία Α, Γ, Ζ βρίσκονται στην ίδια ευθεία. 

 

 

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1. Μια ευθεία ε διέρχεται από την κορυφή Γ ε-

νός παραλληλογράμμου ΑΒΓ∆ και τέμνει τις ευ-

θείες ΑΒ και Α∆ στα σημεία Ε και Ζ αντίστοιχα. 

Να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α) Αν η ε δεν τέμνει το παραλληλόγραμμο, τότε  

ΑΒ Α∆
1

ΑΕ ΑΖ
+ =  

β)β)β)β) Αν η ε τέμνει το παραλληλόγραμμο, τότε  

ΑΒ Α∆
1

ΑΕ ΑΖ
− =  

 

2222....    Έστω Ο το σημείο τομής των μη παράλληλων 

πλευρών Α∆ και ΒΓ τραπεζίου ΑΒΓ∆. Από το Β 

φέρουμε την παράλληλη προς τη διαγώνιο ΑΓ, 

που τέμνει την Α∆ στο Ε. Αν ΟΑ = α και Α∆ = β, 

να υπολογίσετε το λόγο
ΟΒ

ΟΓ
και το μήκος του ΟΕ. 
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Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� ∆ύο πολύγωνα είναι όμοια αν έχουν τις ομόλογες πλευρές τους ανάλογες και τις αντίστοιχες γω-

νίες τους ίσες. 

���� Ομόλογες πλευρές δύο όμοιων πολυγώνων ονομάζονται οι πλευρές που βρίσκονται απέναντι 

από τις ίσες γωνίες.  

���� Λόγος ομοιότητας δύο όμοιων πολυγώνων ονομάζεται ο λόγος δύο ομόλογων πλευρών τους. 

���� Ο λόγος των περιμέτρων δύο όμοιων πολυγώνων είναι ίσος με το λόγο ομοιότητάς τους. 

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύΑσκήσεις για λύΑσκήσεις για λύΑσκήσεις για λύσησησηση        

1. ∆ύο εξάγωνα ΑΒΓ∆ΕΖ και ΚΛΜΝΞΟ είναι 

όμοια με λόγο ομοιότητας 
ΑΒ 3

ΚΛ 5
= . Αν η περί-

μετρος του ΑΒΓ∆ΕΖ είναι 52 cm να βρείτε την 

περίμετρο του ΚΛΜΝΞΟ.  

 

2.  Είναι όμοια τα παραλληλόγραμμα ΑΒΓ∆ και 

ΕΖΗΘ, στα οποία ισχύει ˆ ˆΑ Ε=  και 
ΑΒ Α∆

ΕΖ ΕΘ
= . 

 
 

3.  ∆ύο παραλληλόγραμμα ΑΒΓ∆, Α Β Γ ∆′ ′ ′ ′  με 
ˆ ˆΑ Α 65°, ΑΒ 7,2dm′= = = , ΒΓ 40cm= ,

Α Β 72cm′ ′ = , Β Γ 4dm′ ′ =  είναι όμοια; 

 

4.  ∆ύο παραλληλόγραμμα ΑΒΓ∆, Α Β Γ ∆′ ′ ′ ′  με 
ˆ ˆΑ Α 70°, ΑΒ 8cm′= = = , ΒΓ 2cm= , Α Β 10cm′ ′ = , 

Β Γ 4cm′ ′ =  είναι όμοια; 

 

5. ∆ύο όμοια ορθογώνια ΑΒΓ∆ και Α Β Γ ∆′ ′ ′ ′   
έχουν ΑΒ = 4 cm, Α∆ = 3 cm και Α Β 5cm′ ′ = . Να 

υπολογίσετε την πλευρά Β Γ′ ′ . 

 
 

6. ∆ύο ορθογώνια ΑΒΓ∆ και Α Β Γ ∆′ ′ ′ ′  είναι ό-

μοια με λόγο ομοιότητας 14. Αν ΑΒ 4cm= , 

ΑΓ 5cm=   να υπολογίσετε τις πλευρές των δύο 

ορθογωνίων. 

7. Ένα ορθογώνιο έχει διαστάσεις 5cm, 3cm 

ενώ ένα άλλο έχει διαστάσεις 15cm, 9cm. Να 

εξετάσετε αν είναι όμοια. 
 

8. Τα τραπέζια ΑΒΖΕ και ΕΖΓ∆ είναι όμοια. Να 

υπολογίσετε το τμήμα ΕΖ.  

 
 

9. Οι πλευρές ενός τετραπλεύρου είναι 12 cm, 

18 cm, 20 cm και 16 cm. Η μεγαλύτερη πλευρά 

ενός τετραπλεύρου, όμοιου προς αυτό, είναι 5 

cm. Να βρείτε τις υπόλοιπες τρεις πλευρές του 

τετραπλεύρου αυτού. 
 

10. Αν τα δύο τετράπλευρα είναι όμοια και το 

ΕΖΗΘ έχει περίμετρο 28 cm, ποια είναι τα μήκη 

των πλευρών του ΕΖΗΘ; 

 
 

11. Έστω δύο όμοια τετράπλευρα ΑΒΓ∆, Ε-

ΖΗΘ με ΑΒ 6cm= , ΒΓ Γ∆ 8cm= = , ∆Α 10cm=  

και λόγο ομοιότητας λ 2= .  

α)α)α)α) Να υπολογίσετε τις πλευρές του ΕΖΗΘ 

β)β)β)β)    Να βρείτε το λόγο των περιμέτρων τους 

γ)γ)γ)γ)  Να βρείτε, φέροντας τις κατάλληλες διαγώνι-

ες ποια από τα σχήματα που σχηματίζονται εί-

ναι ορθογώνια και ποια ισόπλευρα 

δ)δ)δ)δ)    Ποιος είναι ο λόγος των διαγωνίων των τε-

τραπλεύρων αυτών; 
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  Β’ ΜΕΡΟΣ: 1. Γεωμετρία 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Ένα πολύγωνο είναι κανονικό όταν έχει όλες τις πλευρές του ίσες και όλες του τις γωνίες ίσες. 

���� ∆ύο κανονικά πολύγωνα που έχουν τον ίδιο αριθμό πλευρών είναι όμοια. 

���� Κλίμακα είναι ο λόγος ομοιότητας ενός σχήματος στο χαρτί με το ίδιο σχήμα στην πραγματικό-

τητα. (Οι δύο αποστάσεις πρέπει να είναι μετρημένες με την ίδια μονάδα μέτρησης) 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόηηηησηςσηςσηςσης        
1.  α)α)α)α)  Να εξηγήσετε γιατί δύο οποιαδήποτε τε-

τράγωνα είναι όμοια 

β) β) β) β)     Συμβαίνει το ίδιο για δύο ορθογώνια ή δύο 

ρόμβους; Αν όχι, τι θα ήταν αρκετό, ώστε να εί-

ναι όμοια; 

2.  ∆ύο κανονικά πολύγωνα που έχουν μία ίση 

γωνία είναι πάντοτε όμοια; 

 

3. ∆ύο κανονικά τρίγωνα είναι πάντοτε όμοια; 

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. ∆ύο κανονικά εξάγωνα έχουν λόγο ομοιότη-

τας 3 και η περίμετρος του δεύτερου είναι ίση με 

12 cm. Πόση είναι η πλευρά του πρώτου εξαγώ-

νου;  

 

2. ∆ίνονται δύο όμοια τετράγωνα ΑΒΓ∆ (με 

πλευρά α) και Α Β Γ ∆′ ′ ′ ′ ( με πλευρά α′ ) για τα 

οποία ισχύει: 
ΑΓ 2

Α Γ 5
=

′ ′
.  

 
Αν είναι ΑΓ δ= και Α Γ δ′ ′ ′=  

α)α)α)α)    Να υπολογίσετε τα α και α′  συναρτήσει των 

δ και δ′  
β)β)β)β)    Να βρείτε το λόγο ομοιότητας των δύο τετρα-

γώνων 

 

3. ∆ίνονται δύο κανονικά τρίγωνα (ισόπλευρα) 

ΑΒΓ και Α Β Γ′ ′ ′  με πλευρές 3 cm και 8 cm αντί-

στοιχα.  

α)α)α)α) Να βρείτε το λόγο ομοιότητάς τους 

β)β)β)β)  Να υπολογίσετε τα ύψη των δύο τριγώνων 

και στη συνέχεια να ελέγξετε αν ο λόγος των υ-

ψών είναι ίσος με το λόγο ομοιότητας των δύο 

τριγώνων 

4. Ποιες είναι οι πραγματικές διαστάσεις του 

παρακάτω τετραπλεύρου αν η κλίμακα του σχε-

δίου είναι 1 : 20.000; 

 
 

5. Ένα οικόπεδο έχει σχήμα ορθογώνιου και 

έχει σχεδιαστεί με κλίμακα 1 : 400. 

α)α)α)α) Αν το μήκος στο σχέδιο είναι 20 cm τότε ποιο 

είναι το πραγματικό μήκος (σε m) του οικοπέδου; 

β)β)β)β)  Αν το πραγματικό πλάτος του οικοπέδου εί-

ναι 14 m τότε ποιο είναι το πλάτος του οικοπέδου 

στο σχέδιο 
 

6. Η απόσταση Αθήνα – Θεσσαλονίκη είναι 500 

Km ενώ στον χάρτη είναι 25 cm. 

α)α)α)α) Να βρείτε την κλίμακα του χάρτη 

β)β)β)β)  Αν η απόσταση Θεσσαλονίκης Λάρισας είναι 

200 Km τότε μπορείτε να βρείτε πόση είναι η α-

πόσταση στον χάρτη; 

γ)γ)γ)γ)    Αν η απόσταση Γιάννενα – Πάτρα είναι στον 

χάρτη  15 cm τότε ποια είναι η πραγματική από-

σταση; 
 

7. Μία κολώνα είναι σχεδιασμένη σε δύο σχέδια 

με διαφορετικές κλίμακες. Στο πρώτο σχέδιο με 

κλίμακα 1 : 200 η κολώνα έχει ύψος 25 m. Να 

υπολογίσετε το ύψος της κολώνας στο δεύτερο 

σχέδιο στο οποίο η κλίμακα είναι 1 : 625. 
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Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� ∆ύο τρίγωνα είναι όμοια αν έχουν τις ομόλογες πλευρές τους ανάλογες και τις αντίστοιχες γωνίες 

τους ίσες. 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόηηηησηςσηςσηςσης        
1.  Είναι σωστή (Σ) ή λάθος (Λ) καθεμιά από τις 

επόμενες προτάσεις; 

α) α) α) α)     Αν τα τρίγωνα ΑΒΓ και ∆ΕΖ έχουν ˆ ˆΑ ∆=  και 

ˆ ˆΒ Ζ= , τότε ισχύει 
ΑΒ ΒΓ ΑΓ

∆Ε ΕΖ ∆Ζ
= =   

γ)γ)γ)γ)  ∆ύο παραλληλόγραμμα με μια γωνία ίση εί-

ναι όμοια 

δ)δ)δ)δ)  ∆ύο ισοσκελή τρίγωνα με τη γωνία της κο-

ρυφής ίση είναι όμοια. 

ε)ε)ε)ε)  Αν τα τρίγωνα ΟΑΒ, ΚΕΖ είναι όμοια, τότε  

τα παραλληλόγραμμα ΑΒΓ∆, ΕΖΗΘ είναι όμοια. 

 
 

2.  ∆ύο ισοσκελή τρίγωνα ΑΒΓ και ∆ΕΖ 

( ΑΒ ΑΓ=  και ∆Ε ∆Ζ= ) έχουν ˆ ˆΑ ∆= . Να εξετά-

σετε αν τα δύο τρίγωνα είναι όμοια.  

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Να αποδείξετε ότι σε κάθε περίπτωση τα δύο 

τρίγωνα είναι όμοια και να γράψετε τους ίσους 

λόγους που προκύπτουν από την ομοιότητα 

α)α)α)α)   

         
β)β)β)β)   

  
 

2. Να υπολογίσετε το λόγο 
∆Ε

ΒΓ
. Μπορούμε να 

υπολογίσουμε το μήκος του ∆Ε; 

 
 

3. Στο παρακάτω σχήμα είναι ∆Ε//ΒΓ . 

 
α)α)α)α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α∆Ε 

είναι όμοια 

β)β)β)β)  Να βρείτε τα x και y 

 

4.  Η διάμεσος AM ενός τριγώνου ΑΒΓ είναι πα-

ράλληλη προς μια ευθεία, η οποία τέμνει τις 

πλευρές ΑΒ, ΒΓ και ΓΑ του τριγώνου στα σημεία 

∆, Ε και Ζ αντίστοιχα. 

α)α)α)α)  Να συμπληρώσετε τις αναλογίες  

 
∆Ε ..... .....

ΑΜ ..... .....
= =    και 

ΕΖ ..... .....

ΑΜ ..... .....
= =  

β)β)β)β)  Το άθροισμα ∆Ε + ΕΖ ισούται με 

    iiii)))) AM iiiiiiii))))    2ΑΜ 
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  Β’ ΜΕΡΟΣ: 1. Γεωμετρία 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.  Σε οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με ˆ ˆΒ 2Γ=  φέρουμε 

το ύψος Α∆. Στην προέκταση της ΑΒ θεωρούμε 

το ευθύγραμμο τμήμα BE = Β∆.  

 
Αν η ∆Ε τέμνει την πλευρά ΑΓ στο σημείο Ζ, τότε: 

α)α)α)α)  Να δικαιολογήσετε τις ισότητες 
ˆ ˆΒ 2Ε= , 2

ˆˆ ˆΓ Ε ∆= =  και ΓΖ = ∆Ζ = ΑΖ 

β)β)β)β)  Αφού διαπιστώσετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και 

ΑΖΕ είναι όμοια, να συμπληρώσετε τις αναλογίες 

ΑΒ ..... .....

..... ΑΕ .....
= =  

γ)γ)γ)γ)  Το γινόμενο ΑΒ ΑΕ⋅  είναι ίσο με  

 iiii)))) 2ΑΒ   iiiiiiii)))) 2ΑΖ  

 

2. Έστω παραλληλόγραμμο ΑΒΓ∆ και Μ το μέ-

σο της πλευράς Γ∆. Η ΒΜ τέμνει την προέκταση 

της Α∆ στο Ε και τη διαγώνιο ΑΓ στο .  

 
Να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α)    τα τρίγωνα ΑΒΚ και ΚΓΜ είναι όμοια 

β)β)β)β)    τα τρίγωνα ΒΚΓ και ΚΑΕ είναι όμοια 

γ)γ)γ)γ)  ΕΚ 2ΒΚ=  

3. Αν τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΓ∆ είναι όμοια με τα 

τρίγωνα ΕΖΗ και ΕΗΘ αντίστοιχα, να εξετάσετε 

αν είναι όμοια τα τετράπλευρα ΑΒΓ∆ και ΕΖΗΘ. 

 
 

4. ∆ίνεται τραπέζιο ΑΒΓ∆ με βάσεις ΑΒ 3α=  

και Γ∆ α= . Αν είναι Α∆ β= , BΓ 2β=  και Ο το 

σημείο τομής των Α∆ και ΒΓ τότε να υπολογίσετε 

τις πλευρές του Ο∆Γ. 

 

5.  Από το σημείο τομής Ο των διαγωνίων τρα-

πεζίου ΑΒΓ∆ φέρουμε την παράλληλη ΕΖ προς 

τις βάσεις του που έχουν μήκη 4 cm και 6 cm.  

 
Να συμπληρώσετε τις παρακάτω ισότητες. 

α)α)α)α)    
ΑΟ ΑΒ .....

ΟΓ ..... .....
= =     

β) β) β) β)     
ΑΟ ΑΟ .....

ΑΓ ΑΟ ..... .....
= =

+
    

γ) γ) γ) γ)     
ΕΟ .....

..... ΑΓ
=  και ΕΟ .....=  cm    

δ)δ)δ)δ)    
ΟΖ ΒΟ .....

6 ..... ΑΓ
= =      και ΟΖ .....=  cm    

ε)ε)ε)ε)    ΕΖ ΕΟ ..... .....= + =  cm 

 

6.  Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο με κορυφές τα 

μέσα των πλευρών τριγώνου ΑΒΓ είναι όμοιο με 

το ΑΒΓ.

����    2222....    ΕπεκτάσειΕπεκτάσειΕπεκτάσειΕπεκτάσειςςςς        
1. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ 6 x= − , 

( )ΑΓ x x 3= +  και 2ΒΓ x 5x= + . 

α)α)α)α)    Είναι δυνατόν το x να είναι ίσο με 2; 

β)β)β)β)    Να βρείτε το x αν η περίμετρος τους τριγώνου 

είναι  15 cm 

γ)γ)γ)γ)    Για το x που βρήκατε στο προηγούμενο ερώ-

τημα, να βρείτε τις πλευρές τριγώνου το οποίο 

είναι όμοιο με το ΑΒΓ με λόγο ομοιότητας λ 2=  

2.  Πόσο είναι το μήκος του Β∆; 
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Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1111....    Λυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσεις        
1.  Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( Α̂ 90°= ) φέρουμε το ύψος Α∆.  

α)α)α)α)    Να  εξηγήσετε γιατί τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΒ∆, ΑΓ∆ είναι όμοια 

β)β)β)β)    Να αποδείξετε ότι: 

    iiii))))    2ΑΒ Β∆ ΒΓ= ⋅         iiiiiiii)))) 2ΑΓ Γ∆ ΒΓ= ⋅  iiiiiiiiiiii))))    2Α∆ Β∆ Γ∆= ⋅     

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    
α)α)α)α)    Και τα τρία τρίγωνα είναι ορθογώνια. 

Ονομάζω στο τρίγωνο ΑΒΓ τη γωνία Β̂ φ=  και Γ̂ ω= . Προφανώς φ ω 90°+ = . 

Στο τρίγωνο ΑΓ∆ είναι: 2∆̂ 90°=  και Γ̂ ω= . Άρα 2Α̂ φ= . 

Στο τρίγωνο ΑΒ∆ είναι: 1∆̂ 90°=  και Β̂ φ= . Άρα 1Α̂ ω= . 

Επομένως και τα τρία τρίγωνα έχουν όλες τις γωνίες τους ίσες.  

Άρα είναι όμοια. Άρα 
∆ ∆ ∆

ΑΒΓ ∆ Β Α ∆ ΑΓ≃ ≃ . 

β)β)β)β)    i)i)i)i)    
∆ ∆ 1 2

2ΑΒ ΒΓ ΑΓ
ΑΒΓ ∆ Β Α AΒ Β∆ ΒΓ

∆Β ΒΑ ∆Α

−

⇔ = = ⇔ = ⋅≃   

ii)ii)ii)ii)    
∆ ∆ 2 3

2ΑΒ ΒΓ ΑΓ
ΑΒΓ ∆ ΑΓ AΓ Γ∆ ΒΓ

∆Α ΑΓ ∆Γ

−

⇔ = = ⇔ = ⋅≃  

iii)iii)iii)iii)    
∆ ∆ 1 3

2∆Β ΒΑ ∆Α
∆ Β Α ∆ ΑΓ Α∆ ∆Β ∆Γ

∆Α ΑΓ ∆Γ

−

⇔ = = ⇔ = ⋅≃         

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( Α̂ 90°= ) φέρου-

με το ύψος Α∆ και ∆Λ ΑΒ⊥ . Να αποδείξετε ότι 
2Α∆ ΑΓ ∆Λ= ⋅  

 

2.  Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( Α̂ 90°= ) φέ-

ρουμε τις Α∆ ΒΓ⊥ , ∆Ε ΑΒ⊥  και ∆Ζ ΑΓ⊥ . 

Ποια όμοια τρίγωνα υπάρχουν στο σχήμα; 

 
 

3. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( Α̂ 90°= ). 

Μία ευθεία κάθετη στη ΒΓ τέμνει τις ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ 

στα σημεία ∆, Ε, Ζ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι 

το τρίγωνο Α∆Ζ είναι όμοιο: 

α)α)α)α) με το ΑΒΓ   

β)β)β)β)  με το ΓΕΖ 

4.  Σκεφτείτε έναν τρόπο για να υπολογίσετε το 

ύψος ενός προβολέα. 

 
 

5.  Να εξηγήσετε γιατί τα τρίγωνα ΑΕΓ και ∆ΕΒ 

είναι όμοια. Αν ΑΕ=1, ΒΕ=2 και ΓΕ=2,5 τότε να 

βρείτε το ∆Ε. 

☺☺☺☺    4444....    ΠροβλήματαΠροβλήματαΠροβλήματαΠροβλήματα        

1.  Το μήκος της σκιάς ενός δένδρου, μια ορι-

σμένη στιγμή της μέρας, είναι 7,5 m. Την ίδια 

χρονική στιγμή μια κατακόρυφη ράβδος ύψους 2 

m ρίχνει σκιά 1 m. Ποιο είναι το ύψος του δέν-

δρου; 

2.  Μια φωτεινή ακτίνα διέρχεται από το σημείο 

Α, ανακλάται στο σημείο Κ της ευθείας ε και 

διέρχεται από το σημείο Β. Αν ΑΓ Κ∆ 6cm= =  

και ΚΓ 9cm= , ποια είναι η απόσταση Β∆; 

1111....5.Β 5.Β 5.Β 5.Β / / / / 3333    105105105105    Όμοια τρίγωνα ΙΙΙ (Ορθογώνιο τρίγωνοΌμοια τρίγωνα ΙΙΙ (Ορθογώνιο τρίγωνοΌμοια τρίγωνα ΙΙΙ (Ορθογώνιο τρίγωνοΌμοια τρίγωνα ΙΙΙ (Ορθογώνιο τρίγωνο))))    



  Β’ ΜΕΡΟΣ: 1. Γεωμετρία 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Ο λόγος των εμβαδών δύο ομοίων σχημάτων είναι ίσος με το τετράγωνο του λόγου ομοιότητάς 

τους. 

 ����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόηηηησηςσηςσηςσης        
1. ∆ύο ισοσκελή τρίγωνα είναι όμοια αν έχουν 

μία γωνία ίση; 

2. ∆ύο τυχαία τετράγωνα είναι πάντοτε όμοια 

μεταξύ τους; 

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ∆ σημείο της ΑΒ. 

Φέρουμε ∆Ε//ΒΓ .  

 
α)α)α)α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α∆Ε 

είναι όμοια 

ββββ))))    Αν είναι Α∆ 2cm=  και ∆Β x 2cm= +  τότε να 

υπολογίσετε το x αν 

( )
( )
Α∆Ε 1

ΑΒΓ 9
=  

γ)γ)γ)γ)    Αν είναι ( ) 2Α∆Ε 36cm= , ( ) 2∆ΕΓΒ 64cm=  

και  ΒΓ 30cm=  τότε να υπολογίσετε το ∆Ε 

δ)δ)δ)δ)        Αν είναι Α∆ x= , ∆Β y 1= − , ΑΕ 2x 4= − , 

ΕΓ y=  και 
( )
( )
Α∆Ε 4

ΑΒΓ 9
=  τότε να υπολογίσετε  

 iiii)))) το λόγο ομοιότητας των δύο τριγώνων 

 iiiiiiii))))    το x και το y 

εεεε))))        Αν είναι Α∆ x 4= + , ∆Β x= , ∆Ε 4x 1= +  και   

ΒΓ 5x 2= +  τότε να υπολογίσετε 

    iiii))))    το x 

    iiiiiiii))))    το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ αν 

( ) 235
∆ΕΓΒ cm

2
=  

στ)στ)στ)στ)    Αν είναι 2Α∆ x= , ∆Β 6= , 
5

ΑΕ x 2
3

= +  και 

ΕΓ 2=  τότε να υπολογίσετε το x    

 

2. Ένα ισόπλευρο τρίγωνο έχει πλευρά 10 cm. 

Να βρείτε την πλευρά του ισόπλευρου τριγώνου 

που έχει τετραπλάσιο εμβαδόν. 

 

3. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ ( ΑΒ ΑΓ= ) με 

ΒΓ 12cm= . Στη βάση ΒΓ φέρουμε σημείο Κ τέ-

τοιο ώστε ΒΚ 5ΚΓ= . Από το Κ φέρουμε 

Κ∆ ΑΓ⊥  και ΚΕ ΑΒ⊥ . Να αποδείξετε ότι:  

α)α)α)α) Τα τρίγωνα Κ∆Γ και ΚΕΒ είναι όμοια και να 

γράψετε το λόγο ομοιότητας 

β)β)β)β)  Αν το τρίγωνο ΚΕΒ έχει εμβαδόν 2100cm  τό-

τε να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου Κ∆Γ  

 

4444....    Σε ημικύκλιο διαμέτρου ΑΒ κέντρου Ο θεω-

ρούμε σημείο του ∆. Η χορδή ∆Β τέμνει το ημικύ-

κλιο διαμέτρου ΟΒ στο Γ.  

 
Να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α)  Τα τρίγωνα Α∆Β και ΟΓΒ είναι όμοια 

β) β) β) β)  ( ) ( )Α∆Β 4 ΟΓΒ=  

 

5. Ένα τρίγωνο ΑΒΓ έχει εμβαδόν 2490cm . Στην 

πλευρά του ΑΒ παίρνουμε ένα σημείο ∆ τέτοιο 

ώστε 
Α∆ 2

∆Β 5
= . Από το ∆ φέρνουμε ευθεία παράλ-

ληλη προς την πλευρά ΒΓ, η οποία τέμνει την 

πλευρά ΑΓ στο σημείο Ε. Από το Ε φέρνουμε ευ-

θεία παράλληλη προς την ΑΒ που τέμνει την ΒΓ 

στο Ζ. 

α)α)α)α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα Α∆Ε, ΓΕΖ και 

ΑΒΓ είναι όμοια 

β)β)β)β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν των τριγώνων 

Α∆Ε και ΓΕΖ 

γ)γ)γ)γ)    Να υπολογίσετε το εμβαδόν του παραλληλο-

γράμμου ∆ΕΖΒ 

106106106106    Λόγος εμβαδών ομοίων σχημάτων Ι (τρίγωνα)Λόγος εμβαδών ομοίων σχημάτων Ι (τρίγωνα)Λόγος εμβαδών ομοίων σχημάτων Ι (τρίγωνα)Λόγος εμβαδών ομοίων σχημάτων Ι (τρίγωνα)    1111....6 6 6 6 / / / / 1111    



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1111....    Ερωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόηηηησηςσηςσηςσης        
1. Ο λόγος των εμβαδών δύο τετραγώνων είναι 

8. Ο λόγος των πλευρών τους είναι ίσος με 4; 

2. Ένα ορθογώνιο με πλευρές 6 και 3 είναι όμοιο 

με ένα άλλο με πλευρές 10 και 5;   

����    2222....    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. α)α)α)α) Να σχεδιάσετε δύο πολύγωνα (Π2),  (Π3) 

όμοια προς το (Π1) των οποίων ο λόγος ομοιότη-

τάς τους προς το (Π1) είναι 2 και 3 αντιστοίχως. 

 
β)β)β)β)    Να συμπληρώσετε τον πίνακα 

 
γ)γ)γ)γ)    Αν ενός πολυγώνου διατηρήσουμε σταθερές 

τις γωνίες και  

iiii))))    διπλασιάσουμε το μήκος των πλευρών, τότε η 

περίμετρος .................. και το εμβαδόν ..................

  

iiiiiiii))))    τριπλασιάσουμε το μήκος των πλευρών, τότε 

η περίμετρος ............... και το εμβαδόν  ................. 

 

2. Στο παρακάτω σχήμα τα παραλληλόγραμμα 

ΑΒΓ∆ και ΑΚΛ∆ είναι όμοια. 

 
α)α)α)α) Να υπολογίσετε το x  

β)β)β)β)  Να υπολογίσετε τον λόγο 
( )
( )
ΑΚΛ∆

ΑΒΓ∆
 

 

3. Ένα ορθογώνιο έχει μήκος ίσο με 5 cm και 

πλάτος ίσο με 4 cm. Ποιες θα είναι οι διαστάσεις 

ενός ορθογωνίου, όμοιου με το αρχικό και με εμ-

βαδόν τετραπλάσιο του αρχικού; 

4. Ένα ορθογώνιο έχει πλευρές 2 cm και 6 cm. 

Ένα δεύτερο ορθογώνιο είναι όμοιο με το πρώτο 

και έχει διαγώνιο 15 cm. Να υπολογίσετε το εμ-

βαδόν του δεύτερου ορθογώνιο.  (Ε.Μ.Ε.)(Ε.Μ.Ε.)(Ε.Μ.Ε.)(Ε.Μ.Ε.) 

 

5. ∆ίνεται ένα ορθογώνιο ΑΒΓ∆. Αν αυξήσουμε 

τις διαστάσεις του ΑΒΓ∆ κατά 110% τότε προκύ-

πτει ένα ορθογώνιο ΕΖΗΘ. Να βρείτε πόσο % 

αυξήθηκε το εμβαδόν του ΑΒΓ∆. 

 

6. Σχεδιάστε ένα τετράγωνο με πλευρά 1, δι-

πλασιάστε, τριπλασιάστε, ... την πλευρά τους και 

σχεδιάστε τα τετράγωνα που προκύπτουν. Υπο-

λογίστε το εμβαδόν των τετραγώνων που σχε-

διάσατε και βάλτε το σ’ έναν πίνακα. 

α)α)α)α) Να συγκρίνετε το λόγο των εμβαδών δύο τυ-

χαίων τετραγώνων με το λόγο ομοιότητάς τους. 

Τι διαπιστώνετε; 

β)β)β)β)    Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τμήματος 

που περιέχεται μεταξύ δύο διαδοχικών τετραγώ-

νων. Τι διαπιστώνετε; Μπορείτε να διατυπώσετε 

μία εικασία; 

 

7. Να βρείτε το εμβαδόν τετραγώνου του οποί-

ου η πλευρά είναι ίση με τα 
3

5
 της πλευράς τε-

τραγώνου του οποίου το εμβαδόν είναι 245cm . 

 

8. Αν μειώσουμε κατά 40% την κάθε πλευρά 

ενός τετραγώνου τότε πόσο τοις % θα μειωθεί το 

εμβαδόν του; 

 

9. Σε ένα σχέδιο ένα σπίτι έχει εμβαδόν 90 cm2. 

Ποιο είναι το πραγματικό εμβαδόν αν η κλίμακα 

του σχεδίου είναι 1:300. 

 

 10. Ένα κανονικό δεκάγωνο έχει πλευρά 8 cm 

και εμβαδόν 2100cm . Ένα άλλο κανονικό δεκά-

γωνο έχει περίμετρο 40 cm. Να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α) τα δύο πολύγωνα είναι όμοια

Πολύγωνο Π1 Πολύγωνο Π2 Πολύγωνο Π3 

Περίμετ. ...... Περίμετ. ...... Περίμετ. ...... 

Εμβαδόν ...... Εμβαδόν ...... Εμβαδόν ...... 

107107107107    Λόγος εμβαδών ομοίων σχημάτων ΙΙ (Όχι τρίγΛόγος εμβαδών ομοίων σχημάτων ΙΙ (Όχι τρίγΛόγος εμβαδών ομοίων σχημάτων ΙΙ (Όχι τρίγΛόγος εμβαδών ομοίων σχημάτων ΙΙ (Όχι τρίγωωωωνα)να)να)να)    1111....6 6 6 6 / / / / 2222    



  Β’ ΜΕΡΟΣ: 2. Τριγωνομετρία 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Τριγωνομετρικοί αριθμοί οξείας γωνίας ορθογωνίου τριγώνου 

    απέναντι κάθετη
ημω

υποτείνουσα
=  

προσκείμενη κάθετη
συνω

υποτείνουσα
=  

 
απέναντι κάθετη

εφω
προσκείμενη κάθετη

=   
προσκείμενη κάθετη

σφω
απέναντι κάθετη

=  

 ����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόηηηησηςσηςσηςσης        
1. Να κατασκευάσετε μία οξεία γωνία ω, τέτοια 

ώστε 
3

εφω
5

= . 

2. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο με υποτείνουσα 6 

cm. Αν η μία οξεία γωνία είναι 30° να βρείτε τις 

κάθετες πλευρές.  

����    3.3.3.3.    ΑσκήσΑσκήσΑσκήσΑσκήσεις για λύσηεις για λύσηεις για λύσηεις για λύση        

1. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( Α̂ 90°= ) με 

ΑΒ 24=  και ΒΓ 26= . Να υπολογίσετε  

α)α)α)α) ημΒ, ημΓ, συνΒ, συνΓ  

β)β)β)β)  ( ) ( ) ( ) ( )ημ 90 Β ,ημ 90 Γ ,συν 90 Β ,συν 90 Γ− − − −   

γ)γ)γ)γ)    εφΒ, εφΓ, σφΒ, σφΓ     

 

2. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  ( Α̂ 90°= ) 

ισχύει ΑΒ 9cm=  και 
3

συνΒ
5

= . Να βρείτε: 

α)α)α)α) τις πλευρές ΒΓ και ΑΓ 

β)β)β)β)  τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της Γ 
 

3.    ∆ίνονται τα ορθογώνια τρίγωνα Α∆Γ και ΑΒΓ 

( Α̂ 90= ° ) με ˆΑ∆Γ ω= , ˆΑΒΓ θ=  και το ∆ να είναι 

εσωτερικό σημείο του τμήματος ΑΒ. Αν ισχύει 

εφω 0,8= , εφθ 0,6=  και ΑΓ 24= cm τότε να 

βρείτε το μήκος του τμήματος Β∆. 
 

4.    ∆ίνεται το ορθογώνιο ΑΒΓ∆ με Γ∆ 13= cm και 

ένα τυχαίο σημείο Ε της πλευράς Γ∆. Έστω 

ˆΑΕ∆ ω=  και ˆΒΕΓ θ=  με 
3

εφω
4

=  και 
6

εφθ
5

= . 

Να υπολογίσετε τα τμήματα ΓΕ και Α∆. 
 

5. Να αποδείξετε ότι σε κάθε ορθογώνιο τρίγω-

νο ΑΒΓ ( Α̂ 90°= ) ισχύει 

α)α)α)α) 
2

βγ
ημβ συνβ

α
⋅ =  β)β)β)β)    

2β
ημΒ εφΒ

αγ
⋅ =  

γ)γ)γ)γ)    
α β1

εφΒ
συνΒ γ

+
+ =  δ)δ)δ)δ)    

ημΓ συνΒ
εφΓ

συνΒ ημΒ

+
=

+
    

εεεε))))    
2 2

2 2

2

γ β
συν Β ημ Β

α

−
− =   

στ)στ)στ)στ)    ημβ συνβ ημΓ συνΓ+ = +     

6.    ∆ίνονται τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ με 

Α̂ 90= °  και ΒΓ∆ με oB̂ 90= . Αν οˆAΓΒ 30= , 
ˆΒΓ∆ 45°=  και AB 2cm=  τότε να υπολογίσετε τα 

ΒΓ, ΑΓ, Β∆, Γ∆. 

 
 

7. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με γωνία της 

κορυφής Â 120°=  και το ύψος στη βάση του 8 cm. 

Να υπολογίσετε το μήκος των πλευρών του. 

 

8. Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ που έχει βάση 

ΒΓ = 48 cm και περίμετρο 100 cm. Να βρείτε: 

α)α)α)α) τις πλευρές ΑΒ και ΑΓ 

β)β)β)β) το ύψος Α∆ 

γ)γ)γ)γ) τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της Β 

 

9. ∆ίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ με πλευρά 

α 4cm= . Φέρουμε το ύψος Α∆. Να υπολογίσετε 

τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των γωνιών 

30°, 60°.   
 

10. ∆ίνεται τυχαίο τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ 10cm= , 

ΑΓ 17cm=  και το ύψος του Α∆. Αν 
4

ημΒ
5

=  

α)α)α)α)    να βρείτε το ύψος Α∆ 

β)β)β)β)    να βρείτε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς 

των γωνιών ˆΒΑ∆  και Γ̂  

2222....1 1 1 1 / / / / 1111    108108108108 Τριγωνομετρικοί αριθμοί οξείας γωνίας  ΙΤριγωνομετρικοί αριθμοί οξείας γωνίας  ΙΤριγωνομετρικοί αριθμοί οξείας γωνίας  ΙΤριγωνομετρικοί αριθμοί οξείας γωνίας  Ι    
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Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

����  Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( Α̂ 90°= ) 

   ισχύει: 

   
ΑΓ

ημΒ
ΒΓ

=  και 
ΑΓ

συνΓ
ΒΓ

=  

  Άρα για τις γωνίες Β και Γ που είναι  

        συμπλσυμπλσυμπλσυμπληηηηρωματικέςρωματικέςρωματικέςρωματικές ισχύει  

   

ημΒ συνΓ
ˆ ˆΒ Γ 90° και

ημΓ συνΒ

=


+ = ⇒ 
 =

 

    

    

    

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1.    Να υπολογίσετε την τιμή των παραστάσεων: 

α)α)α)α)    2συν30° ημ30° 3εφ30°− −         

β)β)β)β)    2συν45° 4ημ45° 2εφ45°− −     

γ)γ)γ)γ)    2συν60° + 3ημ60° 3εφ60°−         

δ)δ)δ)δ)    2συν90° + 3ημ90° 2εφ0°−  
 

2. Να υπολογίσετε τις τιμές των παραστάσεων: 

α)α)α)α) Α 2συν30°εφ60°=   

β)β)β)β) Β ημ60° συν30° ημ30° συν60°= ⋅ + ⋅   

γ)γ)γ)γ) Γ εφ30°εφ60° ημ45°συν45° συν60°= − −  
 

3. Να βρείτε την τιμή των παραστάσεων: 

α)α)α)α) ( )ημ30° συν60° σφ45° εφ συν90°− ⋅ −   

β)β)β)β) ημω συνω συνω εφω σφω ημω⋅ − ⋅ + ⋅   

 iiii))))    ω 60°=  iiiiiiii))))    ω 30°=  iiiiiiiiiiii))))    ω 45°=  
 

4. Να υπολογίσετε τις παρακάτω παραστάσεις:  

α)α)α)α) 
συν30° ημ60° ημ30° συν60°

Α
συν45° ημ45°

+ +
= +  

β)β)β)β)   
συν30° εφ60° - ημ30° εφ45°

Β
συν60°

⋅ ⋅
=  

 

5. Να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α) ημ40° συν20° ημ70° συν50° 0+ − − =  

β)β)β)β)  ημ33 σφ25 εφ65 συν57 0+ − − =  

6. Να υπολογίσετε την τιμή των παραστάσεων 
Α ημ25° – συν35° ημ55° – συν65°= +   

( )Β 2συνx 3ημ 90° – x – 5συνx= +   

2 2

200

εφ 45° 4ημ 30° 2007
Γ

2006 εφ 45° 2συν60°

+ −
=

⋅ −
 

 

7. Αν για τη γωνία ω ισχύει 0° ω 45°< <  τότε να 

αποδείξετε ότι: 

Α.Α.Α.Α.    α)α)α)α) ( ) ( )ημ 45° ω συν 45° ω+ = −  

    β)β)β)β)  ( ) ( )συν 45 ω ημ 45 ω+ = −  

Β.Β.Β.Β.    Αν είναι ημ33° α, ημ27° β= =  τότε να υπολο-

γίσετε την παράσταση 
ημ33° ημ23° συν57° συν67°⋅ − ⋅  

 

8. Αν Α, Β, Γ είναι οι γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ. 

Α.Α.Α.Α.  Να αποδείξετε ότι: 

    α)α)α)α) 
Α Β Γ

ημ συν
2 2

+
=   

 β)β)β)β)  
Α Β Γ

συν ημ
2 2

+
=  

Β.Β.Β.Β.    Αν 
Α Β

Γ
3 2
= =  να υπολογίσετε το  

ημΑ
Κ

συνΒ εφΓ
=

⋅
 

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α)α)α)α) x ημ30° συν45°⋅ =  

β)β)β)β)  x συν30° εφ45°x συν30°⋅ = −  

γ)γ)γ)γ)    3 x εφ30° συν60°x 1− ⋅ = +  

2. Να υπολογίσετε τη γωνία ω ( 0° ω 90°< < ): 

α)α)α)α)    24ημ ω 4ημω 1 0− + =     

β)β)β)β)    22συν ω 3συνω 1 0− + =     

γ)γ)γ)γ)    23εφ ω 1=     

Τριγωνομετρικοί αριθμοί οξείας γωνίας  ΙΙΤριγωνομετρικοί αριθμοί οξείας γωνίας  ΙΙΤριγωνομετρικοί αριθμοί οξείας γωνίας  ΙΙΤριγωνομετρικοί αριθμοί οξείας γωνίας  ΙΙ    ––––    Συμπληρωματικών γΣυμπληρωματικών γΣυμπληρωματικών γΣυμπληρωματικών γωωωωνιώννιώννιώννιών    2222....1 1 1 1 / / / / 2222    101010109999    
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  Β’ ΜΕΡΟΣ: 2. Τριγωνομετρία 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Έστω ( )M α,β  τυχαίο σημείο σε ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμέ-

νων και ( ) 2 2ρ OM α β= = + . Οι τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας 

ˆω xOM= που σχηματίζεται καθώς ο ημιάξονας Ox κινείται κατά τη 

θετική φορά (δηλαδή αντίθετα από τη φορά κίνησης των δεικτών του 

ρολογιού) και καταλήγει στην ΟΜ είναι: 

 
β

ημω
ρ

= , 
α

συνω
ρ

= , 
β

εφω
α

=  ( α 0≠ ), 
α

σφω
β

=  ( β 0≠ ) 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόηηηησηςσηςσηςσης        
1. Υπάρχει γωνία ω για την οποία να ισχύει 

2ημω α 3= +  

2. Τι συμπέρασμα προκύπτει αν ισχύει 
ημα ημβ 2+ =

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. ∆ίνεται ένα ορθοκανονικό σύστημα συντε-

ταγμένων Οxy. Να υπολογίσετε τους τριγωνομε-

τρικούς αριθμούς της γωνίας ˆω xOM= , όταν: 

α)α)α)α)  ( )Μ 6,8   β)β)β)β)  ( )Μ –12,5  

γγγγ))))    ( )Μ 4,3         δ)δ)δ)δ)    ( )Μ –6,8         

εεεε))))    ( )Μ 5,12−     στ)στ)στ)στ)    ( )Μ –2, 5−  

ζ)ζ)ζ)ζ)    ( )Μ 3,0   η)η)η)η)    ( )Μ 0, 4−     

 

2. ∆ίνεται το παρακάτω σχήμα: 

 

α)α)α)α) Αν είναι ( )Μ 4,β−  και 
5

εφω =
2

−  τότε να 

υπολογίσετε: iiii)))) το β      

            iiiiiiii))))  το ημω και το συνω 

β)β)β)β)    Αν είναι ( )Μ α,4  και 
2 13

ημω =
13

 τότε να 

υπολογίσετε: iiii)))) το α      

            iiiiiiii))))  το συνω και την εφω 
    

3. Μια ευθεία ε έχει εξίσωση 
3

y x
4

= − . 

α)α)α)α)    Να σχεδιάσετε την ε και να προσδιορίσετε 

την τεταγμένη σημείου της Μ με τετμημένη –4 

β) β) β) β)     Να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς α-

ριθμούς της γωνίας ˆω xOM=  

4. Στο παρακάτω σχήμα το ΟΑΒΜ είναι τετρά-

γωνο με πλευρά ίση με 2. Να υπολογίσετε: 

α)α)α)α)    τις συντεταγμένες του Μ 

β)β)β)β)    τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας 
ˆω xOM=  

 
 

5. Να υπολογίσετε τις παρακάτω παραστάσεις: 

( ) ( )2 2
Α συν0° ημ30° – ημ0° συν30°= + + +  

( ) ( )2 ημ45 συν45 3 ημ180  συν180+ ⋅ ° + ° + ⋅ ° + °  

( ) ( )Β ημ30° ημ60° – συν30° συν60°= + + +  

( ) ( )2
+2 ημ45° συν45° – 2 ημ90° συν90°⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

 

6. Να υπολογίσετε την γωνία ω στο παρακάτω 

σχήμα. 
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â
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Οι τύποι ισχύουν και για 

γωνίες μεγαλύτερες από 

360° ή αρνητικές 



Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Αν 0° ω 90°< < τότε ημω 0,συνω 0,εφω 0> > > .Αν 90° ω 180°< < τότε ημω 0,συνω 0,εφω 0> < <  

���� ημ0° = 0,συν0° = 1,εφ0° = 0 .  ημ90° = 1,συν90° = 0,εφ90° = ∆.Ο.  ημ180° = 0,συν180° = 1,εφ180° = 0−   

���� Για μία γωνία 0° ω 180°≤ ≤  ισχύει: 0 ημω 1≤ ≤  και 1 συνω 1− ≤ ≤  

���� Για μία γωνία 0° ω 180°, ω 90°≤ ≤ ≠  η εφω παίρνει όλες τις πραγματικές τιμές 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόηηηησηςσηςσηςσης        
1. Είναι θετικός αριθμός το γινόμενο 

ημ40 συν140° ⋅ °  

2. Αν 90° ω 180°< <  τότε ποιο είναι το πρόσημο 

της παράστασης ημω συνω⋅ ; 

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Να βρείτε τα πρόσημα των τριγωνομετρικών 

αριθμών: 

α)α)α)α) συν50°  β)β)β)β) συν145°  γ)γ)γ)γ)    ημ172° 
δ)δ)δ)δ)    εφ89°  ε)ε)ε)ε)    εφ175° στ)στ)στ)στ)    ημ46° 
  

2. Να βρείτε τα πρόσημα των παραστάσεων: 
Α ημ56 ημ110 συν137= ° ⋅ ° ⋅ °   

Β συν32 συν110 εφ124= ° ⋅ ° ⋅ °  

Γ ημ135 συν168= ° − °     

( ) ( )∆ συν47 συν110 εφ124 ημ37= ° − ° ⋅ ° + °     

 

3. Να βρείτε την ω αν: 

α)α)α)α)    αν εφω = 1  και 180° ω 270°< <   

β)β)β)β) αν   και 0° ω 90°< <   

γ)γ)γ)γ)    αν 225ημ ω 9 0− =  και 90° ω 180°< <  

 

4. Να βρείτε το τεταρτημόριο στο οποίο ανήκει 

το σημείο Μ αν ˆω xOM=  και ισχύει: 

α)α)α)α)    ημω συνω 0⋅ <  β)β)β)β)    ημω εφω 0⋅ >     

 

5. Για ποιες τιμές του λ∈ℝ  έχουν νόημα οι πα-

ρακάτω σχέσεις αν 0° ω 180°≤ ≤ : 

α)α)α)α) ημω 3λ 4= −  β)β)β)β)   συνω 7 5λ= −  

 

6. Αν η γωνία ω είναι οξεία και η γωνία θ είναι 

αμβλεία τότε να βρείτε το πρόσημο της παρά-

στασης 
Α ημθ συνθ εφω εφθ ημω συνω= ⋅ + ⋅ − ⋅  

7. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( Α̂ 90°= ). 

Να αποδείξετε ότι:  

α)α)α)α)  ημΒ εφΒ<  β)β)β)β)  
ημΒ β

ημΓ γ
=  

 

8. Αν για την γωνία ω ισχύει 0° ω 180°≤ ≤  τότε 

να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α)    3 2ημω 3 5≤ + ≤   

β)β)β)β)  4 2ημω 4 2− ≤ − ≤ −  

γ)γ)γ)γ)    7 5συνω 2 3− ≤ − ≤     

δ)δ)δ)δ)  2 4συνω 6 10≤ + ≤  

ε)ε)ε)ε)    2 3ημω 1 1− ≤ − + ≤     

στ)στ)στ)στ)    2 συνω 3 4≤ − + ≤  

 

9. Να βρείτε μεταξύ ποιων αριθμών περιέχονται 

οι τιμές των παραστάσεων ( 0° ω 180°≤ ≤ ) 
Α 3ημω 5= +  Β 4 2συνω= −  

Γ 2ημω 3= −  ∆ 4συνω 1= −  

Ε 3ημω συνω 2= − −  Ζ 2συνω 4ημω 1= − +  

 

10. Να βρείτε την ελάχιστη και την μέγιστη τιμή 

των παραστάσεων 
2Α 3συν x 2= +  2Β 4ημ x 3= −  

 

11. Να βρείτε την ελάχιστη και την μέγιστη τιμή 

των παραστάσεων 
2Α συν x 2συνx 1= + +  2Β 4ημ x 4συνx 1= + +  

2Γ ημ x 6συνx 9= + +  2∆ συν x 8συνx 16= − +  

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1. Να βρείτε τις τιμές του λ∈ℝ  ώστε να ισχύει 

λ 2
ημω

λ 2

−
=

+
,   0° ω 180°≤ ≤  

2. Αν η γωνία Α ενός τριγώνου ΑΒΓ είναι αμ-

βλεία τότε να αποδείξετε ότι 
συνΑ ημΒ εφΓ< +  
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  Β’ ΜΕΡΟΣ: 2. Τριγωνομετρία 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� 0° ω 90°< <  τότε: ( )ημ 180° ω ημω− = ,     ( )συν 180° ω συνω− = − ,   ( )εφ 180° ω εφω− = −  

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόηηηησηςσηςσηςσης        
1. Αν ω φ 90°+ =  τότε ημ2ω συν2φ= . 2. Είναι δυνατόν διαφορετικές γωνίες να έχουν 

ίδιο ημίτονο; 

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς α-

ριθμούς των παρακάτω γωνιών: 

α)α)α)α) 120°   β)β)β)β)  135°  γ)γ)γ)γ)  150°   
 

2. Να υπολογίσετε τις παραστάσεις: 

α)α)α)α) συν120° ημ135° εφ150°⋅ ⋅  

β)β)β)β)  ημ150° συν150° εφ180°⋅ ⋅  

γ)γ)γ)γ)    ημ135° συν180° εφ135°⋅ ⋅     

δ)δ)δ)δ)    ημ90° συν135° εφ120°⋅ ⋅     

 

3. Να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α)    2 ο 2 3
συν 30 συν 150

2
+ =   

β)β)β)β)    2 ο ο ο 2 οημ 30 2 ημ150 συν120 συν 120 0+ ⋅ ⋅ + =  

 

4. Να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α)    ο ο ο οημ115 συν36 – ημ65 συν144 0+ + =  

β)β)β)β)    ( )ο ο ο οεφ101 εφ79 ημ150 συν60 0+ ⋅ + =  

 

5. Να υπολογίσετε τις παραστάσεις: 

α)α)α)α) ημ35° συν35° - ημ145° συν145°+ +  

β)β)β)β)  
ημ63° συν117°

συν63° ημ117°

⋅

⋅
 

γγγγ))))    
ημ40° εφ40°συν40°

ημ140° συν140° εφ140°
+ +  

 

6. Να απλοποιήσετε την παρακάτω παράσταση 

για όλες τις τιμές της γωνίας ω που ορίζεται: 

( ) ( )
( ) ( )

ημ 180° ω ημ 90° ω ημω
Α =

συν 180° ω συν 90° ω συνω

− + − −

− + − −
 

 

7. Να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α) ( )οημ 90 ω συνω+ =  β)β)β)β) ( )οσυν 90 ω ημω+ = −  

 

8. Να αποδείξετε τις παρακάτω σχέσεις: 

α)α)α)α) ( ) ( )ο οημ 34 ω ημ 146 ω− = +   

β)β)β)β)  ο οσυν141 συν39= −  

9. Αν γνωρίζουμε ότι για κάθε οξεία γωνία ω 

ισχύει ( )οημ 90 – ω συνω=  τότε: 

α)α)α)α) Να αποδείξετε ότι  

( )οημ 90 x συνx+ =   και ( )οσυν 90 x –ημx+ =  

β)β)β)β)    Να απλοποιήσετε την παράσταση: 

( ) ( )o οΑ 2ημx συν 180 – x – συν 90 x συνx= ⋅ + ⋅ +  

( ) ( )ο οημ 90 x ημ 180 – x+ + ⋅  

 

10. Να βρείτε τη γωνία x ( 0° x 180°≤ ≤ ) όταν: 

Α.Α.Α.Α.    α) α) α) α)     
2

συνx
2

=     β)β)β)β)    
1

ημx
2

=     

    γ) γ) γ) γ)     
3

ημx
2

=     δ)δ)δ)δ)    
3

εφx
3

=     

    ε)ε)ε)ε)    
2

συνx
2

=     στ)στ)στ)στ)    εφx 3=     

Β.Β.Β.Β.    αααα) ) ) )     
3

συνx
2

= −     β)β)β)β)    εφx 3= −     

    γ)γ)γ)γ)    
2

ημx
2

= −     δ)δ)δ)δ)    
1

συνx
2

= −     

    ε) ε) ε) ε)     εφx 1= −     στ)στ)στ)στ)        
2

συνx
2

= −     

Γ.Γ.Γ.Γ.    α)α)α)α)    συνx 1= −     β)β)β)β)    ημx 1=         

    γ)γ)γ)γ)    συνx 0=     δ)δ)δ)δ)    ημx 0=     

∆.∆.∆.∆.    α)α)α)α)    2ημx 1 0− =     β) β) β) β)     συνx 1 συνx= −     

    γ)γ)γ)γ)    συνx 2 5συνx= +     δ)δ)δ)δ)        2εφx 3 εφx= −     

Ε.Ε.Ε.Ε.    α)α)α)α)    2εφ x – 1 2=     β)β)β)β)        24ημ x – 1 0=     

    γ)γ)γ)γ)    24ημ x 2ημx 0+ = +     

    δ)δ)δ)δ)    ( )2
3συνx 2 4− =     

    ε)ε)ε)ε)    2συν x – 2συνx 1 0+ =         

    στ)στ)στ)στ)    4ημx συνx 2ημx 2συνx 1 0⋅ + − − =     

    

11. Να βρείτε τη γωνία x ( 0° x 180°≤ ≤ ) όταν: 

α)α)α)α)    ( ) ( )ημ 2x 25° ημ 50° x− = −         

β)β)β)β)    ( ) ( )συν 4x 37° συν 64° + x− =  
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Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Σε κάθε τρίγωνο ισχύει Α Β Γ 180°+ + = . 

���� Σε κάθε τετράπλευρο ισχύει Α Β Γ ∆ 360°+ + + = . 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόηηηησηςσηςσηςσης        
1. Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει ( )ημ Α Β 1+ =  

τότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο; 

2. Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ ΑΓ=  ισχύει 

( )ημΑ ημ 2Β=

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Aν Α, Β, Γ είναι οι γωνίες ενός τριγώνου ΑΒΓ 

τότε να αποδείξετε ότι ισχύει:  

α)α)α)α)  ( )ημ Α Β ημΓ+ =  

β)β)β)β)  ( )συν Α Β συνΓ+ = −  

γ)γ)γ)γ)  ( )εφ Α Β εφΓ+ = −  

 

2. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με 
3

συνΓ
5

=  και 

1
ημΒ

3
= . Να υπολογίσετε:  

α)α)α)α) το ( )συν Α Β+  β)β)β)β)  το ( )ημ Α Γ+  

 

3. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ( ) 3
συν Α Β

2
+ = −  

και εφΒ 1= . Να υπολογίσετε:  

α)α)α)α)    τις γωνίες Α, Β και Γ του τριγώνου 

β)β)β)β)    τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της Γ 
    

4. ∆ίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓ∆ με γωνίες 

Α, Β, Γ, ∆. 

Α.Α.Α.Α.    Να αποδείξετε ότι    

    α)α)α)α) ημΑ ημΒ ημΓ ημ∆= = =   

    β)β)β)β)  συνΑ συνΒ συνΓ συν∆= − = = −  

 γ)γ)γ)γ)  εφΑ εφΒ εφΓ εφ∆= − = = −  

Β.Β.Β.Β. Να βρείτε τις τιμές των παραστάσεων 

 α)α)α)α)    Κ ημΑ ημΒ= −         

    β)β)β)β)    Λ συνΑ συνΒ= +  

 γγγγ))))    
Α Β Γ ∆

Μ συν
2

+ + +
=     

 

5. ∆ίνεται τυχαίο τετράπλευρο ΑΒΓ∆ με γωνίες 

Α, Β, Γ, ∆. Να βρείτε τις τιμές των παραστάσεων: 

α)α)α)α)    
Α Β Γ ∆

Κ ημ ημ
2 2

+ +
= −     

β)β)β)β)    
Α Γ Β ∆

Λ συν συν
2 2

+ +
= +   

γ)γ)γ)γ)    
Α ∆ Β Γ

Μ εφ εφ
2 2

+ +
= +     

6. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( Α̂ 90°= ) με 

ΑΒ 12=  και ΑΓ 13= . Να υπολογίσετε τους τρι-

γωνομετρικούς αριθμούς των γωνιών φ και ω. 

 
 

7. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΒΓ 16=  

και ΑΒ ΑΓ 17= = .  

 
Να βρείτε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των 

γωνιών φ και ω  

 

8. ∆ίνεται τραπέζιο ΑΒΓ∆ με ΑΒ 18= , ΒΓ 40= , 

Γ∆ 60= . Φέρουμε τις εξωτερικές γωνίες ω και φ 

των γωνιών Γ και ∆ του τραπεζίου αντίστοιχα με 

4
συνω

5
= − .  

 
Να βρείτε: 

α)α)α)α) το ύψος ΒΕ του τραπεζίου  

β)β)β)β)  το ημω και την εφω 

γ)γ)γ)γ) τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της φ
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  Β’ ΜΕΡΟΣ: 2. Τριγωνομετρία 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Για κάθε γωνία ω ισχύει: • 2 2ημ ω συν ω 1+ =  • 
ημω

εφω
συνω

=  

����    1111....    Λυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσεις        
1.  Να υπολογίσετε τους άλλους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας ω αν ισχύει  

3
συνω

5
= −     με 90° ω 180°< <  

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    

α)α)α)α)    Για κάθε γωνία ω ισχύει 2 2ημ ω συν ω 1+ =  άρα 

2

2 23 9
ημ ω 1 ημ ω 1

5 25

 
+ − = ⇔ + = ⇔ 
 

 

2 2 29 25 9 16 4
ημ ω 1 ημ ω ημ ω ημω

25 25 25 25 5
⇔ = − ⇔ = − ⇔ = ⇔ = ± . 

Όμως 90° ω 180°< <  άρα 
4

ημω 0 ημω
5

> ⇒ = .  

Επομένως είναι 

4
4 5 45εφω εφω εφω

3 3 5 3

5

⋅
= ⇔ = − ⇔ =

⋅−
. 

����    2.2.2.2.    ΕρΕρΕρΕρωτήσεις κατανόωτήσεις κατανόωτήσεις κατανόωτήσεις κατανόηηηησηςσηςσηςσης        
1. Υπάρχει γωνία για την οποία ισχύει ημω 0=  

και συνω 0= ; 

 

2. Υπάρχει γωνία για την οποία ισχύει  

3
ημω

5
= −  και 

4
συνω

5
= ; 

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α) 2 2ημ 157° συν 23° = 1+  

β)β)β)β)  2 2συν 19° συν 71° = 1+  

 

2. Να βρείτε τις τιμές των παραστάσεων:  

α)α)α)α)    2 2ημ 52° συν 52°+     

β)β)β)β)    2 2ημ 37° συν 143°+         

γ)γ)γ)γ)    
συν52°

εφ52°
ημ52°

⋅     

δδδδ))))    2 2εφ45° συν 172° εφ135° ημ 8°⋅ − ⋅     

εεεε))))    2 2εφ45°ημ x εφ135°συν x−  

στστστστ))))    2 2 2 26ημ 38° 5συν 52° 6συν 142° 5ημ 128°− + −     

 

3. Να βρείτε τις τιμές των παραστάσεων:  

α)α)α)α)    2 2 2 2ημ 45° ημ x συν 45° συν x⋅ + ⋅     

β)β)β)β)    2 2 2 2εφ 135° συν x εφ 45° ημ x⋅ + ⋅         

γ)γ)γ)γ)    εφ57° συν57° εφ127° συν127°⋅ − ⋅     

δδδδ))))    2 2ημ30° ημ 23 συν150° συν 157⋅ − ⋅

4. Να υπολογίσετε τους άλλους τριγωνομετρι-

κούς αριθμούς της γωνίας ω σε κάθε μία από τις 

παρακάτω περιπτώσεις: 

α)α)α)α)    
3

ημω
5

=     με 90° ω 180°< <   

β)β)β)β)    
5

ημω
3

=  και 90° ω 180°< <     

γ)γ)γ)γ)    
5

συνω
3

= −  με 180° ω 270°< <  

δ)δ)δ)δ)    
3

συνω
5

=  και 0 ω 90°< <  

    

5. Να υπολογίσετε τους άλλους τριγωνομετρι-

κούς αριθμούς της γωνίας ω σε κάθε μία από τις 

παρακάτω περιπτώσεις: 

α)α)α)α)    
5

εφω
12

=  και 0 ω 90°< <     

β)β)β)β)    
7

εφω
3

=  και 90° ω 180°< <  

γγγγ))))    
5 6

εφω
12

= −  με 270° ω 360°< <  
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Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Σε κάθε μία από τις περιπτώσεις των ασκή-

σεων 4 και 5 της προηγούμενης καρτέλας να υ-

πολογίσετε την τιμή των παραστάσεων: 

α)α)α)α)    
2

2

5ημ ω 4ημω συνω
Α

εφ ω

+ ⋅
=     

β)β)β)β)    
24εφω 3ημ ω συνω

Β
ημω 5

+ +
=

+
    

    

2. Να υπολογίσετε τους άλλους τριγωνομετρι-

κούς αριθμούς της γωνίας ω σε κάθε μία από τις 

παρακάτω περιπτώσεις: 

α)α)α)α)    ημω συνω=     β)β)β)β)    ημω συνω 0+ =         

γ) γ) γ) γ)     ημω 3συνω=     δ)δ)δ)δ)    συνω 3ημω= −     

    

3. Να υπολογίσετε τους άλλους τριγωνομετρι-

κούς αριθμούς της γωνίας ω σε κάθε μία από τις 

παρακάτω περιπτώσεις: 

αααα))))    4ημω 3συνω 0+ =  με 90° ω 180°< <  

ββββ))))    3ημω 2συνω 0− =  με 0 ω 90°< <  

 

4. Αν εφω 2=     να υπολογίσετε τις παραστάσεις: 

α)α)α)α)    
ημω συνω

Α
συνω ημω

+
=

−
    

β)β)β)β)    
2

2 2

ημ ω 2ημω συνω
Β

4ημ ω 3συν ω

− ⋅
=

−
    

γ)γ)γ)γ)    
ημω συνω

Γ
εφω 1

−
=

−
    

δ)δ)δ)δ)    
ημωσυνω

∆
ημω συνω

= −     

5. Έστω γωνία ω με 90° ω 180°< <  ώστε 
22ημ ω 7ημω 3 0− + =  

Να υπολογίσετε: 

α)α)α)α)    το ημω 

β)β)β)β)    το συνω και την εφω 

β)β)β)β)    την τιμή της παράστασης 

4ημω 2συνω
Α

3εφω

−
=  

  

6. Έστω γωνία ω με 90° ω 180°< <  ώστε 
2 25ημ ω συν ω 2 0− − =  

Να υπολογίσετε: 

α)α)α)α)    το ημω 

β)β)β)β)    το συνω και την εφω 

    

7. Έστω γωνία ω με 0° ω 180°< <  και ω 90°≠  

ώστε 

1
εφω 2

εφω
+ =     

α)α)α)α)    Να βρείτε την γωνία εφω 

β)β)β)β)    Να βρείτε τη γωνία ω        

    

8. Έστω γωνία ω με 0° ω 180°< <  και ω 90°≠  

ώστε 

8
εφω 4 2

εφω
+ = −     

α)α)α)α)    Να βρείτε την γωνία εφω  

β)β)β)β)    Να εξετάσετε αν η γωνία ω είναι αμβλεία 

γ)γ)γ)γ)    Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 
συν135° ημω συνω συν180°⋅ − ⋅  

����    2222....    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1. Να βρείτε την τιμή του λ∈ℝ : 

3λ 1
ημω

5λ 1

−
=

−
    και 

4λ 1
συνω

5λ 1

−
=

−
 

 

2. Αν 
2 2

2 2

κ λ
ημω

κ λ

−
=

+
, κ λ 0> > και 90° ω 180°< <  

τότε να υπολογίσετε: 

α)α)α)α)    το συνφ β)β)β)β)    την εφφ 
 

3. Η εξίσωση  
2 2x ημα x συν α 0+ ⋅ + =  

έχει μοναδική λύση. Να βρείτε τους τριγωνομετρι-

κούς αριθμούς της γωνίας α, αν η γωνία ανήκει 

στο 4ο τεταρτημόριο.    

4. Αν ημω 3λ=     και συνω 4λ=  με 
1

0 λ
4

< <     

τότε να υπολογίσετε την παράσταση: 

( )32Α 25λ 5λ 1= + −  

 

5. ∆ίνεται α 13 13 7 4= − + +     και 

β 41 29 19 9= − − −     

α)α)α)α)    Να υπολογίσετε τα α και β 

β)β)β)β)  Αν η γωνία ω ανήκει στο 2ο τεταρτημόριο και  

ημω α / β=  τότε να υπολογίσετε την παράσταση 
2

2

2ημω συν ω
Α

εφ ω

−
=  
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  Β’ ΜΕΡΟΣ: 2. Τριγωνομετρία 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α) 2 23ημ ω 3συν ω 3+ =   

β)β)β)β)    2 2ημ ω 1 συν ω= −    

γ)γ)γ)γ)    2 2συν ω 1 ημ ω= −     

δ)δ)δ)δ)  2 2 2 2ημ ω συν ω 1 2συν ω 2ημ ω 1− = − = −  

 

2. Αν είναι x 2ημω=  και y 2συνω=  τότε να 

αποδείξετε ότι 
2 2x y 4+ =  

 

3. Αν είναι x 5ημωσυνφ= , y 5ημωημφ=  και 

z 5συνω=  τότε να αποδείξετε ότι 
2 2 2x y z 5+ + =  

 

4. Αν είναι x 3ημω=  και y 2συνω=  τότε να 

αποδείξετε ότι 
22 yx

1
9 4
+ =  

 

5. Να αποδείξετε ότι: 

δ)δ)δ)δ)    2 2 2 2 2ημ α συν β συν α ημ α ημ β 1⋅ + + ⋅ =     

αααα))))  ( ) ( )2 2
2ημω 3συνω 3ημω 2συνω 13− + + =   

ββββ)))) 4 2 2 2ημ ω ημ ω συν ω συν ω 1+ ⋅ + =  

γγγγ))))        ( ) ( )3 3ημ ω συν ω ημω συνω 1 – ημω συνω+ = + ⋅ ⋅  

δ)δ)δ)δ)    4 4 2ημ ω συν ω 2ημ ω 1− = −  

 

6. Να αποδείξετε ότι ισχύουν οι ταυτότητες: 

α)α)α)α)    ( ) ( )22 2 2 2 22x συνα ημα x συν α ημ α x⋅ ⋅ + − =     

β)β)β)β)  ( ) ( ) ( )2 2 2 2xημα συνβ xημα ημβ xσυνα x⋅ + ⋅ + =  

γ)γ)γ)γ)    2εφx ημ x εφx ημx συνx− ⋅ = ⋅     

    

7. Να αποδείξετε ότι για κάθε γωνία α ισχύει: 

α)α)α)α) 
ημα συνα 1

1 συνα ημα ημα
− =

−
 

β)β)β)β)    
1 2ημασυνα

ημα συνα
ημα συνα

+
= +

+
    

γ)γ)γ)γ) 
ημα 1 συνα 2

1 συνα ημα ημα

+
+ =

+
  

δδδδ)   )   )   )   
2συν α

1 ημα
1 ημα

− =
+

    

ε)ε)ε)ε) 
2 4

4 2

συν α συν α
1

ημ α ημ α

−
= −

−
    

γ)γ)γ)γ)    
ημα 1 συνα 1

1 1 2
συνα ημα

 − + 
+ + =  

  
        

 

8. Να αποδείξετε ότι: 

α)α)α)α)    
2

2

2

1 ημ ω
2εφ ω 1

συν ω

+
− =         

β)β)β)β)    
1 συνα

ημα
ημα εφα

− =     

α)α)α)α) 
2 2 2συν ω ημ ω 1 εφ ω

ημω συνω εφω

− −
=

⋅
  

β)β)β)β)  ( ) ( )2 21 ημ ω 1 εφ ω 1− ⋅ + =     

γ)γ)γ)γ)    
2

2 2

2

εφ ω 1
ημ ω συν ω

εφ ω 1

−
= −

+
    

δ)δ)δ)δ)  
ημω συνω

συνω
1 εφω

+
=

+
    

ε)ε)ε)ε)    
1 1

εφω
εφω ημω συνω

+ =
⋅

    

στ)στ)στ)στ) 
συνω 1

εφω
1 ημω συνω

+ =
+

    

ζζζζ))))    
2 2συν ω ημ ω 1 εφω

1 2ημω συνω 1 εφω

− −
=

+ ⋅ +
         

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1. α)α)α)α) Να λύσετε το σύστημα 

( )

2x y 1 4x 3y
x 2

3 2

2y 3 x 1

− + −
+ = +


 = −

 

β)β)β)β)  Αν ( )x,y  είναι η λύση του συστήματος τότε 

να αποδείξετε ότι 

( ) ( )2 2
4 xημω 2006yσυνω 2006yημω 2xσυνω+ + +  

4=  

2. Αν ισχύει 
2

2 συν x 1
ημ x εφx 7

εφx εφx
⋅ − + =  τότε 

να αποδείξετε ότι η τιμή της παράστασης 

Α 32 ημx 18 συνx= ⋅ − ⋅  

είναι ακέραιος αριθμός. 

 

3. Να αποδείξετε ότι για κάθε γωνία ω ισχύει 

( )2
ημω συνω 2+ ≤  
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Μαθηματικά Γ’ Γυμνασίου   

  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1111....    Λυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσειςΛυμένες ασκήσεις        
1.  Να αποδείξετε ότι για κάθε γωνία ω ισχύει: 

    α)α)α)α)    2

2

1
συν ω

1 εφ ω
=

+
 β)β)β)β)    

2
2

2

εφ ω
ημ ω

1 εφ ω
=

+
    

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    

α)α)α)α)        Για κάθε γωνία ω ισχύει 2 2 2

2 2 22

2 2 2

1 1 1
συν ω συν ω συν ω

1 εφ ω ημ ω ημ ωσυν ω
1

συν ω συν ω συν ω

= ⇔ = ⇔ = ⇔
+

+ +

 

2 2 2 2

2 2

22

1 1
συν ω συν ω συν ω συν ω

1ημ ω συν ω

συν ωσυν ω

⇔ = ⇔ = ⇔ =
+

 που ισχύει, άρα ισχύει και η αρχική. 

β)β)β)β)        Για κάθε γωνία ω ισχύει 

2
2 2

2 2 2

2 2 2 22

2 2 2

ημω ημ ω ημ ω
συνωεφ ω συν ω συν ω

1 εφ ω ημ ω ημ ωσυν ωημω 11
συν ω συν ω συν ωσυνω

 
 
 = = = =

+   + ++  
 

 

2 2

2 22 2
2

2 2 2

22

ημ ω ημ ω
ημ ω συν ωσυν ω συν ω ημ ω

1ημ ω συν ω συν ω

συν ωσυν ω

⋅
= = = =

+
    

����    2.2.2.2.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. Να αποδείξετε ότι για κάθε γωνία ω που έχει 

νόημα η κάθε παράσταση ισχύει 

α)α)α)α) 
ημωσυνω 1

11 εφω ημω συνω
1

εφω

+ =
+ ++

  

α)α)α)α) 
3 3 3 3ημ x συν x ημ x συν x

2
ημx συνx ημx συνx

+ −
+ =

+ −
  

β)β)β)β)  
2

4 2 2

εφ x1 1

συν x συν x συν x
− =  

β)β)β)β)   
1 1 1

εφω συνω ημω 1
εφω συνω ημω

   
+ − − =   

    
 

γ)γ)γ)γ)    
2 2

1 2ημω συνω εφω 1

εφω 1ημ ω συν ω

− ⋅ −
=

+−
    

δ)δ)δ)δ)    
2

2

συνω ημω
1, ω 90°

11 εφ ω
1

εφ ω

+ = ≠
+ +

    

 

2. Να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς αριθ-

μούς της γωνίας ω αν ισχύει  

1 + εφ2ω = 
2

1 3

2 4συν ω
+ . 0 ω 180°< <  

Παρατήρηση: Ισχύει 2

2

1
1 εφ ω

συν ω
+ = . 

 

3. Αν έχει μοναδική λύση η παρακάτω εξίσωση 

( )2 24x 5 3ημω x συν ω 0+ − ⋅ + =  

τότε να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 

( )

40

13

1
εφω

συνω
Α , 90° ω 180°

20ημω 5συνω

 
+ 

 = < <
+

 

 

4. Να αποδείξετε ότι η παρακάτω παράσταση 

έχει σταθερή τιμή, ανεξάρτητη της γωνίας α: 
2 2ημ α ημ α

A
1 συνα 1 συνα

= +
− +

    

    

5. Αν για κάποιο α∈ℝ  ισχύει  

1
ημα συνα

2
+ =  

τότε να υπολογίσετε τις επόμενες παραστάσεις: 

α)α)α)α)    ημα συνα⋅     β)β)β)β)    
1 1

ημα συνα
+         

γ)γ)γ)γ)    3 3ημ α συν α+     δ)δ)δ)δ)    ημα συνα−  

    

6. α)α)α)α) Να παραγοντοποιήσετε την παράσταση 
2εφα 2ημα 3 ημα εφα+ + + ⋅  

β)β)β)β)  Να λύσετε την εξίσωση 
2εφα 2ημα 3 ημα εφα 0, 90° α 180°+ + + ⋅ = < <  

Βασικές τριγωνομεΒασικές τριγωνομεΒασικές τριγωνομεΒασικές τριγωνομετρικές ταυτότητες Ιτρικές ταυτότητες Ιτρικές ταυτότητες Ιτρικές ταυτότητες ΙVVVV    (Απόδειξη ταυτοτ(Απόδειξη ταυτοτ(Απόδειξη ταυτοτ(Απόδειξη ταυτοτήήήήτων) των) των) των)     111117171717    2222....3 3 3 3 / / / / 4444    



  Β’ ΜΕΡΟΣ: 2. Τριγωνομετρία 

Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει:  
γβα

ημΑ ημΒ ημΓ
= = . 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόηηηησηςσηςσηςσης        
1. Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει ημΑ ημΒ=  

τότε να αποδείξετε ότι α β= . 

 

2. Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει ημΑ ημΒ=  

τότε να αποδείξετε ότι α β= . 

3. Ο νόμος των ημιτόνων εφαρμόζεται σε ορθο-

γώνιο τρίγωνο; 

 

4. Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει ημΑ 3ημΒ=  

τότε να αποδείξετε ότι α 3β= . 

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με β 3 2= , γ 2 3=  

και Γ̂ 45°= . Να υπολογίσετε:  

α)α)α)α) τη γωνία Β 

β)β)β)β)  τη γωνία Α 

γ)γ)γ)γ) την πλευρά α 

 

2. ∆ίνεται το οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με β 8= , 

γ 12=  και Β̂ 60°= . Να υπολογίσετε τα άλλα κύ-

ρια στοιχεία του τριγώνου. 

 

3. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με α β 12+ = , Α̂ 30°=  

και Β̂ 45°= . Να υπολογίσετε τα άλλα κύρια 

στοιχεία του τριγώνου.  

 

4. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με β 1= , α 3=  και 

Α̂ 120°= . Να υπολογίσετε τα άλλα κύρια στοι-

χεία του τριγώνου.  

 

5. Να αποδείξετε ότι αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ 

ισχύει 
2 2 2ημ Α ημ Β ημ Γ= +  

τότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο. 

6. α)α)α)α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν τριγώνου 

δίνεται από τον τύπο 

1 1 1
Ε βγημΑ αβημΓ αγημΒ

2 2 2
= = =  

β)β)β)β)  Να υπολογίσετε το εμβαδόν τριγώνου ΑΒΓ αν 

είναι β 13= , γ 9=  και Α̂ 40°=  

 

7. Να αποδείξετε ότι αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ 

ισχύει 

βα

ημΒ ημΑ
=  

τότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 

 

8. Στο παρακάτω τραπέζιο ΑΒΓ∆ είναι 

ΑΒ 3cm= , ΒΓ 3cm= , Γ∆ 10cm=  και Β̂ 120°= . 

 
Να υπολογίσετε την πλευρά Α∆.  

    

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1. Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει τρίγωνο ΑΒΓ 

με α 16= , β 18=  και Α̂ 88°= . 

 

2. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν τυχαίου τρι-

γώνου ΑΒΓ δίνεται από τον τύπο:  
2γ ημΑ ημΒ1

Ε
2 ημΓ

⋅
= ⋅  

3. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με α 2β= , 
γ

β
3

=  και 

Γ̂ 60°= . 

α)α)α)α) Να υπολογίσετε το ημΑ, ημΒ και τις Α̂  και Β̂  

β)β)β)β)  Τι είδους τρίγωνο είναι το ΑΒΓ; 

γ)γ)γ)γ)    Αν α 10=  να υπολογίσετε τις πλευρές β και γ 

δ)δ)δ)δ)    Να υπολογίσετε το εμβαδόν του ΑΒΓ 
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  Θεολόγης Καρκαλέτσης 

        

����    1.1.1.1.    ΘεωρίαΘεωρίαΘεωρίαΘεωρία        

���� Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύουν:  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

α β γ 2βγσυνΑ

β α γ 2αγσυνΒ

γ α β 2αβσυνΓ

= + −

= + −

= + −

 

����    2.2.2.2.    Ερωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόΕρωτήσεις κατανόηηηησηςσηςσηςσης        
1. Αν σε ένα τρίγωνο είναι Α̂ 90°>  τότε είναι  

2 2 2α β γ> +  

2. Αν σε ένα τρίγωνο είναι Α̂ 90°<  τότε είναι  
2 2 2α β γ< +

����    3.3.3.3.    Ασκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύσηΑσκήσεις για λύση        

1. ∆ίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ με α 3cm= , β 5cm=  

και γ 7cm= . Να αποδείξετε ότι Γ̂ 120°= . 

 

2. ∆ίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ με  

αααα))))    α 5= , β 5 3=  και γ 5=     

ββββ))))    α 3 1cm= + , β 2cm=  και γ 6 cm=  

Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου.  

 

3. ∆ίνεται το αμβλυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με α 1= , 

β 3=  και Α̂ 30°= . Να υπολογίσετε τα άλλα 

κύρια στοιχεία του τριγώνου.  

 

4. ∆ίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ στο οποίο ισχύει 

2 2β α γ αγ= + +  

Να υπολογίσετε τη γωνία Γ. 

 

5. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με α 31= , β x 1= + , 

γ x 2= +  και Α̂ 60°= . Να υπολογίσετε τις πλευ-

ρές β και γ. 
 

6. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με β 2cm= , γ 2 cm=   

και Α̂ 45°= . Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο είναι 

ισοσκελές. 
 

7. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να αποδείξετε ότι:  

α)α)α)α) αν Α̂ 60°=  τότε 2 2 2α β γ βγ= + −  

β)β)β)β)  αν Β̂ 135°=  τότε 2 2 2β α γ αγ 2= + +  

8. Να αποδείξετε ότι αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ 

ισχύει 
α 2βσυνΓ=  

τότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 
 

9. Να αποδείξετε ότι αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ 

ισχύει 
ασυνΓ γσυνΑ=  

τότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 
 

10. Να αποδείξετε ότι σε κάθε τρίγωνο ισχύει:  

α)α)α)α)    α βσυνΓ γσυνΒ= +  

β)β)β)β)  2 2αβσυνΓ αγσυνΒ β γ− = −  

γ)γ)γ)γ)    ( )2 2 21
βγσυνΑ γασυνΒ αβσυνΓ α β γ

2
+ + = + +  

γ)γ)γ)γ)  
2 2 2α β γσυνΑ συνΒ συνΓ

α β γ αβγ

+ +
+ + =  

 

11. Να αποδείξετε ότι σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ 

ισχύει:   
βσυνΓ γσυνΒ α+ =  

 

12. Σε ένα παραλληλόγραμμο ΑΒΓ∆ είναι 

ΑΒ 30cm= , ΒΓ 20cm=   και Β̂ 60°= . Να υπολο-

γίσετε τις διαγώνιους του ΑΓ και Β∆. 
 

13. Σε ορθοκανονικό σύστημα αξόνων Οxy 

φέρουμε τα σημεία Α, Β ώστε ( )Α 7,0 , 

ˆΑΟΒ 120°=  και ΟΒ 8= . Να υπολογίσετε την 

απόσταση ΑΒ. 

����    4.4.4.4.    ΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσειςΕπεκτάσεις        
1. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ∆ το μέσο της ΒΓ. 

Αν α 12= , γ 8= και Α∆ 7=  τότε να υπολογίσετε:  

α)α)α)α) την περίμετρο του ΑΒΓ  

β)β)β)β)  την περίμετρο του Α∆Γ

2. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με β γ α 4= = − , Α̂ 120°= . 

α)α)α)α) Να βρείτε την πλευρά α 

β)β)β)β)  Να βρείτε το ημΒ 

γ)γ)γ)γ)    Να βρείτε το εμβαδόν του ΑΒΓ 
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