
  Θεολόγης Καρκαλέτσης (Μαθηματικός) 

Συνοπτική μεθοδολογία μιγαδικώνΣυνοπτική μεθοδολογία μιγαδικώνΣυνοπτική μεθοδολογία μιγαδικώνΣυνοπτική μεθοδολογία μιγαδικών    

Συζυγής μιγαδικού αριθμούΣυζυγής μιγαδικού αριθμούΣυζυγής μιγαδικού αριθμούΣυζυγής μιγαδικού αριθμού    

Ορισμός: z α βi z α βi= + ⇒ = −     

Ιδιότητες συζυγούς μιγαδικού αριΙδιότητες συζυγούς μιγαδικού αριΙδιότητες συζυγούς μιγαδικού αριΙδιότητες συζυγούς μιγαδικού αριθθθθμούμούμούμού    

Πράξεις μιγαδικών αριθμώνΠράξεις μιγαδικών αριθμώνΠράξεις μιγαδικών αριθμώνΠράξεις μιγαδικών αριθμών    

Στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών ορίζονται 

οι ακόλουθες πράξεις: 

� Πρόσθεση μιγαδικών αριθμών 

� Αφαίρεση μιγαδικών αριθμών 

� Πολλαπλασιασμός μιγαδικών αριθμών 

� ∆ιαίρεση μιγαδικών αριθμών 

� ∆ύναμη μιγαδικού αριθμού 
1z z= , v v 1z z z−= ⋅  

Για z 0≠  ορίζεται 0z 1=  και για v *∈ℕ  είναι 
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∆ύο μιγαδικοί 
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Περισσότεροι από δύο μιγαδικοί: 

�  1 2 v 1 2 vz z ... z z z ... z+ + + = + + +  

�  1 2 v 1 2 vz z ... z z z ... z⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅  

Σχέση z  με z  

� z z 2x+ = ⇔ ( )z z 2Re z+ = ⇔  

   ( ) z z
Re z

2

+
=  

� z z 2y i− = ⋅ ⇔ ( )z z 2Im z i− = ⋅ ⇔

( ) z z
Im z

2i

−
=  

    

Αντισυζυγής μιγαδικού αριΑντισυζυγής μιγαδικού αριΑντισυζυγής μιγαδικού αριΑντισυζυγής μιγαδικού αριθθθθμούμούμούμού    

�  ( )β αi i α βi− = − +   

�  ( )α βi i β αi+ = −  

Ελάχιστη τιμή εκθέτη ή εύρεση εκθέτη Ελάχιστη τιμή εκθέτη ή εύρεση εκθέτη Ελάχιστη τιμή εκθέτη ή εύρεση εκθέτη Ελάχιστη τιμή εκθέτη ή εύρεση εκθέτη Συνήθως διακρίνω περιπτώσεις 

ΜέτροΜέτροΜέτροΜέτρο    

Ορισμός: 2 2z OM x yi x y= = + = +
�����

 

� Αν μέσα σε μέτρο ο μιγαδικός έχει συντελεστή τότε διώ-

χνω τον συντελεστή. 

� Αν μέσα σε μέτρο υπάρχει ο z  τότε μπορώ να τον αλ-

λάξω σε z. 
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z α z z α z

z
= ⇒ ⋅ = ⇒ =  και  1 2 1 2z z z z ...+ = +  

� 
v v

z 1 z z 1 z+ = ⇒ + =  

Ιδιότητες μέτρου μιγαδικών αριΙδιότητες μέτρου μιγαδικών αριΙδιότητες μέτρου μιγαδικών αριΙδιότητες μέτρου μιγαδικών αριθθθθμώνμώνμώνμών 

Για ένα τυχαίο μιγαδικό z ισχύει:  

▪ z z z= = −   ▪ 
2

z zz=   

Για δύο τυχαίους μιγαδικούς 1z  και 2z  ισχύει:  

▪ 1 2 21z z z z⋅ = ⋅  ▪ 
vvz z=  ▪ 
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▪ 1 2 1 2 1 2z z z z z z− ≤ + ≤ +  

ΠαρατηρήσειςΠαρατηρήσειςΠαρατηρήσειςΠαρατηρήσεις    

1.  1.  1.  1.      z 0≥  

2. 2. 2. 2.     Αν z w z w= ⇒ =  ενώ το αντίστροφο δεν ισχύει 

3. 3. 3. 3.     z 0 z 0= ⇔ =  

4. 4. 4. 4.     z iz iz iz iz= = − = = −  

5. 5. 5. 5.     
2

z ∈ℝ , , , , 2z ∈ℂ  

6. 6. 6. 6.     λ z λ z⋅ = ⋅ , , , , λ∈ℝ  

7. 7. 7. 7.     Αν z α βi= + , z α βi= −  δύο συζυγείς μιγαδικοί τότε: ( )z z 2βi 2 Im z− = =  και ( )z z 2α 2 Re z+ = =  

8. 8. 8. 8.     Αν 
v v

1 2z z z z− = −  τότε 1 2z z z z− = −  άρα και 
2 2

1 2z z z z− = − , v *∈ℕ  

9. 9. 9. 9.     Αν 2 2

1 2z z 0+ =  τότε 1 2z z= . ( Είναι 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2z z 0 z z z z ... z z+ = ⇒ = − ⇒ = − ⇒ ⇒ =  ) 

Στο σύνολο ℂ  δεν ισχύουν: δεν ισχύουν: δεν ισχύουν: δεν ισχύουν:    � η διάταξη μιγαδικών. Αν 
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2 2z z= . Είναι  ( )2zz z 0 z z z 0 z 0− = ⇒ − = ⇒ =  ή z z z= ⇒ ∈ℝ . Άρα z∈ℝ . 

  � 2z 0≥  για κάθε z∈ℂ . Το 2z ∈ℂ  και δεν ισχύει η διάταξη στο ℂ . 

  � 2 2z w 0 z w 0+ = ⇔ = = .  Είναι ( )22 2 2z w 0 z iw 0 z iw+ = ⇒ − = ⇒ = ± . 
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ΕξισώσειςΕξισώσειςΕξισώσειςΕξισώσεις    

� Ως προς z 

� Με z και z  

� Με z και z  

� κ λz z=  
� Γεωμετρική λύση 

Κανόνας παραλληλογράμμουΚανόνας παραλληλογράμμουΚανόνας παραλληλογράμμουΚανόνας παραλληλογράμμου    ( )2 2 2 2

1 2 1 2 1 2z z z z 2 z z+ + − = +             Ισόπλευρο τρίγωνο Ισόπλευρο τρίγωνο Ισόπλευρο τρίγωνο Ισόπλευρο τρίγωνο Αρκεί 1 2 2 3 1 3z z z z z z− = − = −  



  Θεολόγης Καρκαλέτσης (Μαθηματικός) 

 

ΤύποςΤύποςΤύποςΤύπος    Γεωμετρικός τόποςΓεωμετρικός τόποςΓεωμετρικός τόποςΓεωμετρικός τόπος    

1 2z z−  Η απόσταση των εικόνων των δύο μιγαδικών 

z ρ=  Κύκλος (Ο,ρ) 

1z z ρ− =  Κύκλος (Α,ρ) 

z ρ<  Το εσωτερικό του κύκλου (Ο,ρ) 

1z z ρ− <  Το εσωτερικό του κύκλου (Α,ρ) 

z ρ≤  Κυκλικός δίσκος (Ο,ρ) 

1z z ρ− ≤  Κυκλικός δίσκος (Α,ρ) 

z ρ>  Το εξωτερικό του κύκλου (Ο,ρ) 

1z z ρ− >  Το εξωτερικό του κύκλου (Α,ρ) 

1 2z z z z− = −  Μεσοκάθετος του τμήματος ΑΒ. 

1 2z z z z− > −  Το ημιεπίπεδο ( )ε,Β , όπου ε η μεσοκάθετος του ΑΒ 

1 2z z z z 2α− + − =  Έλλειψη με εστίες Α, Β και σταθερό άθροισμα 2α (Αρκεί 1 2z z 2α− <  ) 

1 2z z z z 2α− − − =  Υπερβολή με εστίες Α, Β και σταθερή διαφορά 2α (Αρκεί 1 2z z 2α− >  ) (ή κλάδος) 

 

ΠΠΠΠαρατηρήσειςαρατηρήσειςαρατηρήσειςαρατηρήσεις    

1.1.1.1.    Ισχύει: 1 2 2 1z z z z− = −  αφού όπως γνωρίζουμε αντίθετοι μιγαδικοί έχουν ίσα μέτρα. 

2.2.2.2. Aν ισχύει 1 2 1 3 2 3z z z z z z− = − = −  και Α, Β, Γ οι εικόνες των 1 2 3z ,z ,z  αντίστοιχα τότε προφανώς το τρίγωνο ΑΒΓ είναι 

ισόπλευρο. 

3.3.3.3.    Αν 1 2 1 2z z z z= = −  και ( )O 0,0  η αρχή των αξόνων και ( )1A z , ( )2B z  οι εικόνες των 1 2z ,z  αντίστοιχα τότε το ΟΑΒ είναι 

ισόπλευρο. 

4.4.4.4.    Αν ( )1A z , ( )2B z , ( )3Γ z  κορυφές τριγώνου ΑΒΓ και για z μιγαδικό ισχύει 1 2 3z z z z z z− = − = −  τότε οι εικόνες του z είναι 

το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου. 

5.5.5.5.    Αν ισχύει 1 2z z z z− < −  συμπεραίνουμε ότι οι εικόνες του z βρίσκονται στο ημιεπίπεδο που ορίζεται από την μεσοκάθετο 

του ( ) ( )1 1 2 2M z M z  και προς το μέρος του ( )1 1M z . 

 Αν έχουμε ≤  συμπεριλαμβάνουμε και τα σημεία που ανήκουν στη μεσοκάθετο. 

6.6.6.6.    Αν έχουμε 1 1z z z z− = −  σημαίνει ότι τα σημεία ( )M z , οι εικόνες του z ισαπέχουν από τα ( )1 1M z , ( )2 1M z  τις εικόνες των 

1 1z , z  αντίστοιχα, άρα ανήκουν στον άξονα x 'x . 

7.7.7.7.    Αν έχουμε 1 1z z z z− = +  σημαίνει ότι τα σημεία ( )M z , οι εικόνες του z ισαπέχουν από τα ( )1 1M z , ( )2 1M z−  τις εικόνες 

των 1 1z , z−  αντίστοιχα, άρα ανήκουν στον άξονα y 'y . 

8.8.8.8.    Αν έχουμε z α z α− = +  με α∈ℝ  οι εικόνες τoυ z ανήκουν στον άξονα y 'y . 

9.9.9.9.    Αν έχουμε 
2 2 2

1 2 2 3 1 3z z z z z z− + − = − , τότε οι εικόνες των 1 2 3z ,z ,z  σχηματίζουν ορθογώνιο τρίγωνο αφού ισχύει το πυ-

θαγόρειο θεώρημα για τις αποστάσεις των εικόνων των μιγαδικών. 

ΑνισότητεςΑνισότητεςΑνισότητεςΑνισότητες    

Σχέση με έναν μιγαδικόΣχέση με έναν μιγαδικόΣχέση με έναν μιγαδικόΣχέση με έναν μιγαδικό    

����    Αν z α βi= +  τότε ( )α Re z z= ≤  και ( )β Im z z= ≤ . 

� Αν ο μιγαδικός ανήκει σε ευθεία τότε ο μιγαδικός με το ελάχιστο μέτρο είναι αυτός που έχει μέτρο ίσο με την απόσταση του 

σημείου ( )O 0,0  από την ευθεία. 

� Αν ο μιγαδικός ανήκει σε κύκλο ( )K,ρ  τότε  

� αν το ( )O 0,0  είναι εσωτερικό του κύκλου τότε ( )
min

z ρ ΚΟ= − , ( )
max

z ΚΟ ρ= +  

� αν το ( )O 0,0  είναι εξωτερικό του κύκλου τότε ( )
min

z ΚΟ ρ= − , ( )
max

z ΚΟ ρ= +  

� Αν 1 2z z z z− = −  τότε 3 min
z z ?− = . Ο μιγαδικός z ανήκει στην μεσοκάθετο ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ όπου ( ) ( )1 2Α z ,Β z . 

Αν είναι ( )3Γ z  τότε το 3 min
z z−  είναι ίσο με την απόσταση του  Γ από την δοσμένη μεσοκάθετο. 

Σχέση με δύο μιγαδικούςΣχέση με δύο μιγαδικούςΣχέση με δύο μιγαδικούςΣχέση με δύο μιγαδικούς    

� 1 2 1 2 1 2z z z z z z− ≤ + ≤ +  

� Αν 0 0z z w z α 0− = − = >  τότε 
max

z w 2α− =  (Οι εικόνες των ( )Κ z , ( )Λ w  ανήκουν στον κύκλο με κέντρο το ( )0M z  και 

ακτίνα ίση με α άρα το μέγιστο της χορδής ΚΛ είναι η διάμετρος) 

� Αν 1z z α 0− = >  και  2w z β 0− = >  τότε  

αν κάθε κύκλος είναι εξωτερικός του άλλου τότε 1 2max
z w z z α β− = − + +  και 1 2min

z w z z α β− = − − −  


