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H διεξαγωγή του διαγωνίσματος γίνεται στη μνήμη του πρόσφατα εκλιπόντος ε-

ξαίρετου συναδέλφου Ιωάννη Ράλλη,  Συντονιστή Εκπαιδευτικού Έργου 

ΠΕ03  Β. Αιγαίου. 

 
ΕΠΟΠΤΕΙΑ 

 
Πρόδρομος Ελευθερίου, Μαθηματικός, Επίτιμος Σχολικός Σύμβουλος. 
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 Μαμάκος Θωμάς,    Μαθηματικός στο 2ο ΓΕ.Λ. Μυτιλήνης. 

2. Παράρτημα Ε.Μ.Ε. Σάμου 
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20 ΜΑΪΟΥ 2020 

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ  

ΣΥΝΟΛΟ ΣΕΛΙΔΩΝ: ΤΕΣΣΕΡΙΣ  (4) 

 

 

ΘΕΜΑ  Α 

Α1. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f(x) = x  είναι παραγωγίσιμη στο  0,+ και 

ισχύει: 

  1
x

2 x
'  

Μονάδες 7 

A2.  Ποιες είναι οι πιθανές θέσεις τοπικών ακροτάτων μιας  συνάρτησης f ορισμένης 

σ’ ένα  διάστημα Δ;  

Μονάδες 4 

Α3. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισμό: 

«Το μεγαλύτερο από τα τοπικά μέγιστα μιας συνάρτησης είναι πάντοτε μέγιστο 

αυτής.» 

α.  Να χαρακτηρίσετε τον παραπάνω ισχυρισμό γράφοντας στο τετράδιό σας το 

γράμμα Α, αν είναι αληθής, ή το γράμμα Ψ, αν είναι ψευδής. ( μονάδα 1) 

β.   Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α. (μονάδες 3 ). 

Μονάδες 4 

 
Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό  σας, 

δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η πρό-

ταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 

α) Η αντίστροφη της συνάρτησης f(x) = ex  είναι η συνάρτηση 
e

1
x
1

f (x) = . 

β)  Αν μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη σε διάστημα Δ και παρουσιάζει α-

κρότατο στο xoΔ, τότε κατ’ ανάγκη ισχύει f (x ) 0΄   . 
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γ)  Αν η συνάρτηση f είναι ορισμένη στο   και συνεχής στο κλειστό διάστημα 

  α, β , τότε κατ’ ανάγκη ισχύει 
x α
lim f(x)= f(α)


. 

δ)  Η συνάρτηση  αf(x) ,α=x     και α >1 είναι παραγωγίσιμη στο  .0,+  

ε)  Αν
οx x

lim f(x)>0


, τότε f(x)> 0  κοντά στο οx . 

Μονάδες 10 

ΘΕΜΑ Β  

Δίνονται οι συναρτήσεις: 

f : (0, )   με 
2x + 4

f(x) =
x

 ,   g(x) = x+1  και   h(x) = (fog)(x). 

Β1. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση h έχει πεδίο ορισμό το διάστημα 1,Α = ( )  (μο-

νάδες 3) και για κάθε xA ισχύει:  

2x 2x 5
h(x)

x 1
 




 (μονάδες 2) 

 Μονάδες 5 

Β2. Να αποδείξετε ότι, αν  
x
lim h(x) λx 1


 


, τότε: 

α) λ = 1 και  

Μονάδες 5 

β)  x
lim (x +1) h(x) λx =1


 


 

Μονάδες 5 

Β3.  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση h παρουσιάζει στο xo = 1 ολικό ελάχιστο το 4 και 

μάλιστα η συνάρτηση h μόνο για x = 1 παίρνει την τιμή 4. 

Μονάδες 5 

Β4. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση: 

2x +2x+5
4συν(2πx)

x+1
  

έχει στο διάστημα  1,  ( )   ακριβώς μια λύση, την x = 1. 

Μονάδες 5 
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ΘΕΜΑ Γ  

Δίνεται  συνάρτηση  f η οποία για κάθε x ικανοποιεί τις ιδιότητες: 

 f(x) <1   

 f(x)+ f( x) =1  

 x 2f ' (x) + e f (x) = 0   

Γ1. Να αποδείξετε ότι: 

α) f(x) 0 για κάθε x . 
Μονάδες 4 

β) x

1
f(x) =

1+e
, x . 

Μονάδες 5 

Γ2. Να αποδείξετε ότι oρίζεται η αντίστροφή της f και είναι η συνάρτηση: 

1f : (0,1)    με 1 1 x
f (x) ln

x
 

  

Μονάδες 5 

Γ3.  Να αποδείξετε ότι, αν 
x

g(x) = ln
1 x

, τότε υπάρχει μοναδικό xo(0, 1) τέτοιο, ώστε 

να ισχύει: 

o o og(1 x ) = f(x ) = x  

Μονάδες 6 

Γ4. Αν xo είναι το σημείο του ερωτήματος (Γ3), τότε να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη 

της C 1f 
 στο σημείο της  1

o ox , f (x )  δε διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

Μονάδες 5 

ΘΕΜΑ  Δ 

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f:  της οποίας η παράγωγος f '  είναι συνεχής 

και  γνησίως αύξουσα συνάρτηση και, επιπλέον, ισχύουν f(2)=0  και  f ' (0) 3 . 

Θεωρούμε, επίσης, τη συνάρτηση g  με 
lnx

g(x) =  
x

, x > 0.   

Δ1. α) Να μελετήσετε τη συνάρτηση g  ως προς τη μονοτονία, τα ακρότατα και να 

αποδείξετε ότι για κάθε x > e  ισχύει: 

e xx < e   
Μονάδες 4 

β) Nα βρείτε το όριο: 

x

g(x e)
lim

f (x ) f (e )


e x+e ' '

 

Μονάδες 4 



       ΑΡΧΗ 4ΗΣ  ΣΕΛΙΔΑΣ  - Γ΄ ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ 
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Δ2.  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση gof '  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα 

(0,+ ).  

Μονάδες  4 

Δ3. Να αποδείξετε ότι, αν α, β>0 και για κάθε x>0  ισχύει:  

(gof ' )(α +β ) (gof ')(2)lnx lnx  

τότε α β = 1 . 

Μονάδες  4 
Δ4. α) Να αποδείξετε ότι για κάθε x  ισχύει: 

f(x+1) f (2)(x 1) '  

Μονάδες 5 

β) Θεωρούμε  σημείο M(x, f(x)) με x >2 στη γραφική παράσταση της f και το σημείο 

Α(1, 0) του θετικού ημιάξονα x .  Αν Ε(x) είναι  το εμβαδόν  του τριγώνου 

ΟMΑ, όπου Ο η αρχή των αξόνων, τότε να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό 

ox 2  ώστε Ε(xo) = 2020 τετραγωνικές μονάδες. 

Μονάδες 4 

ΟΔΗΓΙΕΣ (για τους εξεταζομένους) 

1. Στο εξώφυλλο του τετραδίου να γράψετε το εξεταζόμενο μάθημα. Στο εσώφυλλο 

πάνω-πάνω να συμπληρώσετε τα ατομικά στοιχεία μαθητή. Στην αρχή των απαντή-

σεών σας να γράψετε πάνω-πάνω την ημερομηνία και το εξεταζόμενο μάθημα. Να μην 

αντιγράψετε τα θέματα στο τετράδιο και να μην γράψετε πουθενά στις απαντήσεις σας 

το όνομά σας. 

2.  Να γράψετε το ονοματεπώνυμό σας στο πάνω μέρος των φωτοαντιγράφων αμέσως 

μόλις σας παραδοθούν. Τυχόν σημειώσεις σας πάνω στα θέματα δεν θα βαθμολο-

γηθούν σε καμία περίπτωση. Κατά την αποχώρησή σας να παραδώσετε μαζί με το 

τετράδιο και τα φωτοαντίγραφα. 

3.  Να απαντήσετε στο τετράδιό σας σε όλα τα θέματα μόνο με μπλε ή μόνο με μαύρο 

στυλό με μελάνι που δεν σβήνει. Μολύβι επιτρέπεται, και μόνο για πίνακες, διαγράμ-

ματα κ.λπ. 

4.  Κάθε απάντηση επιστημονικά τεκμηριωμένη είναι αποδεκτή. 

5.  Διάρκεια εξέτασης: τρεις (3) ώρες μετά τη διανομή των φωτοαντιγράφων. 

6.  Χρόνος δυνατής αποχώρηση: Μια (1) ώρα μετά την έναρξη της εξέτασης. 

 
ΣΑΣ  ΕΥΧΟΜΑΣΤΕ ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ 

ΤΕΛΟΣ  ΜΗΝΥΜΑΤΟΣ 
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ΠΕΡΙΦΕΡΕΙΑΚΗ ΔΙΕΥΘΥΝΣΗ  
Π/ΘΜΙΑΣ & Δ/ΘΜΙΑΣ ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗΣ 

ΒΟΡΕΙΟΥ ΑΙΓΑΙΟΥ 
 

 

ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΘΕΜΑΤΩΝ 

του Ανακεφαλαιωτικού Διαγωνίσματος (Προσομοίωσης) 

της Γ΄ τάξης Ημερήσιου Γενικού Λυκείου 

στα Μαθηματικά Προσανατολισμού της 20ης Μαΐου 2020 

 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό βιβλίο σελίδα 106. 

Α2. Σχολικό βιβλίο σελίδα 143. 

Α3  

α) Ψ   

β) Σχολικό βιβλίο σελίδα 142. 

«Το μεγαλύτερο από τα τοπικά μέγιστα μίας 

συνάρτησης δεν είναι πάντοτε μέγιστο αυ-

τής (Σχ. 32α)» 

 
Α4 

    α) Λάθος,    β) Λάθος,    γ) Λάθος,    δ) Σωστό,    ε) Σωστό. 
 
 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1.  Είναι fD = (0,  + )  και gD =  . g fΑ = {x D | g(x) D }  . 

 Έχουμε: 

fg(x) D x 1 (0,  + ) x 1 0 x 1           . 

Άρα 1,  Α = ( )   . 
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Αν xA , τότε h(x) = (fog)(x)= f(g(x)) = f(x+1)=
2 2(x 1) 4 x 2x 5

x 1 x 1
   


 

. 

Άρα 
2x 2x 5

h(x)
x 1
 




. 

Β2. α)  
2

x x

x +2x +5
lim h(x) λx = lim λx =

x +1 

 
  

 
=  

2 2 2

x x

x +2x+5 λx λx (1 λ)x +(2 λ)x+5
lim = lim

x+1 x+1 

   
 

 Αν λ=1, τότε 
x x

x+5 x
lim = lim =1

x+1 x 
=  

 Αν λ≠1, τότε 
,      

,      

2

x x

αν λ <1(1 λ)x
lim = lim (1 λ)x =

αν λ >1x 


 

=  

Επομένως: αν  
x
lim h(x) λx 1


  , τότε λ = 1. 

Β2. β) Για λ = 1, περιοριζόμαστε στο διάστημα  0,  + , οπότε: 

   
2

2

x x x

x +2x+5
lim (x+1) h(x) λx = lim (x +1) x = lim x +2x+5 x =

x+1  

 
     

 
 

  2 2
2 2

x x 22

x +2x +5 x x +2x+5 + x x +2x +5 x
lim = lim =

x +2x+5 + xx +2x +5 + x 

 
 

  
x x

2 2

5
x 2+

2x+5 xlim = lim =
2 5 2 5| x| 1+ + +x x 1+ + +1
x x x x

 

 
 
 

 
 
 

|x|=x
   

x

2

5
2+ 2+0 2xlim = = =1

22 5 1+0+0 +1
1+ + +1

x x


. 
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B3.  H συνάρτηση h είναι παραγωγίσιμη στο 1,  Α = ( )   ως πηλίκο παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων. 

       
 

     
 

2 2 2

2 2

''x 2x 5 x 1 x 1 x 2x 5 2x 2 x 1 x 2x 5
h ' (x)

x 1 x 1

           
 

 

   

2 2 2

2 2

2x 4x 2 x 2x 5 x 2x 3

x 1 x 1

      


 
 

h ' (x) 
 

2

2

x 2x 3

x 1

 


. 

2x 2x 3 0 x 3  ή  x 1        

 

Επειδή όμως το πεδίο ορισμό της h είναι το διάστημα 1,  Α = ( )   , θα έχουμε: 

 

 

 

 h ' (x) 0 x ( 1,  1)     

 h ' (x) 0 x (1,  )      

Η h είναι γνησίως φθίνουσα στο ( 1,  1]  γιατί είναι συνεχής σ’ αυτό και h ' (x) 0  

στο ( 1,  1) , οπότε, αν -1 < x < 1, τότε h(x) > h(1) =  4. 

Η h είναι γνησίως αύξουσα στο [1,  )   γιατί είναι συνεχής σ’ αυτό και h ' (x) 0  

στο (1,  )  , οπότε, αν x > 1, τότε h(x) > h(1) = 4. 

Άρα, η  h μόνο για x = 1 παίρνει την τιμή 4. 

 

B4. Επειδή για κάθε 1,  +x ( )     είναι: 

2x +2x+5
4

x+1
  και 4συν(2πx) 4  

 η εξίσωση : 

2x +2x+5
4συν(2πx)

x+1
 , (1) 
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έχει λύση στο διάστημα 1,  ( )   μόνο αν υπάρχει τιμή του 1,  +x ( )    για την 

οποία ισχύει:  

2x +2x+5
4

x+1
 ,  (2)   και   4συν(2πx)= 4 ,  (3) 

Σύμφωνα με το ερώτημα (Β3),  η (2) επαληθεύεται μόνο για μια τιμή του 

1,  +x ( )   ,  την  x = 1. 

Επειδή για x = 1 επαληθεύεται και η (3), συμπεραίνουμε ότι εξίσωση (1) έχει, στο 

διάστημα 1,  ( )   ,  ακριβώς μια λύση την x = 1. 

 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. α) Αν υποθέσουμε ότι υπάρχει xο, με f(xo) = 0, τότε από τη σχέση f(x)+ f( x) =1  

έχουμε: ο ο ο ο)f(x + f( x ) =1 0+ f( x ) =1 f( x ) =1      άτοπο, αφού f(x) <1  για 

κάθε x . 

 

Γ1. β) 2 2x xf ' (x) + e f (x) = 0 f ' (x) = e f (x)    , και επειδή f(x) 0 για κάθε x , έ-

χουμε: 

 2
x x'f ' (x) 1 '= e e

f(x)f (x)
 

   
 

x1
e c

f(x)
   , c , (1) 

Όμως: 
1

f(0)+ f( 0) =1 2f(0) =1 f(0) =
2

    

Άρα, λόγω της (1) είναι: 01
e c 2 1 c c 1

f(0)
        

Επομένως: x
1

f(x) =
1+e

. 

Γ2.  Είναι 
   

x x

2 2x x

(1+e )' e
f '(x) = = <0

1+e 1+e


 , για κάθε x , επομένως η  συνάρτηση f 

είναι γνησίως φθίνουσα. 
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Η f είναι συνεχής στο  , ως παραγωγίσιμη,  και γνησίως φθίνουσα , άρα το σύνολο 

τιμών της είναι το σύνολο  x x
f( ) = lim f(x) , lim f(x)  

 
 . Όμως: 

 xx x

1
lim f(x) = lim = 0

1+e 
 , αφού  x

x
lim 1+e =+


  και 

  xx x

1 1
lim f(x) = lim = =1

1+e 1+0 
 

Άρα  f( ) =(0, 1) . 

Επειδή η  f είναι γνησίως φθίνουσα συμπεραίνουμε ότι η f είναι 1-1, άρα ορίζεται η 

αντίστροφή της και ισχύει  D =f( ) =(0, 1)1f
. 

Αν  y (0, 1)   και x   τότε: 

 x x
x

1
f(x) = y = y 1+e y =1 e y =1 y

1+e
      x 1- y 1- y

e x = ln
y y

   

Άρα, 1 1 y
f (y) ln

y
 

 , 0 < y <1. 

Επομένως:    1f : (0,  1)    με 1 1 x
f (x) ln

x
 

  

Γ3.     Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = f(x) x , x [0,  1] . 

Είναι: 
1

h(0) f(0)
2

  , h(1) f(1) 1 0   , αφού f(x) <1   για κάθε x .  

Επειδή: 

 Η συνάρτηση h είναι συνεχής στο [0,  1]  και 

 h(0) h(1) 0   

σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano, υπάρχει xo(0, 1) τέτοιο, ώστε να ισχύει

h(x ) = 0 .  

Όμως:  h'(x) = f '(x) 1<0  , αφού f '(x) <0 , επομένως η  συνάρτηση h είναι γνη-

σίως φθίνουσα, άρα και 1-1, οπότε η x = xo είναι η μοναδική ρίζα της. 

Άρα υπάρχει μοναδικό xo(0, 1) τέτοιο, ώστε h(x ) = 0  ή ισοδύναμα: 

o of(x ) = x . 
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 Θα αποδείξουμε ότι o ox = g(1 x )  (1) 

 Η  συνάρτηση 
x

g(x) = ln
1 x

ορίζεται αν και μόνο αν 0
x

1 x



. 

Έχουμε:  

0
x

(1 x)x >0 0 < x <1
1 x

   


 

Άρα Dg = (0, 1). 

Επειδή ox (0,  1)  έχουμε: 

o o o0<x 1 0 > x > 1 1 >1 x  > 0      , δηλαδή go(1 x ) D  . 

Είναι:  1o o
o o

o o

1 x 1 x
g(1 x ) = ln = ln = f (x )

1 (1 x ) x
 


 

, (2) 

Όμως, o of(x ) = x , οπότε 1
o o ox = f (x ) = g(1 x ) 

(2)

 

Επομένως, υπάρχει μοναδικό xo(0, 1) τέτοιο ώστε να ισχύει: 

o o og(1 x ) = f(x ) = x . 

Γ4. Η συνάρτηση 1f   είναι παραγωγίσιμη στο (0, 1) ως σύνθεση των παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων 
1 x

u
x


  και y = lnx . 

Η εξίσωση της εφαπτομένης ε της C 1f 
 στο σημείο της  1

o ox , f (x )  είναι: 

ε:  1 1
o o o

'y f (x ) f (x )(x x )     

Επειδή όμως o of(x ) x  θα είναι 1
o of (x ) x  , οπότε: 

ε:  1
o o o

'y x f (x )(x x )    

Αν υποθέσουμε ότι η ε διέρχεται από την αρχή των αξόνων, τότε: 

     
o

1 1 1
o o o o o o o

x 0
' ' 'x f (x )( x ) x x f (x ) f (x ) 1  



        άτοπο, 

Γιατί: 

1 1 x
f (x) ln ln(1 x) ln x

x
 

    , αφού x (0,  1) , οπότε: 
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   1 1 1 1 1 1''f (x) = ln(1 x) ln x = = =
1 x x x 1 x x(x 1)

 
   

  
.  

Άρα  1 1'f (x) = 0
x(x 1)

 


, x (0,  1) , 

Επομένως για κάθε ox (0,  1)  είναι  1 'f (x ) 0 1
   . 

Άρα, δεν  υπάρχει εφαπτομένη της C 1f 
 που να διέρχεται από την αρχή των αξό-

νων. 

 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. α. Η συνάρτηση 
lnx

g(x) =  
x

είναι παραγωγίσιμη στο gD (0 + )  ως πηλίκο παρα-

γωγίσιμων συναρτήσεων. 

Είναι: 2 2 2

1
x lnx(lnx)' x (x)' lnx 1 lnxxg'(x)= = =

x x x

    
 ,  

Έχουμε: 

 g ' (x) 0 1 ln x 0 1 ln x ln e ln x e x           

 g ' (x) < 0 1 ln x 0 1 ln x ln e ln x e x          

Η g είναι: 

 γνησίως αύξουσα στο  (0, e] , γιατί είναι συνεχής σ’ αυτό, και g ' (x) 0  στο 

 (0, e) . 

  γνησίως  φθίνουσα  στο  [e, + ) , γιατί είναι συνεχής σ’ αυτό, και g ' (x) 0  

στο  (e, + )  

και επειδή η g είναι συνεχής στο xo = e θα παρουσιάζει μέγιστο ίσο με 
1

g(e)=
e

 . 

Έχουμε: 

e x e x
g lnx 1

x >e g(x)<g(e) < elnx <x lnx <lne x <e
x e


     . 
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Άρα για κάθε x > e  ισχύει: e xx <e . 

β.  u=x e>0, x>eΘέτουμε  . Είναι 
 x e x e
lim u= lim (x e)=0
 


+ +

 

Άρα:  

x x u 0 u 0

ln(x e) lnu 1
lim g(x e)= lim lim lim lnu

x e u u   

          + + + +e e
 (1)   

γιατί 
u 0

1
lim

u
 

+
  και 

 u 0
lim lnu=



+

. 

Οι συναρτήσεις ef '(x )  και xf '(e ) είναι συνεχείς ως συνθέσεις των συνεχών συναρ-

τήσεων ey = x , f '  και xy =e , f ' . Επομένως: 

x e
e x e elim[f '(x ) f '(e )]= f '(e ) f '(e ) = 0


  ,  (2) 

Σύμφωνα με το ερώτημα (α) για κάθε x > e  ισχύει: e xx < e , οπότε, για κάθε x > e  

έχουμε: 

  e x e x e xx <e f '(x ) < f '(e ) f '(x ) f '(e ) <0  
f ' 

  (3). 

Συμπεραίνουμε, λόγω των (2) και (3), ότι: e xx e

1
lim =

f '(x ) f '(e )



, (4) 

Επομένως: 

 e x e xx e x e

g(x e) 1
lim = lim g(x e) = +

f '(x ) f '(e ) f '(x ) f '(e ) 

 
    

(1),(4)

 

Δ2.    Επειδή f '  είναι γνησίως αύξουσα για κάθε 1 2x , x (0, )   με 1 2x x έχουμε: 

1 2 1 20 x x f ' (0) f '(x ) f '(x )      (5). 

Όμως  f ' (0) 3 e  , οπότε, λόγω της (5), θα ισχύει ότι 1 2f '(x ), f '(x ) (e, )  και 

επειδή η g είναι γνησίως φθίνουσα στο (e, )  έχουμε: 

       1 2 1 2 1 2f '(x ) f '(x ) g f '(x ) g f '(x ) gof ' (x ) gof ' (x )     . 

Επομένως, η συνάρτηση gof '  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (0,  + ) . 

Δ3.  Είναι lnxα > 0  και 0lnxβ  , οπότε lnx lnx+α β (0, + )    και επειδή η gof '  είναι γνη-

σίως φθίνουσα στο (0,  + )  ισχύει: 
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lnx lnx lnx lnx(gof ')(α +β ) (gof ')(2) α +β 2    για κάθε x>0  

Δηλαδή,  για κάθε x>0  ισχύει lnx lnxα +β 2 , όπου α,β > 0 (6) 

Θεωρούμε τη συνάρτηση lnx lnxφ(x)=α +β , x>0 .  

Είναι φ(1) = 2, οπότε, λόγω της (6), ισχύει φ(x) ≥ φ(1) για κάθε x>0 . 

Άρα, η συνάρτηση φ παρουσιάζει ελάχιστο στο 1, το οποίο είναι εσωτερικό σημείο 

του (0,  + ) , και επειδή είναι παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό, σύμφωνα με το θεώ-

ρημα Fermat, ισχύει ' (1) 0  . 

Όμως: 

 lnx lnxφ'(x)=α lnα+β lnβ φ'(1)= lnα+lnβ 1=ln(α β) α β=1        

Δ4.  Αν x < 1, τότε εφαρμόζοντας για την f το Θ.Μ.Τ. στο διάστημα [x+1, 2]  προκύπτει 

ότι υπάρχει (x 1,  2)    τέτοιο, ώστε:  

f(x 1) f(2) f(x 1)
f ' (ξ) f ' (ξ)

(x 1) 2 x 1
  

  
  

 , (7) 

Όμως 
f(x 1)

ξ 2 f ' (ξ) f ' (2)  f ' (2) f(x 1) f ' (2)(x 1)
x 1

 
        



f ' (7)

, x 1 0   

 αν x >1, τότε εφαρμόζοντας για την f το Θ.Μ.Τ. στο διάστημα [2, x+1]  προκύ-

πτει ότι υπάρχει  (x 1,  2)   τέτοιο, ώστε: 

f(x 1) f(2) f(x 1)
f ' (ξ) f ' (ξ)

(x 1) 2 x 1
  

  
  

,  (8) 

Όμως: 

f(x 1)
ξ > 2 f ' (ξ) f ' (2)  f ' (2) f(x 1) f '(2)(x 1)

x 1

 
       



f ' (8)

, x 1 0  . 

  αν x = 1, τότε η σχέση f(x+1) f '(2)(x 2)   ισχύει ως ισότητα. 

Επομένως για κάθε x  ισχύει: f(x+1) f (2)(x 1) ' . 
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β) Επειδή η f '  είναι γνησίως αύξουσα ισχύει: 

x 0 f ' (x) f ' (0) f ' (x) 3     , οπότε f ' (x) 0  για 

κάθε x (0,+ )  . 

Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο (0,+ )  και f(2) = 0 

οπότε θα ισχύει: x 2 f(x) f(2) f(x) 0     . 

Είναι:  
1 1

E(x) (OA)(MN) f(x)
2 2

  . 

Η συνάρτηση Ε:  

  Είναι συνεχής στο (2,  )  , αφού η f είναι παραγωγίσιμη  , άρα και  συνε-

χής. 

 Είναι  γνησίως αύξουσα, αφού 
1

E ' (x) f ' (x) 0
2

   για κάθε x (2,+ )  . 

 
x 2 x 2

1 1
lim E(x) lim f(x) f(2) 0

2 2 
  

  , αφού f συνεχής στο xo = 0. 

 
x x

1
lim E(x) lim f(x)

2 
   , γιατί σύμφωνα με το ερώτημα Δ3 για κάθε x  

ισχύει: f(x+1) f (2)(x 1) '  και θέτοντας όπου x+1 το x παίρνουμε: 

f(x) f (2)(x 2) ' , (9) 

Όμως: f ' (2) 0  και 
x x
lim (x 2)= lim x =+
 

  , οπότε 

x x
lim f '(2)(x 2) =+ lim f(x) =+
 

  
(9)

. 

Άρα:       
xx 2

E 2, lim E(x), lim E(x) 0,


   


   και, επομένως, υπάρχει ox 2  τέ-

τοιο, ώστε Ε(xo) = 2020  και μάλιστα το xo είναι μοναδικό επειδή η Ε είναι γνησίως 

αύξουσα. 
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ΣΤΙΣ ΣΕΛΙΔΕΣ ΠΟΥ ΑΚΟΛΟΥΘΟΥΝ ΔΙΝΟΝΤΑΙ ΚΑΙ ΑΛΛΟΙ ΤΡΟΠΟΙ ΕΠΙΛΥΣΗΣ ΤΟΥ 

ΘΕΜΑΤΟΣ Γ ΚΑΙ ΤΟΥ ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΣ Δ4. 

 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. α) 

2ος τρόπος  

) ) > 0f(x + f( x) =1 f( x) =1 f(x    , άρα για κάθε x  ισχύει > 0f( x)   ή ισοδύ-

ναμα > 0f(x)  για κάθε x , και επομένως f(x) 0 για κάθε x . 

3ος τρόπος  

Αν υποθέσουμε ότι υπάρχει xο, με f(xo) = 0, τότε από τη σχέση: 

2xf ' (x) + e f (x) = 0  

για x = xo παίρνουμε 2
ο ο

xf ' (x )+ e f (x ) = 0 , οπότε οf ' (x ) = 0 . 

Όμως   ο ο ο

οf '(x )=0
f(x)+ f( x) =1 f '(x) f '( x) =0 f '(x ) f '( x )=0 f '( x )=0           

Ισχύει επίσης ότι  2
ο

xf ' ( x )+ e f ( x ) = 0


  ,  άρα οf( x )=0 . 

Επομένως  ο οf(x )+ f( x ) =0 1  άτοπο.  

 

Γ1. β)  

2ος τρόπος  

Σύμφωνα με το ρώτημα Γ1.α) είναι f(x) 0 για κάθε x , επομένως: 

x
x

1 1
f(x) = =1+e

f(x)1+e
  

Θα αποδείξουμε οι συναρτήσεις 
1

φ(x) =
f(x)

και 1
xφ (x) = e +1  είναι ίσες. 

Είναι:  

 
1

φ φ
D D    

 12
x

x
f ' (x) f '(x)

φ '(x) = e φ '(x)
f (x) e f '(x) 

    


 για κάθε x ( ,  + )   . 
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οπότε 1φ(x) = φ (x)+c , όμως 1φ(0) =2=φ (0) και επομένως θα έχουμε: 

1φ(0) =φ (0)+c c =0 . Άρα 1φ(x)= φ (x) , δηλαδή x1
=1+e

f(x)
 για κάθε x  ή 

ισοδύναμα x
1

f(x) =
1+e

, x . 

Γ2.  Θα αποδείξουμε ότι ορίζεται η αντίστροφη της f. 

Για να ορίζεται η αντίστροφή της f αρκεί η f είναι συνάρτηση γνησίως μονότονη.  

Η απόδειξη της μονοτονίας της f μπορεί να γίνει με δυο ακόμα 2 τρόπους. 

 β.  τρόπος 

Για κάθε 1 2, xx   με 1 2x x  έχουμε: 

1 2

 

1 2 1 2

x

1 2 1 2
γν. αύξ.e x xx x

x x
1 1

x x e e 0 1 e 1 e f(x ) f(x )
1 e 1 e

           
 

Επειδή: Για κάθε 1 2, xx   με 1 2x x  ισχύει 1 2f(x ) f(x )  η  συνάρτηση f είναι 

γνησίως φθίνουσα. 

γ. τρόπος 

x 2 x 2f ' (x) + e f (x) = 0 f ' (x) = e f (x) < 0  , αφού f(x) ≠0 κάθε x , επομένως η  

συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα. 

 

Για να ορίζεται η αντίστροφή της f αρκεί η f είναι συνάρτηση 1-1. 

Θα αποδείξουμε ότι η  f είναι συνάρτηση 1-1.  

Αν 1 2, xx  με 1 2) = )f(x f(x , τότε: 

1 2 1 2
1 21 2

x xx x
x x

1 1
1+e =1+e e = e x = x

1+e 1+e
     

Άρα η f είναι συνάρτηση 1-1 και επομένως ορίζεται η αντίστροφή της. 

 

 Θα βρούμε την αντίστροφή της f . 

Θέτουμε f(x)= y , x   και λύνουμε ως προς x.  Έχουμε λοιπόν: 

 x x
x

1
f(x) = y = y 1+e y =1 e y =1- y

1+e
     
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0

x

1- y
y 0

y
1- y

e 1- y
x = lny

y

      

, 

 

0
1 y

(1 y)y >0 0 < y <1
y


     

Επομένως, 1 1 y
f (y) ln

y
 

 , 0 < y <1 , oπότε η αντίστροφη της f είναι η συνάρ-

τηση: 

 1f : (0,  1)    με 1 1 x
f (x) ln

x
 

  

 

Γ3.     Επειδή ο ο ο ο ο
ο

ο

x
x

1
f(x ) = x = x x e +x 1 0

1+e
    . 

Θεωρούμε xh(x)= xe +x 1  η οποία: 

 είναι συνεχής στο [0,1] και  

 h(0)h(1) 1 e 0    . 

 1 0x xh'(x)= e +xe   , οπότε η h είναι γνησίως αύξουσα και άρα 1-1. 

Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano, η h έχει τουλάχιστον μια ρίζα xo στο 

διάστημα  (0, 1) η οποία μάλιστα είναι μοναδική αφού η  h είναι 1-1. 

 

 Θα αποδείξουμε ότι ισχύει o ox = g(1 x )  (1) 

2ος τρόπος. 

Για να ισχύει η (1) πρέπει o(1 x ) D  g . 

Όμως έχουμε ήδη αποδείξει ότι, αν ox (0,  1) , τότε o(1 x ) D  g  

Έχουμε: 
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 
 ln

0, 1
o o

o o o o o o
o o

o
ο

ο

x
x

x
1 x 1 x1

f(x ) = x x e x g 1 x x
x x1+e

   
         

 
 

Επομένως, υπάρχει μοναδικό xo(0, 1) τέτοιο ώστε να ισχύει: 

o o og(1 x ) = f(x ) = x . 

3ος τρόπος. 

Επειδή το σημείο  ,o ox f(x )  ανήκει στην ευθεία y = x που διχοτομεί τις γωνίες xOy 

και x΄Οy΄  για να ισχύει η (1)  αρκεί η συνάρτηση g(1-x) να είναι η αντίστροφη της f. 

Θα αποδείξουμε λοιπόν, ότι 1g(1 x) = f (x) , x (0,  1) . 

Έχουμε ήδη αποδείξει ότι: 

 Dg = (0, 1),  

  -1f
D =(0, 1) και  

 o ox (0,  1) (1 x ) D    g  

Για κάθε x (0,  1) είναι 11 x 1 x
g(1 x) = ln = ln = f (x)

1 (1 x) x
 


 

 

Άρα 1g(1 x) = f (x) , x (0,  1) , (2) 

Όμως, αφού o of(x ) = x , θα ισχύει 1
o o ox = f (x ) = g(1 x ) 

(2)

 

Επομένως, υπάρχει μοναδικό xo(0, 1) τέτοιο, ώστε να ισχύει: 

o o og(1 x ) = f(x ) = x . 

Γ4. Θα αποδείξουμε με δυο ακόμα τρόπους ότι η σχέση  1
o

'f (x ) 1   δεν ισχύει για 

κανένα ox (0,  1) . 

2ος τρόπος. 

Έχουμε:   1 2
o o o

1'f (x ) 1 1 x x 1 0
x (x 1)



 

      


 

Όμως 2
o o o

1 5
x x 1 0 x (0,1)

2


       

Επομένως η σχέση  1
o

'f (x ) 1   δεν ισχύει για κανένα ox (0,1) . 
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Άρα, δεν  υπάρχει εφαπτομένη της C 1f 
 που να διέρχεται από την αρχή των αξό-

νων. 

3ος τρόπος. Απαγωγή σε άτοπο. 

Θα υποθέσουμε ότι  υπάρχει ox (0,  1)  με  1
o

'f (x ) 1   και θα οδηγηθούμε σε 

άτοπο.  

Επειδή: 

 για κάθε x (0,  1)  ισχύει 1f(f (x)) x   

  η f είναι παραγωγίσιμη στο   και  

 η 1f  είναι παραγωγίσιμη (0,  1) ,  

αν x (0,  1) , τότε: 

   1 1 1f(f (x)) (x) f ' (f (x)) f (x) 1' ' '        

 1 1f ' (f (x )) f (x ) 1' 
   , (3) 

Όμως o of(x ) = x , οπότε λόγω της (3) παίρνουμε: 

 1f ' (x ) f (x ) 1 f ' (x ) 1'
      , άτοπο γιατί 

 
0

x

2x

e
f '(x)=

1+e
   για κάθε x    

Άρα, δεν  υπάρχει εφαπτομένη της C 1f 
 που να διέρχεται από την αρχή των αξό-

νων. 
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ΘΕΜΑ Δ 

Δ4.α) 2ος τρόπος. Με μονοτονία. 

Θεωρούμε τη συνάρτηση 1φ(x)= f(x+1) f '(2)(x )   την οποία θα μελετήσουμε 

ως προς τη μονοτονία. 

Η συνάρτηση f(x+1)  είναι παραγωγίσιμη στο   ως σύνθεση των παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων y = x+1 και f, οπότε  η φ είναι παραγωγίσιμη ως άθροισμα των παρα-

γωγίσιμων συναρτήσεων f(x+1)  και 1f '(2)(x )  . 

Είναι φ'(x)=f '(x+1) f '(2) . 

  Αν x>1, τότε: 
f '

x 1 2 f ' (x 1) f ' (2) φ ' (x) 0


       . 

  Αν x<1, τότε: 
f '

x 1 2 f ' (x 1) f ' (2) φ ' (x) 0


       . 

και επειδή η φ είναι συνεχής στο xo = 1 παρουσιάζει σ’ αυτό ολικό ελάχιστο.  

Άρα  φ(x) ≥ φ(1) για κάθε x .   

Όμως φ(1)= f(2) f '(2)(1 1)=0   και επομένως για κάθε x  ισχύει: 

1 1φ(x) 0 f(x+1) f '(2)(x ) 0 f(x+1) f '(2)(x )        . 

 

β) Το εμβαδό του τριγώνου ΟΑΜ μπορεί να υπολογιστεί και ως εξής: 

 1
E(x) det OA,OM

2


 
 

Όμως OA (0,  1)


, OM (x,  f(x))


,   1     0
det OA,OM f(x)

x   f(x)
 

 
. 

Άρα: 
1 1

E(x) | f(x) |  f(x)
2 2

  , αφού f(x) 0  για x>2. 

  

 Θα αποδείξουμε ότι υπάρχει ox 2  ώστε Ε(xo) = 2020, 

2ος τρόπος (Μέθοδος θεωρήματος Bolzano) 

Θεωρούμε τη συνάρτηση 
1

d(x) f(x) 2020
2

  , x [2,  )   . 
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 
1

d(2) f(2) 2020 2020 0
2

      

 
x x x x

1 1
lim f(x)=+ lim f(x) =+ lim f(x) 2020 =+ lim d(x) =+

2 2   

      
 

Άρα υπάρχει α «κοντά» στο + , ώστε d(α) > 0. 

Επειδή: 

 Η  συνάρτηση d είναι συνεχής στο [2,  α] και  

 d(2) d(α) 0   

Σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano υπάρχει x (2,  α)   με d(xo) = 0.  

Όμως
1

d(x) f(x) 2020
2

  , άρα: 

1 1
f(x ) 2020 0 f(x ) 2020 Ε(x ) 2020

2 2        . 

Άρα, υπάρχει ox 2  τέτοιο, ώστε Ε(xo) = 2020. 

To  x (2,  + )    για το οποίο ισχύει Ε(xo) = 2020 είναι μοναδικό, αφού η Ε είναι 

γνησίως αύξουσα στο διάστημα αυτό. 

 

 

 

 

 


