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Περίληψη 
Η μάθηση των μαθηματικών είναι μια διαρκής, σπειροειδής 

διαδικασία, η οποία υλοποιείται κατά μήκος της διδασκόμενης ύλης  μέσα 
στην ίδια τάξη αλλά και από τάξη σε τάξη. Όπως είναι γνωστό, το μεγαλύτερο 
μέρος της ύλης της Άλγεβρας της Α΄ Λυκείου είναι σε γενικές γραμμές 
επανάληψη εκείνης του Γυμνασίου.  Έτσι, η Α΄ Λυκείου προσφέρεται, 
κυρίως, για εμβάθυνση και εννοιολογική κατανόηση παράλληλα με την 
εκμάθηση κανόνων, αλγορίθμων και μαθηματικών τύπων, οι οποίοι 
εφαρμόζονται σε μια δεδομένη σειρά προβλημάτων. Θέματα που στο 
Γυμνάσιο θεωρούνταν δεδομένα μπορούν τώρα να τίθενται υπό 
αμφισβήτηση και να γίνονται αντικείμενο συζήτησης και αναστοχασμού. 
Στην παρούσα εισήγηση μέσω κατάλληλων ασκήσεων επεκτείνουμε τις 
γνώσεις που  απέκτησαν οι μαθητές στο γυμνάσιο για τους ρητούς και τους 
άρρητους. Συγκεκριμένα,  αποδεικνύουμε ότι τα σύνολα των ρητών και των 
αρρήτων είναι πυκνά στο IR. Ως αποτέλεσμα της πυκνότητας είναι ότι κάθε 
πραγματικός αριθμός μπορεί να προσεγγιστεί όσο επιθυμούμε και από 
ρητούς και από αρρήτους. Ο τελικός στόχος είναι οι μαθητές να κατανοήσουν 
όσο γίνεται καλύτερα το σύνολο των πραγματικών αριθμών, γνώση που 
κρίνεται αναγκαία για την κατανόηση της ανάλυσης. 

 
 

Abstract 
Learning mathematics is a continuous, spiral process, implemented 

along the syllabus within a certain school grade, as well as from one school 
grade to another. As is known, most part of the Algebra syllabus for the 1st 
grade of Lyceum is, in general, a repetition of that of Gymnasium. Thus, the 
1st grade of Lyceum mainly serves for penetration and conceptual 
understanding, alongside with learning rules, algorithms and mathematic 
formulas that apply to a certain series of math problems. What was considered 
as known in Gymnasium can now be questioned and become subject of 
conversation and reconsideration. In this proposal, we expand – through 
appropriate exercises – the knowledge acquired by the students in 
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Gymnasium on rational and irrational numbers. In particular, we prove 
that the sets of rational and irrational numbers are dense in IR. As a result 
of the density, each real number can be approached as desired both from 
rational and irrational numbers. The ultimate goal is that the students 
understand the set of real numbers as much as possible – knowledge that 
is considered necessary for the analysis understanding.  

 
 
Εισαγωγή 
Κύριος και τελικός αποδέκτης της παρούσας εισήγησης είναι ο 

μαθητής  της Α΄ Λυκείου και για το λόγο αυτό περιορίζεται στη σχολική 
διδακτέα ύλη της συγκεκριμένης τάξης. Μια μικρή «παράβαση»  γίνεται εν 
τούτοις στο σημείο που αναφερόμαστε  στην απόδειξη της πυκνότητας των 
ρητών και των αρρήτων στο IR. Πιθανολογούμε, όμως, ότι μαθητές με 
αυξημένα ενδιαφέροντα θα βρουν ενδιαφέρουσα την αποδεικτική διαδικασία 
της πληρότητας ρητών και αρρήτων στο IR και αυτός ακριβώς είναι ο λόγος 
που την συμπεριλαμβάνουμε.  

Επειδή το μεγαλύτερο μέρος της ύλης της Άλγεβρας της Α΄ Λυκείου 
είναι σε γενικές γραμμές επανάληψη εκείνης του Γυμνασίου, η Α΄ Λυκείου 
προσφέρεται, κυρίως, για εμβάθυνση και εννοιολογική κατανόηση 
παράλληλα με την εκμάθηση κανόνων, αλγορίθμων και μαθηματικών τύπων. 
Επομένως, η Α΄ Λυκείου προσφέρεται  για διδασκαλία κατάλληλα 
στοχευμένη, ώστε,  μεταξύ των άλλων, οι μαθητές: 

 Να μπορούν να κάνουν ορθούς συλλογισμούς. Το λάθος σε κάποιες 
πράξεις, η αδυναμία επίλυσης μιας εξίσωσης, η αδυναμία απόδειξης ενός 
ισχυρισμού δεν είναι πράγματα τραγικά. Είναι, όμως, τραγικό να γίνονται 
λανθασμένοι συλλογισμοί, γιατί τότε υπάρχει ο κίνδυνος από αληθείς 
υποθέσεις να προκύψουν ψευδή συμπεράσματα ή το αντίστροφο.  

«Τα Μαθηματικά μάς βοηθούν να σκεφτόμαστε πιο λογικά. Και αν 
σκέφτεσαι λογικότερα, αυτό μπορεί να βοηθήσει για την ανάλυση οποιουδήποτε 
γενικότερου προβλήματος. Όπως όταν βλέπεις μια εικαστική έκθεση σιγά – 
σιγά ανεβαίνει το αισθητικό σου κριτήριο, όσο περισσότερο ασχολείσαι με τα 
Μαθηματικά τόσο τροχίζεται η λογική σου, είναι δηλαδή σημαντικά για την 
κουλτούρα μας, ανεξάρτητα από τη χρησιμότητά τους σε οποιονδήποτε τομέα». 
[16]. 

 Να αποκτήσουν ευχέρεια στη χρήση των  αποδεικτικών μεθόδων 
απαγωγής σε άτοπο, αντιπαραδείγματος, ευθείας απόδειξης και απόδειξης με 
χρήση ισοδυναμιών. 

Να κατανοήσουν ότι: 
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 Τα αντιπαραδείγματα τα  χρησιμοποιούμε για να αποδείξουμε ότι 
κάτι δεν ισχύει πάντοτε, δηλαδή τα χρησιμοποιούμε, για να απορρίπτουμε 
ισχυρισμούς, και είναι η μοναδική περίπτωση όπου από το μερικό μπορούμε 
να συμπεράνουμε το γενικό.    

 Αν κάτι ισχύει για μερικές περιπτώσεις, τότε δεν είναι σίγουρο ότι 
ισχύει για όλες τις περιπτώσεις,  

 Να κατανοούν και μπορούν να  αναπαραγάγουν τις  αποδείξεις 
θεωρημάτων και πορισμάτων (όχι να τις αποστηθίζουν) και να ελέγχουν αν 
ισχύει το αντίστροφο.  

Επομένως, είναι αναγκαίο οι αποδείξεις θεωρημάτων ή «θεωρητικών» 
ασκήσεων να γίνεται με τρόπο αναλυτικό και κατανοητό και απαραίτητα με 
τη συμμετοχή των μαθητών.   Για εξοικονόμηση  χρόνου θα μπορούσαμε από 
το προηγούμενο μάθημα να προτείνουμε, για εργασία στο σπίτι, κατάλληλές 
ερωτήσεις οι οποίες δημιουργούν εικασίες για αυτά που πρόκειται να 
συζητηθούν στο αμέσως επόμενο μάθημα. Για παράδειγμα, αν σχεδιάζουμε 

να αποδειχθεί η συνεπαγωγή   α<β   α<
஑ାஒ

ଶ
 <β , θα μπορούσαμε, για 

εργασία στο σπίτι,   να δώσουμε στους μαθητές διάφορα ζεύγη 
«συγκεκριμένων» αριθμών  και να τους ζητήσουμε να τοποθετήσουν πάνω 
στον άξονα των πραγματικών αριθμών τους αριθμούς του κάθε ζεύγους και 
το ημιάθροισμά τους (κάνοντας νέο σχήμα κάθε φορά) και στη συνέχεια να 

μαντέψουν ποια είναι η διάταξη των αριθμών α, β  και 
஑ାஒ

ଶ
, οπότε εκείνο που 

μένει  για την τάξη είναι η απόδειξη της εικασίας.   
Κλείνοντας την εισαγωγή, θεωρώ σκόπιμο να παραθέσω ένα 

απόσπασμα από μία συνέντευξη που έδωσε ο κ. Γ εώργιος Δάσιος.  «Δημ.:  
Έπειτα από 45 χρόνια στην ανώτατη εκπαίδευση τι θα λέγατε γι’ αυτά τα νέα 
παιδιά;». «Γ. Δάσιος: Ότι χρόνο με τον χρόνο οι καλοί γίνονται καλύτεροι. Από 
την άλλη πλευρά, όμως, χρόνο με τον χρόνο ο μέσος όρος πέφτει.» [5]. 

 
Οι πραγματικοί αριθμοί 

Οι μαθητές ήδη από το γυμνάσιο ξέρουν ότι οι πραγματικοί αριθμοί 
αποτελούνται από ρητούς και άρρητους και μάλιστα σε κάποιο βαθμό 
μπορούν και τους αναγνωρίζουν. Αρκετοί, όμως, μαθητές, ενώ αναγνωρίζουν 
ότι ο  π, οι εκφράσεις με ριζικά π.χ. √2, √3, 1 + √2, 5√3  καθώς και  οι 
αριθμοί της μορφής  1,010010001…. (άπειρο, μη περιοδικό δεκαδικό μέρος) 
είναι άρρητοι, εντούτοις έχουν δυσκολία να αναγνωρίσουν ότι αριθμοί όπως 
συν30ο, ημ60ο είναι επίσης άρρητοι. Θα ήταν ενδεχομένως  χρήσιμο να  
αναφέρουμε στους μαθητές ότι οι περισσότεροι τριγωνομετρικοί αριθμοί 
είναι άρρητοι και μάλιστα στη Β΄ Λυκείου θα μπορούμε να αποδείξουμε γιατί 
κάποιοι από αυτούς είναι άρρητοι. (π.χ.  συν10ο, ημ10ο, συν20ο , ημ20ο). Στην 
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Α΄ Λυκείου θα δουν για πρώτη φορά πως αποδεικνύεται ότι ο √2 είναι 
άρρητος. Πηγαίνοντας ένα βήμα παραπέρα, θα προτείναμε, μετά τη σχετική 
απόδειξη, να αναφερθεί ότι με ανάλογο τρόπο αποδεικνύεται ότι ισχύει κάτι 
γενικότερο. Συγκεκριμένα, να τους αναφέρουμε ότι ισχύει: «Αν ο φυσικός 
αριθμός ν δεν είναι τετράγωνο φυσικού αριθμού, τότε ο √ν  είναι άρρητος». 
Έτσι, οι μαθητές θα μπορούν να αναγνωρίζουν και να δικαιολογούν αν ένας 
αριθμός της μορφής √ν  με ν είναι ρητός ή όχι και να «κατασκευάζουν» 
και άλλους άρρητους.  

Ολοκληρώνοντας τη διδασκαλία των πραγματικών αριθμών θέτουμε 
ως στόχο οι μαθητές:  

 Να αναγνωρίζουν αν ένας αριθμός είναι φυσικός, ακέραιος, ρητός ή 
άρρητος. Αυτό μπορεί να επιτευχθεί με τη χρήση αριθμητικών 
παραδειγμάτων, ανάλογων εκείνων που υπάρχουν στα σχολικά βιβλία ή στις 
αντίστοιχες οδηγίες. 

 Να παριστάνουν τους ρητούς με σημεία του άξονα των πραγματικών 
αριθμών. 

 Να αναγνωρίζουν τους άρρητους αριθμούς ως αριθμούς που δεν 
μπορούν να γραφούν ως κλάσμα ακεραίων καθώς επίσης και ως αριθμούς με 
άπειρα δεκαδικά ψηφία μη περιοδικά και, τέλος, ότι οι άρρητοι είναι το 
συμπλήρωμα των ρητών. 

 
 
 
 
 
 Να διατυπώνουν τους ορισμούς των ρητών και των άρρητων. 
 Να δικαιολογούν γιατί  το άθροισμα και το γινόμενο αρρήτων δεν 

είναι πάντα άρρητος. 
 Να αποδεικνύουν ότι ο √2 είναι άρρητος και με τη χρήση κανόνα και 

διαβήτη να τον παριστάνουν στον άξονα των πραγματικών αριθμών. 

 Να αποδεικνύουν τη συνεπαγωγή α<β   α<
஑ାஒ

ଶ
<β  και στηριζόμενοι 

σ’ αυτή να δικαιολογούν  ότι: 
α. Ανάμεσα σε δυο πραγματικούς αριθμούς υπάρχουν άπειροι 

πραγματικοί αριθμοί. 
β. Αν ένας πραγματικός αριθμός x είναι «πολύ κοντά» σε  έναν άλλο 

πραγματικό αριθμό xο, τότε υπάρχουν άπειροι πραγματικοί αριθμοί 
κοντύτερα στον xο. 

 Να αποδεικνύουν  ότι ανάμεσα σε δυο ρητούς όσο «κοντά» και αν 
είναι, υπάρχουν άπειροι ρητοί. 
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 Να αποδεικνύουν  ότι δεν υπάρχουν διαδοχικοί ρητοί, εκτός και αν 
αυτοί είναι ακέραιοι.  Να αποδεικνύουν,  δηλαδή ότι,  αν ένας ρητός δεν είναι 
ακέραιος, τότε  δεν έχει επόμενο. 

 Να αποδεικνύουν ότι: 
α. Το άθροισμα ρητού άρρητου είναι άρρητος. 
β. Το γινόμενο  μη μηδενικού ρητού με άρρητο είναι άρρητος. 
 Να έχουν εξοικειωθεί με τη χρήση της απαγωγής σε άτοπο και του 

αντιπαραδείγματος. 
Τέλος, ας σημειωθεί ότι κατά τη μελέτη των ρητών και αρρήτων 

μπορούν να χρησιμοποιηθούν όλες οι αποδεικτικές μέθοδοι που 
χρησιμοποιούνται στην Α΄ Λυκείου, δηλαδή: Απαγωγή σε άτοπο,  Μέθοδος 
Αντιπαραδείγματος, Ευθεία Απόδειξη και Απόδειξη με Χρήση Ισοδυναμιών. 

 
Οι πραγματικοί αριθμοί – Ασκήσεις 

Προτείνουμε την παρακάτω άσκηση 1, γιατί, εκτός του ότι έχει 
ιστορική αξία, η απόδειξή της είναι εύκολη και συμβάλει στην περαιτέρω 
εξοικείωση  των μαθητών με την απαγωγή σε άτοπο. 

 
1. Άσκηση 

Το 1794 ο Γάλλος μαθηματικός Αντριέν-Μαρί Λεζάντρ (Adrien-Marie 
Legendre ) 1752-1833, απέδειξε ότι ο π2 είναι άρρητος. 

Ο π είναι ρητός ή άρρητος; Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
 
Προτείνουμε την παρακάτω άσκηση 2 (είναι η άσκηση 7  της Β΄ 

Ομάδας της σελίδας 55 του σχολικού  βιβλίου Άλγεβρας Α΄ Λυκείου), γιατί: 
 Συμβάλλει στην εξοικείωση των μαθητών με  την απαγωγή σε άτοπο. 
 Τους βοηθά να «κατασκευάζουν» και άλλους άρρητους αριθμούς που 

δεν είναι  της μορφής √ν, ν  και να δικαιολογούν γιατί αριθμοί, όπως οι 

1 + √2, 5√3, √
ଶ

ଶ
, είναι άρρητοι. 

 Διευκολύνει στην επίλυση ασκήσεων σχετικών με ρητούς και 
αρρήτους. 

 
2. Άσκηση 

Να αποδείξετε ότι: 
i) Το άθροισμα ρητού αρρήτου είναι άρρητος. 
ii) Το γινόμενο μη μηδενικού ρητού με άρρητο είναι άρρητος. 
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Πυκνότητα ρητών 
Μια ιδιότητα που διακρίνει τους ρητούς από τους ακεραίους είναι ότι οι 

ρητοί αποτελούν «πυκνό» σύνολο αριθμών. Αυτό σημαίνει ότι μεταξύ δύο 
οποιωνδήποτε ρητών όσο κοντά κι αν βρίσκονται, μπορούμε να 
«στριμώξουμε» έναν επιπλέον, ακόμα και άπειρους άλλους ρητούς, π.χ. οι 
αριθμοί 1/1000000 και 1/1000001 βρίσκονται σίγουρα πολύ κοντά, αφού η 
διαφορά τους είναι περίπου ένα τρισεκατομμυριοστό. Μπορούμε εύκολα να 
προσδιορίσουμε κλάσματα που βρίσκονται ανάμεσά τους, π.χ. το ενδιάμεσο 
κλάσμα  2/2000001.  Είναι λοιπόν φυσικό να συμπεράνει κανείς ότι αν 
τοποθετήσουμε όλους τους ρητούς πάνω στην ευθεία, τότε  ολόκληρη η ευθεία 
θα καλυφθεί, δηλαδή όλα  της τα σημεία θα είναι θέσεις ρητών αριθμών. Στα 
μαθηματικά όμως αυτό που φαίνεται να αποτελεί «φυσικό συμπέρασμα» συχνά 
αποδεικνύεται λανθασμένο. Ένα από τα σημαντικότερα γεγονότα στην ιστορία 
των μαθηματικών υπήρξε η ανακάλυψη ότι οι ρητοί αριθμοί, παρά την 
πυκνότητά τους. αφήνουν «κενά» πάνω στην ευθεία, δηλαδή σημεία τα οποία 
δεν αντιστοιχούν σε ρητούς. Αυτά τα «κενά» έρχονται να τα συμπληρώσουν οι 
άρρητοι. ([10], σελ.7). 

 
Πυκνότητα ρητών στο IR 

Οι ρητοί είναι πυκνοί στο IR, δηλαδή  σε όποιο διάστημα (α, β) και αν 
κοιτάξουμε, οσοδήποτε «μικρό», θα δούμε μέσα έναν ρητό. [7]. 

 
Αποδεικνύεται το θεώρημα: 
Θεώρημα (Πυκνότητα ρητών στο IR) 
Για κάθε α,βIR με α<β υπάρχει τουλάχιστον ένας ρητός ρ, ώστε α<ρ<β. 

 
Πυκνότητα αρρήτων στο IR 

Οι άρρητοι είναι πυκνοί στο IR, δηλαδή  σε όποιο διάστημα (α, β) και 
αν κοιτάξουμε, οσοδήποτε «μικρό», θα δούμε μέσα έναν άρρητο. 
 
Αποδεικνύεται το θεώρημα: 
Θεώρημα (Πυκνότητα αρρήτων στο IR) 
Για κάθε α,βIR με α<β υπάρχει τουλάχιστον ένας άρρητος x, ώστε α<x<β. 

 
Σχόλιο 1 
 Στην άσκηση 3 που ακολουθεί αποδεικνύουμε  ότι, αν ένα τουλάχιστον 
από τα άκρα του διαστήματος (α, β) είναι ρητός αριθμός, τότε υπάρχει ρητός 
μέσα στο διάστημα αυτό. Η απόδειξη ότι ανάμεσα σε δυο αρρήτους υπάρχει 
ρητός ξεφεύγει από το πλαίσιο της σχολικής ύλης. 
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3. Άσκηση 

Να αποδείξετε ότι: 

i.  Αν για τους πραγματικούς αριθμούς α,β ισχύει α<β, τότε α< 
஑ାஒ 

ଶ
<β. 

ii. Ανάμεσα σε δύο οποιουσδήποτε πραγματικούς αριθμούς υπάρχουν 
άπειροι πραγματικοί αριθμοί. 

iii. Αν ένας πραγματικός αριθμός x είναι «πολύ κοντά» σε  έναν άλλο 
πραγματικό αριθμό xο, τότε υπάρχουν άπειροι πραγματικοί αριθμοί 
κοντύτερα στον xο. 

iv. Ανάμεσα σε δύο οποιουσδήποτε ρητούς, όσο «κοντά» και αν είναι: 
α) υπάρχει ρητός. 
β) υπάρχουν άπειροι ρητοί. 

v. Aν ένας ρητός δεν είναι ακέραιος, τότε δεν έχει επόμενο. 
vi. Αν ένα τουλάχιστον από τα άκρα του διαστήματος (α, β) είναι ρητός, 

τότε υπάρχει ρητός μέσα στο διάστημα αυτό. 
vii. Κάθε άρρητο μπορούμε να τον προσεγγίσουμε από μια ακολουθία 

ρητών. 
Απόδειξη 

i. Αν α<β, τότε: 

 α + α < α + β ⟹ 2α < α + β ⟹ α <
஑ାஒ

ଶ
 

 α + β < β + β ⟹ α + β < 2β ⟹
஑ାஒ

ଶ
< β 

Άρα α<
ఈାஒ

ଶ
<β. 

ii. Η ύπαρξη άπειρων πραγματικών αριθμών σε κάθε διάστημα (α, β) 
μπορεί να εξασφαλιστεί  με τη λεγόμενη Μέθοδο Διχοτόμησης Διαστημάτων. 

Συγκεκριμένα εργαζόμαστε ως εξής: 
Διχοτομούμε το αρχικό διάστημα (α, β) στα διαστήματα (α, γ) και (γ, β). 
Μέσα σε καθένα από τα  δυο νέα διαστήματα θα υπάρχει, σύμφωνα με το 
ερώτημα (i),  από ένας τουλάχιστον πραγματικός αριθμός. 

Διχοτομούμε τα δύο νέα  διάστημα, σε καθένα από τα  τέσσερα νέα 
διαστήματα θα υπάρχει από ένας τουλάχιστον πραγματικός αριθμός. 

Συνεχίζοντας αυτή τη διαδικασία οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι 
στο διάστημα (α,β) υπάρχουν άπειροι πραγματικοί αριθμοί. 
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iii. Εργαζόμαστε με τη Μέθοδο Διχοτόμησης Διαστημάτων, όπως 
παραπάνω, αλλά πάντοτε διχοτομούμε διαστήματα με άκρο το xo. 

iv. α) Έστω  α, β ρητοί με α<β, τότε, σύμφωνα με το ερώτημα (i), ισχύει: 

α< 
஑ାஒ 

ଶ
<β 

Επομένως, ανάμεσα σε δυο ρητούς υπάρχει το ημιάθροισμά τους το 
οποίο μάλιστα   είναι ρητός. 

β) Εργαζόμαστε με τη Μέθοδο Διχοτόμησης Διαστημάτων. 
v. Άμεση συνέπεια του ερωτήματος (iv). 

vi. Αν ο α είναι ρητός, τότε αυξάνοντας τον α κατά 
ଵ

஝
 , ν θετικός ακέραιος,  

όπου, όμως, ο 
ଵ

஝
  είναι μικρότερος από το μήκος του διαστήματος (α, β), θα 

έχουμε: 
 

α<α+
ଵ

஝
  <β.  Ο αριθμός α +

ଵ

஝
 =

஝஑ାଵ

஝
 είναι ρητός και μάλιστα ανήκει 

στο διάστημα (α, β). 

 Αν ο β είναι ρητός, τότε ελαττώνοντας τον β κατά 
ଵ

஝
 , ν θετικός 

ακέραιος,  όπου, όμως,  ο 
ଵ

஝
  είναι μικρότερος από το μήκος του διαστήματος 

(α, β) θα έχουμε: 

α<β −
ଵ

஝
  <β.  Ο αριθμός β −

ଵ

஝
  =

஝ஒିଵ

஝
  είναι ρητός και μάλιστα ανήκει 

στο διάστημα (α, β). 
 Αν α και β ρητοί, τότε υπάρχει ρητός ανάμεσά τους, όπως προκύπτει, 

είτε από όσα αναπτύχθηκαν αμέσως παραπάνω είτε από το ερώτημα (iv) της 
παρούσης άσκησης. 

vii. Προκύπτει από το προηγούμενο ερώτημα. 
 

Σχόλιο 2 
Στην άσκηση 4 αποδεικνύουμε την πυκνότητα των αρρήτων στο IR 
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4. Άσκηση 
Να αποδείξετε ότι: 

i. Αν για τους πραγματικούς αριθμούς α,β ισχύει α<β, τότε α < 
஑ାஒ 

ଶ
 <β. 

ii. Ανάμεσα σε δύο οποιουσδήποτε  αρρήτους υπάρχει άρρητος. 
iii. Ανάμεσα σε δύο οποιουσδήποτε άρρητους αριθμούς, όσο «κοντά» 

και αν είναι, υπάρχουν άπειροι άρρητοι. 
iv. Κανένας άρρητος δεν έχει επόμενο. 
v. Ανάμεσα σε ρητό και άρρητο υπάρχει πάντοτε άρρητος. 

vi. Ανάμεσα  σε ρητό και άρρητο, όσο «κοντά» και αν είναι, υπάρχουν 
άπειροι άρρητοι. 

vii. α) O αριθμός  
√𝟐

𝟐
 είναι άρρητος και μάλιστα βρίσκεται ανάμεσα στους 

0 και 1. 
β) Ανάμεσα σε δύο οποιουσδήποτε ρητούς υπάρχει άρρητος. 

viii. Ανάμεσα  σε δύο οποιουσδήποτε ρητούς όσο «κοντά» και αν είναι 
υπάρχουν άπειροι άρρητοι. 
Απόδειξη 

i. Βλέπε άσκηση 3 ερώτημα (i). 

ii. 1ος τρόπος. Αν ο α είναι άρρητος, τότε αυξάνοντας τον α κατά 
ଵ

஝
, ν 

θετικός ακέραιος,  όπου, όμως, ο 
ଵ

஝
  είναι μικρότερος από το μήκος του 

διαστήματος (α, β), θα έχουμε: 

α<α+
ଵ

஝
  <β.   Ο αριθμός α +

ଵ

஝
   είναι άρρητος και μάλιστα ανήκει στο 

διάστημα (α,β). 
2ος τρόπος. 

 Αν ο β είναι άρρητος, τότε ελαττώνοντας τον β κατά 
ଵ

஝
 , ν θετικός 

ακέραιος, όπου, όμως, ο 
ଵ

஝
  είναι μικρότερος από το μήκος του διαστήματος 

(α, β), θα έχουμε: 

α<β −
ଵ

஝
  <β. Ο αριθμός β −

ଵ

஝
    είναι άρρητος και μάλιστα ανήκει στο 

διάστημα (α,β). 
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iii. Εργαζόμαστε με τη Μέθοδο Διχοτόμησης Διαστημάτων. 
iv. Είναι συνέπεια του ερωτήματος (iii). 
v. 1ος τρόπος 

Επειδή ο ένας από τους α,β είναι ρητός και ο άλλος άρρητος 

συμπεραίνουμε ότι ο αριθμός  
஑ାஒ

ଶ
 είναι άρρητος και μάλιστα, σύμφωνα με 

το ερώτημα (1), είναι ανάμεσα στους  α και β. 
2ος τρόπος 

 Αν ο α είναι άρρητος, τότε αυξάνοντας τον α κατά 
ଵ

஝
, ν θετικός 

ακέραιος,  όπου, όμως, ο 
ଵ

஝
  είναι μικρότερος από το μήκος του διαστήματος 

(α, β) θα έχουμε: 

α<α+
ଵ

஝
  <β.   Ο αριθμός α +

ଵ

஝
   είναι άρρητος και μάλιστα ανήκει στο 

διάστημα (α,β). 

 Αν ο β είναι άρρητος, τότε ελαττώνοντας τον β κατά 
ଵ

஝
 , ν θετικός 

ακέραιος, όπου, όμως, ο 
ଵ

஝
  είναι μικρότερος από το μήκος του διαστήματος 

(α, β), θα έχουμε: 

α<β −
ଵ

஝
  <β. Ο αριθμός β −

ଵ

஝
    είναι άρρητος και μάλιστα ανήκει στο 

διάστημα (α,β). 
vi. Η ύπαρξη άπειρων αρρήτων σε κάθε διάστημα (α, β) με άκρα ρητό και 
άρρητο μπορεί να εξασφαλιστεί  με τη Μέθοδο Διχοτόμησης Διαστημάτων.  
vii. β) Έστω α,β ρητοί με α<β.  

Για να εξασφαλίσουμε ότι ανάμεσα στους α και β υπάρχει άρρητος, 
αρκεί να αυξήσουμε τον α κατά ένα θετικό  άρρητο μικρότερο, όμως, από το 

μήκος του (α, β). Ένας τέτοιος άρρητος είναι ο  √ଶ

ଶ
(β-α), και επειδή: 

𝛼 < α +
√ଶ

ଶ
(β-α)<β, 

συμπεραίνουμε ότι ανάμεσα στους ρητούς  α και β υπάρχει άρρητος. 

viii. Εργαζόμαστε με τη Μέθοδο Διχοτόμησης Διαστημάτων. 
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Σχόλιο 3 

Η ύπαρξη θετικού ακεραίου ν για τον οποίο ισχύει  
ଵ

஝
< β − α , όπου α, 

β πραγματικοί αριθμοί με α<β,  δεν προβληματίζει μεν τους μαθητές, όμως, 
για να είμαστε ακριβείς, η ύπαρξή του ν  προκύπτει από την Αρχιμήδεια 

ιδιότητα του : «Για κάθε ε>0 υπάρχει ν τέτοιο ώστε 
ଵ

஝
< ε», η οποία δε 

διδάσκεται στο Λύκειο. 
 

Σχόλιο 4 
Το κείμενο που ακολουθεί θεωρούμε ότι θα μπορούσε να συζητηθεί με 

μαθητές που έχουν αυξημένα ενδιαφέροντα για τα μαθηματικά. 
 

Θεώρημα (Πυκνότητα ρητών) 
Για κάθε α,βIR με α<β υπάρχει τουλάχιστον ένας ρητός ρ, ώστε 

α<ρ<β. 
Απόδειξη 

Ας πάρουμε τους ρητούς με παρονομαστή  έναν θετικό ακέραιο ν και 
αριθμητές διαδοχικούς ακεραίους, δηλαδή θεωρούμε τους ρητούς  

  ୩
஝
, 

୩ାଵ

஝
, 

୩ାଶ

஝
    

Είναι φανερό ότι κάθε κλάσμα απέχει από το αμέσως επόμενό του κατά  
ଵ

஝
, οπότε, αν τα φανταστούμε τοποθετημένα πάνω στην ευθεία, είναι σα να 

προχωράμε με βήμα 
ଵ

஝
. Φυσικά το πόσο μεγάλο είναι το βήμα εξαρτάται από 

το ν. Το βήμα είναι πολύ μικρό αν ο ν είναι πολύ μεγάλος αριθμός.  
Ας θεωρήσουμε ένα κλάσμα από τα παραπάνω μικρότερο από το α και 

ας το τοποθετήσουμε πάνω στον άξονα των πραγματικών αριθμών, έστω στη 
θέση Μ. 

Αν από το Μ αρχίσουμε να προχωράμε προς το δεξιά με  βήμα 
ଵ

஝
, τότε 

όλο και θα πλησιάζουμε το α και μάλιστα κάποια στιγμή, φαίνεται λογικό, 
ότι θα το ξεπεράσουμε. 

Για να εξασφαλίσουμε, όμως,  ότι κάποιο από τα προαναφερθέντα 
κλάσματα θα είναι μέσα στο (α, β) αρκεί το βήμα με το οποίο προχωρούν τα 
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κλάσματα αυτά να είναι μικρότερο από το μήκος του διαστήματος (α, β), 

δηλαδή  αρκεί να επιλεγεί ο ν ώστε να ισχύει 
ଵ

஝
< β − α. 

Αν  
୩

஝
   είναι το πρώτο κλάσμα που θα ξεπεράσει τον α, τότε θα ισχύει: 

୩ିଵ

஝
≤ α <

୩

஝
  (1),  

οπότε: 
୩ିଵ

஝
≤ α ⟹

୩

஝
≤ α +

ଵ

஝
< α + β − α = β. Άρα 

୩

஝
< β (2) 

Λόγω των (1) και (2), αν ρ =
୩

஝
 , τότε: α < ρ < β. 

Η ύπαρξη άπειρων ρητών σε κάθε διάστημα (α, β) μπορεί να 
εξασφαλιστεί  με τη λεγόμενη Μέθοδο Διχοτόμησης Διαστημάτων. 
Συγκεκριμένα εργαζόμαστε ως εξής: 

Διχοτομούμε το αρχικό διάστημα (α, β). 

Μέσα σε καθένα από τα  δυο νέα διαστήματα θα υπάρχει από ένας 
τουλάχιστον ρητός. 

Διχοτομούμε τα δύο νέα  διαστήματα. Σε καθένα από τα  τέσσερα νέα 
διαστήματα θα υπάρχει από ένας τουλάχιστον ρητός. 

Συνεχίζοντας αυτή τη διαδικασία οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι 
στο διάστημα (α,β) υπάρχουν άπειροι ρητοί. 

 
Σχόλιο 5 
Στην παραπάνω απόδειξη χρησιμοποιήσαμε την Αρχιμήδεια ιδιότητα, που 
αναφέραμε στο σχόλιο 3, και το ακέραιο μέρος πραγματικού αριθμού, που 
ούτε αυτό περιλαμβάνονται στη σχολική ύλη. Συγκεκριμένα:  

i. Η ύπαρξη θετικού ακεραίου ν για τον οποίο ισχύει  
ଵ

஝
< β − α προκύπτει 

από την Αρχιμήδεια ιδιότητα του . 
ii. Η ύπαρξη του πρώτου κλάσματος που θα ξεπεράσει τον α εξασφαλίζεται 

από το θεώρημα: «Για κάθε  πραγματικό αριθμό x υπάρχει μοναδικός 
ακέραιος  k τέτοιος, ώστε: k-1≤ x <k». Οπότε, σύμφωνα με αυτό,  υπάρχει 

μοναδικός ακέραιος  k τέτοιος ώστε: k-1≤ να < k ή ισοδύναμα  
୩ିଵ

஝
≤ α <

୩

஝
 . 
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Θεώρημα (Πυκνότητα αρρήτων) 

Για κάθε α,βIR με α<β υπάρχει τουλάχιστον ένας άρρητος x, ώστε 
α<x<β. 
Απόδειξη 

Θεωρούμε έναν οποιονδήποτε άρρητο, για παράδειγμα τον√𝟐, οπότε 
θα έχουμε: α<β  α−√𝟐  <β −√𝟐 , όμως, λόγω της πυκνότητας των ρητών, 
υπάρχει ρητός ρ, ώστε: 

α−√𝟐 <ρ <β −√𝟐  α<ρ+√𝟐 < β, ρ+√𝟐  είναι άρρητος. 
 

Σχόλιο 6.   
Συνέπεια της πυκνότητας  των ρητών και των αρρήτων στο IR είναι ότι κάθε 
πραγματικός αριθμός είναι όριο ακολουθίας ρητών καθώς και  όριο 
ακολουθίας  αρρήτων. 
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