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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ Γ΄ ΤΑΞΗΣ 
ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΤΡΙΤΗ 2 ΜΑΪΟΥ 2017 
ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

ΟΜΑΔΩΝ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥΔΩΝ ΚΑΙ 
ΣΠΟΥΔΩΝ ΟΙΚΟΝΟΜΙΑΣ & ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΚΗΣ 

ΣΥΝΟΛΟ ΣΕΛΙΔΩΝ: ΤΕΣΣΕΡΙΣ (4) 
 
ΘΕΜΑ  Α 
Α1. Να αποδείξετε ότι, αν μια συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο 0x , τό-

τε είναι και συνεχής στο σημείο αυτό. 
Μονάδες 7 

Α2. Έστω f μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Τι ονομάζεται παράγουσα 
της f στο Δ; 

Μονάδες 3 
Α3. Να διατυπώσετε το θεώρημα μέγιστης και ελάχιστης τιμής. 

Μονάδες 5 
Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό  

σας, δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η 
πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 

 α) Για οποιεσδήποτε συναρτήσεις ,f g  με ( ) 0
0x→ xlim f x  και 

0x x ( )  lim g x  
ισχύει  

0x x ( ) ( )  lim f x g x 0 . 
 β) Οι πολυωνυμικές συναρτήσεις βαθμού μεγαλύτερου ή ίσου του 2 δεν έ-

χουν ασύμπτωτες. 
γ) Για κάθε συνεχή συνάρτηση f στο κλειστό διάστημα [α,β], η οποία έχει ρί-

ζα στο ανοικτό διάστημα (α,β), ισχύει ( ) ( ) 0 f α f β . 
 δ) Για κάθε συνάρτηση f  με ( )

0x→ xlim f x = 0  ισχύει ( )0x→ x
1lim = +f x ∞ . 

ε) Έστω f, g  δυο συναρτήσεις με πεδίο ορισμού Α, Β αντιστοίχως έτσι ώστε 
( ) f A B . Τότε δεν ορίζεται η συνάρτηση g f . 

Μονάδες 2x5 = 10 
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ΘΕΜΑ  Β 
Θεωρούμε συνάρτηση : ( , )  f 0  για την οποία για κάθε x  ισχύει: 

( ) 1  x xf e e x . 
Β1. Να αποδείξετε ότι ( ) 1  f x lnx x , ( , ) x 0 . 

Μονάδες 5 
Β2. Να αποδείξετε ότι η f  είναι γνησίως αύξουσα και κοίλη στο ( , )0 . 

Μονάδες 6 
Β3. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης fC  της συνάρτησης f . 

Μονάδες 4 
Β4.  Να αποδείξετε ότι ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση της f  και να βρείτε το πε-

δίο ορισμού της 1f . 
Μονάδες 4 

Β5.  Με βάση τις απαντήσεις σας στα ερωτήματα Β2 και Β3 να σχεδιάσετε τη γρα-
φική παράσταση της f και στη συνέχεια, στο ίδιο σύστημα αξόνων, να σχεδιά-
σετε και τη γραφική παράσταση της f –1 . 

Μονάδες 6 
 
ΘΕΜΑ  Γ 
Θεωρούμε συνάρτηση f  ορισμένη και δυο φορές παραγωγίσιμη στο , με συνεχή 
δεύτερη παράγωγο, για την οποία ισχύει ότι: 
 ( ) f 1 2   και  ( )΄ f 1 0  
 ( ) x f x ημ x   για κάθε ,    

1 1x 2 2  και  
  ΄́ f x 0   για κάθε x  . 
Γ1. Να αποδείξετε ότι:  

i) ( ) f 0 1. (μονάδες 2) 
 ii) Υπάρχει  ξ 0, 1  με  f ξ =1  (μονάδες 2)  και στη συνέχεια ότι για κάθε 

x   ισχύει  ' ' f x 0  (μονάδες 2).   
Μονάδες 6 

Γ2. i) Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα ( ,1]∞  και 
γνησίως φθίνουσα στο διάστημα [ , )1 ∞ . (μονάδες 4) 
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 ii) Να λύσετε την ανίσωση  ΄ ( ) 1 f f x 0 . (μονάδες 3) 
Μονάδες 7 

Γ3. Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και ( )  xg x 2   
έχουν ακριβώς δυο κοινά σημεία, τα A(0,1) και B(1,2). 

Μονάδες 6 
Γ4. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική πα-

ράσταση της συνάρτησης     ( ) ΄   xG x f x f x e , τους άξονες x΄x, y΄y και την 
ευθεία x =1. 

Μονάδες 6 
 
ΘΕΜΑ Δ 
Θεωρούμε συνάρτηση f ορισμένη και δύο φορές παραγωγίσιμη στο , με δεύτερη 
παράγωγο γνησίως αύξουσα, για την οποία ισχύει ότι: 
 2( )


  

2
f x x 4x 5lim x 2x =2  

 (́x)>2f  για κάθε  x 2 . 
Δ1. Να αποδείξετε ότι  f ( 2)= 1  (μονάδες 2), ΄ f ( 2)=2  (μονάδες 2) και 

΄́ ( 2)=0f  (μονάδες 3). 
Μονάδες 7 

Δ2. Να αποδείξετε ότι η f παρουσιάζει στο   Α 2,f ( 2)  καμπή και να βρείτε την 
εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης Cf της f στο σημείο 
  Α 2,f ( 2) . 

Μονάδες 4 
Δ3. Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό    ox 2, 1  τέτοιο, ώστε να ισχύει: 

0f(x )=0 . 
Μονάδες 6 

Δ4. Για το σημείο xo του ερωτήματος Δ3 : 
i) Να βρείτε το όριο  

o

2( ) ( )
( )

 
x x

f x ln f x 1lim f x . (μονάδες 3) 

ii) Να αποδείξετε ότι:   '  ox
22 f f(x) (x) dx f(0)f . (μονάδες 5) 

Μονάδες 8 
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ΟΔΗΓΙΕΣ (για τους εξεταζομένους) 
 
1. Στο εξώφυλλο του τετραδίου να γράψετε το εξεταζόμενο μάθημα. Στο εσώ-

φυλλο πάνω-πάνω να συμπληρώσετε τα ατομικά στοιχεία μαθητή. Στην αρ-
χή των απαντήσεών σας να γράψετε πάνω-πάνω την ημερομηνία και το εξε-
ταζόμενο μάθημα. Να μην αντιγράψετε τα θέματα στο τετράδιο και να μην 
γράψετε πουθενά στις απαντήσεις σας το όνομά σας. 

2.  Να γράψετε το ονοματεπώνυμό σας στο πάνω μέρος των φωτοαντιγράφων 
αμέσως μόλις σας παραδοθούν. Τυχόν σημειώσεις σας πάνω στα θέματα 
δεν θα βαθμολογηθούν σε καμία περίπτωση. Κατά την αποχώρησή σας να 
παραδώσετε μαζί με το τετράδιο και τα φωτοαντίγραφα. 

3.  Να απαντήσετε στο τετράδιό σας σε όλα τα θέματα μόνο με μπλε ή μόνο με 
μαύρο στυλό με μελάνι που δεν σβήνει. Μολύβι επιτρέπεται, και μόνο για πί-
νακες, διαγράμματα κλπ. 

4.  Κάθε απάντηση επιστημονικά τεκμηριωμένη είναι αποδεκτή. 
5.  Διάρκεια εξέτασης: τρεις (3) ώρες μετά τη διανομή των φωτοαντιγράφων. 
6.  Χρόνος δυνατής αποχώρηση: Μια (1) ώρα μετά την έναρξη της εξέτασης. 
 

ΣΑΣ  ΕΥΧΟΜΑΣΤΕ  ΕΠΙΤΥΧΙΑ 
ΤΕΛΟΣ  ΜΗΝΥΜΑΤΟΣ 

 



ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ  ΛΥΣΕΙΣ 
 
ΘΕΜΑ Α 
A1.  Θεώρημα σελ. 99 
A2.  Ορισμός σελ. 185 
A3.  Θεώρημα σελ. 77 
A4.  Λ, Σ, Λ, Λ, Σ. 
 
ΘΕΜΑ Β 
Β1. α τρόπος Θέτουμε xt e , οπότε x ln t , όπου x , t (0, )   . Επομένως, η 

σχέση x xf (e ) e x 1     (1)  γίνεται f (t) t ln t 1   , t (0, )  . Άρα: 
f (x) x ln x 1, x (0, )       (2). 

 β τρόπος Η x x x(1) f (e ) e ln e 1    . Θέτουμε xt e 0  , οπότε η προηγούμενη 
σχέση γίνεται f (t) t ln t 1   . Άρα : 

f (x) x ln x 1, x (0, )      
Β2. Από τη (2) προκύπτει ότι 1f (́x) 1 0x     (3), για κάθε x (0, )  . Επομένως η f  

είναι γνησίως αύξουσα στο (0, ) . 
 Από την (3) προκύπτει ότι 2

1f ΄́ (x) 0x     (4), για κάθε x (0, )  . Επομένως η f  
στρέφει τα κοίλα κάτω στο (0, ) . 

Β3. Έχουμε x 0

x 0

lim ln x
lim (x 1) 1









        
, άρα  x 0 x 0lim ln x x 1 lim f (x)         . 

 Επομένως η ευθεία x 0  είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της fC . 

Είναι  
x x x x

ln x x 1 ΄f (x) ln x x 1 1lim lim lim lim 1 1x x (x)́ x
   

       
           . 

Επίσης      x x xlim f (x) 1 x lim ln x x 1 x lim ln x 1             . 
Άρα η fC  δεν υπάρχει ασύμπτωτη στο + . 

Β4. Επειδή η f  είναι γνησίως αύξουσα (άρα και 1–1) στο (0, ) , υπάρχει η αντίστροφη 
συνάρτηση της f. To πεδίο ορισμού της 1f   είναι το σύνολο τιμών της f . 
Επειδή f συνεχής στο (0, + )

f γν. αύξουσα στο (0, + )
    , άρα 

   x 0 xf (0, ) limf (x), lim f (x)    
Είναι x 0lim f (x)    και xlim f (x)   , 
επομένως    f (0, ) ,      . 
Άρα το πεδίο ορισμού της 1f  είναι το . 

Β5. Η γραφική παράσταση της 1f   είναι η 
συμμετρική της γραφικής παράστασης της 
f  ως προς την ευθεία y x . y = x Cf 

Cf -1 



 
ΘΕΜΑ Γ 
Γ1. (i). α τρόπος 

Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) xf (x) ημx  , με 1 1x ,2 2
     . Τότε έχουμε 

h(x) 0 h(x) h(0)   . Με βάση το Θ. Fermat προκύπτει ότι h (́0) 0 . Όμως 
h (́x) f (x) x f (́x) συνx    , οπότε h (́0) f (0) 1  . Έτσι τελικά έχουμε 
f (0) 1 0 f (0) 1    . 

  β τρόπος 
 Για 1x ,02

      η xf (x) ημx  γίνεται ημxf (x) x . Όμως η f είναι συνεχής. Άρα 

x 0lim f (x) f (0)  . Επίσης x 0
ημxlim 1x  . Επομένως f (0) 1 . 

  Για 1x 0, 2
     η xf (x) ημx  γίνεται ημxf (x) x . Όμως η f είναι συνεχής. Άρα 

x 0lim f (x) f (0)  . Επίσης x 0
ημxlim 1x  . Επομένως f (0) 1 . 

  Συνεπώς f (0) 1 . 
 (ii). Η f  είναι συνεχής στο [0,1] και παραγωγίσιμη στο (0,1), άρα με βάση το 

Θ.Μ.Τ έχουμε ότι υπάρχει ξ  (0,1) τέτοιο, ώστε f (1) f (0) 2 1f (́ξ) 11 0 1 0
     . 

Επίσης η f ΄  είναι συνεχής στο [ξ,1] και παραγωγίσιμη στο (ξ,1), άρα με βάση το 
Θ.Μ.Τ έχουμε ότι υπάρχει κ (ξ,1)  τέτοιο, ώστε f (́1) f ΄(ξ)f ΄́ (κ) 1 ξ

   
0 1 1 01 ξ 1 ξ
     . Όμως  f ' ' x 0 , για κάθε x . Επίσης η f ΄΄  είναι συνεχής, 

οπότε η f ''  διατηρεί σταθερό πρόσημο. 
Άρα  f ΄΄ x 0, ά x     .   

(Γ2). Επειδή  f ΄΄ x 0, ά x      η f ΄  είναι γνησίως φθίνουσα, οπότε: 
(i). Αν x 1 , τότε f (́x) f (́1) 0  . Συνεπώς η f είναι γνησίως αύξουσα στο 
( ,1] αφού είναι συνεχής σ’ αυτό και f (́x) 0  στο ( ,1) . 
Αν x 1 , τότε f (́x) f (́1) 0  . Συνεπώς η f είναι γνησίως φθίνουσα στο 
[1, ) αφού είναι συνεχής σ’ αυτό και f (́x) 0  στο (1, ) . 
(ii).     f ΄f ΄ f (x) 1 0 f ΄ f (x) 1 f (́1) f (x) 1 1 f (x) 2           

 f (x) f (1)  .  
Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο ( ,1]  και γνησίως φθίνουσα στο 
[1, ) συμπεραίνουμε ότι f (x) f (1)  για κάθε x  και μάλιστα η ισότητα ισχύει 
μόνο για x=1. Άρα f (x) f (1) x 1   . 



(Γ3). Είναι f (0) 1
g(0) 1

    , οπότε το σημείο Α(0,1) είναι κοινό σημείο των fC  και gC . Επίσης 
f (1) 2
g(1) 2

    , οπότε το σημείο Β(1,2) είναι κοινό σημείο των fC  και gC . Επομένως οι 
fC  και  gC  έχουν κοινά σημεία τα Α και Β. Θα αποδείξουμε, με απαγωγή σε άτοπο, 

ότι οι fC , gC  δεν έχουνε άλλο κοινό σημείο.  
 Ας υποθέσουμε ότι αυτές έχουν και τρίτο κοινό σημείο. Αν 1x , 2x , 3x  με 

1 2 3x x x  είναι οι τετμημένες των τριών αυτών σημείων, τότε, θα ισχύει:  
1 1f (x ) g(x ) , 2 2f (x ) g(x ) , 3 3f (x ) g(x ) . 

Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) f (x) g(x)  . Για τη συνάρτηση h ισχύουν οι 
υποθέσεις του Θ. Rolle στα διαστήματα [x1, x2] και [x2, x3], αφού είναι παραγωγίσιμη 
στο IR και ισχύει 1 2 3h(x ) h(x ) h(x ) 0    
Άρα, υπάρχουν ξ1(x1, x2) και  ξ2(x2, x3) τέτοια, ώστε 1 2h (́ξ ) h (́ξ ) 0  . 
Επειδή, επιπλέον, η h΄  είναι παραγωγίσιμη στο [ξ1, ξ2 ], για τη συνάρτηση  
h΄ ισχύουν οι υποθέσεις του θ. Rolle. Άρα υπάρχει 1 2ξ (ξ ,ξ )  τέτοιο ώστε h΄́ (ξ) 0  
ή ισοδύναμα f ΄́ (ξ) g΄́ (ξ) 0  ή  2 ξf ΄́ (ξ) ln 2 2 0   . Αυτό όμως είναι άτοπο, 
αφού f ΄́ (ξ) 0  και  2 ξln 2 2 0   . 

(Γ4). Η f  στο [0,1] είναι γνησίως αύξουσα, άρα για κάθε x με 0 x 1  , ισχύει 
f (0) f (x) f (1)  , δηλαδή 1 f (x) 2  , οπότε f (x) 0 , x [0,1] . Επίσης f (́x) 0 , 
x [0,1] . Άρα f (x) f '(x) 0   στο [0,1], οπότε G(x) 0  στο [0,1]. Επομένως το 
ζητούμενο εμβαδόν είναι  1 1 x

0 0
E G(x)dx f (x) f '(x) e dx     . 

Υπολογισμός εμβαδού. 
 α τρόπος  

1 1 1x x x x
0 0 0

E f (x) e f '(x) e dx f (x) e dx f '(x) e dx              
 1 11x x x

00 0
f (x) e dx f (x) e f (x) e dx           

1 11 1x x x x 1 0
0 00 0

f (x) e dx f (x) e f (x) e dx f (x) e f (1) e f (0) e                     
2 e 1 1 2 e 1        

 β τρόπος 
1 1 ' 1x x x x

00 0
E f (x) e f '(x) e dx f (x) e dx f (x) e                      

 
 
 
 
 
 
 
 
 



ΘΕΜΑ Δ 
Δ1. Θέτουμε 2f (x) x 4x 5g(x) x 2

      (1),  οπότε x 2lim g(x) 2  .   
Για x 2   έχουμε:   
 2(1) f (x) g(x) (x 2) x 4x 5       . 
 Είναι: 2

x 2 x 2lim f (x) lim g(x) (x 2) x 4x 5 1 f ( 2)               , αφού η f  είναι 
συνεχής. Επομένως f ( 2) 1   . 

 2 2f (x) f ( 2) g(x) (x 2) x 4x 5 1 g(x) (x 2) (x 2) g(x) (x 2),x ( 2) x 2 x 2
                  

οπότε  x 2 x 2
f (x) f ( 2)lim lim g(x) (x 2) 2x ( 2)  

         . Άρα f (́ 2) 2  . 

Είναι f (́x) 2, για x 2
f (́ 2) 2
      , οπότε f (́x) 2 f (́ 2)    για κάθε x , και επειδή 

ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ. Fermat, είναι f ''( 2) 0  . 
Δ2. Όμως η f ''  είναι  γνησίως αύξουσα στο . 
 Επομένως για x 2   είναι f ΄́ (x) f ΄́ ( 2) f ΄́ (x) 0    . 
 Επίσης για x 2   είναι f ΄́ (x) f ΄ (́ 2) f ΄́ (x) 0    . 
 Επομένως έχουμε τον παρακάτω πίνακα : 

Η εξίσωση της εφαπτομένης της fC  στο –2 είναι :  
y f ( 2) f (́ 2) (x 2) y 2x 3         . 

Δ3. Είναι f (́x) 2 , για κάθε x , οπότε f (́x) 0 , για κάθε x . Άρα η f  στο  
είναι γνησίως αύξουσα. 

 Επίσης είναι f ( 2) 1 0    . 
 Στο [ 2, )   η f στρέφει τα κοίλα άνω, άρα η fC  βρίσκεται πάνω από την 

εφαπτομένη, με εξαίρεση το σημείο επαφής τους, οπότε f (x) 2x 3  με την ισότητα 
να ισχύει μόνο για x 2  . Έτσι για x 1   έχουμε f ( 1) 2 ( 1) 3 f ( 1) 1        , 
οπότε f ( 1) 0  . 

 Επομένως f ( 2) f ( 1) 0
f συνεχής στο [ 2, 1]

        , άρα, από το Θ. Bolzano, προκύπτει ότι υπάρχει 
0x ( 2, 1)    τέτοιο, ώστε 0f (x ) 0 . Η ρίζα 0x  είναι μοναδική, γιατί η f  είναι 

γνησίως αύξουσα στο . 

x  – 2 

f (x)  

f ΄́ (x)  
f (́x)  

      

Σ.Κ. 
  – 1 

0 



Δ4. (i). Στο διάστημα 0(x , )  είναι f (x) 0  γιατί για 0x x  είναι 0f (x) f (x ) 0  , 
αφού η f είναι γνησίως αύξουσα. 

   

Έχουμε    
0 0

2

x x x x
f (x) ln f (x) 1 ln f (x) 1lim lim 1f (x) f (x)

f (x)
  

           
γιατί : 

 Για u f (x) 0   έχουμε: 
  

0 0
ox x x xlim u lim f (x) f (x ) 0     . 

    
0x x u 0

ln f (x) ln u1 1lim lim1 1f (x) u
f (x) u

  

                   
, αφού : 

     u 0 u 0 u 0
2

1ln u ulim lim lim u 01 1
u u

  

   
     


 και u 0

1lim u    

(ii).  Θέτουμε u f (x) , οπότε du f (́x)dx . 
 Αν x 2  , τότε u f ( 2) 1    . Αν 0x x , τότε 0u f (x ) 0  . 
 Επομένως: 

   0x 0

2 1
f f (x) f (́x)dx f u du

 
   . 

 Θα αποδείξουμε ότι 0
12 f (u)du f (0)  . 

 Επειδή η f  είναι γνησίως αύξουσα, έχουμε 1 u 0 f (u) f (0)     , η ισότητα 
ισχύει μόνο για x=0, επομένως: 

0 0 0
1 1 1f (u)du f (0)du f (u)du f (0)       . 

 Στο [ 1,0]  η f  είναι κυρτή, άρα «βρίσκεται» πάνω από την εφαπτομένη, 
y 2x 3  , με εξαίρεση το σημείο επαφής τους  2, f( 2)  , οπότε f (u) 2u 3  , 

επομένως  0 0
1 1f (u)du 2u 3 du 2     . 

 


