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1 

 Γίλνληαη νη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο  f, g : IR IR  γηα ηηο νπνίεο γλσξίδνπκε όηη   

x2xe)x(f 2x    θαη   eexex)x(g1eex3ex 22    γηα θάζε x IR  . 

α) Να δείμεηε όηη ππάξρεη κνλαδηθό x0(0, 1) ώζηε λα ηζρύεη  2x2e 0
x0  . 

β) Να απνδείμεηε όηη  2x4x)x(f 0

2

0    γηα θάζε x IR  . 

γ) Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο (ε) πνπ εθάπηεηαη ζηε γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 

g ζην ζεκείν Α(1, g(1)). 

δ) Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηα-

ζε ηεο ζπλάξηεζεο f, ηελ επζεία (ε), θαη ηνλ άμνλα yy΄. 

 

Λύση 

α) 2x2e)x(f x    κε  x IR  . 

● Η f   είλαη ζπλερήο ζην [0, 1]  σο πξάμε ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ 

● 01)0(f    θαη  0e22e)1(f   

άξα από ην ζεώξεκα Bolzano ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα x0(0, 1) ώζηε λα ηζρύεη   

2x2e02x2e0)x(f 0
x

0
x

0
00  . 

02e)x(f x    νπόηε ε f   είλαη γλεζίσο αύμνπζα, άξα θαη 11, επνκέλσο ππάξρεη κνλαδηθό 

x0(0, 1) ώζηε λα ηζρύεη  2x2e 0
x0  . 

 

β)  

x ∞                                                    x0                                                         +∞ 

)x(f   
  

)x(f   

       

f(x) 

  

 

Η  f   είλαη γλεζίσο αύμνπζα άξα: 

0)x(f)x(f)x(fxx 00     θαη    0)x(f)x(f)x(fxx 00   

Άξα ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην (∞, x0]  θαη  γλεζίσο αύμνπζα ζην [x0, +∞). 

H f παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην ζην x0, ην 0

2

0
x

0 x2xe)x(f 0  . 

Άξα   0

2

0
x

0 x2xe)x(f)x(f)x(f 0      (1) 

Γλσξίδνπκε όκσο όηη:   0
x

0
x

x22e2x2e 00     (2) 

Από (1) θαη (2) έρνπκε:   2x4x)x(fx2xx22)x(f 0

2

00

2

00   



 
 

 

[4] 

 

 

γ) Η ζρέζε  eexex)x(g1eex3ex 22    ηζρύεη γηα θάζε  x IR    νπόηε: 

Γηα 1x   έρνπκε:   1e)1(g1ee)1(g1eeee)1(g1ee3e  . 

άξα  1e)1(g   

Έρνπκε επηπιένλ: 

 1eexex)x(g1eex3exeexex)x(g1eex3ex 2222

 

 )1(g1eexex)1(g)x(g)1(g1eex3ex 22  

 1e1eexex)1(g)x(g1e1eex3ex 22  

 exex)1(g)x(ge2ex3ex 22  

 )1x(ex)1(g)x(g)2x3x(e 2  

)1x(ex)1(g)x(g)2x)(1x(e      (3) 

Γηα  1x    έρνπκε: 

(3) ex
1x

)1(g)x(g
)2x(e 




  

  eexlim)2x(elim
1x1x


 

  άξα από ην θξηηήξην παξεκβνιήο πξνθύπηεη όηη  e
1x

)1(g)x(g
lim

1x







. 

Γηα  1x    έρνπκε: 

(3) )2x(e
1x

)1(g)x(g
ex 




  

  eexlim)2x(elim
1x1x


 

  άξα από ην θξηηήξην παξεκβνιήο πξνθύπηεη όηη  e
1x

)1(g)x(g
lim

1x







 

Σπλεπώο ηζρύεη όηη e
1x

)1(g)x(g
lim

1x







 ,  νπόηε  e)1(g  . 

Άξα ε εμίζσζε ηεο επζείαο (ε) πνπ εθάπηεηαη ζηε γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο g ζην ζεκείν Α(1, g(1)) 

είλαη: 

(ε) :  1exy1eeexy)1x(e1ey)1x()1(g)1(gy   

 

δ) Παξαηεξνύκε όηη 1e)1(g)1(f   

θαη  e)1(g)1(f   

άξα ε επζεία 1exy   είλαη θαη εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν Α. 

Η f είλαη θπξηή ζπλάξηεζε, δηόηη  02e)x(f x  ,  άξα ε 

επζεία είλαη «θάησ» από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f. 

Άξα: 

   
1

0
dx1ex)x(fE  

   
1

0

2x dx1exx2xe  



 
 

 

[5] 

 











1

0

2
2

3
x x

2

ex
x

3

x
e  

6

4e3

3

2

2

e
11

2

e
1

3

1
e


  η.κ. 

 

 

 

 

2 

 Γίλεηαη ε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f: IR  (0, +∞)  κε ζπλερή πξώηε παξάγσγν, γηα 

ηελ νπνία ηζρύεη όηη   
x1e1x

)x(f

1
)x(fln    γηα θάζε x IR   θαη  0)1(f  . 

α) Να ππνινγίζεηε ην  )1(f . 

β) Να δείμεηε όηη ε f δελ έρεη αθξόηαηα. 

γ) Αλ επηπιένλ δίλεηαη όηη  0
1x

)1(f)x(f





 γηα θάζε  1x  , λα δείμεηε όηη ε f είλαη 

γλεζίσο αύμνπζα. 

δ) Αλ ε f θπξηή, 1)1(f   θαη γλσξίδεηε όηη 
e

1
dx)x(fx

1

0
 , λα πξνζδηνξίζεηε ην 

εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηνπο άμνλεο  xx΄ ,  yy΄ θαη ηηο γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ f  θαη f
 1

 . 

 

Λύση 

α) Γηα 1x   ε ζρέζε 
x1e1x

)x(f

1
)x(fln   γίλεηαη: 

1
)1(f

1
)1(flne11

)1(f

1
)1(fln 11  

    (1) 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε  
x

1
xln)x(g    κε  0x  . 

Μειεηάκε ηελ g σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηά ηεο. 

22 x

1x

x

1

x

1
)x(g


  

1x0
x

1x
0)x(g

2



  

x 0                                                         1                                                         +∞ 

)x(g  
       

g(x) 
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Άξα ε g είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην (0, 1] θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην [1, +∞). 

Η g παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην ζην  x0 = 1,  ην 1)1(g   

Σπλεπώο παξαηεξνύκε όηη:   1)x(g)1(g)x(g1x0
g




 

      1)x(g)1(g)x(g1x
g




 

      1)1(g   

Άξα έρνπκε:  (1)   1)1(f1)1(fg   

 

β) Η f είλαη παξαγσγίζηκε ζην IR ,  άξα νη πηζαλέο ζέζεηο αθξνηάησλ ηεο, ζα είλαη ηα ζεκεία ζηα 

νπνία ε f   κεδελίδεηαη. 

Παξαγσγίδνπκε θαηά κέιε ηε ζρέζε  
x1e1x

)x(f

1
)x(fln    θη έρνπκε: 

   x12x1

2

x1

2
e1)x(f1)x(f)x(fe1

)x(f

)x(f)x(f)x(f
e1

)x(f

)x(f

)x(f

)x(f  








    (2) 

Υπνζέηνπκε πσο ππάξρεη 1x  IR   ώζηε λα ηζρύεη  0)x(f 1  . 

Τόηε ε ζρέζε (2) γίλεηαη:    1x1e0e1e1)x(f0 1
x1x1

0)x(f
x1

1
2 111 





 

Άξα  0)1(f    (άηνπν δηόηη από ηα δεδνκέλα γλσξίδνπκε πσο  0)1(f  ). 

Δπνκέλσο  0)x(f   γηα θάζε x IR  ,  άξα ε f δελ έρεη αθξόηαηα. 

 

γ) Φσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο, ζεσξνύκε πσο 1x  . 

● Η f είλαη ζπλερήο ζην [1, x] (σο παξαγσγίζηκε) 

● Η f είλαη παξαγσγίζηκε ζην (1, x) 

άξα από ην ΘΜΤ πξνθύπηεη πσο ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα μ(1, x) ηέηνην ώζηε λα ηζρύεη  

0
1x

)1(f)x(f
)μ(f 




  

Σην πξνεγνύκελν εξώηεκα απνδείρζεθε πσο 0)x(f   γηα θάζε x IR  . Δθόζνλ ε f   είλαη ζπλερήο, 

ζπκπεξαίλνπκε πσο δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν θη επεηδή 0)μ(f  , άξα 0)x(f   γηα θάζε x IR  . 

Σπλεπώο ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζπλάξηεζε. 

 

δ) Η f είλαη γλεζίσο αύμνπζα νπόηε πξνθαλώο αληηζηξέθεηαη. 

Γλσξίδνπκε όηη  1)1(f   άξα θαη 1)1(f 1  .  Σπλεπώο νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ f θαη f 
1

 ηέκλν-

ληαη ζην ζεκείν (1, 1). 

Θα απνδείμνπκε πσο επεηδή ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζπλάξηεζε, ηα θνηλά ζεκεία ησλ γξαθηθώλ 

παξαζηάζεσλ ησλ ζπλαξηήζεσλ  f  θαη f
 1

, είλαη ζεκεία ηεο επζείαο y = x.  

Θεσξνύκε x1 κηα ιύζε ηεο εμίζσζεο  )x(f)x(f 1 .   Γει.:   111
1

1 x)x(ff)x(f)x(f     (3) 

Αλ 11 x)x(f   ηόηε εθόζνλ ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα, ηζρύεη:  11

)3(

11 x)x(f)x(f))x(f(f   (άηνπν) 



 
 

 

[7] 

 

Οκνίσο νδεγνύκαζηε ζε άηνπν  αλ 11 x)x(f  .  Άξα 11 x)x(f  . 

Αλ 11 x)x(f   ηόηε πξνθαλώο 111 x)x(f))x(f(f    (ηζρύεη ε (3)) 

Γειαδή ε ιύζε ηεο εμίζσζεο )x(f)x(f 1  είλαη θαη ιύζε ηεο εμίζσζεο x)x(f  . 

 Δπνκέλσο αλ ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα, ηα θνηλά ζεκεία ησλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ ησλ ζπλαξηή-

ζεσλ f  θαη f
 1

, είλαη ζεκεία ηεο επζείαο y = x. 

Βξίζθνπκε ηώξα ηελ εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν (1, f(1)). 

(ε):  xy1x1y)1x()1(f)1(fy   

Η f είλαη θπξηή άξα x)x(f   γηα θάζε x ≠ 1. Δπνκέλσο  ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f δελ έρεη άιιν 

θνηλό ζεκείν κε ηελ επζεία y = x, άξα νύηε θαη κε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f
 1

. 

Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ f θαη f
 1

 είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηελ y = x, άξα εθό-

ζνλ ε Cf είλαη «πάλσ» από ηελ y = x, ε 1f
C   ζα είλαη «θάησ» από ηελ y = x. 

 

 e

1
dx)x(fx

1

0
 

    e

1
dx)x(f)x(xf

1

0

1

0  

  e

1
dx)x(f)1(f

1

0
 

  e

1
1dx)x(f

1

0
 

e

1e
dx)x(f

1

0


   

Γλσξίδνπκε όηη  0)x(f   γηα θάζε x IR  , 

επνκέλσο ην ρσξίν πνπ πεξηθιείεηαη από ηε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f, ηελ επζεία 1x   

θαη ηνπο άμνλεο, έρεη εκβαδόλ  
e

1e 
 η.κ. 

Πξνθαλώο ην εκβαδόλ πνπ πεξηθιείεηαη από 

ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f, ηελ επζεία 

1y   θαη ηνλ yy΄  πξνθύπηεη αλ από ην 

ηεηξάγσλν κε πιεπξά 1 αθαηξέζνπκε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο f, ηελ επζεία 1x   θαη ηνπο άμνλεο . 

Γει.    
e

1

e

1e
1E 2

1 


  η.κ. 

Λόγσ ηνπ όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ f θαη f
 1

  είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηελ 

επζεία xy  , ζπκπεξαίλνπκε πσο ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηα-

ζε ηεο f
 1

 , ηνλ xx΄  θαη ηελ επζεία 1x   είλαη  
e

1

e

1e
1E 2

1 


  η.κ. 
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Άξα ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηνπο άμνλεο xx΄ ,  yy΄ θαη ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο 

ησλ ζπλαξηήζεσλ f θαη f
 1

 είλαη:   
e

2e

e

2
1E21E 1


   η.κ. 

 

 

 

 

 

3 

 Γίλνληαη νη παξαγσγίζηκεο ζπλαξηήζεηο  f, g: [1, 3] IR   κε x22 e)3x2x()x(g  ,  

)x(g)x(f   γηα θάζε x[1, 3]  θαη  0)3(f)1(f  . 

α) Να δείμεηε όηη gf  . 

β) Γίλεηαη επηπιένλ ε ζπλάξηεζε h κε  x2e)x(f)x(h  . Να κειεηήζεηε ηελ h σο 

πξνο ηελ θπξηόηεηα ηεο θαη λα βξείηε ηελ εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο ηεο παξάζηαζεο 

ηεο h ζην ζεκείν Α(2, h(2)). 

γ) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε   
x2e

1
x1)x1ln(  . 

δ) Να απνδείμεηε όηη:       11dtdxx1)x1ln(7x2e
3

0

1

0

x2 







  . 

 

Λύση 

α) Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε )x(g)x(f)x(θ  ,  κε Dθ = [1, 3] 

0)x(g)x(f)x(θ   γηα θάζε x[1, 3] 

Θα απνδείμνπκε όηη ε θ είλαη ζηαζεξή ζπλάξηεζε κε 0)x(θ   γηα θάζε  x[1, 3]. 

Παξαηεξνύκε όηη 0)1(g)1(f)1(θ    θαη 0)3(g)3(f)3(θ  .  

Υπνζέηνπκε όηη ππάξρεη x0(1, 3) ώζηε λα ηζρύεη 0)x(θ 0  . 

Η θ είλαη ζπλερήο ζην [x0, 3] θαη παξαγσγίζηκε ζην (x0, 3) νπόηε από ην ΘΜΤ ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ 

έλα μ1(x0, 3) ώζηε λα ηζρύεη :  

0
x3

)x(θ

x3

)x(θ)3(θ
)μ(θ

0

0

0

0
1 









   (άηνπν δηόηη 0)x(θ   γηα θάζε x[1, 3] ) 

Δπνκέλσο   0)x(θ   (1)  γηα θάζε  x[1, 3]   

Υπνζέηνπκε όηη ππάξρεη x1(1, 3) ώζηε λα ηζρύεη 0)x(θ 1  . 

Η θ είλαη ζπλερήο ζην [1, x1] θαη παξαγσγίζηκε ζην (1, x1) νπόηε από ην ΘΜΤ ππάξρεη ηνπιάρη-

ζηνλ έλα μ2(1, x1) ώζηε λα ηζρύεη :  

0
1x

)x(θ

1x

)1(θ)x(θ
)μ(θ

1

1

1

1
2 







   (άηνπν δηόηη 0)x(θ   γηα θάζε x[1, 3]) 

Δπνκέλσο   0)x(θ   (2)  γηα θάζε  x[1, 3] 



 
 

 

[9] 

 

Από ηηο ζρέζεηο (1) θαη (2) ζπκπεξαίλνπκε πσο  )x(g)x(f0)x(θ   γηα θάζε  x[1, 3]. 

Σπλεπώο νη ζπλαξηήζεηο f  θαη  g έρνπλ ίδηνπο ηύπνο θαη ίδηα πεδία νξηζκνύ, άξα είλαη ίζεο. 

 

β)   3x2x)x(hee3x2x)x(he)x(f)x(h 2x2x22x2     κε  Dh = [1, 3]. 

2x2)x(h    θαη   02)x(h    άξα ε  h  είλαη θπξηή. 

Η εθαπηνκέλε ηεο h ζην (1, h(1)) είλαη: 

7x2y)2x(23y)2x()2(h)2(hy   

 

γ) Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε  
x2e

1
x1)x1ln()x(k    κε  Dk = (1, +∞) 

Παξαηεξνύκε όηη  0111ln)0(k   

0
e

2
1

x1

1
)x(k

x2



   γηα θάζε x (1, +∞),  άξα ε k(x) είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζπλάξηεζε. 

0x)0(k)x(k0
e

1
x1)x1ln(

e

1
x1)x1ln(

k

x2x2




 

 

δ) Η h είλαη θπξηή, άξα γηα θάζε  x[1, 3] ηζρύεη: 

     7x2e)x(f7x2e3x2xe7x23x2x7x2)x(h x2x22x22     (3) 

Δπίζεο γηα θάζε x[1, 3] ηζρύεη όηη 0)x(f  ,  άξα: 

(3)    7x2e)x(f07x2e)x(f0 x2x2      (4) 

Από ην γ΄ εξώηεκα γλσξίδνπκε όηη γηα θάζε 0x   ηζρύεη:  x1)x1ln(
e

1
0

x2
      (5) 

Πνιιαπιαζηάδνληαο θαηά κέιε ηηο ζρέζεηο (4) θαη (5) έρνπκε: 

   x1)x1ln(7x2e
e

)x(f
0 x2

x2
  

Δπνκέλσο:           x1)x1ln(7x2e3x2xx1)x1ln(7x2e
e

)x(f x22x2

x2
 

    0x1)x1ln(7x2e3x2x x22     (6) 

Δπεηδή ε ηζόηεηα ζηε ζρέζε (6) δελ ηζρύεη γηα θάζε  x[0, 1],  έρνπκε: 

      0dxx1)x1ln(7x2e3x2x
1

0

x22  

        
1

0

x2
1

0

2 dxx1)x1ln(7x2edx3x2x  

     







 

1

0

x2

1

0

2
3

dxx1)x1ln(7x2ex3x
3

x
 

      
1

0

x2 dxx1)x1ln(7x2e31
3

1
 



 
 

 

[10] 

 

       3

11
dxx1)x1ln(7x2e

1

0

x2  

     0
3

11
dxx1)x1ln(7x2e

1

0

x2   . 

Άξα:        







  0dt

3

11
dxx1)x1ln(7x2e

3

0

1

0

x2
 

     







  

3

0

3

0

1

0

x2 dt
3

11
dtdxx1)x1ln(7x2e  

     
















  

3

0

3

0

1

0

x2 t
3

11
dtdxx1)x1ln(7x2e  

     11dtdxx1)x1ln(7x2e
3

0

1

0

x2 
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 Γίλεηαη ε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f: IR IR   κε ζπλερή παξάγσγν, γηα ηελ νπνία 

ηζρύεη 
  4

1

1)x(f

1)x(fx
2





  γηα θάζε  x IR   θαη  2)1(f  . 

α) Να απνδείμεηε όηη  3x4x2)x(f 2  . 

β)  Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηε κνλνηνλία. 

γ) Να πξνζδηνξίζεηε ην όξην    )x(f)1x(flim
x




. 

δ) Αλ  
4

e
)1(f  ,  λα ππνινγίζεηε ην  

1

0
dx)x(f . 

 

Λύση 

α) 
 

    



3)x(fx4)x(f4)x(fx41)x(f

4

1

1)x(f

1)x(fx 22

2
 

    3x4x2)x(f3x4x4)x(fx4)x(f 22222
     (1) 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε x2)x(f)x(g   κε  Dg = IR   θαη  ε νπνία είλαη ζπλερήο σο πξάμε ζπλερώλ 

ζπλαξηήζεσλ. 

Υπνζέηνπκε πσο ππάξρεη  x0 IR   ηέηνην ώζηε λα ηζρύεη  000 x2)x(f0)x(g   

Γηα 0xx   ε ζρέζε (1) γίλεηαη:    03x43x4x2)x(f
2

0

2

0

2

00    (άηνπν) 

Σπλεπώο ε g δε κεδελίδεηαη, νπόηε σο ζπλερήο ζπλάξηεζε δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν. 

Παξαηεξνύκε όηη:  02)1(f)1(g   



 
 

 

[11] 

 

Δπνκέλσο  0x2)x(f0)x(g   γηα θάζε  x IR  . 

Η ζρέζε (1) γίλεηαη:  3x4x2)x(f3x4x2)x(f 22   

 

β) Γηα 0x   πξνθαλώο ηζρύεη:   03x4x2)x(f 2   

Γηα  0x   έρνπκε:  0
x23x4

3

x23x4

x43x4
3x4x2)x(f

22

22
2 







  

Δπνκέλσο γηα θάζε x IR   ηζρύεη όηη  0)x(f  ,  άξα ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζπλάξηεζε. 

 

γ) Γηα θάζε x IR  ε f  είλαη ζπλερήο ζπλάξηεζε ζην [x, x+1] θαη παξαγσγίζηκε ζην (x, x+1), άξα από 

ην ΘΜΤ πξνθύπηεη όηη ππάξρεη  μ(x, x+1) ηέηνην ώζηε λα ηζρύεη: 

3μ4μ2)x(f)1x(f)x(f)1x(f
x1x

)x(f)1x(f
)μ(f 2 




   (2) 

Δπεηδή  x   θαη  1xμx  , πξνθαλώο από ην θξηηήξην παξεκβνιήο πξνθύπηεη όηη μ . 

Άξα:     0
μ23μ4

3
lim

μ23μ4

μ43μ4
lim3μ4μ2lim)x(f)1x(flim

2μ2

22

μ

2

μx














 


. 

 

δ)     




 


 

1

0

2
1

0

1

0

1

0

1

0
dx3x4x2x)1(fdx)x(fx)x(xfdx)x(fxdx)x(f  

  




























   12

33

12

77

3

2

4

e
3x4

12

1

3

x2

4

e
dx3x4xx2)1(f

1

0

2

3
2

31

0

22
 

12

33

12

77

3

2

4

e
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 Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f: [0, +∞) IR   κε ζπλερή παξάγσγν,  0)x(f   γηα θάζε  0x  ,  

1)0(f   θαη  
 

0
22x

)2x(εκ72)x(fx4x
lim

3

2x







. 

α) Να δείμεηε όηη 9)2(f   

β) Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη  μ(0, 2) έηζη ώζηε λα ηζρύεη  2μ3)μ(f  . 

γ) Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα. 

δ) Θεσξνύκε ηελ εθαπηνκέλε ε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν Α(μ, f(μ)). 

Αλ ε f είλαη θπξηή ζπλάξηεζε, λα πξνζδηνξίζεηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f. 

ε) Να βξείηε ην πιήζνο ησλ ιύζεσλ ηεο εμίζσζεο  α)x(f  , γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ 

α IR   . 

 

Λύση 

α) Θέηνπκε 
 

22x

)2x(εκ72)x(fx4x
)x(g

3




  κε ),2()2,0[x   θαη  0)x(glim

2x



. 

Γηα  ),2()2,0(x   έρνπκε: 

     



 22x)x(g)2x(εκ72)x(fx4x

22x

)2x(εκ72)x(fx4x
)x(g 3

3

  

      
  







2x2xx

22x)x(g)2x(εκ72
)x(f22x)x(g)2x(εκ72)x(f2x2xx

 

  
 

     
 

   






















22x2x2xx

2x)x(g

2x2xx

)2x(εκ72
)x(f

2x2xx

22x)x(g

2x2xx

)2x(εκ72
)x(f

     22x2xx

)x(g

2x2xx

)2x(εκ72
)x(f







  

Έρνπκε ζπλεπώο: 

     
























 22x2xx

)x(g

2x2xx

)2x(εκ72
lim)x(flim

2x2x
 

      
9

442

0
1

42

72

22x2xx

)x(g

2x

)2x(εκ

2xx

72
lim

2x


































 

Η f είλαη ζπλερήο (σο παξαγσγίζηκε) άξα   9)x(flim)2(f
2x




. 

 

β) Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε 3x)x(f)x(h  ,  κε  Dh = [0, +∞) θαη  2x3)x(f)x(h  . 

● H h είλαη ζπλερήο ζην [0, 2] σο πξάμε ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ. 

● H h είλαη παξαγσγίζηκε ζην (0, 2) σο πξάμε παξαγσγηζίκσλ ζπλαξηήζεσλ. 



 
 

 

[13] 

 

● 1)0(f)0(h   

  1892)2(f)2(h 3   

Άξα από ην ζεώξεκα Rolle ζπκπεξαίλνπκε πσο ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα μ(0, 2) έηζη ώζηε λα ηζρύεη  

22 μ3)μ(f0μ3)μ(f0)μ(h  . 

 

γ) Δθόζνλ 0)x(f 
 
γηα θάζε x(0, +∞) θαη ε f   είλαη ζπλερήο, πξνθαλώο ζα δηαηεξεί ζηαζεξό 

πξόζεκν. Όκσο 0μ3)μ(f 2   (δηόηη 0μ  ) άξα 0)x(f 
 
γηα θάζε x(0, +∞). 

Σπλεπώο ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην [0, +∞) 

 

δ) Η εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν Α(μ, f(μ)) είλαη: 

(ε):  )μ(fμ3xμ3y)μx(μ3)μ(fy)μx()μ(f)μ(fy 322      

Δθόζνλ ε f είλαη θπξηή, ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f είλαη πάλσ από ηελ επζεία ε (κε εμαίξεζε ην 

ζεκείν Α), νπόηε:  )μ(fμ3xμ3)x(f 32    γηα θάζε x[0, +∞). 

Άξα:  )μ(fμ3xμ3lim)x(flim 32

xx



  όκσο   


)μ(fμ3xμ3lim 32

x
 νπόηε πξνθύπηεη 

όηη 


)x(flim
x

. 

Η f είλαη γλεζίσο αύμνπζα άξα ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο είλαη:  ),1[))x(flim,)0(f[
x




 

 

ε) ● Αλ α  1 ηόηε ε εμίζσζε α)x(f  έρεη αθξηβώο κία ιύζε δηόηη α[1, +∞) θαη ε f  είλαη γλεζίσο 

αύμνπζα άξα θαη 11. 

● Αλ α < 1 ηόηε ε εμίζσζε α)x(f  είλαη αδύλαηε δηόηη α[1, +∞). 
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 Γίλεηαη ε ζπλερήο ζπλάξηεζε  f: IR IR   κε 9)x(xf2)x(f 2   γηα θάζε  x IR     θαη 

3)0(f  . 

α) Να δείμεηε όηη ν ηύπνο ηεο f είλαη  9xx)x(f 2   

β) Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζπλάξηεζε. 

γ) Να πξνζδηνξίζεηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f. 

δ) Να νξίζεηε ηελ f
 1

. 

ε) Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα )8,0(x0   ώζηε λα ηζρύεη ε ζρέζε 

   )1x(fx3)1x(f3)x(f)8x(4)x(f4 0
1

00
1

000 . 

 

Λύση 



 
 

 

[14] 

 

α)  9xx)x(xf2)x(f9)x(xf2)x(f9)x(xf2)x(f 22222  

  9xx)x(f 22
  

  (1) 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε x)x(f)x(g   κε  x IR  . 

Υπνζέηνπκε όηη ππάξρεη μ IR  ώζηε λα ηζρύεη μ)μ(f0)μ(g  .  

Τόηε από ηε ζρέζε (1) έρνπκε:     09μ9μμ)μ(f 2
μ)μ(f

22




  (άηνπν) 

Άξα ζπκπεξαίλνπκε πσο 0)x(g   γηα θάζε x IR   . Δθόζνλ ε g είλαη ζπλερήο θαη δε κεδελίδεηαη, ζα 

δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν. Ιζρύεη  030)0(f)0(g  , άξα 0x)x(f0)x(g   γηα θάζε x IR    

Δπνκέλσο από ηε ζρέζε (1) έρνπκε:  9xx)x(f9xx)x(f 22   

 

β) Παξαγσγίδνπκε ηελ f  θη έρνπκε: 

9x

9xx

9x

x
1)x(f

2

2

2 





  

● Αλ 0x   ηόηε  09xx 2   νπόηε  0)x(f   

● Αλ 0x   ηόηε  09x9xx9x09xx 2222   (ηζρύεη)  άξα  0)x(f   

Σπλεπώο γηα θάζε x IR    ηζρύεη 0)x(f  , δει. ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζπλάξηεζε. 

 

γ) Η f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα, άξα ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο είλαη: 

   


,0)x(flim,)x(flim)D(f
xx

  δηόηη: 

0

x

9
11x

9
lim

9xx

9xx
lim9xxlim)x(flim

2

x2

22

x

2

xx





























 


 






 


9xxlim)x(flim 2

xx
 

 

δ) Η f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζπλάξηεζε, άξα θαη 11, νπόηε αληηζηξέθεηαη. Η f
 1

 έρεη πεδίν νξη-

ζκνύ ην (0, +∞) (πνπ είλαη ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f)  θαη ζύλνιν ηηκώλ ην IR  (πνπ είλαη πεδίν νξηζκνύ 

ηεο f). Γηα ηνλ ηύπν ηεο f
 1

, ζέηνπκε ζηε ζρέζε 9)x(xf2)x(f 2   όπνπ x ην )x(f 1  . 

Γηα 0x   έρνπκε: 

   
x2

9x
)x(f9x)x(f2x9)x(ff)x(f2)x(ff

2
1

0x
121112 

 



. 

 

ε)        )1x(fx3)x(f)8x(4)1x(fx3)1x(f3)x(f)8x(4)x(f4 111  

      0)1x(fx3)x(f)8x(40)1x(fx3)x(f)8x(4 11    

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε )1x(fx3)x(f)8x(4)x(h 1    κε 1x   



 
 

 

[15] 

 

● Η h είλαη ζπλερήο ζην [0, 8] σο πξάμε ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ 

● Η h είλαη παξαγσγίζηκε ζην (0, 8) σο πξάμε παξαγσγηζίκσλ ζπλαξηήζεσλ 

● 96332)1(f03)0(f)80(4)0(h 1    

96424
18

72
24

92

99
24)9(f83)8(f)88(4)8(h

2
1 




 

 

Άξα από ην ζεώξεκα Rolle πξνθύπηεη πσο ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα )8,0(x0   ώζηε 0)x(h 0  . 

Όκσο     )1x(fx3)1x(f3)x(f)8x(4)x(f4)x(h 11  άξα ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα 

)8,0(x0   ώζηε    )1x(fx3)1x(f3)x(f)8x(4)x(f40)x(h 0
1

00
1

0000 . 
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 Γίλνληαη νη παξαγσγίζηκεο ζπλαξηήζεηο  f, g: IR IR   ηέηνηεο ώζηε 

●  3)1(f   

● 
2x

)x(fx2

h2h

)hx(f)hx(f
lim

220h 







 

● )2015(g)x(g)2016(g    γηα θάζε  xIR 

● 0)x(g   γηα θάζε  xIR 

α) Να απνδείμεηε όηη  2x)x(f 2  . 

β) Να κειεηήζεηε ηελ g σο πξνο ηε κνλνηνλία ηεο. 

γ) Να δείμεηε όηη  0)x(g   γηα θάζε  xIR   . 

δ) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε:    )2015x()2016(g2)x(gf  . 

 

Λύση 

α) 















 2x

)x(fx2

)2h(h

)hx(f)x(f)x(f)hx(f
lim

2x

)x(fx2

h2h

)hx(f)hx(f
lim

20h220h
 











 











 2x

)x(fx2

h

)x(f)hx(f

2h

1

h

)x(f)hx(f

2h

1
lim

20h
 

2x

)x(fx2

h

)x(f)hx(f

h

)x(f)hx(f

2h

1
lim

20h 
















 









       (1) 

Γλσξίδνπκε όηη   )x(f
h

)x(f)hx(f
lim

0h





  (2). 

Γηα ην 
h

)x(f)hx(f
lim

0h




, ζέηνπκε uhhu  , νπόηε γηα 0h   πξνθύπηεη όηη 0u  . 

Έρνπκε ινηπόλ:  )x(f
u

)x(f)ux(f
lim

u

)x(f)ux(f
lim

h

)x(f)hx(f
lim

0u0u0h













   (3) 



 
 

 

[16] 

 

Δπνκέλσο:   (1)   





 )x(fx2)x(f)2x(
2x

)x(fx2
)x(f

2x

)x(fx2
)x(f)x(f

2

1 2

22

)3(,)2(

 























 c

2x

)x(f
0

2x

)x(f
0

)2x(

)x(fx2)x(f)2x(
0)x(fx2)x(f)2x(

2222

2
2  

)2x(c)x(f 2   

Γηα 1x   έρνπκε:  1cc33)21(c)1(f    άξα   2x)x(f 2   

 

β) Γηα ηε ζπλάξηεζε g γλσξίδνπκε όηη 

● είλαη ζπλερήο ζην [2015, 2016] σο παξαγσγίζηκε 

● είλαη παξαγσγίζηκε ζην (2015, 2016) 

άξα από ην ΘΜΤ ππάξρεη ηνπιάρηζην έλα μ(2015, 2016)  ώζηε λα ηζρύεη  

)2015(g)2016(g)μ(g
20152016

)2015(g)2016(g
)μ(g 




   (4) 

Όκσο γηα θάζε  xIR  γλσξίδνπκε όηη )2015(g)x(g)2016(g  . Δπνκέλσο: 

)2015(g)2015(g)2016(g)2016(g)2015(g)μ(g)2016(g   

Γει.  0)2015(g)2015(g0)2015(g)2016(g)2016(g   

Άξα  0)2015(g)x(g)2016(g    γηα θάζε  xIR  νπόηε ε g είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζπλάξηεζε. 

 

γ) Δθόζνλ ε g είλαη ζπλερήο ζην IR  θαη 0)x(g   γηα θάζε  xIR , ηόηε ε g ζα δηαηεξεί ζηαζεξό πξό-

ζεκν ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο. Απνδείμακε όηη 0)2015(g   άξα 0)x(g   γηα θάζε xIR   . 

 

δ)      )2015x()2016(g22)x(g)2015x()2016(g2)x(gf
2

 

0)2015x()2016(g)x(g)2015x()2016(g)x(g)2015x()2016(g)x(g   (5) 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε  )2015x()2016(g)x(g)x(h   κε  xIR   . 

0)2016(g)x(g)x(h    ζπλεπώο  ε h είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζπλάξηεζε. 

0)2016(g)2016(g)20152016()2016(g)2016(g)2016(h   

(5) 2016x)2016(h)x(h
h




 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

[17] 
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 Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f: IR IR   θαη g: [0, +∞) IR  κε    )x(f2x2)x(f)x(f   γηα 

θάζε xIR   ,  )x(fe)x(g   γηα θάζε x[0, +∞),  1)0(f   θαη  0)0(g  . 

α) Να δείμεηε όηη  1x4x2)x(f 2  . 

β) Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηε κνλνηνλία. 

γ) Να πξνζδηνξίζεηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f. 

δ) Να απνδείμεηε όηη  x)x(g  , γηα θάζε 0x  . 

ε) Θεσξνύκε έλα πιηθό ζεκείν Α, πνπ θηλείηαη πάλσ ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπ-

λάξηεζεο g. H ηεηκεκέλε ηνπ Α απμάλεηαη κε ξπζκό 2 cm/sec. Αλ ηε ρξνληθή ζηηγκή t0 

ην ζεκείν Α βξίζθεηαη ζηνλ άμνλα yy΄, λα βξείηε ην ξπζκό πνπ κεηαβάιιεηαη ε ηεηαγ-

κέλε ηνπ Α θαηά ηε ρξνληθή ζηηγκή t0. 

 

Λύση 

α)    )x(f2)x(fx2)x(f)x(f)x(f2)x(fx2)x(f)x(f)x(f2x2)x(f)x(f  

  c)x(xf2
2

)x(f
)x(xf2

2

)x(f 22





















     (1) 

Γηα 0x   από ηε ζρέζε  (1) πξνθύπηεη όηη  
2

1
c   άξα: 

(1)  1)x(xf4)x(f1)x(xf4)x(f
2

1
)x(xf2

2

)x(f 22
2

 

  22222 x41x2)x(fx41x4)x(xf4)x(f     (2) 

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε  x2)x(f)x(θ   κε xIR . Η θ είλαη ζπλερήο σο δηαθνξά ζπλερώλ ζπλαξ-

ηήζεσλ. 

Θα δείμνπκε όηη 0)x(θ   γηα θάζε xIR . 

Υπνζέηνπκε όηη ππάξρεη 0x IR  ώζηε  000 x2)x(f0)x(θ  .  Τόηε:  

  0x0x40)x(f2)x(f2x2)x(f)x(f 00

x2)x(f

00000

00




 

Άξα ζα ηζρύεη  0)0(fx2)x(f0)x(θ
0x

000

0




  (άηνπν δηόηη 1)0(f  ) 

Δπνκέλσο  0)x(θ   γηα θάζε xIR . Σπλεπώο ε θ δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν θαη  επεηδή  

01)0(f)0(θ  ,  άξα 0)x(θ   γηα θάζε xIR .  

(2) 222
0)x(θ

22
x2)x(f)x(θ

x41x2)x(fx41x2)x(fx41)x(θx41)x(θ 


 

 

β) 
1x4

x41x42

1x4

x4
2

1x42

x8
2)x(f

2

2

22 








  

● Αλ  0x   ηόηε  0x41x42 2    άξα  0)x(f   



 
 

 

[18] 

 

● Αλ  0x   ηόηε:  

 04x164x16x41x420x41x42 22
0x4

22 


  (ηζρύεη) 

άξα  0)x(f  . 

Δπνκέλσο γηα θάζε  xIR  ζπκπεξαίλνπκε όηη 0)x(f  , νπόηε ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα. 

 

γ) Η f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα, άξα ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f είλαη   

   


,0)x(flim,)x(flim
xx

 δηόηη: 

0

x

1
42x

1
lim

1x4x2

1x4x4
lim1x4x2lim)x(flim

2

x2

22

x

2

xx





























 


 






 


1x4x2lim)x(flim 2

xx
 

 

δ) Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε  x)x(g)x(h    κε  Dh = [0, +∞). 

H h είλαη παξαγσγίζηκε σο δηαθνξά παξαγσγηζίκσλ ζπλαξηήζεσλ, άξα: 

01)x(g)x(h    δηόηη  01)x(g1)x(gee0)x(f 0)x(f   

Δπνκέλσο ε h είλαη γλεζίσο αύμνπζα νπόηε γηα θάζε 0x   έρνπκε: 

x)x(g0x)x(g)0(gx)x(g)0(h)x(h0x   

 

ε) Τν ζεκείν Α(x(t), y(t)) θηλείηαη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ζηεο g, άξα ζα ηζρύεη:  ))t(x(g)t(y   

Καηά ηε ρξνληθή ζηηγκή t0  ην ζεκείν A βξίζθεηαη ζηνλ άμνλα yy΄, άξα 0)t(x 0  . 

Δπηπιένλ ε ηεηκεκέλε ηνπ Α απμάλεηαη κε ξπζκό 2 cm/sec άξα 2)t(x   . 

Άξα:  )t(x))t(x(g)t(y))t(x(g)t(y   

Γηα ηε ρξνληθή ζηηγκή t0 έρνπκε:   )0(f
00000 e2)t(y)0(g2)t(y)t(x))t(x(g)t(y  

e2)t(y 0   cm/sec. 
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 Γίλεηαη ε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f: IR  IR  κε  0)0(f   θαη  1)1(f)1(f  . Αλ ε 

f   είλαη γλεζίσο θζίλνπζα γηα θάζε ]0,(x   θαη  γλεζίσο αύμνπζα γηα θάζε 

),0[x   λα απνδείμεηε όηη : 

α) 1)1(f   

β) 1)1(f   

γ) ε εμίζσζε 2x)1x()x(f 2   έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ιύζε. 

 

Λύση 

α) Η f είλαη ζπλερήο ζην [0, 1] θαη παξαγσγίζηκε ζην (0, 1), άξα από ην ΘΜΤ  ππάξρεη μ1 (0, 1) 

ώζηε λα ηζρύεη  )1(f
01

)0(f)1(f
)μ(f 1 




 . 

Η f   γλεζίσο αύμνπζα γηα θάζε ),0[x   άξα:  1)1(f)1(f)μ(f1μ0 11   

 

β) Η f είλαη ζπλερήο ζην [1, 0] θαη παξαγσγίζηκε ζην (1, 0), άξα από ην ΘΜΤ  ππάξρεη μ2 (1, 0) 

ώζηε λα ηζρύεη  )1(f
)1(0

)1(f)0(f
)μ(f 2 




 . 

Η f   γλεζίσο θζίλνπζα γηα θάζε ]0,(x   άξα:  

1)1(f1)1(f)1(f)μ(f0μ1 22   

 

γ) Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε  2x)1x()x(f)x(h 2 
 
κε  Dh = IR . 

● H h είλαη ζπλερήο ζην [1, 1] 

● 01)1(f)1(h    θαη  01)1(f34)1(f)x(h   

άξα από ην ζεώξεκα Bolzano ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα )1,1(x0   ώζηε  

2x)1x()x(f0)x(h 0
2

000  . 

Δπνκέλσο ε εμίζσζε 2x)1x()x(f 2   έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ιύζε. 
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10 

 Γίλεηαη ε δπν θνξέο παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f: IR  IR  κε )5(f)1(f  . Οη εθαπην-

κέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζηα ζεκεία (1, f(1)) θαη (5, f(5)) είλαη παξάι-

ιειεο θαη επηπιένλ ηζρύεη όηη 6
xεκ

x3εκx2εκ)1x(xf
lim

20x





.  Να απνδείμεηε όηη: 

α) 0)5(f   

β) 0)5(f   

γ) ππάξρεη  ]4,0[x0   ώζηε  )1x(f)1x(f 00   

δ) ε f   δελ είλαη αληηζηξέςηκε 

 

Λύση 

α) Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε  
xεκ

x3εκx2εκ)1x(xf
)x(g

2


   κε Dg = {x IR   / 0xεκ  } θαη 

6)x(glim
0x




 

Έρνπκε:  


 xεκ)x(gx3εκx2εκ)1x(xf
xεκ

x3εκx2εκ)1x(xf
)x(g 2

2
 

x

x3εκx2εκxεκ)x(g
)1x(fx3εκx2εκxεκ)x(g)1x(xf

2
2 

  

Η f είλαη ζπλερήο (σο παξαγσγίζηκε) άξα: 









 x

x3εκx2εκxεκ)x(g
lim)1x(flim)1u(flim)x(flim)1(f)5(f

2

0x0x0u

1xu

1x
 

0012016x3εκ
x2

x2εκ
2xεκ

x

xεκ
)x(glim

x

x3εκx2εκ

x

xεκ)x(g
lim

0x

2

0x






















 






 

 

β) Οη εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζηα ζεκεία (1, f(1)) θαη (5, f(5)) είλαη παξάιιε-

ιεο, άξα )5(f)1(f  . Έρνπκε: 




















 x

)1x(f
lim

u

)1u(f
lim

1x

)x(f
lim

1x

)1(f)x(f
lim)1(f)5(f

0x0u

1xu

1x1x
 









 2

2

0x

2

0x x

x3εκx2εκxεκ)x(g
lim

x

x

x3εκx2εκxεκ)x(g

lim  

011616
x3

x3εκ

x2

x2εκ
6

x

xεκ
)x(glim

x

x3εκx2εκ

x

xεκ)x(g
lim

2

0x22

2

0x
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γ) Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε  )1x(f)1x(f)x(h   κε  Dh = IR  .  

0)4(h)2(h)0(h

)3(f)5(f)4(h

)1(f)3(f)2(h

)1(f)1(f)0(h
)(

















   (εθόζνλ γλσξίδνπκε όηη )0)1(f)5(f   

● Αλ 0)4(h)2(h)0(h   ηόηε ππάξρεη 0x 0   ή 2x 0   ή  4x 0   ώζηε   

)1x(f)1x(f0)1x(f)1x(f0)x(h 00000   

● Σε θάζε άιιε πεξίπησζε δύν από ηα  h(0), h(2), h(4) είλαη εηεξόζεκα.  Έζησ όηη 0)2(h)0(h  , 

νπόηε κε εθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο Bolzano ζην [0, 2] ζπκπεξαίλνπκε πσο ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα 

x0(0, 2) ώζηε λα ηζρύεη  )1x(f)1x(f0)1x(f)1x(f0)x(h 00000   

Οκνίσο αλ 0)4(h)2(h   ή αλ 0)4(h)0(h  . 

Σε θάζε πεξίπησζε ηζρύεη πσο ππάξρεη  έλα ηνπιάρηζηνλ ]4,0[x0   ώζηε  )1x(f)1x(f 00   

 

δ) ● Η f είλαη ζπλερήο ζην [x0 1, x0+1]  σο παξαγσγίζηκε 

● Η f είλαη παξαγσγίζηκε ζηo (x0 1, x0+1) 

●  )1x(f)1x(f 00   

άξα από ην ζεώξεκα Rolle ππάξρεη  μ(x0 1, x0+1)  (1, 5) ώζηε  λα ηζρύεη 0)μ(f   

Γηα ηε ζπλάξηεζε f   έρνπκε: 

●  είλαη ζπλερήο ζηα [1, μ] θαη [μ,  5]   σο παξαγσγίζηκε 

● είλαη παξαγσγίζηκε ζηα (1, μ) θαη (μ,  5) 

●  )5(f)μ(f)1(f   

άξα από ην ζεώξεκα Rolle ππάξρεη  μ1(1, μ) ώζηε  λα ηζρύεη 0)μ(f 1   θαη  μ2(μ, 5) ώζηε  λα 

ηζρύεη 0)μ(f 2  . 

Σπλεπώο ππάξρνπλ μ1 ≠ μ2  κε  )μ(f)μ(f 21
 ,  νπόηε ε f   δελ είλαη αληηζηξέςηκε. 
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 Γίλνληαη νη παξαγσγίζηκεο ζπλαξηήζεηο  f, g: IR IR  κε 0)x(f   γηα θάζε x IR , 

0)0(g   θαη )x(f4)x(f2
3

)x(f
)x(g 2

3

  γηα θάζε x IR .  Αλ ε g είλαη ζηαζεξή 

ζπλάξηεζε, λα απνδείμεηε όηη  θαη ε f είλαη ζηαζεξή ζπλάξηεζε. 

 

Λύση 

Γηα 0x   έρνπκε:  

  012)0(f6)0(f)0(f0
3

)0(f12)0(f6)0(f
)0(f4)0(f2

3

)0(f
)0(g 2

23
2

3




       (1)
 



 
 

 

[22] 

 

Όκσο  012)0(f6)0(f 2  , δηόηη 012Γ  , άξα από ηε ζρέζε (1) πξνθύπηεη όηη 0)0(f   

Η f είλαη ζπλερήο ζπλάξηεζε (σο παξαγσγίζηκε) θαη  0)x(f   γηα θάζε x IR , άξα δηαηεξεί ζηαζεξό 

πξόζεκν, νπόηε  0)x(f   γηα θάζε x IR . 

Η g είλαη ζηαζεξή, νπόηε: 

   04)x(f4)x(f)x(f)x(f4)x(f)x(f4)x(f)x(f)x(g 22  

  0)x(f02)x(f)x(f
0)x(f

2




  επνκέλσο ε f είλαη ζηαζεξή. 
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 Θεσξνύκε ηελ  παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε  f: IR  IR  γηα ηελ νπνία γλσξίδνπκε όηη ηζρύεη   

x)x(f32))x(f(f3   θαη  
3

32
)x(f 

 
γηα θάζε xIR. 

α) Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηε κνλνηνλία. 

β) Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f  ζην 

ζεκείν  (0, f(0)). 

 

Λύση 

α) Παξαγσγίδνπκε θαηά κέιε ηελ ηζόηεηα  x)x(f32))x(f(f3   θη έρνπκε: 

  132))x(f(f3)x(f1)x(f32)x(f))x(f(f31)x(f32)x(f))x(f(f3    (2)
 

032)x(f3
3

32
)x(f   γηα θάζε xIR.  άξα ζα ηζρύεη  032))x(f(f3 

    
(3) 

Από (2) θαη (3) έρνπκε:  0
32))x(f(f3

1
)x(f 




   νπόηε ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζπλάξηεζε. 

 

β) Η δεηνύκελε εθαπηνκέλε είλαη  (ε):  )0(fx)0(fyx)0(f)0(fy   

Γηα 0x   ε ζρέζε (1) γίλεηαη:   

3

)0(f32
))0(f(f)0(f32))0(f(f30)0(f32))0(f(f3    (4) 

Γηα )0(fx   ε ζρέζε (1) γίλεηαη:   

 )0(f3)))0(f(f(f3)0(f)0(f
3

32
32)))0(f(f(f3)0(f))0(f(f32)))0(f(f(f3

)4(

 

0))0(f(f)0(f)))0(f(f(f
11:f




  (5) 



 
 

 

[23] 

 

(4) 0)0(f0
3

)0(f32)5(

  

Από ηε ζρέζε (2) έρνπκε:   

       01)0(f32)0(f3132)0(f3)0(f132))0(f(f3)0(f
2

 

 
3

3
)0(f01)0(f3

2

  

Σπλεπώο  ε εθαπηνκέλε (ε) έρεη εμίζσζε  x
3

3
y   
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Θεσξνύκε ηηο ζπλαξηήζεηο f θαη g  κε 

xe

1
xln)x(f    θαη  xe)x(g x  . 

α) Να κειεηήζεηε ηελ ζπλάξηεζε g σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηά ηεο. 

β) Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηε κνλνηνλία ηεο. 

γ) Να πξνζδηνξίζεηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f. 

δ) Να δείμεηε όηη γηα θάζε 1α   ηζρύεη  )1α(f)α(f)1α()1α(fα  . 

ε) Γίλεηαη επηπιένλ ε ζπλερήο ζπλάξηεζε h: (0, +∞) (0, +∞) κε   

  )x(h)x(f))x(h(h   γηα θάζε x IR  . Να δείμεηε όηη: 

  i. ε  h είλαη αληηζηξέςηκε ζπλάξηεζε 

  ii. ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο h θαη ε επζεία xy   έρνπλ κνλαδηθό θνηλό ζεκείν. 

 

Λύση 

α) Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο g είλαη ην Dg = IR  θαη ε παξάγσγνο ηεο g είλαη  1e)x(g x   

0x1e01e0)x(g xx   

 

x 
∞               0               +∞ 

   

 

  Σπλεπώο ε g είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην (∞, 0] θαη  γλεζίσο   

  αύμνπζα ζην  [0, +∞). Δπίζεο παξνπζηάδεη ειάρηζην ην 0)0(g  . 

  

)x(g   + 

g(x) 
  

 

 



 
 

 

[24] 

 

β) Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο f  είλαη ην Df = (0, +∞) 

0
xe

)x(g

xe

xe

e

1

x

1
)x(f

xx

x

x



   (δηόηη  απνδείρζεθε όηη  0)0(g)x(g0x

g




) 

Άξα ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  (0, +∞). 

 

γ) Η f είλαη ζπλερήο (σο πξάμε ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ) θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο, 

επνκέλσο ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο είλαη:   







 
,)x(flim,)x(flim)D(f

x0x
 IR    . 

 

δ)  )1α(f)α(f)α(fα)1α(fα)1α(f)α(f)1α()1α(fα  

    0)1α(f)α(f)α(f)1α(fα)1α(f)α(f)α(fα)1α(fα      (1) 

Όκσο ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζπλάξηεζε, νπόηε  0)1α(f)α(f    θαη  0)α(f)1α(f   θη 

επεηδή  1α   πξνθαλώο ε ζρέζε (1) ηζρύεη. 

 

ε) i. Έζησ όηη ε h δελ είλαη 11, άξα ππάξρνπλ x1, x2 IR     κε x1≠ x2  ώζηε λα ηζρύεη )x(h)x(h 21  . 

  Έρνπκε ινηπόλ: 

      )x(f)x(f)x(h)x(f)x(h)x(f)x(hh)x(hh)x(h)x(h 21

)x(h)x(h

22112121

21




   

  (άηνπν δηόηη ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα άξα 11) 

 Δπνκέλσο ε h είλαη 11, δει. αληηζηξέςηκε. 

  ii. Λύλνπκε ηελ εμίζσζε  x)x(h   θαη ζέινπκε λα δείμνπκε όηη έρεη κνλαδηθή ιύζε. 

  1)x(f)x(h)x(h)x(f)x(h))x(h(hx)x(h
0)x(h11:h




   (2) 

  Όκσο  1f(D), άξα ππάξρεη  x0Df  δει. 0x 0   ώζηε λα ηζρύεη 1)x(f 0  . Σπλεπώο: 

   (2) 0

11f

0 xx)x(f)x(f 


   

  Άξα  ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο h θαη ε επζεία xy   έρνπλ κνλαδηθό θνηλό ζεκείν κε ηεηκεκέλε   

  0x 0  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

[25] 
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 α) Αλ γηα κηα ζπλάξηεζε g: IR IR    ηζρύεη 0|)x(g|lim
0xx




 ηόηε λα απνδείμεηε όηη 

0)x(glim
0xx




. 

β) Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f: IR IR    κε  )x(fεκx)x(f2 4    γηα θάζε  x IR  . 

i. Να βξείηε ηo όξηo  )x(flim
0x

  

ii. Αλ επηπιένλ δίλεηαη όηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε,  ηόηε λα βξείηε ην   
4x x

)x(f
lim


 

  θαη λα απνδείμεηε όηη 0)x(f   γηα θάζε x IR  . 

 

Λύση 

α) |)x(g|)x(g|)x(g|    θη επεηδή  0|)x(g|lim
0xx




 από ην θξηηήξην παξεκβνιήο πξνθύπηεη όηη  

0)x(glim
0xx




. 

 

β) i. |)x(f||)x(fεκ||x||)x(f|2|x||)x(f2||x)x(f2| 444   

Άξα  |)x(f||x||)x(f|2|)x(f||)x(f||x||)x(f|2 44  . 

Δπνκέλσο:   |)x(f|x
3

1
|)x(f|3|x||x||)x(f|2|)x(f| 444 

 
   άξα  |)x(f|lim0

0x
     (1) 

    
44 x|)x(f||)x(f||x||)x(f|2     άξα  0|)x(f|lim

0x



      (2) 

Από (1) θαη (2) πξνθύπηεη όηη  0|)x(f|lim
0x




 νπόηε  0)x(flim
0x




. 

ii. 
2

x)x(fεκ
)x(f)x(fεκx)x(f2

4
4 

  














 2

1

x2

)x(fεκ
lim

x2

x)x(fεκ
lim

x

)x(f
limL

4x4

4

x4x
     (3) 

444 x

1

x

|)x(fεκ|

x

)x(fεκ
   άξα  

444 x

1

x

)x(fεκ

x

1
  

0
x

1
lim

x

1
lim

4x4x












  άξα από ην θξηηήξην παξεκβνιήο πξνθύπηεη όηη  0

x

)x(fεκ
lim

4x



. 

Δπνκέλσο  από ηε ζρέζε (3) έρνπκε:  
2

1

2

1

x2

)x(fεκ
lim

x2

x)x(fεκ
lim

x

)x(f
limL

4x4

4

x4x















 

Παξαγσγίδνληαο θαηά κέιε ηε ζρέζε )x(fεκx)x(f2 4   έρνπκε: 

 
)x(fζπλ2

x4
)x(fx4)x(fζπλ2)x(f)x(fζπλ)x(fx4)x(f2

3
33


  

0x0)x(f   



 
 

 

[26] 

 

0x0)x(f    δηόηη  0)x(fζπλ221)x(fζπλ   

 

x ∞                                                      0                                                          +∞ 

)x(f   
       

f(x) 

  

 

Άξα ε f παξνπζηάδεη νιηθό  κέγηζην ζην x0 = 0,  ην 0)0(f    

 (ε f είλαη ζπλερήο σο παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε, άξα 0)x(flim)0(f
0x




) 

Δπνκέλσο  0)x(f)0(f)x(f   γηα θάζε x IR  . 
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 Γίλνληαη νη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο  f, g, h: IR IR     γηα ηηο νπνίεο ηζρύνπλ: 

● 
x2)x(f

xe

xe

x2)x(f 2x2

2x2 







 γηα θάζε  x IR   

● 0x2)x(f    γηα θάζε  x IR   

● 









0x,1x)x(h

0x,)x(f
)x(g  

●  
x2x

x2)x(h
lim

20x 




 IR     θαη   

20x e2

1

xxεκ

x5x5εκ)1x(xh
lim 






 

α) Να δείμεηε όηη  1)0(f   

β) Να απνδείμεηε όηη  x2xe)x(f 2x2   

γ) Να κειεηήζεηε ηε ζπλάξηεζε f σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα. 

δ) Αλ ε g είλαη παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε, λα δείμεηε όηη ππάξρνπλ x1, x2(1, 1) ώζηε 

λα ηζρύεη  3)x(g)x(g 21  . 

 

Λύση 

α)    x2x)x(θx2)x(hx2x)x(θx2)x(h
x2x

x2)x(h
)x(θ 22

2





   κε  x IR  

*                               
    {2} 

θαη  )x(θlim
0x

 IR   . 

Σπλεπώο      0)0(h0x2x)x(θx2lim)x(hlim 2

0x0x



. 

Η g είλαη ζπλερήο άξα:     
 

)x(flim1x)x(hlim)0(g)x(glim)x(glim)0(g
0x0x0x0x

 



 
 

 

[27] 

 

1)0(g)0(f)0(f1)0(h)0(g
0)0(h




. 

 

β)  Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε x2)x(f)x(k   κε  x IR   . 

Γλσξίδνπκε όηη  0x2)x(f)x(k   
 θη επεηδή ε k(x) είλαη ζπλερήο ζπλάξηεζε (σο άζξνηζκα ζπλε-

ρώλ ζπλαξηήζεσλ), ζπκπεξαίλνπκε όηη δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν. 

0102)0(f)0(k  , άξα  0x2)x(f)x(k   γηα θάζε  x IR   . 

    







 
2x2

0x2)x(f
22x22

2x2

2x2
xex2)x(fxex2)x(f

x2)x(f

xe

xe

x2)x(f
 

x2xe)x(f 2x2  . 

 

γ) 2x2e2)x(f x2     κε   0202e2)0(f 02      

02e4)x(f x2    

Σπλεπώο: 

 

x ∞                                                     0                                                          +∞ 

)x(f   
  

)x(f   

       

f(x) 

  

 

Η  f   είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην IR    επνκέλσο:   0)x(f)0(f)x(f0x   

         0)x(f)0(f)x(f0x   

Άξα ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην [0, +∞), γλεζίσο θζίλνπζα ζην (∞, 0] θαη παξνπζηάδεη νιηθό 

ειάρηζην ζην x0 = 0, ην  1)0(f  . 

 

δ) 










 20x20x e2

1

1
x

xεκ

5
x5

x5εκ
5)1x(h

lim
e2

1

xxεκ

x5x5εκ)1x(xh
lim

   

 

22 e

1
)1(h

e2

1

2

)1(h
  

Η g είλαη ζπλερήο ζηα δηαζηήκαηα [1, 0],  [0, 1] θαη παξαγσγίζηκε ζηα δηαζηήκαηα (1, 0) θαη (0, 1), 

επνκέλσο από ην ΘΜΤ πξνθύπηεη όηη: 

ππάξρεη x1(1, 0) ώζηε λα ηζρύεη 
221

e

1
2

e

1
31)1(f)0(f)1(g)0(g)x(g   



 
 

 

[28] 

 

ππάξρεη x2(0, 1) ώζηε λα ηζρύεη 1
e

1
)0(f11)1(h)0(g)1(g)x(g

22   

Άξα:   3)x(g)x(g 21  . 

 

 

 

 

 

16 

 Γίλεηαη ε δπν θνξέο παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε  f: IR     IR  
*
   κε )x(fx2)x(f 2  γηα 

θάζε  x IR   . 

α) Να δείμεηε όηη   
22 βα

)α(f

1

)β(f

1
  γηα θάζε α, β IR   . 

β) Αλ βα  , λα απνδείμεηε όηη ππάξρεη μ(α, β) ώζηε λα ηζρύεη 

)β(f)α(f)βα()μ(f  . 

γ) Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα. 

δ) Αλ ην ζεκείν Α(1, f(1)) είλαη ζεκείν θακπήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f, λα 

κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηελ θπξηόηεηά ηεο θαη λα εμεηάζεηε αλ έρεη θη άιια ζεκεία 

θακπήο. 

 

Λύση 

 α)   cx
)x(f

1
x

)x(f

1
x2

)x(f

)x(f
x2

)x(f

)x(f
)x(fx2)x(f 22

22

2 




















  

2222 βα
)α(f

1

)β(f

1
cαcβ

)α(f

1

)β(f

1
    (1) 

 

β) Η f είλαη ζπλερήο ζπλάξηεζε ζην [α, β] θαη παξαγσγίζηκε ζην (α, β), άξα από ην ΘΜΤ πξνθύπηεη 

πσο ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα μ(α, β) ώζηε λα ηζρύεη   
αβ

)α(f)β(f
)μ(f




    (2) 

Από ηε ζρέζε (1) έρνπκε:  


 )βα()βα(
)α(f)β(f

)β(f)α(f
βα

)α(f

1

)β(f

1 22
 

)βα()α(f)β(f
αβ

)α(f)β(f
)βα()α(f)β(f

βα

)β(f)α(f










    (3) 

Σπλεπώο:   (2) )βα)(α(f)β(f)μ(f
)3(

  

 

γ) Πξνθαλώο ηζρύνπλ: 

Αλ 0x   ηόηε 0)x(fx2)x(f 2   



 
 

 

[29] 

 

Αλ 0x   ηόηε 0)x(fx2)x(f 2   

Αλ 0x   ηόηε 0)x(fx2)x(f 2   

Σπλεπώο ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα [0, +∞) θαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην (∞, 0]. 

Δπίζεο ε f έρεη νιηθό ειάρηζην ην )0(f  

 

δ) Γλσξίδνπκε όηη  cx
)x(f

1 2  , επνκέλσο  
cx

1
)x(f

2 
    

Πξνθαλώο 0cx 2  , δηόηη δηαθνξεηηθά ζα ίζρπε  0
)x(f

1
  (άηνπν). 

Η f είλαη δπν θνξέο παξαγσγίζηκε θαη ην ζεκείν Α(1, f(1)) είλαη ζεκείν θακπήο ηεο γξαθηθήο παξά-

ζηαζήο ηεο, νπόηε  0)1(f  . 

Έρνπκε ινηπόλ:  
22 )cx(

x2
)x(f


   θαη  

42

2222

)cx(

)cx(x8)cx(2
)x(f




  

3c08c220
)c1(

8)c1(2
0

)c1(

)c1(8)c1(2
0)1(f

34

2










  

Σπλεπώο 
3x

1

3x

1
)x(f

22 



  

Μειεηάκε ηελ f σο πξνο ηελ θπξηόηεηα: 

 22 3x

x2
)x(f



    

   
 

 
   22

2

32

22

42

2222

3x

6x6

3x

x83x2

3x

3xx83x2
)x(f














  

1x1x06x60)x(f 22    

 

x ∞                              1                                      1                                 +∞ 

)x(f   
   

)x(f  

    

 

H f είλαη θπξηή ζην [1, 1] θαη θνίιε ζηα δηαζηήκαηα (∞, 1] θαη  [1, +∞). Δπνκέλσο ε f έρεη θαη 

δεύηεξν ζεκείν θακπήο, ην Β(1, f(1)). 

 

 

 

 



 
 

 

[30] 
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 Θεσξνύκε ηελ παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f: [α, β] IR   , κε ζπλερή παξάγσγν. Η f είλαη 

θπξηή ζην [α, β], 0)α(f   θαη  0)γ(f)β(f   κε  γ(α, β). Να απνδείμεηε όηη: 

α) )β(f)α(f)γ(f   

β) ε f παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην 

γ) ε εμίζσζε  0)x(f   έρεη αθξηβώο δύν ιύζεηο. 

 

Λύση 

α) )γ(f)β(f0)γ(f)β(f   

Η f είλαη θπξηή ζην [α, β] άξα ε f   είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζπλάξηεζε. 

Η f είλαη ζπλερήο ζηα δηαζηήκαηα [α, γ] θαη [γ, β] (σο παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε) θαη παξαγσγίζηκε 

ζηα δηαζηήκαηα (α, γ) θαη (γ, β), νπόηε από ην ΘΜΤ πξνθύπηεη όηη: 

 ππάξρεη x1(α, γ) ώζηε 
αγ

)γ(f

αγ

)α(f)γ(f
)x(f 1







  θαη 

ππάξρεη x2(γ, β) ώζηε 
γβ

)γ(f2

γβ

)γ(f)β(f
)x(f 2









  


















0
γβ

)γ(f2

αγ

)γ(f

γβ

)γ(f2

αγ

)γ(f
)x(f)x(fxx 21

f

21  

0)γ(f0
)γβ()αγ(

)γ(f)α2γβ(
0

)γβ()αγ(

)γ(f)α2γ2γβ(
0

)γβ()αγ(

)γ(f)αγ(2)γ(f)γβ(















  

δηόηη βγα   

Άξα  0)γ(f)β(f   νπόηε  )β(f)α(f)γ(f  . 

 

β) Δθόζνλ 0)γ(f   ζπκπεξαίλνπκε όηη:  0
αγ

)γ(f
)x(f 1 


  θαη  0

γβ

)γ(f2
)x(f 2 




  

Η f   είλαη ζπλερήο ζπλάξηεζε, άξα από ην ζεώξεκα Bolzano ππάξρεη  μ(x1, x2) ώζηε λα ηζρύεη 

0)μ(f  . Η f   είλαη γλεζίσο αύμνπζα, άξα ην μ είλαη κνλαδηθό. 

Έρνπκε ινηπόλ:  0)x(f)μ(f)x(fμx    θαη  0)x(f)μ(f)x(fμx   

Άξα: 

 

 

x α                                                       μ                                                             β 

)x(f   

       

f(x) 

  



 
 

 

[31] 

 

 

Δπνκέλσο ε f παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην ζην μ. 

 

γ) 0)μ(f)α(f)μ(fμα
f




 

Έζησ Α1=[α, μ]  θαη  Α2= (μ, β] 

Η f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα θαη ζπλερήο ζην Α1, άξα f(A1) = [f(μ), 0]. 

Η f είλαη γλεζίσο αύμνπζα θαη ζπλερήο ζην Α2, άξα f(A2) = 








)β(f,)x(flim
μx

= (f(μ), f(β)]. 

0f(A1) θη επεηδή ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην Α1, ε εμίζσζε 0)x(f   έρεη κνλαδηθή ιύζε ζην Α1. 

0f(A2) θη επεηδή ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην Α2, ε εμίζσζε 0)x(f   έρεη κνλαδηθή ιύζε ζην Α2. 

Δπνκέλσο ε εμίζσζε  0)x(f   έρεη αθξηβώο δύν ιύζεηο. 
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 Γίλεηαη ε θνίιε ζπλάξηεζε f : (, α)  IR , κε α IR     θαη ζπλερή παξάγσγν, θαζώο θαη 

ε επζεία 5x2y   ε νπνία είλαη αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f  ζην . 

α) Να βξείηε ην όξην   )x(f)1x(flim
x




 . 

β) Να απνδείμεηε όηη:  )1x(f)x(f)x(f)x(f)1x(f   γηα θάζε 1αx  . 

γ) Να πξνζδηνξίζεηε  ην όξην  )x(flim
x




. 

δ) Γίλεηαη επηπιένλ ε ζπλάξηεζε  g : IR  IR  κε 2e2x4xe)3x(2)x(g 22x  . 

Να απνδείμεηε όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ f   θαη  g  δελ έρνπλ 

θαλέλα θνηλό ζεκείν. 

 

Λύση 

α) Η επζεία 5x2y   ε νπνία είλαη αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f  ζην  νπόηε: 

2
x

)x(f
lim

x



  θαη    5x2)x(flim

x



 

   


)1x(2)x(f)1x(2)1x(flim)x(f)1x(flim
xx

 

  22552)x2)x(f()1x(2)1x(flim
x




 

δηόηη   

● 5)x2)x(f(lim
x




 

● Γηα ην  )1x(2)1x(flim
x




 ζέηνπκε 1ux1xu    άξα  αλ x  ηόηε  u . 



 
 

 

[32] 

 

Σπλεπώο:      5u2)u(flim)1x(2)1x(flim
ux




 

 

β) Η f είλαη ζπλερήο ζηα δηαζηήκαηα [x1, x],  [x, x+1] θαη παξαγσγίζηκε ζηα (x1, x),  (x, x+1), άξα 

από ην ΘΜΤ πξνθύπηεη πσο ππάξρεη μ1(x1, x) ώζηε λα ηζρύεη )1x(f)x(f)μ(f 1   θαη  

μ2(x, x+1) ώζηε λα ηζρύεη )x(f)1x(f)μ(f 2  , γηα θάζε 1αx   

Η f είλαη θνίιε, άξα ε f   είλαη γλεζίσο θζίλνπζα. 

)1x(f)x(f)x(f)x(f)1x(f)μ(f)x(f)μ(fμxμ 1221     (1) 

 

γ)   2)x(f)1x(flim
x




 

Θέηνπκε  1ux1xu    άξα αλ  x ∞ ηόηε  u ∞. 

    2)u(f)1u(flim)1x(f)x(flim
ux




 

Από ηε ζρέζε (1) θαη ιόγσ ηνπ  θξηηεξίνπ παξεκβνιήο πξνθύπηεη όηη  2)x(flim
x




. 

 

δ) Η f   είλαη ζπλερήο ζπλάξηεζε θαη γλεζίσο θζίλνπζα, άξα ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο είλαη: 







 






 

 
2,)x(flim)x(flim,)x(flim)A(f

αxxαx
 

Άξα  2)x(f   γηα θάζε  x (, α). 

H 2e2x4xe)3x(2)x(g 22x   είλαη ζπλερήο ζπλάξηεζε ζην IR .  

4x2e2e)3x(2)x(g xx   κε  0)0(g   

2e4e)3x(22e2e2e)3x(2)x(g xxxxx    κε  0)0(g   

xxx xe2e6e)3x(2)x(g   

0x0xe20)x(g x    θαη  0x0xe20)x(g x   

 

x ∞                                                     0                                                          +∞ 

)x(g 
   

)x(g   

             

)x(g  

       

g(x) 

  

 

0)x(g)0(g)x(g0x
g




   θαη   0)x(g)0(g)x(g0x
g




 



 
 

 

[33] 

 

0)x(g)0(g)x(g0x
g




   θαη   0)x(g)0(g)x(g0x
g




 

Άξα ε g είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην (∞, 0] θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην [0, +∞) θαη έρεη νιηθό ειάρη-

ζην ην 4e2)0(g 2   

Γει. γηα θάζε x IR  πξνθύπηεη όηη  4e2)x(g 2   

Άξα γηα θάζε  x (, α)  ηζρύεη  )x(f24e2)x(g 2  , νπόηε νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ 

ζπλαξηήζεσλ f   θαη  g  πξνθαλώο δελ έρνπλ θαλέλα θνηλό ζεκείν. 
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 Γίλνληαη νη παξαγσγίζηκεο ζπλαξηήζεηο f, g, h: [0, +∞)  IR  κε  )x(f)1x(f)x(g   

θαη  )1x(f)x(f)x(h 22  .  Γηα ηε ζπλάξηεζε f ηζρύεη επηπιένλ όηη 

  0xf
)x(f2

1
f 










  γηα θάζε 0x   θαη  1)1(f  . 

α) Να δείμεηε όηη x)x(f  . 

β) Να δείμεηε όηη ε g είλαη αληηζηξέςηκε θαη λα πξνζδηνξίζεηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο. 

γ) Να βξείηε ηηο αζύκπησηεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο h. 

δ) Να απνδείμεηε όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο g θαη ε αζύκπησηε ηεο h ζην +∞ έρνπλ 

έλα κνλαδηθό θνηλό ζεκείν. 

ε) Να πξνζδηνξίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηηο γξαθηθέο παξα-

ζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ f θαη g θαζώο θαη ηoλ άμνλα yy΄. 

 

Λύση 

α) Δθόζνλ ε f έρεη πεδίν νξηζκνύ ην [0, +∞), ιόγσ ηεο ζρέζεο    0xf
)x(f2

1
f 










, ζπκπεξαί-

λνπκε όηη  0
)x(f2

1



 άξα  0)x(f   

Δπνκέλσο ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζπλάξηεζε, άξα θαη 11. 

x2

1
)x(f

x

1
)x(f2x

)x(f2

1
)x(f

)x(f2

1
f0)x(f

)x(f2

1
f 
























. 

Σπλεπώο  cx)x(f  . 
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έρνπλ έλα κνλαδηθό θνηλό ζεκείν. 

 

ε) x1x)x(f)1x(f)x(g    κε  Dg = [0, +∞)   

3

1
x1xx41xx2x1xx)x(g)x(f 

 

3

1
x1xx41xx2x1xx)x(g)x(f   

Δπνκέλσο ην εκβαδόλ ηνπ δεηνύκελνπ ρσξίνπ είλαη: 

     


















  3

2

27

34

27

316

3

x4

3

1x2
dxx21xdx)x(f)x(gE

3

1

0

33

3

1

0

3

1

0
 

9

634 
   η.κ. 

 

 

 

 

20 

 α) Γίλεηαη ε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f:(0, +∞)  IR  γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη 

x

)x(f
lim

0x 
 IR ,  0

x

)xθ(f)x(f
lim

0x





 κε 1θ    θαη  
u

)u(f
limx)x(f

0u

2


 .  Να απν-

δείμεηε όηη ε f είλαη ζηαζεξή ζπλάξηεζε. 

β) Γίλεηαη επηπιένλ ε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε g:(0, +∞)  IR  κε  

x

1
3)x(fx)x(g    θαη 3

x

1
x)x(g

2
  γηα θάζε 0x  , )1(f2)1(g   θαη  

0)1(g  . Να βξείηε: 

  i. ηνλ ηύπν ηεο f 

  ii. ηηο  αζύκπησηεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο g 

  iii. ην όξην 
x2εκx)x(xg

x5xln)x(g2
lim

2x 




 

 

Λύση 

 α) Έζησ α
x

)x(f
lim

0x



 IR   θαη  )x(xh)x(f

x

)x(f
)x(h   κε 0x    θαη   α)x(hlim

0x



. 

Γηα ην )xθ(hlim
0x 

 ζέηνπκε  
θ

v
xxθv  , νπόηε όηαλ  0x  πξνθύπηεη όηη θαη  0v . 

Δπνκέλσο:   α)v(hlim)xθ(hlim
0v0x


 

 



 
 

 

[36] 

 

  





 
0θαα0)xθ(hθ)x(hlim0

x

)xθ(xhθ)x(xh
lim0

x

)xθ(f)x(f
lim

0x0x0x
 

0α0α)θ1(
1θ




,  άξα  0α
x

)x(f
lim

0x



. 

Σπλεπώο  γηα θάζε 0x   έρνπκε:   c)x(f00x
u

)u(f
limx)x(f 2

0u

2 


 

 

β) i. Έζησ 
x

1
3)x(fx)x(g)x(θ    κε  0)x(θ    θαη  02)1(f)1(g)1(θ   

Άξα  )1(θ)x(θ   θαη ζύκθσλα κε ην ζεώξεκα Fermat ηζρύεη  0)1(θ   

2x

1
)x(f)x(fx)x(g)x(θ    

1)1(f01)1(f)1(f)1(g0)1(θ   

Γηα θάζε x(0, +∞) ηζρύεη όηη  c)x(f   

Γηα 1x   έρνπκε:  1cc)1(f   

Δπνκέλσο 1)x(f   γηα θάζε x(0, +∞). 

 

ii. 3
x

1
x)x(g3)x(xf

x

1
ξαά

3
x

1
x)x(g

3)x(xf
x

1
)x(g

x

1
3)x(fx)x(g

2

2
















 




















 
3

x

1
xlim3)x(fx

x

1
lim

2
0x0x

  άξα από ην θξηηήξην παξεκβνιήο πξνθύπηεη όηη 




)x(glim
0x

 

Σπλεπώο ε επζεία κε εμίζσζε 0x   είλαη θαηαθόξπθε αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο g. 

x

3
1

x

1

x

)x(g

x

3
)x(f

x

1

x

)x(g

x

1

x

3
)x(f

x

)x(g

x

1
3)x(fx)x(g

222
  

x

3

x

1
1

x

)x(g
3

x

1
x)x(g

32
  

Σπλεπώο:   
x

3

x

1
1

x

)x(g

x

3
1

x

1
32
  

1
x

3

x

1
1lim

x

3
1

x

1
lim

3x2x





















  άξα από ην θξηηήξην παξεκβνιήο πξνθύπηεη όηη 

ι1
x

)x(g
lim

x



 

3
x

1
x)x(g3xx

x

1
x)x(g3)x(fxx

x

1
x)x(g

x

1
3)x(fx)x(g   

3
x

1
x)x(g3

x

1
x)x(g

22
  



 
 

 

[37] 

 

Άξα   3
x

1
x)x(g3

x

1
2
  

33
x

1
lim3

x

1
lim

2xx





















  άξα από ην θξηηήξην παξεκβνιήο πξνθύπηεη όηη 

  β3x)x(glim
x




 

Άξα ε επζεία κε εμίζσζε  3xy   είλαη πιάγηα αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο g ζην +∞. 

 

iii. 

x

x2εκ
x)x(g

5
x

xln

x

)x(g
2

lim
x2εκx)x(xg

x5xln)x(g2
limL

x2x











 

0
x

1
lim

x

xln
lim

x.L.Dx


















 

x

1

x

x2εκ

x

1
1x2εκ11|x2εκ|

0x




 

0
x

1
lim

x

1
lim

xx












,  άξα από ην θξηηήξην παξεκβνιήο πξνθύπηεη όηη 0

x

x2εκ
lim

x



 

Δπνκέλσο:   1
3

3

03

5012

x

x2εκ
x)x(g

5
x

xln

x

)x(g
2

limL
x



















 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


