
 

 ΟΙ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ 
 ΑΡΙΘΜΟΙ 

 
 
 

1.1  ΟΙ ΠΡΑΞΕΙΣ ΚΑΙ ΟΙ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥΣ 
      (Επαναλήψεις – Συµπληρώσεις)  

 
 

Εισαγωγή 

Στο Γυµνάσιο µάθαµε ότι οι πραγµατικοί αριθµοί αποτελούνται από τους 
ρητούς και τους άρρητους αριθµούς και παριστάνονται µε τα σηµεία ενός 
άξονα , του άξονα των πραγµατικών αριθµών.  
 

 
 
Θυµίζουµε ότι: 
� Κάθε ρητός αριθµός έχει (ή µπορεί να πάρει) κλασµατική µορφή, δηλα-

δή τη µορφή 
α

β
, όπου βα, ακέραιοι, µε 0β ≠ . 

� Κάθε ρητός αριθµός µπορεί να γραφεί ως δεκαδικός ή περιοδικός δεκα-
δικός και, αντιστρόφως, κάθε δεκαδικός ή περιοδικός δεκαδικός µπορεί 
να πάρει κλασµατική µορφή. Για παράδειγµα,  
14
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9
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Μπορούµε δηλαδή να πούµε ότι οι ρητοί αριθµοί αποτελούνται από  
τους δεκαδικούς και τους περιοδικούς δεκαδικούς αριθµούς. 

Υπάρχουν όµως και αριθµοί, όπως οι 2 , 3, ,π κτλ., που δεν µπορούν να 

πάρουν τη µορφή 
α

β
, όπου βα,  ακέραιοι, µε 0β ≠ (ή, µε άλλα λόγια, δεν 

µπορούν να γραφούν ούτε ως δεκαδικοί ούτε ως περιοδικοί δεκαδικοί). Οι 
αριθµοί αυτοί λέγονται άρρητοι αριθµοί. 

1 
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Πράξεις 

Στους πραγµατικούς αριθµούς ορίστηκαν οι πράξεις της πρόσθεσης και του 
πολλαπλασιασµού και, µε τη βοήθειά τους , η αφαίρεση και η διαίρεση. 
• Για την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό ισχύουν οι ιδιότητες που 
αναφέρονται στον επόµενο πίνακα, οι οποίες και αποτελούν τη βάση του 
αλγεβρικού λογισµού. 

Ιδιότητα Πρόσθεση Πολλαπλασιασµός 

Αντιµεταθετική α β β α+ = +  βααβ =  

Προσεταιριστική ( ) ( )α β γ α β γ+ + = + +  ( ) ( )α βγ αβ γ=  

Ουδέτερο  
Στοιχείο 

0α α+ =  1α α⋅ =  

Αντίθετος/Αντίστροφος 
Αριθµού 

( ) 0α α+ − =
 

1
1, 0α α

α
⋅ = ≠  

Επιµεριστική ( )α β γ αβ αγ+ = +  

Στον πίνακα αυτόν, αλλά και στη συνέχεια του βιβλίου, τα γράµµατα που 
χρησιµοποιούνται παριστάνουν οποιουσδήποτε πραγµατικούς αριθµούς, ε-
κτός αν δηλώνεται διαφορετικά.  
Ο αριθµός 0 λέγεται και ουδέτερο στοιχείο της πρόσθεσης, διότι προστιθέ-
µενος σε οποιονδήποτε αριθµό δεν τον µεταβάλλει. Επίσης ο αριθµός 1 λέ-
γεται και ουδέτερο στοιχείο του πολλαπλασιασµού, διότι οποιοσδήποτε 
αριθµός πολλαπλασιαζόµενος µε αυτόν δεν µεταβάλλεται. 
 
ΣΧΟΛΙΟ 
Η αντιµεταθετική και η προσεταιριστική ιδιότητα  της πρόσθεσης έχουν ως 
συνέπεια, κάθε άθροισµα µε περισσότερους από δυο προσθετέους, να ισού-
ται µε οποιοδήποτε άλλο άθροισµα που σχηµατίζεται από τους ίδιους αριθ-
µούς µε  οποιαδήποτε σειρά και αν τους πάρουµε. Για παράδειγµα, 

3 2 2 3 2 5 2 3 3 2 2 5 2 2 5− + + + − + − = − + + − + + − = . 

Οµοίως, ένα γινόµενο µε περισσότερους από δυο παράγοντες ισούται µε ο-
ποιοδήποτε άλλο γινόµενο που µπορεί να σχηµατισθεί από τους ίδιους αριθ-
µούς µε οποιαδήποτε σειρά και αν τους πάρουµε.  Για παράδειγµα, 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 5 1 2 5
3 6 4 3 6 4 24

5 3 2 3 5 2
        − − − − − = − − − − − = −        
        
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(Η απόδειξη των παραπάνω ισχυρισµών είναι αρκετά πολύπλοκη και παρα-
λείπεται). 
 
• Η αφαίρεση και η διαίρεση ορίζονται µε τη βοήθεια της πρόσθεσης και 
του πολλαπλασιασµού αντιστοίχως ως εξής: 

(((( )))) 1
και : ( 0)

α
α β α β α β α β

β β
− = + − = = ⋅ ≠− = + − = = ⋅ ≠− = + − = = ⋅ ≠− = + − = = ⋅ ≠  

∆ηλαδή: 
Για να βρούµε τη διαφορά α β−  , προσθέτουµε στο µειωτέο τον αντίθετο 

του αφαιρετέου, ενώ για να βρούµε το πηλίκο 
α

β
 , µε  0β ≠  , πολλαπλασιά-

ζουµε το διαιρετέο µε τον αντίστροφο του διαιρέτη. 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ 
Επειδή διαίρεση µε διαιρέτη το µηδέν δεν ορίζεται, όπου στο εξής συναντά-

µε το πηλίκο 
α

β
, εννοείται ότι 0β ≠  και δεν θα τονίζεται ιδιαίτερα. 

• Για τις τέσσερις πράξεις και την ισότητα ισχύουν και οι ακόλουθες ιδιό-
τητες που είναι γνωστές από το Γυµνάσιο: 

1. ( )καια β γ δ α γ β δ= = ⇒ + = +  

δηλαδή, δυο ισότητες µπορούµε να τις προσθέσουµε κατά µέλη. 

2. ( )καια β γ δ α γ β δ= = ⇒ =  

δηλαδή, δυο ισότητες µπορούµε να τις πολλαπλασιάσουµε κατά µέλη. 

3. α β α γ β γ= ⇔ + = +  

δηλαδή, µπορούµε και στα δυο µέλη µιας ισότητας να προσθέσουµε ή να 
αφαιρέσουµε τον ίδιο αριθµό. 

4. Αν γ 0, τότε:

α β αγ βγ

≠

= ⇔ =
 

δηλαδή, µπορούµε και τα δυο µέλη µιας ισότητας να τα πολλαπλασιάσουµε 
ή να τα διαιρέσουµε µε τον ίδιο µη µηδενικό αριθµό. 

5. 0 0 ή  0⋅ = ⇔ = =α β α β  
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δηλαδή, το γινόµενο δύο πραγµατικών αριθµών είναι ίσο µε το µηδέν, αν και 
µόνο αν ένας τουλάχιστον από τους αριθµούς είναι ίσος µε το µηδέν. 

Άµεση συνέπεια της ιδιότητας αυτής είναι η ακόλουθη: 

0 0 και  0α β α β⋅ ≠ ⇔ ≠ ≠⋅ ≠ ⇔ ≠ ≠⋅ ≠ ⇔ ≠ ≠⋅ ≠ ⇔ ≠ ≠  

ΣΧΟΛΙΟ 
Όταν από την ισότητα α γ β γ+ = +  ή από την ισότητα  α γ β γ⋅ = ⋅  µεταβαί-

νουµε στην ισότητα α β= , τότε λέµε ότι διαγράφουµε τον ίδιο προσθετέο ή 

τον ίδιο παράγοντα αντιστοίχως. Όµως στην περίπτωση που διαγράφουµε 
τον ίδιο παράγοντα πρέπει να ελέγχουµε µήπως ο παράγοντας αυτός είναι 
ίσος µε µηδέν, οπότε ενδέχεται να οδηγηθούµε σε λάθος, όπως συµβαίνει 
στο ακόλουθο παράδειγµα. 

Έστω 1α = . Τότε έχουµε διαδοχικά: 

( )( ) ( )

2

2

1

1

1 1

1 1 1 1

1 1

0

α

α α α

α α

α α

α α α

α

α

=

⋅ = ⋅

=

− = −

+ − = − ⋅

+ =

=

 

Όµως έχουµε και 1α = , οπότε το 1 θα είναι ίσο µε το 0. Οδηγηθήκαµε στο 

λανθασµένο αυτό συµπέρασµα, διότι στην ισότητα ( )( ) ( )1 1 1 1α α α+ − = − ⋅  

διαγράψαµε τον παράγοντα ( )1α −  ο οποίος, λόγω της υπόθεσης, ήταν ίσος 

µε µηδέν. 
 

∆υνάµεις 

Είναι γνωστή από το Γυµνάσιο η έννοια της δύναµης αριθµού µε εκθέτη α-
κέραιο. Συγκεκριµένα, αν ο α είναι πραγµατικός αριθµός και ο ν φυσικός, 
έχουµε ορίσει ότι: 

 ,ν

ν παράγοντες

α α α α α= ⋅ ⋅= ⋅ ⋅= ⋅ ⋅= ⋅ ⋅ ⋯⋯⋯⋯
��������������������

 για 1ν >>>>   και  

 1 ,α α====  για 1.ν ====  

Αν επιπλέον είναι 0≠≠≠≠α , τότε ορίσαµε ότι: 

0 1α ====           και          
1−−−− ====ν

ν
α

α  
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ΣΧΟΛΙΟ 

Ενώ είναι φανερό ότι, αν α β= , τότε ν να β= , δεν ισχύει το αντίστροφο, α-

φού για παράδειγµα είναι ( )2 22 2− = , αλλά 2 2− ≠ .  

Στον επόµενο πίνακα συνοψίζονται οι ιδιότητες των δυνάµεων µε εκθέτη 
ακέραιο, µε την προϋπόθεση ότι κάθε φορά ορίζονται οι δυνάµεις και οι 
πράξεις που σηµειώνονται. 

κ λ κ λα α α +⋅ =  
κ

κ λ

λ

α
α

α

−=  

( )κκ κ
α β αβ⋅ =  

κκ

κ

α α

β β

 
=  
 

 

( )λκ κλα α=  

 

Αξιοσηµείωτες Ταυτότητες 

Η έννοια της ταυτότητας είναι γνωστή από το Γυµνάσιο. Συγκεκριµένα, κά-
θε ισότητα που περιέχει µεταβλητές και επαληθεύεται για όλες τις τιµές των 
µεταβλητών αυτών λέγεται ταυτότητα.  

Στον πίνακα που ακολουθεί αναφέρονται οι γνωστές µας πιο αξιοσηµείωτες 
ταυτότητες: 

 

      ( )2 2 22α β α αβ β+ = + +  

      ( )2 2 22α β α αβ β− = − +  

       ( ) ( )2 2α β α β α β− = + ⋅ −  

       ( )3 3 2 2 33 3α β α α β αβ β+ = + + +  

      ( )3 3 2 2 33 3α β α α β αβ β− = − + −  

       ( ) ( )3 3 2 2α β α β α αβ β+ = + ⋅ − +  

       ( ) ( )3 3 2 2α β α β α αβ β− = − ⋅ + +  

( )2 2 2 2 2 2 2α β γ α β γ αβ βγ γα+ + = + + + + +  
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Μέθοδοι Απόδειξης 

1η) Ευθεία Απόδειξη 

Έστω ότι για τρεις αριθµούς ,α β  και γ  δίνεται η συνθήκη 0α β γ+ + =  και 

θέλουµε να αποδείξουµε ότι 3 3 3 3α β γ αβγ+ + = , δηλαδή έστω ότι θέλουµε να 

αποδείξουµε τη συνεπαγωγή: 

3 3 3"Αν 0, τότε 3 "α β γ α β γ αβγ+ + = + + =  

Επειδή 0α β γ+ + = , είναι ( )α β γ=− + , οπότε θα έχουµε: 

( )

( )

( )
( )

33 3 3 3 3

3 3 3

3 2 2 3 3 3

2 2

3 3

3 3

3

3 , αφού .

α β γ β γ β γ

β γ β γ

β β γ βγ γ β γ

β γ βγ

βγ β γ

αβγ β γ α

+ + = − +  + + 

= − + + +

= − − − − + +

= − −

= − +

= + = −

 

Για την απόδειξη της παραπάνω συνεπαγωγής ξεκινήσαµε µε την υπόθεση 
0α β γ+ + =  και µε διαδοχικά βήµατα καταλήξαµε στο συµπέρασµα 

3 3 3 3α β γ αβγ+ + = . Μια τέτοια διαδικασία λέγεται ευθεία απόδειξη. 

ΣΧΟΛΙΑ 

1ο) Ευθεία απόδειξη χρησιµοποιήσαµε και στο Γυµνάσιο για την απόδειξη 
των γνωστών µας ταυτοτήτων. Για παράδειγµα, για την απόδειξη της 

ταυτότητας ( )2 2 22α β α αβ β+ = + + , µε ,α β R∈ , έχουµε διαδοχικά: 

( ) ( )( )
( ) ( )

2

2 2

2 22

α β α β α β

α α β β α β

α αβ βα β

α αβ β

+ = + +

= + + +

= + + +

= + +

 

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

Ορισµός δύναµης

Επιµεριστική ιδιότητα

Επιµεριστική ιδιότητα

Αναγωγή όµοιων όρων

 

 
2ο) Για να αποδείξουµε ότι ένας ισχυρισµός είναι αληθής, µερικές φορές µε 

διαδοχικούς µετασχηµατισµούς καταλήγουµε σε έναν λογικά ισοδύναµο 
ισχυρισµό που είναι αληθής. Έτσι συµπεραίνουµε ότι και ο αρχικός ι-
σχυρισµός είναι αληθής.  

Για παράδειγµα, έστω ότι για τους πραγµατικούς αριθµούς , , ,α β x y  

θέλουµε να αποδείξουµε την ταυτότητα: 
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( )( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 +α β x y αx βy αy βx+ + = + −  

Έχουµε διαδοχικά: 

( )( ) ( ) ( )2 22 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

+

2 2

, που ισχύει.

α β x y αx βy αy βx

α x α y β x β y α x αβxy β y α y αβxy β x

α x α y β x β y α x α y β x β y

+ + = + −

⇔ + + + = + + + − +

⇔ + + + = + + +
 

3ο) Για να αποδείξουµε ότι ένας ισχυρισµός δεν είναι πάντα αληθής, αρκεί 
να βρούµε ένα παράδειγµα για το οποίο ο συγκεκριµένος ισχυρισµός 
δεν ισχύει ή, όπως λέµε, αρκεί να βρούµε ένα αντιπαράδειγµα.  
Έτσι ο ισχυρισµός  

«για κάθε 0α>  ισχύει 2α α> » 

δεν είναι αληθής, αφού για 
1

2
α=  έχουµε 2 1

4
α = , δηλαδή 2α α< .  

 

2η) Μέθοδος της Απαγωγής σε Άτοπο 

Έστω ότι θέλουµε να αποδείξουµε τον ισχυρισµό:  

«Αν το τετράγωνο ενός ακεραίου αριθµού είναι άρτιος, τότε και ο αριθµός 
αυτός είναι άρτιος»,  

δηλαδή 

«Αν ο α2 είναι άρτιος αριθµός, τότε και ο α είναι άρτιος αριθµός» 

Για την απόδειξη του ισχυρισµού αυτού σκεπτόµαστε ως εξής: 

Έστω ότι ο α δεν είναι άρτιος. Τότε ο α θα είναι περιττός, δηλαδή θα έχει τη 
µορφή 2 1α κ= + , όπου κ ακέραιος, οπότε θα έχουµε: 

( )

( )

22

2

2

2

2 1

4 4 1

2 2 2 1

2 1 (όπου 2 2 ).

α κ

κ κ

κ κ

λ λ κ κ

= +

= + +

= + +

= + = +

 

∆ηλαδή 2 2 1,α λ λ= + ∈Z , που σηµαίνει ότι ο 2α  είναι περιττός. Αυτό όµως 

έρχεται σε αντίθεση µε την υπόθεση ότι ο 2α είναι άρτιος. Εποµένως, η πα-

ραδοχή ότι α δεν είναι άρτιος είναι λανθασµένη. Άρα ο α είναι άρτιος.  

Στην παραπάνω απόδειξη υποθέσαµε ότι δεν ισχύει αυτό που θέλαµε να α-
ποδείξουµε και χρησιµοποιώντας αληθείς προτάσεις φθάσαµε σε ένα συµπέ-
ρασµα που έρχεται σε αντίθεση µε αυτό που γνωρίζουµε ότι ισχύει. Οδηγη-
θήκαµε όπως λέµε σε άτοπο.  
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Η µέθοδος αυτή απόδειξης χρησιµοποιήθηκε για πρώτη φορά από τους Αρ-
χαίους Έλληνες και λέγεται απαγωγή σε άτοπο.  

 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 
1η  Να αποδειχθούν οι εξής ιδιότητες των αναλογιών: 

 

 
 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  
) Για 0 έχουµε:i βδ

α γ α γ
βδ βδ αδ βγ

β δ β δ

≠

= ⇔ ⋅ = ⋅ ⇔ =
 

) Για 0 έχουµε:ii βγδ

α γ αδ βγ α β
αδ βγ

β δ γδ γδ γ δ

≠

= ⇔ = ⇔ = ⇔ =

) Για 0 έχουµε:

1 1

iii βδ

α γ α γ α β γ δ

β δ β δ β δ

≠

+ +
= ⇔ + = + ⇔ =

( )) Για 0, αν θέσουµε , έχουµε:

και , οπότε ( ).

Εποµένως, , δηλαδή

α γ
iv βδ β δ λ

β δ

α λβ γ λδ α γ λ β δ

α γ α γ α γ
λ

β δ β δ β δ

+ ≠ = =

= = + = +

+ +
= = =

+ +  
 

2η Να αποδειχθεί ότι ο αριθµός 2 είναι άρρητος. Στη συνέχεια, µε τη χρήση 

του κανόνα και του διαβήτη, να παρασταθούν οι 2  και 2−  στον άξονα 
των πραγµατικών αριθµών.  

(((( ))))

(((( ))))

(((( ))))

(((( ))))(((( ))))

) εφόσον 0

) εφόσον 0

) εφόσον 0

) εφόσον 0

α γ
i αδ βγ βδ

β δ

α γ α β
ii βγδ

β δ γ δ

α γ α β γ δ
iii βδ

β δ β δ

α γ α γ α γ
iv βδ β δ

β δ β δ β δ

= ⇔ = ≠= ⇔ = ≠= ⇔ = ≠= ⇔ = ≠

= ⇔ = ≠= ⇔ = ≠= ⇔ = ≠= ⇔ = ≠

+ ++ ++ ++ +
= ⇔ = ≠= ⇔ = ≠= ⇔ = ≠= ⇔ = ≠

++++
= ⇒ = = + ≠= ⇒ = = + ≠= ⇒ = = + ≠= ⇒ = = + ≠

++++
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  

Έστω ότι ο 2  είναι ρητός. Τότε µπορούµε να γράψουµε 2
κ

λ
=  , όπου κ, λ είναι 

φυσικοί αριθµοί και 
κ

λ
 ανάγωγο κλάσµα (δηλαδή κλάσµα στο οποίο έχουν γίνει 

όλες οι δυνατές απλοποιήσεις). Τότε έχουµε διαδοχικά: 

( )
2

2

2

2

2 2

2

2

2

κ

λ

κ

λ

κ λ

 =  
 

=

=

 

που σηµαίνει ότι ο 2κ  είναι άρτιος, οπότε (σελ. 25) και ο κ είναι άρτιος, δηλαδή 
είναι της µορφής κ=2µ. 
Τότε έχουµε διαδοχικά: 

 
 
 
 
 
 

Που σηµαίνει ότι ο 2λ  είναι άρτιος, άρα και ο λ είναι άρτιος. 

Αφού λοιπόν οι κ, λ είναι άρτιοι, το κλάσµα 
κ

λ
 δεν είναι ανάγωγο (άτοπο). 

 

Στο σηµείο Α του πραγµατικού άξονα που παριστάνει τον αριθµό 1 υψώνουµε κά-
θετο τµήµα ΑΒ µε µήκος 1. Τότε η υποτείνουσα του ορθογωνίου τριγώνου ΟΑΒ έχει 

µήκος ίσο µε 2 . Στη συνέχεια µε κέντρο το Ο και ακτίνα ΟΒ = 2  γράφουµε κύ-
κλο ο οποίος τέµνει τον άξονα x΄x στα σηµεία Μ και M’  που παριστάνουν τους α-

ριθµούς 2  και 2−  αντιστοίχως. 
 

( )

2 2

2 2

2 2

2 2

2

2 2

4 2

2

κ λ

µ λ

µ λ

λ µ

=

=

=

=
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

Α΄ ΟΜΑ∆ΑΣ 

1. ∆ίνεται η παράσταση ( ) ( )
33

2 42 3 3
1

Α
x

x y xy
y

−
−

−

  = ⋅ :      
. 

i) Να δείξετε ότι 9 9Α x y= ⋅ . 

ii) Να βρείτε την τιµή της παράστασης για 
1

2010 και   
2010

= =x y . 

 

2. Να βρείτε την τιµή της παράστασης ( ) ( )
2

2 1
1 3 7Α :xy x y

−
− 

 
 

=  για 

0,4 και 2,5x y= =− . 

 

3. Να υπολογίσετε τις παραστάσεις : 

i) 2 21001 999−  ii) 99 101⋅  iii) 
( ) ( )2 2
7,23 4,23

11, 46

−
. 

 

4. i) Να δείξετε ότι ( ) ( )2 2
4α β α β αβ+ − − = . 

ii) Να υπολογίσετε την τιµή της παράστασης: 
2 2

999 1000 999 1000

1000 999 1000 999
   + − −   
   

. 

 

5. i) Να αποδείξετε ότι ( )( )2 1 1 1α α α− − + = . 

ii) Να υπολογίσετε την τιµή της παράστασης: 

( )2
1,3265 0,3265 2,3265− ⋅ . 

 

6. Να δείξετε ότι η διαφορά των τετραγώνων δυο διαδοχικών φυσικών αριθ-
µών (του µικρότερου από του µεγαλύτερου) ισούται µε το άθροισµα τους. 

 

7. Αν ν φυσικός αριθµός, να δείξετε ότι ο αριθµός 1 22 2 2ν ν ν+ ++ +  είναι πολ-

λαπλάσιο του 7. 
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Β΄ ΟΜΑ∆ΑΣ 

1. Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις: 

i) 
3 2

2

2α α α

α α

− +

−
 ii) 

( )2

2

2 2

1

α α α

α

− + −

−
. 

 

2. Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις 

i) 
( )

2 3 2

3

1

1

α α
α
α α

+ − ⋅ 
  +

 ii) 
2 2

3

1 1

1 1

α α α

α α

+ + −
⋅

+ −
  

 

3. Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις  

i) ( ) ( ) 22 1 1x y x y
−− −+ ⋅ +   ii) 

1 1

2 2

x y x y

x y x y

− −

− −

+ −
⋅

− −
. 

 

4. Να δείξετε ότι  
3 3 2

2 2
: 1

x y x
y

x yx y

   +
− =   −−   

. 

 

5. Αν 
α β γ

β γ α
= = , να δείξετε ότι α β γ= = . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 



1.2   ∆ΙΑΤΑΞΗ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 
 
 

Έννοια της ∆ιάταξης 
Οι έννοιες «µεγαλύτερος από», «µικρότερος από», που είναι γνωστές από το 
Γυµνάσιο, ορίστηκαν ως εξής: 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Ένας αριθµός α  λέµε ότι είναι µεγαλύτερος από έναν αριθµό β , και 

γράφουµε >>>>α β , όταν η διαφορά −−−−α β είναι θετικός αριθµός. 

Στην περίπτωση αυτή λέµε επίσης ότι ο β είναι µικρότερος του α  και γρά-

φουµε β α<<<<   

Από τον παραπάνω ορισµό προκύπτει αµέσως ότι: 
• Κάθε θετικός αριθµός είναι µεγαλύτερος από το µηδέν. 
• Κάθε αρνητικός αριθµός είναι µικρότερος από το µηδέν. 

Έτσι ο αρχικός ορισµός γράφεται ισοδύναµα: 

0> ⇔ − >> ⇔ − >> ⇔ − >> ⇔ − >α β α β  

Γεωµετρικά η ανισότητα α β> σηµαίνει ότι, πάνω στον άξονα των πραγµα-

τικών ο αριθµός α  είναι δεξιότερα από τον β . 

 

Αν για τους αριθµούς α  και β  ισχύει α β>  ή α β= , τότε γράφουµε ≥≥≥≥α β  

και διαβάζουµε: «α µεγαλύτερος ή ίσος του β».  

Από τον τρόπο µε τον οποίο γίνονται οι πράξεις της πρόσθεσης και του πολ-
λαπλασιασµού, προκύπτει ότι: 

•  
( )0 και 0 0α β α β> > ⇒ + >  

( )0 και 0 0α β α β< < ⇒ + <  

 

•  
,  οµόσηµοι 0 0

,   ετερόσηµοι 0 0

α
α β α β

β

α
α β α β

β

⇔ ⋅ > ⇔ >

⇔ ⋅ < ⇔ <
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•  
( )

2 0, για κάθε 

Η ισότητα ισχύει µόνο όταν  0

α α

α

≥ ∈

=

R
 

Από την τελευταία εύκολα προκύπτουν και οι ισοδυναµίες: 
2 2

2 2

0 0 0

0 0 0

+ = ⇔ = =+ = ⇔ = =+ = ⇔ = =+ = ⇔ = =

+ > ⇔ ≠ ≠+ > ⇔ ≠ ≠+ > ⇔ ≠ ≠+ > ⇔ ≠ ≠

α β α και β

α β α ή β
 

 

Ιδιότητες των Ανισοτήτων  

Στηριζόµενοι στην ισοδυναµία 0> ⇔ − >> ⇔ − >> ⇔ − >> ⇔ − >α β α β , µπορούµε να αποδείξουµε 

τις παρακάτω ιδιότητες των ανισοτήτων: 

1.  ( ) και α β β γ α γ> > ⇒ >  

 

2.  

• α β α γ β γ> ⇔ + > +  

• Αν 0γ > , τότε:  α β α γ β γ> ⇔ ⋅ > ⋅  

• Αν 0γ < , τότε:  α β α γ β γ> ⇔ ⋅ < ⋅  

 

3.  

• ( ) και α β γ δ α γ β δ> > ⇒ + > +  

• Για θετικούς αριθµούς α, β, γ, δ 
ισχύει η συνεπαγωγή: 

( ) και α β γ δ α γ β δ> > ⇒ ⋅ > ⋅  

Η ιδιότητα 3. ισχύει και για περισσότερες ανισότητες. Συγκεκριµένα:  

� ( )1 1 2 2 1 2 1 2και και ...και ... ...ν ν ν να β α β α β α α α β β β> > > ⇒ + + + > + + +  

� Αν, επιπλέον, τα µέλη των ανισοτήτων είναι θετικοί αριθµοί, τότε: 

( )1 1 2 2 1 2 1 2και και ...και ... ...ν ν ν να β α β α β α α α β β β> > > ⇒ ⋅ ⋅ ⋅ > ⋅ ⋅ ⋅     (*) 

 
Στη συνέχεια θα αποδείξουµε και την παρακάτω ιδιότητα. 

4.  

Για θετικούς αριθµούς α, β και θετικό ακέραιο ν 
ισχύει η ισοδυναµία: 

ν να β α β> ⇔ >  
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
• Έστω α β> . Τότε, από τη (*), για  

1 2 ... 0να α α α= = = = >     και     1 2 ... 0νβ β β β= = = = > , 

προκύπτει ότι: ν να β> . 

• Για την απόδειξη του αντιστρόφου θα χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο της 

απαγωγής σε άτοπο. Έστω λοιπόν ότι ν να β>  και α β≤ . Τότε: 

� αν ήταν α β= , από τον ορισµό της ισότητας θα είχαµε =ν να β  
(άτοπο), ενώ  

� αν ήταν α β< , θα είχαµε <ν να β  ( άτοπο). 

Άρα, α β> .  

Με τη βοήθεια της παραπάνω ιδιότητας θα αποδείξουµε τώρα ότι: 

Για θετικούς αριθµούς α, β και θετικό ακέραιο ν ισχύει η ισοδυναµία: 
ν να β α β= ⇔ == ⇔ == ⇔ == ⇔ =  

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
• Έστω α β= . Τότε, από τον ορισµό της ισότητας προκύπτει, όπως είπα-

µε και προηγουµένως, ότι  ν να β= . 

• Για την απόδειξη του αντιστρόφου θα χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο της 

απαγωγής σε άτοπο. Έστω λοιπόν ότι ν να β=  και α β≠ . Τότε: 

� αν ήταν α β> , λόγω της (4), θα είχαµε >ν να β  (άτοπο), ενώ  

� αν ήταν α β< , λόγω της (4), θα είχαµε ν να β<  (άτοπο). 

Άρα, α β= . 

 

ΣΧΟΛΙΑ 

1ο Σύµφωνα µε την ιδιότητα 3, αν δυο ανισότητες της ίδιας φοράς τις προ-
σθέσουµε κατά µέλη, προκύπτει ανισότητα της ίδιας φοράς. ∆εν συµ-
βαίνει όµως το ίδιο µε την αφαίρεση. Για παράδειγµα, είναι  

10 6 και 7 2, αλλά 10 7 6 2> > − < − . 

2o Επίσης, σύµφωνα µε την ιδιότητα 3, αν δυο ανισότητες της ίδιας φοράς 
µε θετικούς, όµως, όρους τις πολλαπλασιάσουµε κατά µέλη, προκύπτει 
ανισότητα της ίδιας φοράς. ∆εν συµβαίνει όµως το ίδιο µε τη διαίρεση. 
Για παράδειγµα, είναι  
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24 10
24 10 και 6 2, αλλά 

6 2
> > < . 

 

∆ιαστήµατα  

Το σύνολο των πραγµατικών αριθµών x  µε  α x β≤ ≤  λέγεται κλειστό διά-

στηµα από α µέχρι β και συµβολίζεται µε [ , ]α β .  

Αν τώρα από το κλειστό διάστηµα [ , ]α β  παραλείψουµε τα α  και β  προ-

κύπτει το αντίστοιχο ανοικτό διάστηµα από το α  µέχρι β  που συµβολίζε-

ται µε (((( )))),α β .  

Οι αριθµοί α  και β  λέγονται άκρα των διαστηµάτων αυτών και κάθε α-

ριθµός µεταξύ των α  και β  λέγεται εσωτερικό σηµείο αυτών.  

Η διαφορά δηλαδή µεταξύ ενός  κλειστού  και του αντίστοιχου  ανοικτού 
διαστήµατος είναι ότι το πρώτο περιέχει τα άκρα του, ενώ το δεύτερο δεν τα 
περιέχει. 

Άλλες µορφές διαστηµάτων είναι: 

� Το ανοικτό δεξιά διάστηµα [ , )α β  που αποτελείται από τους αριθµούς  

x  για τους οποίους ισχύει ≤ <≤ <≤ <≤ <α x β  και 

� Το ανοικτό αριστερά διάστηµα ( , ]α β  που αποτελείται από τους α-

ριθµούς µε  x  για τους οποίους ισχύει < ≤< ≤< ≤< ≤α x β . 

Τέλος, υπό µορφή διαστήµατος,  

� Το σύνολο των αριθµών x  για τους οποίους ισχύει ≤≤≤≤α x  συµβολίζεται 
µε [ , )α + ∞+ ∞+ ∞+ ∞ , ενώ  

� Το σύνολο των αριθµών x  για τους οποίους ισχύει ≤≤≤≤x α  συµβολίζεται 
µε ( , ]α−∞−∞−∞−∞ .  

Με ανάλογο τρόπο ορίζονται και τα διαστήµατα ( , )α + ∞+ ∞+ ∞+ ∞ και ( , )α−∞−∞−∞−∞ . Τα 

σύµβολα +∞  και −∞ , που διαβάζονται «συν άπειρο» και «πλην άπειρο» 
αντιστοίχως, δεν παριστάνουν πραγµατικούς αριθµούς. 

Στον παρακάτω πίνακα συνοψίζονται οι µορφές διαστηµάτων πραγµατικών 
αριθµών και οι διάφορες αναπαραστάσεις τους: 
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∆ΙΑΣΤΗΜΑ ΑΝΙΣΟΤΗΤΑ ΣΥΜΒΟΛΙΣΜΟΣ 

 
α x β≤ ≤  [ , ]α β  

 
α x β≤ <  [ , )α β  

 
α x β< ≤  ( , ]α β  

 
α x β< <  ( , )α β  

 x α≥  [ , )α +∞  

 x α>  ( , )α + ∞  

 
x α≤  ( , ]α−∞  

 
x α<  ( , )α−∞  

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 
1η  Να αποδειχθεί ότι : 

i) Αν ,α β  οµόσηµοι αριθµοί, τότε  
1 1

α β
α β

< ⇔ >< ⇔ >< ⇔ >< ⇔ >  

ii) Για όλους τους πραγµατικούς αριθµούς ,α β  ισχύει 2 2 2α β αβ+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥  

iii) Αν 0α >>>> , τότε  
1

2α
α

+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥  

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

i) Αφού ,α β  είναι οµόσηµοι αριθµοί έχουµε 0αβ > . Εποµένως ισχύει: 

1 1 1 1α β
α β

αβ αβ β α α β
< ⇔ < ⇔ < ⇔ > . 

ii) Έχουµε: 

( )22 2 2 22 2 0 0α β αβ α β αβ α β+ ≥ ⇔ + − ≥ ⇔ − ≥ , που ισχύει 

 
iii) Έχουµε: 

( )22 21
2 1 2 1 2 0 1 0α α α α α α

α
+ ≥ ⇔ + ≥ ⇔ + − ≥ ⇔ − ≥ , που ισχύει. 
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2η  Αν 
1 3
2 4

x− < <− < <− < <− < <  και 
2 5
3 6

y− < <− < <− < <− < < , να αποδειχθεί ότι: 

11 8 12 3 17x y− < − + <− < − + <− < − + <− < − + <  
 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Από την ανισότητα 
1 3

2 4
x− < <  έχουµε διαδοχικά: 

1 3
8 8 8

2 4
x

 − < < ⋅ 
 

 

                                                     4 8 6x− < <                                              (1) 

Οµοίως από την 
2 5

3 6
y− < <  έχουµε διαδοχικά: 

2 5
12 12 12

3 6
y

 − < < ⋅ 
 

 

8 12 <10

8 12 10

y

y

− <

> − > −
 

                                              10 12 <8y− < −                                           (2) 

Προσθέτουµε τώρα κατά µέλη τις ανισότητες (1) και (2), που έχουν την ίδια φορά, 
και έχουµε: 

14 8 12 14,x y− < − <  

οπότε θα ισχύει: 
14 3 8 12 3 14 3x y− + < − + < +  

Άρα  
11 8 12 3 17x y− < − + <  

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

Α΄ ΟΜΑ∆ΑΣ 

1. Να αποδείξετε ότι: 

i) 2 9 6+ ≥α α   ii) ( ) ( )22 22 + ≥ +α β α β  

2. Να αποδείξετε ότι 2 2 2 1 0α β α+ − + ≥ . Πότε ισχύει η ισότητα; 

3. Να βρείτε τους πραγµατικούς αριθµούς x και y σε καθεµιά από τις παρακά-
τω περιπτώσεις: 

i) Αν  ( ) ( )2 2
2 1 0− + + =x y  ii) Αν  2 2 2 4 5 0+ − + + =x y x y  
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4. Αν 4,5 4,6< <x  και 5,3 5,4< <y , να βρείτε τα όρια µεταξύ των οποίων 

περιέχεται η τιµή καθεµιάς από τις παραστάσεις: 

i) +x y  ii) −x y  iii) 
x

y
 iv) 2 2+x y  

5. Το πλάτος x και το µήκος y  ενός ορθογωνίου ικανοποιούν τις ανισότητες 

2 3< <x και 3 5< <y . Αν Αυξήσουµε το πλάτος κατά 0,2 και ελαττώσου-

µε το µήκος κατά 0,1, να βρείτε τις δυνατές τιµές: 

i) της περιµέτρου  ii) του εµβαδού του νέου ορθογωνίου. 

6. Αν  0 ≤ <α β , να δείξετε ότι 
1 1

<
+ +
α β

α β
. 

7. Να βρείτε το λάθος στους παρακάτω συλλογισµούς: 

Έστω 5>x . Τότε έχουµε διαδοχικά 

( ) ( )( )

2 2

5

5 25

5 25

5 5 5

5

0 5.

x

x

x x x

x x x x

x x

>

>

− > −

− > + −

> +

>

 

Β΄ ΟΜΑ∆ΑΣ 

1. ∆ίνονται ένα κλάσµα 
α

β
 µε θετικούς όρους και ένας θετικός αριθµός γ. Να 

αποδείξετε ότι:  

i) Αν 1<
α

β
, τότε  

+
>

+
α γ α

β γ β
 

ii) Αν 1>
α

β
, τότε  

+
<

+
α γ α

β γ β
 

2. Αν 1> >α β , να αποδείξετε ότι 1+ > +α β αβ . 

3. Αν ,α β  θετικοί αριθµοί , να δείξετε ότι  ( ) 1 1
4

 
+ + ≥ 

 
α β

α β
. 

4. Να αποδείξετε ότι:  

i) 2 2 0+ + ≥α αβ β  ii) 2 2 0− + ≥α αβ β  

 



1.3 ΑΠΟΛΥΤΗ ΤΙΜΗ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΥ ΑΡΙΘΜΟΥ 
 
 

Ορισµός της Απόλυτης Τιµής 
Θεωρούµε έναν αριθµό α  που παριστάνεται µε το σηµείο Α πάνω σε έναν 
άξονα. 

 
 

 

Γνωρίζουµε από το Γυµνάσιο ότι η απόσταση του σηµείου Α από την αρχή 
Ο, δηλαδή το µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος ΟΑ, ονοµάζεται απόλυτη 
τιµή του αριθµού α και την συµβολίζεται µε α . 

Από τον τρόπο µε τον οποίο κατασκευάστηκε ο άξονας προκύπτει ότι:  

• 
13 13

2 2, , 2 2
5 5

= = =   και γενικά: α α==== , για κάθε 0>>>>α .  

∆ηλαδή:  
Η απόλυτη τιµή θετικού αριθµού είναι ο ίδιος ο αριθµός. 

 

• 
13 13

2 2, , 2 2
5 5

− = − = − =   και γενικά: α α= −= −= −= − , για κάθε 0α <<<< . 

∆ηλαδή: 
Η απόλυτη τιµή αρνητικού αριθµού είναι ο αντίθετός του. 
 

• 0 0==== . 

Εποµένως, έχουµε τον ακόλουθο αλγεβρικό ορισµό της απόλυτης τιµής 
πραγµατικού αριθµού. 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Η απόλυτη τιµή ενός πραγµατικού αριθµού α συµβολίζεται µε α  και 

ορίζεται από τον τύπο: 

, 0

, 0

α αν α
α

α αν α

≥
= 

− <
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Από τα προηγούµενα συµπεραίνουµε αµέσως ότι: 
 

 

• 0α α= − ≥  

• α α≥  και α α≥ −  

• 
2 2α α=  

 

 

Αν 0θ > , τότε:  

• x θ x θ ή x θ= ⇔ = = −  

• x α x α ή x α= ⇔ = = −  

Για παράδειγµα,  

� 5 5 ή 5x x x= ⇔ = = −  

� 2 3 2 3 ή  3 2α β α β α β α β α β β α− = − ⇔ − = − − = −

4
2 ή   

3
α β α β⇔ = =  

 
Ιδιότητες των Απόλυτων Τιµών  
Από τον τρόπο εκτέλεσης των πράξεων µεταξύ πραγµατικών αριθµών, προ-
κύπτουν για τις απόλυτες τιµές οι ακόλουθες ιδιότητες: 

1. α β α β⋅ = ⋅  

2. 
αα

β β
=  

3. α β α β+ ≤ +  

Οι ιδιότητες αυτές, όµως, µπορούν να αποδειχθούν και µε τη βοήθεια των 
προηγούµενων συµπερασµάτων.  
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
1. Επειδή και τα δύο µέλη της ισότητας α β α β⋅ = ⋅  είναι µη αρνητικοί 

αριθµοί, έχουµε διαδοχικά: 

( )22
α β α β α β α β⋅ = ⋅ ⇔ ⋅ = ⋅  

                     
2 2 2

α β α β⇔ ⋅ = ⋅  

                                     ( )2 2 2α β α β⇔ ⋅ = ⋅ , που ισχύει. 

2. Αποδεικνύεται µε τον ίδιο τρόπο. 
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3. Επειδή και τα δύο µέλη της ανισότητας α β α β+ ≤ +  είναι µη αρνη-

τικοί αριθµοί, έχουµε διαδοχικά: 

                  ( )22
α β α β α β α β+ ≤ + ⇔ + ≤ +  

                                                 ( ) 2 22
2α β α β α β⇔ + ≤ + + ⋅  

                                                 2 2 2 22 2α β αβ α β αβ⇔ + + ≤ + +  

                                                 αβ αβ⇔ ≤ , που ισχύει. 

Είναι φανερό ότι η ισότητα αβ αβ=  ισχύει αν και µόνο αν 0αβ ≥ , δηλαδή 

αν και µόνο αν οι αριθµοί α  και β  είναι οµόσηµοι ή ένας τουλάχιστον 

από αυτούς είναι ίσος µε µηδέν. 

ΣΧΟΛΙΟ 
• Η ισότητα α β α β⋅ = ⋅  ισχύει και για περισσότερους παράγοντες. Συ-

γκεκριµένα: 

1 2 1 2... ...ν να α α α α α⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅  

Στην ειδική µάλιστα περίπτωση που είναι 1 2 ... να α α α= = = = , έχουµε:  
ννα α=  

• Η ανισότητα α β α β+ ≤ + ισχύει και για περισσότερους προσθετέους. 

Συγκεκριµένα: 

1 2 1 2... ...ν να α α α α α+ + + ≤ + + +  

 

Απόσταση δυο Αριθµών 

• Ας πάρουµε τώρα δυο αριθµούς, για παράδειγµα τους 2−  και 3, που πα-
ριστάνονται πάνω στον άξονα µε τα σηµεία Α και Β αντιστοίχως. 

 

Το µήκος του τµήµατος ΑΒ λέγεται απόσταση των αριθµών 2−  και 3. Πα-
ρατηρούµε ότι 

( ) ( ) ( )5 2 3 3 2ΑΒ = = − − = − − . 

Γενικότερα, ας θεωρήσουµε δυο αριθµούς α  και β που παριστάνονται πάνω 

στον άξονα µε τα σηµεία Α και Β αντιστοίχως.  
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Το µήκος του τµήµατος ΑΒ λέγεται απόσταση των αριθµών α  και β , συµ-

βολίζεται µε ( ),d α β και είναι ίση µε α β− . Είναι δηλαδή: 

( ),d α β α β= −  

Προφανώς ισχύει ( ) ( ), ,d α β d β α= . Στην περίπτωση µάλιστα που είναι 

α β< , τότε η απόσταση των α  και β  είναι ίση µε β α−  και λέγεται µήκος 

του διαστήµατος [ , ]α β . 

• Ας θεωρήσουµε τώρα ένα διάστηµα [ , ]α β  και ας ονοµάσουµε Α και Β τα 

σηµεία που παριστάνουν στον άξονα τα άκρα α  και β  αντιστοίχως. 

Αν ( )0Μ x  είναι το µέσον του τµήµατος AB , τότε έχουµε  

                ( ) ( )0 0( ) ( ) , ,MA MB d x α d x β= ⇔ =  

                                   0 0x α x β⇔ − = −  

                                   0 0x α β x⇔ − = − ,              ( )0αφού α x β< <  

                                   02x α β⇔ = +  

                                   0 2

α β
x

+
⇔ =  

Ο αριθµός 
2

α β++++
 που αντιστοιχεί στο µέσον Μ του τµήµατος ΑΒ λέγεται 

κέντρο του διαστήµατος [ , ]α β , ενώ ο αριθµός 
2

β α
ρ

−−−−
====  λέγεται ακτίνα 

του [ , ]α β . 

Ως µήκος, κέντρο και ακτίνα των διαστηµάτων ( ),α β , [ , )α β  και ( , ]α β  

ορίζουµε το µήκος, το κέντρο και την ακτίνα του διαστήµατος [ , ]α β . 

• Έστω τώρα ότι θέλουµε να βρούµε τους πραγµατικούς αριθµούς x  για 

τους οποίους ισχύει 3 2x − < . 
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Από τον ορισµό της απόστασης έχουµε: 

                                     ( )3 2 ,3 2x d x− < ⇔ <  

                                                   3 2 <3+2x⇔ − <  

                                                   ( )3 2, 3 2x⇔ ∈ − +  

 
Γενικά: 

0Για και  0, ισχύει:x ρ∈ >R  

( )0 0 0

0 0

,x x ρ x x ρ x ρ

x ρ x x ρ

− < ⇔ ∈ − +

⇔ − < < +
 

∆ηλαδή, οι αριθµοί x  που ικανοποιούν τη σχέση 0x x ρ− <  είναι τα σηµεία 

του διαστήµατος ( )0 0,x ρ x ρ− +  που έχει κέντρο το 0x  και ακτίνα ρ. 

 

Στην ειδική περίπτωση που είναι 0 0x = , έχουµε: 

x ρ< ( ),x ρ ρ⇔ ∈ − ρ x ρ⇔ − < < . 

Για παράδειγµα,  

2x < ( )2, 2 2 2x x⇔ ∈ − ⇔ − < < . 

 
• Έστω, τώρα, ότι θέλουµε να βρούµε τους πραγµατικούς αριθµούς x  για 

τους οποίους ισχύει 3 2x − > . 

 

Από τον ορισµό της απόστασης έχουµε: 

                                     ( )3 2 ,3 2x d x− > ⇔ >  

                                                 3 2 ή 3 2x x⇔ < − > +  

                                                 ( ) ( ), 3 2 3 2,x⇔ ∈ −∞ − ∪ + +∞ . 

Γενικά: 
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0Για και  0, ισχύει:x ρ∈ >R  

( ) ( )0 0 0

0 0

, ,

ή

x x ρ x x ρ x ρ

x x ρ x x ρ

− > ⇔ ∈ −∞ − ∪ + +∞

⇔ < − > +
 

 

∆ηλαδή οι αριθµοί x  που ικανοποιούν τη σχέση 0x x ρ− >  αντιστοιχούν σε 

σηµεία ( )Μ x  του άξονα ΄x x  που απέχουν από το σηµείο ( )0Κ x  απόσταση 

µεγαλύτερη του ρ .  

 
 

Στην ειδική περίπτωση που είναι 0 0x = ,η τελευταία ισοδυναµία παίρνει τη 

µορφή:  

x ρ>>>> ήx ρ x ρ⇔ < − >  

Για παράδειγµα: 

2x > 2 ή 2x x⇔ < − > . 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

Α΄ ΟΜΑ∆ΑΣ 
1. Να γράψετε τις παρακάτω παραστάσεις χωρίς απόλυτες τιµές. 

i) 3π −  ii) 4π −  

iii) 3 4π π− + −  iv) 2 3 3 2− − − . 

2. Αν 3 4x< < , να γράψετε χωρίς την απόλυτη τιµή την παράσταση 

3 4x x− + −  

3. Να γράψετε χωρίς την απόλυτη τιµή την παράσταση 3 4x x− − − , όταν: 

i) 3x <   ii) 4x > . 
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4. Αν α β≠ , να βρείτε την τιµή της παράστασης 
α β

β α

−
−

. 

5. Αν 0x ≠  και 0y ≠ , να βρείτε τις τιµές που µπορεί να πάρει η παράσταση 

Α
x y

x y
= +  

6. Η διάµετρος ενός δίσκου µετρήθηκε και βρέθηκε 2,37dm. Το λάθος της µέ-
τρησης είναι το πολύ 0,005dm. Αν D είναι η πραγµατική διάµετρος του κύ-
κλου, τότε: 

i) Να εκφράσετε την παραπάνω παραδοχή µε τη βοήθεια της έννοιας της 
απόστασης  

ii) Να βρείτε µεταξύ ποιών ορίων βρίσκεται η τιµή D.  

7. Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα όπως δείχνει η πρώτη γραµµή 
του.  

ΠΙΝΑΚΑΣ 

Απόλυτη Τιµή Απόσταση 
∆ιάστηµα ή  

ένωση διαστηµάτων 

4 2x − ≤  ( , 4) 2d x ≤  [ ]2, 6  

3 4x + <    

4 2x − >    

3 4x + ≥    

 ( ,5) 1d x <   

 ( , 1) 2d x − >   

 ( ,5) 1d x ≥   

 ( , 1) 2d x − ≤   

  ( )2, 2−  

  [ ]5, 1−  

  ( ] [ ), 2 2,−∞ − ∪ +∞  

  ( ) ( ), 5 1,−∞ − ∪ +∞  
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Β΄ ΟΜΑ∆ΑΣ 

1. Να αποδείξετε ότι α β α γ γ β− ≤ − + − . 

2. Αν α β> , να δείξετε ότι: 

i) 
2

α β α β
α

+ + −
=  ii) 

2

α β α β
β

+ − −
=   

3. Τι σηµαίνει για τους αριθµούς x  και y : 

i) Η ισότητα 0x y+ = ; ii) Η ανισότητα 0x y+ > ; 

4. Έστω 0 α β< < . 

i) Να διατάξετε από τον µικρότερο στο µεγαλύτερο τους αριθµούς 

1,   
α

β
   και   

β

α
. 

ii) Να δείξετε ότι στον πραγµατικό άξονα ο αριθµός 
α

β
 βρίσκεται πλησιέ-

στερα στο 1 από ότι ο αριθµός 
β

α
. 

5. Αν 2 0,1x − <  και 4 0,2y − < , να εκτιµήσετε την τιµή της περιµέτρου των 

παρακάτω σχηµάτων: 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

 



1.4  ΡΙΖΕΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ  
 
 

Τετραγωνική Ρίζα µη Αρνητικού Αριθµού 

Στο Γυµνάσιο µάθαµε την έννοια της τετραγωνικής ρίζας µη αρνητικού α-

ριθµού και τις ιδιότητές της. Συγκεκριµένα µάθαµε ότι: 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

H τετραγωνική ρίζα ενός µη αρνητικού αριθµού α  συµβολίζεται µε α  

και είναι ο µη αρνητικός αριθµός που, όταν υψωθεί στο τετράγωνο, δίνει 

τον α . 

Μπορούµε εποµένως να πούµε ότι: 

Αν 0α ≥≥≥≥ , η α  παριστάνει τη µη αρνητική λύση της εξίσωσης 2x α==== . 

Για τις τετραγωνικές ρίζες µη αρνητικών αριθµών γνωρίσαµε τις παρακάτω 

ιδιότητες: 

• 2α α=  

• α β α β⋅ = ⋅  

• 
α α

ββ
=  

ν-οστή Ρίζα µη Αρνητικού Αριθµού 

Ας υποθέσουµε ότι θέλουµε να κατασκευάσουµε 
µια κυβική δεξαµενή χωρητικότητας 64 κυβικών 
µέτρων και ζητάµε την πλευρά της. Αν x  µέτρα 

είναι η πλευρά της δεξαµενής, τότε ο όγκος της 

θα είναι 3x  κυβικά µέτρα και εποµένως θα ισχύ-

ει: 3 64x = .  
Αναζητούµε λοιπόν έναν αριθµό x  που, όταν 

υψωθεί στον κύβο, θα µας δώσει 64. Ο αριθµός 
αυτός, αφού παριστάνει µήκος, πρέπει να είναι 
θετικός. Με δοκιµές βρίσκουµε ότι ο ζητούµενος 
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αριθµός είναι ο 4, διότι 34 64= .  

Ο αριθµός 4 λέγεται τρίτη ρίζα του 64 και συµβολίζεται µε 3 64 . ∆ηλαδή 
3 64 =4. Η τρίτη ρίζα ενός αριθµού λέγεται και κυβική ρίζα του αριθµού 

αυτού.  
Γενικεύοντας τώρα τα παραπάνω για κάθε θετικό ακέραιο ν, δίνουµε τον 
ακόλουθο ορισµό.  

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Η ν-οστή ρίζα ενός µη αρνητικού αριθµού α  συµβολίζεται µε ν α  και 

είναι ο µη αρνητικός αριθµός(1) που, όταν υψωθεί στην ν, δίνει τον α. 

Επίσης γράφουµε  
1 α α====  και 2 α α==== . 

Μπορούµε εποµένως να πούµε ότι: 

Αν 0α ≥≥≥≥ , τότε η ν α  παριστάνει τη µη αρνητική λύση της εξίσωσης 
νx α==== . 

 

ΣΧΟΛΙΟ 

Είναι 410 10000= , οπότε 4 10000 10= . Είναι επίσης και ( )410 10000− = . 

Όµως, δεν επιτρέπεται να γράφουµε 4 10000 10= − , αφού, σύµφωνα µε τον 

παραπάνω ορισµό, η 4 10000 είναι η µη αρνητική λύση της εξίσωσης 
4 10000x = . 

 

Ιδιότητες των Ριζών 

Από τον ορισµό της ν-οστής ρίζας ενός µη αρνητικού αριθµού α , συµπεραί-
νουµε αµέσως ότι: 

• Αν 0α ≥ , τότε: 

( )νν α α=    και   ν να α=  

• Αν 0α ≤  και ν άρτιος, τότε: 

ν να α= . 

                                                 
(1)
Αποδεικνύεται ότι υπάρχει και είναι µοναδικός. 
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Για παράδειγµα: 
6 62 2= ,   ενώ   ( )66 2 2 2− = − = . 

Ισχύουν όµως και οι ακόλουθες ιδιότητες, οι οποίες είναι ανάλογες των ιδιο-
τήτων της τετραγωνικής ρίζας: 

Αν , 0α β ≥ , τότε: 

1. ν ν να β α β⋅ = ⋅  

2. (εφόσον  0)
ν

ν
ν

α α
β

ββ
= ≠  

3. µ µνν α α=  

4. νρ νµρ µα α=  
 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

1. Έχουµε:  

( ) ( )
( ) ( )

, που ισχύει.

ν ν
ν ν ν νν ν

ν ν
ν ν

α α α β α α α β

α β α β

α β α β

⋅ = ⋅ ⇔ ⋅ = ⋅

⇔ ⋅ = ⋅

⇔ ⋅ = ⋅

 

2. Αποδεικνύεται όπως και η 1. 
3. Έχουµε: 

( ) ( )

( )
( ) ,        που  ισχύει.

µν µν
µ µµν µνν ν

ν
µ

µ ν

ν
ν

α α α α

α α

α α

= ⇔ =

 
⇔ = 

 

⇔ =

 

4. Έχουµε: 

( )ρνρ ρν νµρ µρ µ µρνα α α α= = =  

 
ΣΧΟΛΙΟ 
Η ιδιότητα 1. ισχύει και για περισσότερους από δυο µη αρνητικούς παράγο-

ντες. Συγκεκριµένα, για µη αρνητικούς αριθµούς 1 2, , ... , κα α α ισχύει: 

1 2 1 2... ...ν ν ν ν
κ κα α α α α α⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅  
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Στην ειδική µάλιστα περίπτωση που είναι 1 2 ...  0κα α α α= = = = ≥ , ισχύει: 

(((( ))))
κ

ν κ να α==== , 

οπότε, λόγω της ιδιότητας 1, για , 0α β ≥ έχουµε  

νν να β α β= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅ . 

 

∆υνάµεις µε Ρητό Εκθέτη 

Στη συνέχεια θα ορίσουµε παραστάσεις της µορφής
µ

νa , όπου 0α > , µ  ακέ-

ραιος και ν  θετικός ακέραιος, τις οποίες θα ονοµάσουµε δυνάµεις µε ρητό εκ-
θέτη. Ο ορισµός θα γίνει µε τέτοιο τρόπο, ώστε να διατηρούνται οι γνωστές 
µας ιδιότητες των δυνάµεων µε ακέραιο εκθέτη.  

Τι θα πρέπει, για παράδειγµα, να σηµαίνει το
2

53 ; Αν απαιτήσουµε να ισχύει 

η ιδιότητα ( )qp pqα a=  και για δυνάµεις µε ρητό εκθέτη, τότε θα είναι 

52 2
5 25 53 3 3
⋅ 

= = 
 

. Άρα πρέπει ο 
2

53  να είναι λύση της εξίσωσης 5 23x = . 

∆ηλαδή πρέπει να είναι 
2

5 253 3= . Γενικά: 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Αν 0a >>>> , µ ακέραιος και ν θετικός ακέραιος, τότε ορίζουµε: 
µ

ν µνa α=  

Επιπλέον, αν µ, ν θετικοί ακέραιοι, τότε ορίζουµε 0 0
µ

ν ==== . 

Για παράδειγµα: 

2
3 2 338 8 64 4= = =         και     

4
3 43 3

4 43 4

1 1 1
27 27

27 327

− −= = = = . 

Με τη βοήθεια των ιδιοτήτων των ριζών αποδεικνύεται ότι οι ιδιότητες των 
δυνάµεων µε ακέραιο εκθέτη ισχύουν και για δυνάµεις µε ρητό εκθέτη. 
Το γεγονός αυτό διευκολύνει το λογισµό µε τα ριζικά. Έτσι έχουµε για πα-
ράδειγµα είναι:  

1 1 11 7
71234 3 4 34 12α α α α α α α

+
⋅ = ⋅ = = = . 
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ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 
1η Αν a  και β είναι µη αρνητικοί αριθµοί, να αποδειχθεί η ισοδυναµία: 

ν νa β α β< ⇔ << ⇔ << ⇔ << ⇔ <  

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Έχουµε: 

                                  ( ) ( )ν ν
ν νν να β α β< ⇔ <  

                                                 α β⇔ < ,               που ισχύει. 

 
2η Να τραπούν οι παραστάσεις σε ισοδύναµες, χωρίς ριζικά στους παρονοµα-

στές: 

i)  
15

3
   `ii) 

10

5 1−−−−
  iii) 

6

7 5++++
. 

 
ΛΥΣΗ 
Έχουµε    

ii)  
( )2

15 15 3 15 3 15 3
5 3

33 3 3 3

⋅ ⋅
= = = =

⋅
. 

iii)  
( )

( )( )
( )

( )
( ) ( )

2
2

10 5 1 10 5 1 10 5 1 5 5 110

5 1 25 1 5 1 5 1 5 1

+ + + +
= = = =

−− − + −
. 

iv)  
( )

( )( )
( )

( ) ( )
( ) ( )2 2

6 7 5 6 7 5 6 7 56
3 7 5

7 57 5 7 5 7 5 7 5

− − −
= = = = −

−+ + − −
. 

 

3η Να αποδειχθεί ότι:   
3 610 5 40 10⋅ ⋅ =⋅ ⋅ =⋅ ⋅ =⋅ ⋅ = . 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Έχουµε: 

( ) ( )
1 1 11 11

33 6 3 6 32 62

1 3 1 1 11 1 1 1 1

3 6 6 3 62 2 2 2 2

1 1 1
1 2 3 6

10 5 40 10 5 40 2 5 5 2 5

2 5 5 2 5 2 2 5 5 5

2 5 2 5 10
+ +

⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ = ⋅ =

 



50                                                                    1.  ΟΙ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ  

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

Α΄ ΟΜΑ∆ΑΣ 

1. Να υπολογίσετε τις ρίζες:  

i)  100, 3 1000, 4 10000, 5 100000. 

ii)  4 , 3 8 , 4 16 , 5 32 . 

iii)  0,01, 3 0,001, 4 0,0001, 5 0,00001. 

2. Να γράψετε τις παρακάτω παραστάσεις χωρίς ριζικά 

i)  ( )2
4π −  ii) ( )2

20−  iii) ( )2
1x −  iv) 

2

4

x
  

3. Να αποδείξετε ότι:   ( ) ( )2 2

2 5 3 5 1− + − = . 

4. Να αποδείξετε ότι:   ( ) ( )5 3 5 3 8x x x x− − + ⋅ − + + = − . 

5. Να αποδείξετε ότι: 

i)  ( ) ( )8 18 50 72 32 14− ⋅ + − = − . 

ii)  ( ) ( )28 7 32 63 32 31+ + ⋅ − = . 

6. Να αποδείξετε ότι: 

i)  2 2 2 2 2 2⋅ − ⋅ + =  ii) 3 33 2 3 5 3 5 2⋅ + ⋅ − = . 

7. Να αποδείξετε ότι: 

i)  3 32 2 2⋅ =  ii) 5 3 32 2 2 2= . 

8. Να αποδείξετε ότι: 

i)  4 3 3 123 3 3 3⋅ = ⋅  ii) 9 6 188 5 132 2 2 2⋅ = ⋅  

iii)  63 435 5 5 25 5⋅ ⋅ = ⋅ . 

9. Να αποδείξετε ότι: 

i)  
25 12

10
75

⋅
=  ii) 

216 75
18

50

⋅
= . 
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10. Να µετατρέψετε τις παρακάτω παραστάσεις σε ισοδύναµες µε ρητούς πα-
ρονοµαστές:  

i)  
4

5 3−
 ii) 

8

7 5−
 iii) 

7 6

7 6

+

−
  

11. Να αποδείξετε ότι 

i)  
162 98

16
50 32

+
=

−
 ii) 

12 20

11 6

9 3
3

9 27

+
=

+
,  

αφού αναλύσετε τα υπόριζα σε γινόµενα πρώτων παραγόντων.  

 
Β΄ ΟΜΑ∆ΑΣ 

1. i) Να αποδείξετε ότι  
3 3 2 2

5 6
3 2

−
= +

−
  

ii)  Αν ,  0α β >  να αποδείξετε ότι 

( )
α α β β

α β αβ
α β

−
= + +

−
. 

2. i) Να βρείτε τα αναπτύγµατα των ( )23 2 7+  και ( )2

3 2 7− . 

ii)  Να αποδείξετε ότι:  37 12 7 37 12 7 6+ − − = . 

3. i)  Να αποδείξετε ότι ο αριθµός 

2

2 3

3 2

 
+  

 
 είναι ρητός. 

ii)  Αν α  θετικός ρητός, να αποδείξετε ότι ο 
2

1
α

α

 
+ 

 
 είναι ρητός. 

4. Να αποδείξετε ότι  

i)  
3 5

4
5 3 5 3

+ =
− +

 ii)  
( ) ( )2 2

1 1
8 3

2 3 2 3
− =

− +
. 

5. Σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο οι κάθετες πλευρές του είναι ΑΒ α= και 

ΑΓ β= .  

i)  Να υπολογίσετε την υποτείνουσα ΒΓ  του τριγώνου. 

ii)  Με τη βοήθεια της τριγωνικής ανισότητας να αποδείξετε ότι: 

α β α β+ < + . 

iii)  Για µη αρνητικούς αριθµούς α και β , να αποδείξετε ότι 

α β α β+ ≤ + . Πότε ισχύει η ισότητα; 
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 1ου ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 
 

I.  Σε καθεµιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να κυκλώσετε το γράµµα Α, 
αν ο ισχυρισµός είναι αληθής για όλους τους πραγµατικούς αριθµούς α, 
β, γ και όλες τις τιµές της µεταβλητής x. ∆ιαφορετικά να κυκλώσετε το 
γράµµα Ψ.  

1. ( και )α β γ δ α γ β δ= = ⇔ + = + . Α Ψ  

2. Αν 2α αβ= , τότε α β= . Α Ψ  

3. 2 2 2( )α β α β+ = + . Α Ψ  
4. Το άθροισµα α β+  δύο άρρητων αριθµών α και β είναι 

άρρητος αριθµός 
Α Ψ  

5. Το γινόµενο α β⋅  δύο άρρητων αριθµών α και β είναι 

άρρητος αριθµός. 
Α Ψ  

6. και , τότε   α β γ δ α γ β δ> < − > − . Α Ψ  

7. Αν 2α αβ> , τότε α β> . Α Ψ  

8. Αν 1
α

β
> , τότε α β> . Α Ψ  

9. Αν α β>  και α β> − , τότε 0α > . Α Ψ  

10. Αν 
1

α
α

> , τότε 1α > . Α Ψ  

11. Αν 0α β< < , τότε 2 2α β> . Α Ψ  

12. Αν 2 και 3α β> − > − , τότε 6αβ > . Α Ψ  

13. Αν 2 και 3α β< − < − , τότε 6αβ > . Α Ψ  

14. 2 24 20 25 0α αβ β− + ≥ . Α Ψ  

15. ( ) ( )2 2
1 1 0α α− + + > . Α Ψ  

16. ( ) ( )
2 22 1 1 0α a− + + > . Α Ψ  

17. ( ) ( )2 2
0 0α β α β α β+ + − = ⇔ = = . Α Ψ  

18. Αν 0α β⋅ ≥ , τότε α β α β+ = + . Α Ψ  

19. Αν 2α β= , τότε α β= . Α Ψ  

20. 2
α α= . Α Ψ  
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21. Αν 0α ≥ , τότε ( )2

α α= . Α Ψ  

22. Αν 0α β⋅ ≥ , τότε µπορούµε πάντοτε να γράφουµε 

α β α β⋅ = ⋅ . 
Α Ψ  

23. Αν 0β ≥ , τότε 2α β α β⋅ = ⋅ . Α Ψ  

24. 2 2α β α β+ = + . Α Ψ  

25. Αν 0α ≥ , τότε µπορούµε πάντοτε να γράφουµε 
6 3
α α= . 

Α Ψ  

26. Μπορούµε πάντοτε να γράφουµε 4 2
α α= . Α Ψ  

27. 25 55 25> . Α Ψ  

28. 22 1111 22> . Α Ψ  
 

II.  Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση σε καθεµιά από τις παρακάτω περιπτώσεις. 
1. Αν 2 5x< <  τότε η παράσταση 2 5x x− + −  είναι ίση µε: 

Α) 2 7x −             Β) 7 2x−                  Γ) 3−                         ∆) 3 . 
 

2. Αν 10 20x< <  τότε η τιµή της παράστασης 
10 20

10 20

x x

x x

− −
+

− −
 είναι ίση µε: 

Α) 2                    Β) 2−                        Γ) 10                         ∆) 0 . 
 

3. Αν 6 10α = , 2β =  και 3 3γ =  τότε: 

Α) α β γ< <         Β) α γ β< <             Γ) γ α β< <               ∆) β γ α< < . 
 

4. Ο αριθµός 9 4 5+  είναι ίσος µε: 

Α) 3 2 5+         Β) 43 2 5+                  Γ) 2 5+                  ∆) 42 5+ . 
 

III.  Στον παρακάτω άξονα τα σηµεία Ο, Ι, Α και Β παριστάνουν τους αριθµούς 0, 
1, α και β  αντιστοίχως, µε  0 1α< << << << <   και 1β >>>> , ενώ τα σηµεία Γ, ∆, Ε, Ζ, Η 

και Θ παριστάνουν του αριθµούς α , β , 2α , 2β , 3α  και 3β , όχι όµως µε 
την σειρά που αναγράφονται. Να αντιστοιχίσετε τα σηµεία Γ, ∆, Ε, Ζ, Η και Θ 
µε τους αριθµούς που παριστάνουν. 

 

Γ ∆ Ε Ζ Η Θ 
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ 
Ο « διπλασιασµός του τετραγώνου», δηλαδή η κατασκευή 

ενός τετραγώνου µε εµβαδό διπλάσιο ενός άλλου δοθέ-

ντος τετραγώνου, µπορεί να γίνει µε µια απλή «γεωµετρι-

κή» κατασκευή. Λέγοντας «γεωµετρική» κατασκευή εν-

νοούµε κατασκευή µε χάρακα και διαβήτη. 

Ωστόσο, η πλευρά β, του τετραγώνου µε το διπλάσιο εµ-

βαδό, δεν προκύπτει από την πλευρά α µε πολλαπλασια-

σµό επί ρητό αριθµό. Αυτό σηµαίνει ότι δεν υπάρχει ευθύ-

γραµµο τµήµα (ως µονάδα µέτρησης) µε το οποίο µπορούµε να µετρήσουµε ακριβώς τα 

δυο αυτά τµήµατα, πλευρά και διαγώνιο τετραγώνου. 

Η απόδειξη της ύπαρξης άρρητων αριθµών θεωρείται µια από τις σπουδαιότερες ανακα-

λύψεις των Πυθαγορείων. (Πυθαγόρας: 6ος π. Χ. αιώνας). 

Οι αρχαίοι Έλληνες είχαν µια βαθειά πίστη ότι πάντοτε δυο ευθύγραµµα τµήµατα έχουν 

κοινό µέτρο. Γι’ αυτό, στα πλαίσια της εποχής εκείνης, η ανακάλυψη αυτή των Πυθαγο-

ρείων δεν ήταν απλά και µόνο µια ενδιαφέρουσα µαθηµατική πρόταση, αλλά σήµαινε την 

ανατροπή θεµελιωδών φιλοσοφικών αντιλήψεων για τον κόσµο και τη φύση.  

Ήταν κεντρική αντίληψη των Πυθαγορείων ότι η ουσία κάθε όντος µπορεί να αναχθεί σε 

φυσικούς αριθµούς. Ο νεοπυθαγόρειος Φιλόλαος γύρω στα 450 π.Χ., έγραφε:  

«Πραγµατικά το καθετί που γνωρίζουµε έχει έναν αριθµό (δηλαδή φυσικό). Αλλιώς θα ήταν 

αδύνατο να το γνωρίσουµε και να το καταλάβουµε µε τη λογική. Το ένα  είναι η αρχή του 

παντός».  

Η ανακάλυψη λοιπόν ότι υπάρχουν µεγέθη και µάλιστα απλά , όπως η υποτείνουσα τε-

τραγώνου, τα οποία δεν µπορούν να εκφραστούν στα πλαίσια των φυσικών αριθµών, θε-

ωρήθηκε αληθινή συµφορά για την πυθαγόρεια φιλοσοφία. Χαρακτηριστικοί είναι οι 

θρύλοι που περιβάλλουν το γεγονός αυτό. Κατά έναν από αυτούς, η ανακάλυψη της ύ-

παρξης των άρρητων αριθµών έγινε από τον πυθαγόρειο Ίπασσο, όταν αυτός και άλλοι 

Πυθαγόρειοι ταξίδευαν µε πλοίο. Η αντίδραση των Πυθαγορείων ήταν να πνίξουν τον 

Ίπασσο και να συµφωνήσουν µεταξύ τους να µη διαδοθεί η ανακάλυψη προς τα έξω.  

Η υπέρβαση των «δυσκολιών» που φέρνει στα Μαθηµατικά η ύπαρξη άρρητων αριθµών, 

κατέστη δυνατή από τον Εύδοξο (360π.Χ.) µε την ιδιοφυή «θεωρία των Λόγων». Η από-

δειξη για το ότι ένας συγκεκριµένος αριθµός είναι άρρητος είναι ένα πρόβληµα που απαι-

τεί πολλές φορές πολύπλοκούς συλλογισµούς. 


