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Glen Van Brummelen
(Mathematical Reviews): «Τα 
τελευταία χρόνια έχει καταστεί 
ντεμοντέ να θεωρούνται τα 
Αριθμητικά ως έργο άλγεβρας.»

Roshdi Rashed: «Αν, λοιπόν, ο Διόφαντος 
χρησιμοποιεί, στην πορεία των λύσεων, 
αντικαταστάσεις, απαλοιφές και μεταφορές των
ειδών, με δυο λόγια, αλγεβρικές τεχνικές, τα
Αριθμητικά εντούτοις δεν είναι μια πραγματεία 
άλγεβρας. Στη γλώσσα μας, πρόκειται καθαρά
για ένα βιβλίο αριθμητικής.»

ΑΛΓΕΒΡΑ ή ΘΕΩΡΙΑ ΑΡΙΘΜΩΝ;
Διαμάχες (των τελευταίων χρόνων) για τον 

χαρακτήρα των Αριθμητικών





ΑΛΓΕΒΡΙΣΤΗΣ ή ΑΡΙΘΜΟΘΕΩΡΗΤΙΚΟΣ;
ή

ΟΙ ΔΥΟ ΔΙΟΦΑΝΤΟΙ 

• Μετά τον 17ο αι.: Διόφαντος ο αριθμοθεωρητικός

• Μέχρι τον 17ο αι.: Διόφαντος ο αλγεβριστής
Γιατί; Διότι ως αλγεβριστή τον αναγνώριζαν και τον περιέγραφαν 
οι μαθηματικοί μέχρι εκείνη την εποχή, καθώς η άλγεβρα που οι 
ίδιοι ασκούσαν (η προ-μοντέρνα άλγεβρα) δεν διέφερε επί της 
ουσίας από την τέχνη που ασκούσε ο Διόφαντος.

Γιατί; Διότι τότε η άλγεβρα γίνεται μοντέρνα, το έργο του 
Διόφαντου, ως αλγεβρικό έργο, γίνεται παρωχημένο, αναδύεται η 
μοντέρνα Θεωρία Αριθμών, και δημιουργείται έτσι ο Διόφαντος 
της Θεωρίας Αριθμών.



Η άλγεβρα πριν τον 17ο αι. δεν ήταν ίδια με τη σημερινή στοιχειώδη 
άλγεβρα. Λειτουργούσε σε διαφορετική εννοιολογική βάση, σε σύγκριση 
με την άλγεβρα που εγκαινιάζεται με τον Viète το 1591 και βρίσκει την 
πρώτη της ολοκληρωμένη έκφραση στην περίφημη La Geometrie του 
Descartes (1637). 
Αποδείξεις για τις εν λόγω εννοιολογικές διαφορές αποτελούν οι τρόποι 
με τους οποίους οι προ του 1600 αλγεβριστές έλυναν τα προβλήματα: 
• εξέφραζαν τις πράξεις με τρόπους που φαίνονται σήμερα σαν να μην 

έχουν νόημα ή συνυφαίνονται με τον σύγχρονο συμβολισμό, 
• απέφευγαν τους άρρητους συντελεστές στις εξισώσεις,
• δομούσαν τις λύσεις των προβλημάτων διαφορετικά. 
Όλες αυτές οι ανωμαλίες αποτελούν τεκμήρια ενός διαφορετικού τρόπου 
κατανόησης των μονωνύμων, των πολυωνύμων και των εξισώσεων. 

Την προ του Viète άλγεβρα θα τη λέμε «προ-μοντέρνα 
άλγεβρα» για να τη διακρίνουμε από τη στοιχειώδη μοντέρνα 
άλγεβρα.



ΤΟ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΟ ΥΠΟΒΑΘΡΟ ΤΗΣ ΠΡΟ-ΜΟΝΤΕΡΝΑΣ 
ΑΛΓΕΒΡΑΣ

Στην προ-μοντέρνα άλγεβρα οι γνωστοί και οι άγνωστοι είναι αριθμοί και 
οι έννοιες του πολυωνύμου και της εξίσωσης πηγάζουν από τους τρόπους 
με τους οποίους νοούνταν οι αριθμοί στην αριθμητική. 

Χαρακτηριστικά των προ-μοντέρνων αριθμών: 
1) Ο κάθε αριθμός είναι μια πολλαπλότητα. 
2) Ο κάθε αριθμός είναι αξεχώριστα συνδεδεμένος με το είδος του 

οποίου είναι αριθμός. 
3) Οι αριθμοί εκφράζονται συχνά ως συναθροίσεις ή διαφορές 

(αποτομές) δύο ή περισσότερων αριθμών. 

Αυτά τα τρία χαρακτηριστικά μεταφέρθηκαν από τους 
αριθμούς στις αλγεβρικές εκφράσεις και αποτέλεσαν τη βάση 
για την προ-μοντέρνα κατανόηση αυτών των εκφράσεων.



ΠΟΛΛΑΠΛΟΤΗΤΑ – ΕΙΔΗ – ΣΥΛΛΟΓΕΣ/ΔΙΑΦΟΡΕΣ

Αλέξανδρος ο Αφροδισιεύς (στα Μετά τα φυσικά 
του Αριστοτέλη): «πᾶς γὰρ ἀριθμός τινός ἐστι»

Θέων (στη Μαθηματική σύνταξη του 
Πτολεμαίου):
Ονομάζει τις μοίρες, τα πρώτα εξηκοστά, 
τα δεύτερα εξηκοστά, κ.λπ., διαφορετικά 
«είδη» (εἴδη).  

Αριθμοί ως συλλογές. 2° 1′ 12′′ Συλλογή δεκαπέντε items τριών 
διαφορετικών ειδών. (Είναι λάθος η γραφή 2° + 1′ + 12′′)

Αριθμοί με έλλειψη (αποτομές). Πτολεμαίος: εκφράζει έναν αριθμό 
περιφορών ως «8 με 2 4′ μοίρες να λείπουν». 

(Είναι λάθος η γραφή 8π – 2 4′μ)

Το σκέτο «πέντε» δεν 
υφίσταται. Κάθε «πέντε»
είναι «πέντε» κάτι.

Ένα «πέντε» μπορεί να 
είναι πέντε μοίρες, πέντε 
πρώτα λεπτά, πέντε 
δεύτερα λεπτά, ή πέντε 
όροι οποιασδήποτε άλλης 
εξηκονταδικής τάξης.



Προ-μοντέρνο μονώνυμο:    ζεύγος πλήθος-και-είδος
Προ-μοντέρνο πολυώνυμο:  συλλογή προ-μοντέρνων μονωνύμων
Προ-μοντέρνα εξίσωση:        ισότητα δύο συλλογών

Η ιδέα προέρχεται από τους αριθμούς:  2° 1′ 12′′

• Το «2°» είναι ένα ζεύγος αποτελούμενο από πλήθος (2) και είδος (°). 
Αλλιώς ειπωμένο: το «2» είναι ένα «δύο» του είδους «μοίρα» («δύο 
μοίρες»).

• Οι αριθμοί 2, 1, 12 δηλώνουν πλήθη. Δεν είναι συντελεστές.
• Τα °, ′, ′′ είναι είδη αριθμών. Δεν είναι τιμές (ποσότητες).
• Το 1 γράφεται πάντοτε. 
• Οι λέξεις για τα «είδη» κλίνονται (ενικός-πληθυντικός, γένη, πτώσεις.

ΑΠΟ ΤΗΝ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΣΤΗΝ ΑΛΓΕΒΡΑ: 
ΜΟΝΩΝΥΜΟ, ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ, ΕΞΙΣΩΣΗ

π.χ.: 2° 1′ 12′′ = 2 μοίρες, 1 πρώτο εξηκοστό, 12 δεύτερα εξηκοστά



Προ-μοντέρνο πολυώνυμο (Διόφαντος): 
δυνάμεις �β, αριθμός �α, μονάδες �ιβ

ΑΠΟ ΤΟΝ ΑΡΙΘΜΟ ΣΤΟ ΠΡΟ-ΜΟΝΤΕΡΝΟ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ

Προ-μοντέρνο πολυώνυμο (al-Khwārazmī): 
δύο māls, ένα πράγμα, δώδεκα ντιράμ

Μοντέρνο πολυώνυμο:    2𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 12
Τα μοντέρνα 𝑥𝑥, 𝑥𝑥2κ.λπ. είναι τιμές· τα προ-μοντέρνα «αριθμός», 
«πράγμα», «δύναμις», «māl» κ.λπ., είναι είδη αριθμών

π.χ.: 2° 1′ 12′′ = 2 μοίρες, 1 πρώτο εξηκοστό, 12 δεύτερα εξηκοστά



ΜΙΑ ΠΟΛΥ ΣΗΜΑΝΤΙΚΗ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Οι δύο χρήσεις της λέξης «ἀριθμός» στον Διόφαντο:
• ἀριθμός ως ουσιαστικό (το γράφω «αριθμός»)
• ἀριθμός ως κύριο όνομα (το γράφω «Αριθμός»)

Το δικό μας 𝑥𝑥 (αλγεβρικός άγνωστος πρώτου βαθμού) αντιστοιχεί 
στον Διόφαντο στη λέξη «Αριθμός» (κύριο όνομα, που εμφανίζεται 
συχνά στα χφφ. ως     ) και όχι στη λέξη «αριθμός» (ουσιαστικό).

π.χ. (πρόβλημα I.8):

«Έστω ότι ο προστιθέμενες (αριθμός) σε κάθε αριθμό έχει 
οριστεί να είναι 1 Αριθμός».

Η λέξη «αριθμός» (ουσιαστικό) διαφέρει από τη λέξη «Αριθμός» (κύριο όνομα) όπως η
λέξη «city» διαφέρει από τη λέξη «City», τη συνοικία του Λονδίνου.



ΟΙ ΑΛΓΕΒΡΙΚΟΙ ΟΡΟΙ 
ΣΤΑ ΕΛΛΗΝΙΚΑ ΚΑΙ 

ΣΤΑ ΑΡΑΒΙΚΑ ΒΙΒΛΙΑ 
ΤΩΝ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΩΝ

Ελληνικά βιβλία Αραβικά βιβλία  
μονάς             
unité 

wāḥid  
unité 1 

ἀριθμός  
Nombre 

shayʾ ou jidhr  
Chose ou Racine 𝑥𝑥 

δύναμις  
Puissance 

māl  
Māl 𝑥𝑥2  

κύβος  
Cube 

kaʿb  
Cube 𝑥𝑥3  

δυναμοδύναμις  
Puissance-Puissance 

māl māl  
Māl Māl 𝑥𝑥4  

δυναμόκυβος  
Puissance-Cube 

māl kaʿb ou kaʿb māl  
Māl Cube ou Cube Māl 𝑥𝑥5  

κυβόκυβος  
Cube-Cube 

kaʿb kaʿb  
Cube Cube 𝑥𝑥6  

  𝑥𝑥7  
 kaʿb kaʿb māl ou māl māl māl māl  

Cube Cube Māl ou Māl Māl Māl Māl 𝑥𝑥8  

 kaʿb kaʿb kaʿb  
Cube Cube Cube 𝑥𝑥9 

ἀριθμοστόν  
Inverse Nombre 

juzʾ min shayʾ  
partie de la Chose 𝑥𝑥−1 

δυναμοστόν  
Inverse Puissance 

juzʾ min māl  
partie du Māl 𝑥𝑥−2 

κυβοστόν  
Inverse Cube  𝑥𝑥−3 

δυναμοδυναμοστόν  
Inverse Puissance-Puissance  𝑥𝑥−4 

δυναμοκυβοστόν  
Inverse Puissance-Cube  𝑥𝑥−5 

κυβοκυβοστόν  
Inverse Cube-Cube  𝑥𝑥−6 
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ΟΙ ΠΡΟ-ΜΟΝΤΕΡΝΕΣ ΠΡΑΞΕΙΣ: 
(π.χ. η πρόσθεση στην αριθμητική)

Συμπέρασμα: Η πρόσθεση (και, γενικά, οι αριθμητικές πράξεις) στα 
προ-μοντέρνα Μαθηματικά γίνεται εν χρόνω και περιγράφεται με 
δύο ρήματα.

Al-Qalaṣādī (πεθ. το 1486): 
«Πρόσθεσε μια ρίζα του έξι σε 
μια ρίζα του πέντε· λες ότι το 
αποτέλεσμα είναι μια ρίζα του 
έξι και μια ρίζα του πέντε». 

Αν το γράψουμε όπως θα το 
γράφαμε σήμερα θα είχαμε την 
ταυτολογία 6 + 5 = 6 + 5. 
Για να έχει νόημα το κείμενο θα 
έπρεπε να το γράψουμε π.χ. 
κάπως σαν 𝟔𝟔 + 𝟓𝟓 → 𝟔𝟔 𝟓𝟓

Συμπέρασμα: Ο συμπλεκτικός σύνδεσμος «και» δεν ταυτίζεται με το 
μοντέρνο «συν» (+).



ΟΙ ΠΡΑΞΕΙΣ: ΠΡΟΣΘΕΣΗ (ΣΤΗΝ ΑΛΓΕΒΡΑ)

Διόφαντος, Α.8:
«Έστω ότι ο προστιθέμενος στον κάθε αριθμό έχει οριστεί να 
είναι 1 Αριθμός. Και αν προστεθεί στον 100, θα είναι 1 
Αριθμός, 100 μονάδες, ενώ αν (προστεθεί) στον 20, γίνεται 1 
Αριθμός, 20 μονάδες.»

α) Η μτφρ. του Σταμάτη οδηγεί στην ταυτολογία 𝑥𝑥 + 100 = 𝑥𝑥 + 100. 
β) Παραλείπει τον συντελεστή 1.
γ) Τοποθετεί το + όχι στην πράξη αλλά στο αποτέλεσμά της.

Μετάφραση του Ε. Σταμάτη:



Διόφαντος Α.9:
«Έστω ότι ο αφαιρούμενος από τον κάθε αριθμό έχει οριστεί 
να είναι 1 Αριθμός. Και αν αφαιρεθεί από τον 100, απομένουν
100 μονάδες με έλλειψη 1 Αριθμού, ενώ αν (αφαιρεθεί) από 
τον 20, απομένουν 20 μονάδες με έλλειψη 1 Αριθμού.» 

ΟΙ ΠΡΑΞΕΙΣ: ΑΦΑΙΡΕΣΗ (ΣΤΗΝ ΑΛΓΕΒΡΑ)

Μετάφραση του Ε. Σταμάτη:

α) Οδηγεί στην ταυτολογία 100 − 𝑥𝑥 = 100 − 𝑥𝑥. 
β) Παραλείπεται ο συντελεστής 1.
γ) Τοποθετεί το − όχι στην πράξη αλλά στο αποτέλεσμά της.



ΟΙ ΠΡΑΞΕΙΣ: ΠΡΟΣΘΕΣΗ ΚΑΙ ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ 

«Έστω ότι ο ζητούμενος είναι 1 Αριθμός. Και αν προστεθεί με 
τις 5 μονάδες, γίνεται 1 Αριθμός, 5 μονάδες· και αν 
πολλαπλασιαστεί επί τον άλλο, δηλαδή τον 3, γίνονται
3 Αριθμοί, 15 μονάδες …»

Πώς εξηγείται ο πληθυντικός αριθμός;

Πώς εξηγείται ο συντελεστής 1;

A.39 (μετάφραση του Ε. Σταμάτη):



Μοντέρνο πολυώνυμο 𝑥𝑥2 + 4𝑥𝑥 + 4
Bombelli (1572) 1       p. 4      p. 4   p. = più (επιπλέον)

Al-Khwarazmī (περ. 830) ένα μαλ τέσσερα πράγματα
τέσσερα ντιράμ

Διόφαντος δύναμις �α ἀριθμοὶ �δ μονάδες �δ
𝚫𝚫𝚼𝚼 �α �δ �δ

ΓΡΙΦΟΙ 
πτώσεις, γένος, αριθμός (ενικός, 

πληθυντικός) και ο ‘συντελεστής’ 1



Μοντέρνο πολυώνυμο             2𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 − 4
Bombelli 2 p.1    m.4 m.4 m. = meno (με έλλειψη)

Al-Khwarazmī δύο κύβοι ένα μαλ με έλλειψη τεσσάρων 
πραγμάτων και τεσσάρων ντιράμ

Διόφαντος
κύβοι �β δύναμις �α λείψει ἀριθμῶν �δ
μονάδων �δ
𝚱𝚱𝜰𝜰 �β 𝚫𝚫𝚼𝚼�α �δ �δ

ΓΡΙΦΟΙ 
πτώσεις, γένος, αριθμός (ενικός, 

πληθυντικός) και ο ‘συντελεστής’ 1



Το μοντέρνο + δεν υπάρχει στα προ-μοντέρνα πολυώνυμα. Αντ’ 
αυτού υπάρχει μερικές φορές ο συμπλεκτικός σύνδεσμος «και».
Το μοντέρνο − δεν υπάρχει στα προ-μοντέρνα πολυώνυμα. Αντ’ 
αυτού υπάρχουν λέξεις, όπως η λέξη «λείψει» του Διοφάντου, 
που σημαίνουν «με έλλειψη», «εκτός», «παρά».
• όλη η τάξη είναι παρούσα εκτός από τον Μάνο
• παρά 5 λεπτά 2 ώρες

Το προ-μοντέρνο 2𝑥𝑥 − 5 («2 Αριθμοί με έλλειψη 5 μονάδων») είναι 
ένα 2𝑥𝑥 όχι ολόκληρο. Είναι ένα «παρά 5 μονάδες 2𝑥𝑥».
Δεν υπάρχει αφαίρεση ανάμεσα στους «2 Αριθμούς» και στις «5 
μονάδες».



• Η προ-μοντέρνα (πολυωνυμική) εξίσωση είναι εξίσωση 
μεταξύ δύο συλλογών (προ-μοντέρνων πολυωνύμων).

• Δεν περιέχει πράξεις.
• Όταν λύνεται ένα πρόβλημα με τη μέθοδο της προ-

μοντέρνας άλγεβρας, οι πράξεις που επιτάσσει η εκφώνηση 
πρέπει να γίνουν στη διαδικασία κατάστρωσης της 
εξίσωσης και όχι στο πλαίσιο της εξίσωσης. Η εξίσωση είναι 
ελεύθερη πράξεων.

• Η προ-μοντέρνα άλγεβρα δεν ήταν θεωρία εξισώσεων 
(όπως ήταν η μοντέρνα άλγεβρα μέχρι τον 19ο αι.). Ήταν 
μέθοδος επίλυσης προβλημάτων δια της μετατροπής τους 
σε εξισώσεις.

Η ΠΡΟ-ΜΟΝΤΕΡΝΑ ΕΞΙΣΩΣΗ



ΑΛΓΕΒΡΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ

Η επίλυση ενός προβλήματος με προ-μοντέρνα άλγεβρα περιλαμβάνει τα εξής 
βασικά στάδια:
(1) Οι άγνωστοι λαμβάνουν αλγεβρικά ονόματα, επί των οποίων εφαρμόζονται οι 
πράξεις που επιτάσσει η εκφώνηση. Το πρόβλημα μετατρέπεται σε μια – στην 
ιδανική περίπτωση – πολυωνυμική εξίσωση.
(2) Η εξίσωση απλοποιείται ώστε (α) να μην περιέχει όρους που λείπουν και (β)
να μην υπάρχουν δύο ή περισσότεροι όροι της ίδιας δύναμης. 
Η απλοποίηση περιλαμβάνει δύο βασικά βήματα: (α) Οι όροι της μορφής «A με έλλειψη 
B» πρέπει να αποκατασταθούν ώστε να γίνουν πλήρη A (al-jabr) και συγχρόνως το B 
πρέπει να προστεθεί στο άλλο μέλος της εξίσωσης· και (β) οι όμοιοι όροι στα δύο μέλη 
της εξίσωσης πρέπει να αντιπαραβληθούν, ώστε να απομείνει η διαφορά τους στην 
πλευρά του μεγαλύτερου όρου (al-muqābala).

(3) Κατόπιν επιλύεται η απλοποιημένη εξίσωση, με τη χρήση ενός έτοιμου εκ των 
προτέρων κανόνα (αλγορίθμου). 
(4) Αφού βρεθεί η τιμή του αλγεβρικού αγνώστου, υπολογίζονται οι άγνωστοι 
αριθμοί του προβλήματος.



Η ΔΟΜΗ ΤΗΣ ΑΛΓΕΒΡΙΚΗΣ ΕΠΙΛΥΣΗΣ ΕΝΟΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 
ΣΤΗΝ ΠΡΟ-ΜΟΝΤΕΡΝΑ ΑΛΓΕΒΡΑ: ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ Α.1

Να διαιρεθεί ένας προτεινόμενος αριθμός σε δύο αριθμούς που έχουν δεδομένη διαφορά.
Έστω, λοιπόν, ότι ο δεδομένος αριθμός είναι ο 100 και η διαφορά 40 μονάδες. Να βρεθούν οι αριθμοί. 
Έστω ότι ο μικρότερος έχει οριστεί να είναι 1 Αριθμός. Άρα ο μεγαλύτερος θα είναι 1 Αριθμός, 40 μονάδες. Επομένως 
και οι δύο μαζί γίνονται 2 Αριθμοί, 40 μονάδες. Αλλά έχουν δοθεί (ότι είναι) 100 μονάδες. Άρα, 100 μονάδες είναι ίσες 
προς 2 Αριθμούς, 40 μονάδες.
Και από ομοίων όμοια.  Αφαιρώ από τις 100, 40 μονάδες, και 〈από〉 τους 2 Αριθμούς και τις 40 μονάδες, ομοίως, 40 
μονάδες.  Απομένουν 2 Αριθμοί ίσοι προς 60 μονάδες. Άρα ο κάθε Αριθμός είναι 30 μονάδες.
Στις υποστάσεις:  ο μικρότερος θα είναι 30 μονάδες, ο μεγαλύτερος 70 μονάδες, και η απόδειξη είναι φανερή.



Να διαιρεθεί ένας 
προτεινόμενος 
αριθμός σε δύο 
αριθμούς που 
έχουν δεδομένη 
διαφορά.
Έστω, λοιπόν, ότι ο 
δεδομένος 
αριθμός είναι ο 
100 και η διαφορά 
40 μονάδες. Να 
βρεθούν οι 
αριθμοί.

Έστω ότι ο μικρότερος έχει οριστεί να είναι 1 Αριθμός. Άρα ο 
μεγαλύτερος θα είναι 1 Αριθμός, 40 μονάδες. Επομένως και οι 
δύο μαζί γίνονται 2 Αριθμοί, 40 μονάδες. Αλλά έχουν δοθεί (ότι 
είναι) 100 μονάδες. Άρα, 100 μονάδες είναι ίσες προς 2 Αριθμούς, 
40 μονάδες.

Και από ομοίων
όμοια.  Αφαιρώ 
από τις 100, 40 
μονάδες, και 
〈από〉 τους 2 
Αριθμούς και τις 
40 μονάδες, 
ομοίως, 40 
μονάδες.  
Απομένουν 2 
Αριθμοί ίσοι προς 
60 μονάδες. Άρα 
ο κάθε Αριθμός
είναι 30 μονάδες.

Στις υποστάσεις:  ο μικρότερος θα είναι 30 μονάδες, ο μεγαλύτερος 
70 μονάδες, και η απόδειξη είναι φανερή.

εκφώνηση του 
προβλήματος

επίλυση της 
εξίσωσηςκατάστρωση της 

εξίσωσης

απάντηση στο 
πρόβλημα

𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎, 
𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 = 𝑏𝑏

𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 100, 
𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 = 40

𝑦𝑦 ≔ 𝑡𝑡
〈προσθέτω 𝑡𝑡 και 40 → 𝑡𝑡 + 40〉

𝑥𝑥 ≔ 𝑡𝑡 + 40
προσθέτω 𝑡𝑡 και 𝑡𝑡 + 40 → 2𝑡𝑡 + 40

2𝑡𝑡 + 40 = 100 𝑡𝑡 = 30

𝑦𝑦 = 30 𝑥𝑥 = 70

Με σύγχρονη γλώσσα



Η ΔΟΜΗ ΤΗΣ ΑΛΓΕΒΡΙΚΗΣ ΕΠΙΛΥΣΗΣ ΕΝΟΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 
ΣΤΗΝ ΠΡΟ-ΜΟΝΤΕΡΝΑ ΑΛΓΕΒΡΑ: ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β.8

Να διαιρεθεί ένας προτεινόμενος τετράγωνος σε 
δύο τετραγώνους.
Έστω, λοιπόν, ότι έχει προταθεί να διαιρέσουμε 
τον 16 σε δύο τετραγώνους. 
Και έστω ότι ο πρώτος έχει οριστεί να είναι 1 
Δύναμη. Άρα ο άλλος θα είναι 16 μονάδες με 
έλλειψη 1 Δύναμης. Άρα, 16 μονάδες με έλλειψη 1 
Δύναμης θα πρέπει να είναι ίσες προς έναν 
τετράγωνο. Σχηματίζω τον τετράγωνο από 
οσουσδήποτε Αριθμούς με έλλειψη τόσων 
μονάδων όσες περιέχει η πλευρά των 16 μονάδων. 
Έστω (από) 2 Αριθμούς με έλλειψη 4 μονάδων. 
Άρα ο ίδιος ο τετράγωνος θα είναι 4 Δυνάμεις, 16 
μονάδες με έλλειψη 16 Αριθμών. Αυτά είναι ίσα 
προς 16 μονάδες με έλλειψη 1 Δύναμης. 
Ας προστεθεί αυτό που λείπει από κοινού και (ας 
αφαιρεθούν) τα όμοια από τα όμοια. Άρα, 5 
Δυνάμεις είναι ίσες προς 16 Αριθμούς, οπότε ο 
Αριθμός γίνεται 16 πέμπτα.
Ο ένας θα είναι 256/25, ο άλλος 144/25, και όταν 
προστεθούν οι δύο γίνονται 400/25, ήτοι 16 
μονάδες, και ο καθένας είναι τετράγωνος.



𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 𝑎𝑎2

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 16

𝑥𝑥2 ≔ 𝑡𝑡2

𝑦𝑦2 ≔ 16 − 𝑡𝑡2

𝑦𝑦 ≔ 2𝑡𝑡 − 4

𝑦𝑦2 → 4𝑡𝑡2 + 16 − 16𝑡𝑡

16 − 𝑡𝑡2 = 4𝑡𝑡2 + 16 − 16𝑡𝑡

16𝑡𝑡 = 5𝑡𝑡2

𝑡𝑡 = 16/5

𝑥𝑥 = 16/5 𝑦𝑦 = 12/5

Η ΔΟΜΗ ΤΗΣ ΑΛΓΕΒΡΙΚΗΣ ΕΠΙΛΥΣΗΣ ΕΝΟΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 
ΣΤΗΝ ΠΡΟ-ΜΟΝΤΕΡΝΑ ΑΛΓΕΒΡΑ: ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β.8



ΠΑΡΕΚΒΑΣΗ: 
Η ΕΡΜΗΝΕΙΑ ΔΙΑ ΤΗΣ ΑΛΓΕΒΡΙΚΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ

Πρόβλημα Β.8 Αλγεβρογεωμετρική ερμηνεία
Να διαιρεθεί ένας προτεινόμενος τετράγωνος σε δύο τετραγώνους. 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 𝑎𝑎2

Έστω, λοιπόν, ότι έχει προταθεί να διαιρέσουμε τον 16 σε δύο 
τετραγώνους. Και έστω ότι ο πρώτος έχει οριστεί να είναι 1 Δύναμη. 
Άρα ο άλλος θα είναι 16 μονάδες με έλλειψη 1 Δύναμης. 

Άρα, 16 μονάδες με έλλειψη 1 Δύναμης θα πρέπει να είναι ίσες προς έναν 
τετράγωνο. 

Σχηματίζω τον τετράγωνο από οσουσδήποτε Αριθμούς με έλλειψη 
τόσων μονάδων όσες περιέχει η πλευρά των 16 μονάδων. Έστω (από) 2 
Αριθμούς με έλλειψη 4 μονάδων. Άρα ο ίδιος ο τετράγωνος θα είναι 4 
Δυνάμεις, 16 μονάδες με έλλειψη 16 Αριθμών. Αυτά είναι ίσα προς 16 
μονάδες με έλλειψη 1 Δύναμης. Ας προστεθεί αυτό που λείπει από κοινού 
και (ας αφαιρεθούν) τα όμοια από τα όμοια. Άρα, 5 Δυνάμεις είναι ίσες 
προς 16 Αριθμούς, οπότε ο Αριθμός γίνεται 16 πέμπτα.

Ο ένας θα είναι 256/25, ο άλλος 144/25, και όταν προστεθούν οι δύο 
γίνονται 400/25, ήτοι 16 μονάδες, και ο καθένας είναι τετράγωνος.

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 16

2𝑡𝑡 − 4 2 = 16 − 𝑡𝑡2



Trouver trois nombres tels que le carré de chacun 
d’eux, diminué du nombre qui le suit, forme un 
carré.

Puisque, si un nombre est, à moins de l’unité, le 
double d’un nombre, le carré du plus petit nombre, 
diminué du plus grand nombre, forme un carré, 
posons que le premier nombre est 1 arithme et 1 
unité; Que, de même, le second nombre est 2 
arithmes et 1 unité, et que le troisième nombre est 
4 arithmes et 1 unité. Il s’établie ainsi que le carré 
du premier nombre, diminué du second nombre, 
forme un carré, et que le carré du second nombre, 
diminué du troisième nombre forme un carré. 
Reste à avoir que le carré du troisième nombre, 
diminué du premier nombre, forme aussi un carré. 
Mais, le carré du troisième nombre, diminué du 
premier nombre, forme 16 carrés d’arithme et 7 
arithmes, lesquels doivent être égaux à un carré. 
Formons le carré dont la racine est 5 arithmes, et il 
s’ensuit que 25 carrés d’arithme sont égaux à 
16 carrés d’arithme et 7 arithmes, et l’arithme
devient 7/9. Le premier nombre sera 16/9; le 
second 23/9; et le troisième 37/9, et la 
proposition est établie. 

ΠΑΡΕΚΒΑΣΗ: Η ΕΡΜΗΝΕΙΑ ΔΙΑ ΤΗΣ ΑΛΓΕΒΡΙΚΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ



Να βρεθούν δύο αριθμοί ώστε ο τετράγωνος καθενός από τους 
δύο, αν προσλάβει τον άλλο, να σχηματίζει τετράγωνο.
Έστω ότι ο πρώτος έχει οριστεί να είναι 1 Αριθμός και ο δεύτερος 
1 μονάδα, 2 Αριθμοί, [……………………………………………………..]

Αλλά ο τετράγωνος του δεύτερου, όταν προσλάβει τον πρώτο, 
γίνεται 4 Δυνάμεις, 5 Αριθμοί, 1 μονάδα. Αυτά είναι ίσα προς έναν 
τετράγωνο. Σχηματίζω τον τετράγωνο από (πλευράς) 2 Αριθμών με 
έλλειψη 2 μονάδων. Άρα ο ίδιος θα είναι 4 Δυνάμεις, 4 μονάδες με 
έλλειψη 8 Αριθμών, οπότε ο Αριθμός γίνεται 3/13.
Ο πρώτος θα είναι 3/13, ο δεύτερος 19/13, και ικανοποιούν το 
πρόβλημα.

ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β.20



Ονόματα Πράξεις με τα ονόματα Εξίσωση
1ος ≔ 1Α
2ος ≔ 1μ 2Α

Τετραγωνίζω το 1μ 2Α → 4Δ 4Α 1μ
Προσθέτω 1A → 4Δ 5Α 1μ

4Δ 5Α 1μ = ▢′

▢′ ≔ 2Α 𝜆𝜆 2μ
Τετραγωνίζω το 2Α 𝜆𝜆 2μ →
4Δ 4μ 𝜆𝜆 8Α

4Δ 5Α 1μ = 4Δ 4μ 𝜆𝜆 8Α

�
(1ος στο τετράγωνο) + (2ος) = ▢
(2ος στο τετράγωνο) + (1ος) = ▢′ � 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦 = ▢

𝑦𝑦2 + 𝑥𝑥 = ▢′

Οι δύο πρώτες ονομασίες έχουν επιλεγεί με μοντέλο την ταυτότητα που θα 
γράφαμε σήμερα ως 𝑚𝑚2 + 1 + 2𝑚𝑚 = (𝑚𝑚 + 1)2, προς την οποία εξομοιώνεται 
η πρώτη συνθήκη, ενώ η εξίσωση κατασκευάζεται από τη δεύτερη συνθήκη.



Προ-μοντέρνοι αλγεβριστές
• p.Michigan 620 (περ. 120 μ.Χ.)

• Διόφαντος (περ. 300 μ.Χ.). Θέων (περ. 375 μ.Χ.) και σχολιαστές Ύστερης 
Αρχαιότητας και του Βυζαντίου

• Al-Khwārazmī (περ. 830 μ.Χ.) και λοιποί αλγεβριστές στο Κλασικό Ισλάμ (Ibn
Turk, Abū Kāmil, al-Karajī, al-Sulamī, al-Khayyām κ.ά.)

• Leonardo Fibonacci (1202: πρώτη έκδοση του Liber Abbaci) και αββακιστές
του ύστερου Μεσαίωνα (14ος-15ος αι.)

• Ιταλοί αλγεβριστές της Αναγέννησης: Girolamo Cardano, Nicolo Tartaglia, 
Ludovico Ferrari, Rafael Bombelli κ.ά.

• Ευρωπαίοι μαθηματικοί και ουμανιστές της Αναγέννησης

• François Viète (1591: In artem analyticem Isagoge)
• Post-Vietan αλγεβριστές: René Descartes, Pierre Fermat, Isaac Newton, 

Leonhard Euler, Niels Henrik Abel κ.ά.

Μοντέρνοι αλγεβριστές



Η ΑΛΓΕΒΡΑ ΜΕΤΑ ΤΟΝ ΔΙΟΦΑΝΤΟ: ΘΕΩΝ / ΥΠΑΤΙΑ

Vat. gr. 1594 (9ος αι.)



Η ΑΛΓΕΒΡΑ ΜΕΤΑ ΤΟΝ ΔΙΟΦΑΝΤΟ: ΚΛΑΣΙΚΟ ΙΣΛΑΜ

Η αραβική άλγεβρα πριν τη μετάφραση του Qusṭā ibn Lūqā: 
al-Khwārazmī (περ. 830) και Abū Kāmil (όψιμος 9ος αι.)

Abū Kāmil �12 + 22 = 5
Να διαιρεθεί ο 5 σε δύο άλλους ▢

Διόφαντος   �22 + 32 = 13
Να διαιρεθεί ο 13 σε δύο άλλους ▢

Qusṭā ibn Lūqā:
Μεταφραστής των Αριθμητικών



al-Khāzin
al-Nīsābūrī
ʿAlī al-Sulamī
Abū l-Wafāʾ
al-Karajī
al-Zanjānī
Ibn al-Haytham
al-Samawʾal
Ibn Fallūs 
Ibn al-Qifṭī
al-Nūayīrī

Karajī Διόφ. ΙΙΙ.40 Β.11 IV.47 Γ.7 V.13 4.15c
ΙΙ.45 Α.4 ΙΙΙ.41 Β.12 IV.48 Γ.8 V.14 4.16
ΙΙ.46 Α.8 ΙΙΙ.42 Β.13 IV.49 Γ.9 V.15 4.17
ΙΙ.47 Α.9 ΙΙΙ.43 Β.14 IV.50 Γ.10 V.16 4.18
ΙΙ.48 Α.10 ΙΙΙ.44 Β.15 IV.51 Γ.11 V.17 4.19
ΙΙ.50 Β.22 ΙΙΙ.45 Β.16 IV.52 Γ.12 V.19 4.20
ΙΙΙ.1 Β.20 ΙV.1 B.22 IV.53 Γ.13 V.20 4.22
ΙΙΙ.2 Β.21 IV.2 B.23 IV.54 Γ.14 V.21 4.23
ΙΙΙ.3 Β.8* IV.3 B.24 IV.55 Γ.15 V.22 4.24
ΙΙΙ.4 Β.20* IV.4 B.25 IV.56 Γ.16 V.28 4.27
ΙΙΙ.7 Α.12 IV.5 B.26 IV.57 Γ.17 V.29 4.28
ΙΙΙ.20 Α.13 IV.6 B.27 IV.58 Γ.18 V.30 4.29
ΙΙΙ.24 Α.16 IV.7 B.28 IV.59 Γ.21 V.31 4.30
ΙΙΙ.25 Α.17 IV.8 B.29 IV.60 Γ.20 V.32 4.31
ΙΙΙ.26 Α.24 IV.9 B.30 IV.61 Γ.19 V.33 4.32
ΙΙΙ.27 Α.25 IV.10 B.31 V.1 4.1 V.34 4.33
ΙΙΙ.28 Α.39 IV.11 B.32 V.2 4.2 V.35 4.34
ΙΙΙ.29 Α.18 IV.12 B.33 V.3 4.3 V.36 4.35
ΙΙΙ.30 Α.19 IV.13 B.34 V.4 4.4 V.37 4.36
ΙΙΙ.31 Α.20 IV.14 B.35 V.5 4.5 V.38 4.37
ΙΙΙ.32 Α.21 IV.40 B.18 V.5 4.6 V.39 4.38
ΙΙΙ.33 Α.22* IV.41 B.19 V.7 4.7 V.40 4.39
ΙΙΙ.34 Α.22 IV.42 Γ.1 V.8 4.8 V.41 4.40
ΙΙΙ.35 Α.23 IV.43 Γ.2 V.9 4.9 V.42 4.41
ΙΙΙ.36 Β.8 IV.44 Γ.3 V.10 4.10 V.43 4.20
ΙΙΙ.37 Β.9 IV.45 Γ.5 V.11 4.11
ΙΙΙ.38 Β.10 IV.46 Γ.6 V.12 4.14



Ο ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ ΣΤΗΝ ΠΕΡΙΟΔΟ ΤΟΥ ΟΥΜΑΝΙΣΜΟΥ

• Vat. gr. 304: αντιγράφηκε το πρώτο μισό του 14ου αι., αποκτήθηκε από την 
παπική βιβλιοθήκη μετά το 1447, και είναι καταχωρισμένος στον κατάλογο 
της βιβλιοθήκης του 1455. 

• Vat. gr. 191: αντιγράφηκε το 1296–98, ανήκε στον ουμανιστή Καρδινάλιο 
Ισίδωρο της Ρωσσίας και αποκτήθηκε από την παπική βιβλιοθήκη κάποια 
στιγμή την περίοδο 1464–71. Αναφέρεται στον κατάλογο του 1475. 

• Matrit. 4678: αντιγράφηκε το δεύτερο μισό του 11ου αι., μεταφέρθηκε στη 
Μεσσήνη της Σικελίας από τον Κωνσταντίνο Λάσκαρι μετά την άλωση της 
Κωνσταντινούπολης το 1453.

• Ambros. Et 157 sup., αυτόγραφος του Μάξιμου Πλανούδη, σωζόμενος σε 
αποσπασματική μορφή, ο οποίος αντιγράφηκε το 1292/1293.

• Marc. gr. 308: αντιγράφηκε στα τέλη του 13ου αι., ανήκε στον Καρδινάλιο 
Βησσαρίωνα. Από τη δωρεά των χειρογράφων του θεμελιώθηκε η Μαρκιανή 
Βιβλιοθήκη το 1468, και ο κώδικας 308 εμφανίζεται στον αρχικό κατάλογο 
που συντάχθηκε το ίδιο έτος. 

Χειρόγραφα των Αριθμητικών στην Ιταλία τον 15ο αι.



1464: η πρώτη δημόσια μνεία του Διοφάντου στη Δύση

Ο Γερμανός αστρονόμος 
Regiomontanus (μαθητής του 

Καρδινάλιου Βησσαρίωνα) έδωσε 
μια σειρά διαλέξεων στο 

Πανεπιστήμιο της Πάντοβα για τον 
Άραβα αστρονόμο al-Faghani , 

όπου μνημονεύει για πρώτη φορά 
στη Δύση το έργο του Διόφαντου 

(από το 1456 ήξερε για τον κώδικα 
Mar. gr. 308 του Βησσαρίωνα).

Η διάλεξη του R. δημοσιεύτηκε μόλις το 1537, επομένως οι Ευρωπαίοι 
μπορούσαν να πληροφορηθούν για τον Διόφαντο από το έτος αυτό και μετά.

«Ο Διόφαντος, όμως, συνέγραψε δεκατρία απαράμιλλης εκλέπτυνσης βιβλία (τα 
οποία κανένας ως τώρα δεν έχει μεταφράσει στα Λατινικά), στα οποία βρίσκεται 

ο αληθινός ανθός όλης της αριθμητικής, δηλαδή η τέχνη του rei & census, η 
οποία σήμερα ονομάζεται με το αραβικό της όνομα, άλγεβρα.



Ο ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ ΣΤΗΝ ΠΕΡΙΟΔΟ ΤΗΣ ΑΝΑΓΕΝΝΗΣΗΣ
B Δ 56 Α.33 99 Β.35 142 Δ.9 195 Δ.36

2 Α.1 57 Α.34 100 Γ.1 148 Δ.10 196 Δ.37

8 Α.2 58 Α.35 101 Γ.2 149 Δ.11 197 Δ.38

10 Α.4 59 Α.37 102 Γ.3 150 Δ.12 200 Δ.39

11 Α.5 60 Α.39 103 Γ.4 151 Δ.13 201 Δ.40

13 Α.6 61 Β.8 104 Γ.5 152 Δ.14 202 Ε.1

14 Α.7 62 Β.9 105 Γ.6 153 Δ.15 203 Ε.2

15 Α.8 63 Β.10 106 Γ.7 158 Δ.16 209 Ε.3

16 Α.9 66 Β.11 110 Γ.8 159 Δ.17 210 Ε.4

18 Α.10 67 Β.13 111 Γ.9 160 Δ.18 211 Ε.5

19 Α.11 69 Β.14 113 Γ.10 161 Δ.19 212 Ε.6

21 Α.12 70 Β.15 114 Γ.11 162 Δ.20 213 λμ.1 Ε.7

26 Α.13 72 Β.16 116 Γ.12 164 Δ.21 215 λμ.2 Ε.7

27 Α.15 73 Β.17 117 Γ.13 167 Δ.22 216 Ε.7

28 Α.16 74 Β.19 120 Γ.14 168 Δ.23 217 λμ. Ε.8

30 Α.17 78 Β.20 121 Γ.15 169 Δ.24 218 Ε.8

31 Α.18 81 Β.21 122 Γ.16 170 Δ.25 219 Ε.9

35 Α.19 83 Β.22 123 Γ.17 171 Δ.26 220 Ε.10

36 Α.20 84 Β.23 124 Γ.18 172 Δ.27 221 Ε.11

37 Α.21 85 Β.24 126 Γ.19 173 Δ.28 222 Ε.12

41 Α.22 86 Β.25 127 Γ.20 179 Δ.29 225 Ε.13

42 Α.23 88 Β.26 128 Γ.21 180 Δ.30 226 Ε.14

44 Α.25 89 Β.27 129 Δ.1 181 Δ.31 232 Ε.15

49 Α.27 90 Β.28 133 Δ.2 182 Δ.32 233 Ε.16

49΄ Α.28 91 Β.29 134 Δ.3 188 Δ.33 234 Ε.17

50 Α.26 92 Β.30 136 Δ.4 189 λμ. Δ.34 235 Ε.18

51 Α.29 93 Β.31 137 Δ.5 190 Δ.34 236 Ε.19

53 Α.30 96 Β.32 138 Δ.6 191 λμ. Δ.35 237 Ε.20

54 Α.31 97 Β.33 140 Δ.7 192 Δ.35

55 Α.32 98 Β.34 141 Δ.8 194 λμ. Δ.36



1575 1621

1670



• Από τα μέσα του 17ου αι. η προ-μοντέρνα 
άλγεβρα γίνεται παρωχημένη. 

• Μαζί και ο Διόφαντος ως αλγεβριστής. 
• Αναδύεται η μοντέρνα άλγεβρα και η

Θεωρία Αριθμών. 
• Γεννιέται νέο ενδιαφέρον για τον 

Διόφαντο, όχι πια ως αλγεβριστή αλλά 
ως αριθμοθεωρητικό.
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