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ΠΕΡΙΓΡΑΜΜΑ ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗΣ

• Θεωρητικό υπόβαθρο.

• Παραδείγματα που προκαλούν σύγχυση στους μαθητές.

• Χρήσεις συνεπαγωγής και ισοδυναμίας.

• Η αφορμή για τις έρευνες.

• Το ερωτηματολόγιο.

• Οι έρευνες.

• Συμπεράσματα.

• Ενδεικτική βιβλιογραφία.
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ΤΟ ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΥΠΟΒΑΘΡΟ

Συνεπαγωγή (  )

Έστω οι προτάσεις p, q.

«Αν ισχύει η p, τότε ισχύει η q»

«Αν ισχύει η p συνεπάγεται η q»

«Η p είναι ικανή συνθήκη για να ισχύει η q»

«Η q είναι αναγκαία συνθήκη (συνέπεια) όταν ισχύει η p»

«Για να ισχύει η q αρκεί να ισχύει η p» 
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ΤΟ ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΥΠΟΒΑΘΡΟ

Ισοδυναμία (  )

Έστω οι προτάσεις p, q.

«Ισχύει η p αν, και μόνο αν, ισχύει η q»

«Αν ισχύει η p, τότε ισχύει η q, και αντιστρόφως»
«Αν ισχύει η p τότε, και μόνο τότε, ισχύει η q»

«Η p είναι ικανή συνθήκη και αναγκαία συνθήκη για να ισχύει η q»

«Η p είναι ισοδύναμη με την πρόταση q»

«Για να ισχύει η p πρέπει και αρκεί να ισχύει η q»



Ερώτημα: Διδάσκονται οι μαθητές Μαθηματική Λογική ή έστω

κάποια στοιχεία αυτής;
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Απάντηση: ΟΧΙ!

Ως εκ τούτου η κατασκευή των ασκήσεων πρέπει να γίνεται με τρόπο, ώστε
οι προς απόδειξη συνεπαγωγές ή ισοδυναμίες να εμπλέκουν προτάσεις p, q

οι οποίες να είναι και οι δύο αληθείς, διότι υπάρχει σοβαρός κίνδυνος οι
μαθητές να μπερδευτούν, να χάσουν χρόνο και κατά συνέπεια να μην
αξιολογηθούν σωστά!

Πολλοί «ειδικοί» το συστήνουν ρητά στα βιβλία τους ή στις εργασίες τους: 
«Στους μαθητές ΔΕΝ δίνουμε ασκήσεις με ψευδείς υποθέσεις».

Η ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ ΣΤΑ ΣΧΟΛΕΙΑ
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ ΠΟΥ ΠΡΟΚΑΛΟΥΝ ΣΥΓΧΥΣΗ ΣΤΟΥΣ ΜΑΘΗΤΕΣ

Αν για τη συνάρτηση ισχύει για κάθε
, να αποδείξετε ότι η συνάρτηση είναι σταθερή. 

 g : →  2 22g(x y) g(x y) x y+ = − + −

 x, y

Θέτοντας y = 0, προκύπτει ότι , η οποία δεν είναι σταθερή! 2g(x) x , x= 

g(x) 0, x= 

Για τον θεματοδότη για x = y = 0, προκύπτει ότι g(0) = 0, ενώ για x = y, 

προκύπτει !

Τι συμβαίνει; Αν κάποιος ψάξει καλά αυτήν τη συναρτησιακή εξίσωση θα
διαπιστώσει ότι δεν έχει λύση, δηλαδή δεν υπάρχει συνάρτηση που να την
επαληθεύει! Δηλαδή δώσαμε κάποια ψευδή υπόθεση…
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Θέμα Γ στα ΕΠΑΛ 2024

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ ΠΟΥ ΠΡΟΚΑΛΟΥΝ ΣΥΓΧΥΣΗ ΣΤΟΥΣ ΜΑΘΗΤΕΣ
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Κάνοντας πράξεις βρίσκουμε ότι και .

Θέτοντας s = 4 βρίσκουμε ότι κ = 5 ή κ = –10 και ΌΧΙ κ = 10.

Τι θα κάνει ο σκεπτόμενος μαθητής;

Αν το ψάξουμε βαθύτερα, με τη βοήθεια της ανισότητας Cauchy-Schwarz

αποδεικνύεται ότι , δηλαδή αποκλείεται η τιμή κ = 10!

Είναι φανερό πως έχουν δοθεί στους μαθητές ψευδείς υποθέσεις και
σύμφωνα με τη Μαθηματική Λογική κάθε απάντηση θα είναι σωστή. 

x 18
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= +

2
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s
25

 +  +
=

80 20
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Η ανακοίνωση της ΕΜΕ

Στο Θέμα Γ διαπιστώνουμε αστοχία στη διατύπωση. Ειδικότερα
υπάρχει πρόβλημα συμβατότητας μεταξύ των τιμών των
δεδομένων και των ζητουμένων. Επισημαίνουμε ότι οι δυνατές
τιμές του άγνωστου κ μπορούν να προκύψουν ανεξάρτητα, τόσο
από την τυπική απόκλιση, όσο και από τη μέση τιμή που
υπολογίζεται με τη βοήθεια του συντελεστή μεταβολής, και δεν
συμφωνούν μεταξύ τους.
Προτείνεται να ληφθεί ως σωστή οποιαδήποτε από τις δύο
προσεγγίσεις, για να μην αδικηθούν οι υποψήφιοι.



• Δεν δίνεται ιδιαίτερη έμφαση στη σωστή χρήση της ισοδυναμίας και της
συνεπαγωγής. 

• Η εισαγωγή των συμβόλων γίνεται στο βιβλίο της Άλγεβρας της Α΄ Λυκείου.

• Στις επόμενες τάξεις, η χρήση τους είναι αρκετά περιορισμένη. 

• Στις λυμένες εφαρμογές στο Λύκειο γίνεται κάποια χρήση της ισοδυναμίας, 
αλλά πενιχρή χρήση της συνεπαγωγής (μονοτονία , άρρητες εξισώσεις). 

• Έχει παρατηρηθεί η χρήση των συμβόλων αυτών στο Δημοτικό, αλλά και
στο Γυμνάσιο, από μαθητές, δασκάλους και καθηγητές!

• Άλλες ειδικότητες καθηγητών χρησιμοποιούν τα σύμβολα αυτά με μηχανικό
τρόπο…

Παρόλα αυτά οι μαθητές χρησιμοποιούν εκτενώς τα σύμβολα αυτά, 

συχνά με λάθος τρόπο.

Η ΣΥΝΕΠΑΓΩΓΗ ΚΑΙ Η ΙΣΟΔΥΝΑΜΙΑ ΣΤΑ ΣΧΟΛΕΙΑ
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ΧΡΗΣΕΙΣ ΣΥΝΕΠΑΓΩΓΗΣ

Η συνεπαγωγή χρησιμοποιείται σε κάθε περίπτωση που θα
μπορούσε να υπάρχει κάποια από τις λέξεις: 

τότε, άρα, επομένως, συνεπώς, οπότε κ.τ.λ. 

Για παράδειγμα η έκφραση: 

«Για κάθε όπου ο α είναι μικρότερος του β, τότε ο
είναι μικρότερος από τον », 

μπορεί να γραφεί ως:

ενώ είναι φανερό πως δεν ισχύει η ισοδυναμία

αφού δεν ισχύει το αντίστροφο… 

, ,   2
2

2 2    

2 2   
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ΧΡΗΣΕΙΣ ΙΣΟΔΥΝΑΜΙΑΣ

Για τη χρήση της ισοδυναμίας πρέπει να είμαστε πολύ προσεκτικοί. 

Οι πιο χαρακτηριστικές διαδικασίες που απαιτείται η ύπαρξη
ισοδυναμιών είναι η επίλυση

εξισώσεων, ανισώσεων ή συστημάτων. 



ΕΠΙΛΥΣΗ ΕΞΙΣΩΣΗΣ

Για την επίλυση της εξίσωσης , η σωστή διαδικασία επίλυσης είναι:

ενώ είναι λάθος να γράψουμε:        

2x x=

2x x x(x 1) 0 x 0 ή x 1=  − =  = =

2x x x(x 1) 0 x 0 ή x 1=  − =  = =

ΧΡΗΣΕΙΣ ΙΣΟΔΥΝΑΜΙΑΣ

13



ΕΠΙΛΥΣΗ ΕΞΙΣΩΣΗΣ

Ας μελετήσουμε την ακόλουθη επίλυση της εξίσωσης:

Δουλεύοντας σωστά με τις ισοδυναμίες για την εξίσωση έχουμε:

οπότε η εξίσωση είναι αδύνατη! Στην ουσία η ισοδυναμία εμπεριέχει
την επαλήθευση…

2 2 2x x 1 x 1 x x 1 (x 1) x 0+ + = −  + + = −  =

2 2 2x x 1 x 1 x x 1 (x 1) x 0, .

x 1 x 1 x 1

 + + = − + + = − = 
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ΧΡΗΣΕΙΣ ΙΣΟΔΥΝΑΜΙΑΣ



Ισοδυναμία απαιτείται και για την επίλυση ενός συστήματος. Για
παράδειγμα είναι λάθος να γράψουμε:

αφού το σύστημα είναι αδύνατο, ενώ το σωστό είναι:

2 2 x 0y x x 1 x 1 x x 1
...

y 1x y 1 y x 1

  = = + + − = + +
    

= −− = = −   

2

2
x 1 x x 1 x 0, .

y x x 1
y x 1 ... y x 1

x y 1
x 1 x 1

 − = + + = 
   = + +

 = −   = −  
− =    

ΕΠΙΛΥΣΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ

ΧΡΗΣΕΙΣ ΙΣΟΔΥΝΑΜΙΑΣ
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ΕΠΙΛΥΣΗ ΑΝΙΣΩΣΕΩΝ

Ένας λανθασμένος τρόπος λύσης επίλυσης ανίσωσης είναι ο ακόλουθος:

x 1
0 (x 1)(x 2) 0 1 x 2

x 2

+
  + −   −  

−

ενώ είναι ορθό να γράψουμε:

(x 1)(x 2) 0 1 x 2x 1
0 1 x 2

x 2 x 2x 2

+ −  −   +
    −   

 −  

ΧΡΗΣΕΙΣ ΙΣΟΔΥΝΑΜΙΑΣ
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, 
2 2 2( ) 2 + = + − 

Ισοδυναμίες είναι απαραίτητες όταν θέλουμε να αποδείξουμε μια πρόταση
με τη μέθοδο της ισοδυναμίας.

Για παράδειγμα αν θέλουμε να αποδείξουμε ότι για κάθε ισχύει

Είναι σωστό να γράψουμε:

η οποία ισχύει, άρα και η αρχική, ενώ είναι λάθος να γράψουμε:

η οποία ισχύει, άρα και η αρχική, αφού η συνεπαγωγή που χρησιμοποιούμε δεν
επιτρέπει να γυρίσουμε πίσω!

2 2 2 2 2 2( ) 2 2 ( ) + = + −  + +  = +

2 2 2 2 2 2( ) 2 2 ( ) + = + −  + +  = +

ΜΕΘΟΔΟΣ ΙΣΟΔΥΝΑΜΙΑΣ
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2 2 2( ) 2 + = + − 

2 2 22 ( ) + +  = +

Η άσκηση αυτή μπορεί να λυθεί και με τη μέθοδο του «αρκεί», 

η οποία δεν αναφέρεται καθόλου στα σχολικά βιβλία. 

Συγκεκριμένα, μπορούμε να πούμε ότι για να ισχύει η σχέση

αρκεί να ισχύει η

η οποία ισχύει επομένως και η αρχική.

18

ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΟΥ ΑΡΚΕΙ



x A x A−  x A f ( x) f (x)− =

• Οι ορισμοί πρέπει να διατυπώνονται με τις λιγότερες δυνατές πληροφορίες. 
• Ως εκ τούτου, η χρήση ισοδυναμιών είναι απαραίτητη, εκτός και αν οι
δοθείσες πληροφορίες επαρκούν για τη χρήση συνεπαγωγής.

ΟΡΙΣΜΟΣ ΑΡΤΙΑΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
«Έστω η συνάρτηση f που είναι ορισμένη στο σύνολο Α. 

Η f λέγεται άρτια στο Α αν και μόνο αν ισχύουν οι: 
για κάθε το και για κάθε ισχύει .

ΟΡΙΣΜΟΣ ΓΝΗΣΙΩΣ ΑΥΞΟΥΣΑΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
«Έστω η συνάρτηση f που είναι ορισμένη στο διάστημα Δ. Αν για κάθε
με ισχύει ,  τότε η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα
στο διάστημα Δ».

1 2x , x 

1 2x x
1 2f (x ) f (x )

ΙΣΟΔΥΝΑΜΙΕΣ ΚΑΙ ΟΡΙΣΜΟΙ
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Η λανθασμένη χρήση της ισοδυναμίας μπορεί να οδηγήσει σε εντελώς στρεβλά
αποτελέσματα.

Για παράδειγμα, αν έχουμε ότι οι ,

τότε είναι ίσοι αφού ισχύει:

Το λάθος για κάποιο έμπειρο μάτι βρίσκεται στην τρίτη ισοδυναμία.

, 

2 22 2 ( ) ( ) =  = − =− − = −
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ΙΣΟΔΥΝΑΜΙΕΣ ΚΑΙ «ΠΕΡΙΕΡΓΑ» ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ
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Η ΑΦΟΡΜΗ ΓΙΑ ΤΗΝ ΕΡΕΥΝΑ…

Θέμα Β2ii των πανελλαδικών του 2023

24 x
f (x) , x 0

x

−
= 

 2 2 2

2

4 4 4 e
f ( ) f (e) e

4 e e e

−  − −
        

− 

2

2

4

4 e e

−  


−

Μια λύση μαθητών:

, που ισχύει.
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ΟΙ ΕΡΕΥΝΕΣ

Πρωτοετείς φοιτητές Α.Ε.Ι. 103 φοιτητές

Μαθητές Γ΄ Λυκείου
(θετικού ή οικονομικού
προσανατολισμού)

822 μαθητές

39 σχολεία από όλη την Ελλάδα (Αττική, Ωραιόκαστρο, Λιβαδειά, Ρόδος,  
Λεπτοκαρυά, Λιτόχωρο, Κατερίνη, Αριδαία, Λάρισα κ.τ.λ.). 

3 Α.Ε.Ι από όλη την Ελλάδα.
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2ο ΓΕΛ 
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ΑΠΟΣΤΟΛΟΣ 33

7ο ΓΕΛ 
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ΓΕΛ ΑΡΜΕΝΙΟΥ
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2ο ΓΕΛ ΑΓ. 
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ΧΡΙΣΤΙΝΑ 32

ΚΑΛΙΑΚΟΥΔΑΣ 
ΠΑΝΤΕΛΗΣ

1ο ΛΥΚΕΙΟ 
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2ο ΓΕΛ ΧΑΪΔΑΡΙΟΥ
ΓΚΟΥΝΑΣ 
ΜΑΡΚΟΣ

ΣΤΑΜΠΟΥΛΙΔΗΣ 
ΝΙΚΟΛΑΟΣ 30

ΓΕΛ 
ΛΕΠΤΟΚΑΡΥΑΣ

ΦΑΡΑΣΑΛΗ 
ΣΟΦΙΑ 12

ΓΕΛ ΛΙΤΟΧΩΡΟΥ
ΜΠΑΚΑΡΟΥ 
ΣΤΑΥΡΟΥΛΑ 24

1ο ΓΕΛ ΚΑΤΕΡΙΝΗΣ
ΚΑΡΑΒΙΔΑ 
ΞΑΝΘΙΠΠΗ 17

ΕΚΠΑΙΔΕΥΤΗΡΙΑ 
ΜΠΑΚΟΓΙΑΝΝΗ

ΜΠΑΚΟΓΙΑΝΝΗΣ 
ΚΩΝ/ΝΟΣ 15

5ο ΓΕΛ ΛΑΡΙΣΑΣ
ΡΟΙΔΟΥΛΗΣ 
ΔΗΜΗΤΡΗΣ 25

ΓΕΛ Ν.ΠΕΡΑΜΟΥ
ΜΠΕΝΟΥ 
ΓΕΩΡΓΙΑ 38

ΓΕΛ ΚΕΡΑΤΕΑΣ
ΠΑΠΑΒΛΑΧΟΣ 

ΕΥΣΤΑΘΙΟΣ 9

ΠΡΟΤΥΠΟ ΓΕΛ 
ΑΓΙΩΝ 

ΑΝΑΡΓΥΡΩΝ
ΣΠΑΘΗΣ 
ΜΑΡΙΟΣ 34

ΜΠΑΚΕΤΑ 
ΒΑΣΙΛΙΚΗ
ΣΟΥΚΑΡΑΣ 
ΕΥΘΥΜΙΟΣ
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• Δεν τυγχάνουν της βαρύτητας που τους αναλογεί.
• Δάσκαλοι και καθηγητές Μαθηματικών εισάγουν τα σύμβολα αυτά
νωρίτερα από όταν πρέπει.

• Καθηγητές άλλων ειδικοτήτων τα χρησιμοποιούν για ευκολία.

• Οι μαθητές χρησιμοποιούν τα σύμβολα με τρόπο μηχανικό και συχνά
λανθασμένο.

• Αυτό δεν μπορεί να είναι καθοριστικά αρνητικός βαθμολογικός
παράγοντας για τους μαθητές.

• Στα σχολικά βιβλία δεν χρησιμοποιούνται επαρκώς.
• Στα αναλυτικά προγράμματα σπουδών δεν παρέχονται ικανοποιητικές
διευκρινήσεις.

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ
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