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1.  Ζςτω  οι μιγαδικοί  a , b , c   διαφορετικοί ανά  δφο.  Υποκζτουμε ότι υπάρχει  πραγματικόσ αρικμόσ  λ  ώςτε    

      a + c – 2b = λi(a + b – 2c) .  Αποδείξτε ότι   |b + c – 2a | = 3|b – c|.                                    

                                                                                                                                                       [G.M.  2/2011] 

 

2. Θεωροφμε όλουσ τουσ μιγαδικοφσ    z    με  |z|=1 .  Αποδείξτε ότι  
2 13

3 1 1
4

z z z      . 

                                                                                                      [Διαγωνιςμόσ «Alexandru Muller»  Iasi , Romania  8/4/2010] 

 

 

3.   Ζςτω   a,  b , c   R* και  οι  μιγαδικοί   z  C \ R  με  |z|=1   που ικανοποιοφν τθ ςχζςθ   

2a 0z bz c   .  Αποδείξτε  ότι   ( 3,1)
a

c
    και    2,2

a

b
  .                                                                    

                                                                                                                                              [G.M.  1/2011] 

 

4. Θεωροφμε τουσ μιγαδικοφσ   που ικανοποιοφν τισ ςχζςεισ  
5 5 3 3

1 2 1 2 1 2| | 2 , | | 2 , | | 1z z z z z z     . 

Αποδείξτε ότι   1 2| | 2z z  .                                                                                                            [G.M.  1/2011] 

[υπόδειξη: να χρηςιμοποιηθεί η ταυτότητα   
5 5 5 3 3 2 25 ( ) 10 ( )a b a b ab a b a b a b       ] 

 

5. Θεωροφμε τουσ μιγαδικοφσ z1 , z2   με ίςα μζτρα  και τον πραγματικό αρικμό  α>1.  Αποδείξτε ότι  

      1 2 1 2( 1) 2a z z az z                                                                                          [G.M.  3/2011] 

 

6. Θεωροφμε τουσ μιγαδικοφσ z1 , z2  , z3  που ικανοποιοφν τισ ςχζςεισ  

1 2 3 2 3 2 1 3 1 32 , 2z z z z z z z z z z        .  Αποδείξτε ότι  z1 = z2  .     

                                                                                                                                                  [G.M.  3/2011] 

 



7.  Θεωροφμε όλουσ τουσ μιγαδικοφσ z  που ικανοποιοφν τθν ςχζςθ  | z + 1 + i| = 2 .  Βρείτε τουσ 

μιγαδικοφσ z  για τουσ οποίουσ  θ παράςταςθ  |z – 2 + 5i|  παίρνει  ελάχιςτθ και μζγιςτθ τιμι. 

                                                                                                                                                                  [G.M.  6/2011] 

 

8.  Βρείτε όλεσ τισ τριάδεσ μιγαδικών  (a , b , c)  που ικανοποιοφν τισ ςχζςεισ   |a| = |b| = |c|  και  

1
a b c

b c a
   .                                                       [Διαγωνιςμόσ «Argument» Baia Mare, Romania  6/11/2010] 

 

9. Θεωροφμε τουσ  (μθ μθδενικοφσ)  z1 , z2 , z3  διαφορετικοφσ ανά δφο  μιγαδικοφσ   με  ίςα μζτρα  και  

τζτοιουσ ώςτε  οι  αρικμοί     z1 + z2 z3  ,   z1 z2 + z3  ,  z2 + z1 z3     να  είναι  πραγματικοί. Αποδείξτε ότι    

  z1 z2 z3 = 1.                     

 

10. Για τουσ μιγαδικοφσ  z  C   ιςχφουν οι ςχζςεισ  |1 + z| ≤1  και  |1 + z2| ≤1 .  Αποδείξτε ότι  | z| ≤1  . 

 

11.  Ορίηουμε το ςφνολο των μιγαδικών    2/ 1 1, 1, 1A z C z z z         όπου  ε  ρίηα τθσ 

εξίςωςθσ   x2 + x + 1 = 0 . 

α)  |z| ≤ 1 

β)  Βρείτε όλα τα ςτοιχεία του ςυνόλου Α 

 

12. Ζςτω   a , b , c   R   και  
1 3

2 2
w i   .  Υπολογίςτε  (a + bw + cw2)(a + bw2 + cw) 

 

13. Ζςτω   z  C*  ώςτε  3

3

1
2z

z
  .  Αποδείξτε ότι 

1
2z

z
  . 

 

14. Βρείτε όλουσ τουσ μιγαδικοφσ  z  ώςτε   4z2 + 8|z|2 = 8 . 

 

15. Βρείτε όλουσ τουσ μιγαδικοφσ  z  ώςτε  |z| = 1  και  
22 1z z   



 

16.  Ζςτω    z1 , z2   C  ώςτε   | z1 + z2| =  3   και   |z1| =  | z2| = 1 .  Υπολογίςτε   |z1 – z2|  .      

 

17. Ζςτω    z1 , z2 , z3   C  ώςτε   z1 + z2 + z3 = 0   και    |z1| =  |z2| =  |z3| = 1 . Αποδείξτε  ότι          

        a)  z1
2 +   z2

2 + z3
2 = 0                  b) 

1 2 1 3 3 2z z z z z z                    c)    3

1

1 3
z

z
   

 

18.  Ζςτω    z1 , z2 , z3 , …… , zn   C  ώςτε      |z1| =  |z2| =  |z3| = …… = |zn| = r > 0 . Αποδείξτε ότι  

            ο  αρικμόσ  
 1 2 2 3 1 1

1 2

( ).....( )( )
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z z z z z z z z
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z z z

   
   είναι  πραγματικόσ.  

 

 19.   Θεωροφμε τουσ  μιγαδικοφσ   u , y , w , z    ώςτε   |u| < 1 ,   |y| = 1   και    
 

1

y u z
w

uz





 .  

Αποδείξτε  ότι   |w| ≤ 1    αν και μόνον αν   |z| ≤ 1 . 

 

 

 

 

20.  Θεωροφμε τουσ   μιγαδικοφσ  z1 , z2 , z3    ώςτε  |z1| =   |z2| =  |z3| = R > 0 .     Αποδείξτε ότι     

   
2

1 2 2 3 1 3 2 3 1 2 3 2 9z z z z z z z z z z z z R            . 

 

 

21. Θεωροφμε τουσ μιγαδικοφσ  a , b , c    ώςτε     a|bc| + b|ac| + c|ab| = 0 .    Αποδείξτε  ότι   

 

     |(a – b)(b – c)(c – a)|  3 3 |abc| . 

 

22.  Επιλφςτε ςτο  C*  το ςφςτθμα    x + y + z = 1 = xyz   και   |x| = |y| = |z| . 



 

23. Ζςτω   z  C  με  |z| = 1.  Αποδείξτε ότι  
22 1 1 4z z     . 

 

24. Ζςτω   zi  C*  με  i  {1 , 2 , 3}   και   zi  zj  για κάκε    i  j . Αν είναι     z1
2 = z2z3  ,  z2

2 = z1z3  

αποδείξτε ότι οι εικόνεσ των μιγαδικών   z1 , z2 , z3   είναι κορυφζσ ιςοπλεφρου τριγώνου. 

 

 

25. Ζςτω  w  μιγαδικι (μθ πραγματικι) ρίηα τθσ εξίςωςθσ   x3 = 1.   

      |z – 1|2 + |z – w|2 + |z – w2|2 = 3(1 + |z|2)  για  κάκε   z  C. 

 

26. Αν   a , b  C   αποδείξτε ότι  
2 21 | | 1 1ab a b a b        . 

 

27.  Για τουσ μιγαδικοφσ   z1 , z2  ιςχφει        Re(z1)  0    , Re(z2) 0 .    Αποδείξτε ότι                                                     

       | z1|2 +  | z2 |2 + z1  z2  + 1 2z z  0                                        [G.M.  2/2003] 

 

  

28. Ζςτω  z  C   ώςτε   |z| = 1   και    1 + z + zn = 0   ,   n  N* .   Αποδείξτε  ότι  : 

a) z3 = 1 

b) n = 3k + 2                         

                                                                                                                                       [G.M.  2/2003] 

 

 

 



29.  Ζςτω  n  3  ακζραιοσ  και  οι μιγαδικοί   z0 , z1 ,  z2 , z3 , …….. , zn    διαφορετικοί ανά  δφο  και    με 

ίςα μζτρα.   Αποδείξτε ότι  οι εικόνεσ των μιγαδικών   
1 0 2 0 3 0 0

1 1 1 1
, , ,.......,

nz z z z z z z z   
είναι  

ςυνευκειακά ςθμεία.                                                                                        [G.M.  2/2003] 

 

[Υπόδειξη :   Αν    a   C*  δεδομζνοσ μιγαδικόσ  και   λ  R , αποδείξτε ότι οι εικόνεσ των μιγαδικών  z  που 

ικανοποιοφν την ςχζςη  a a 2z z     είναι  ςυνευθειακά ςημεία.]  

 

30.   Ζςτω  οι μιγαδικοί    z1 , z2 , z3    C    ώςτε   |z1| = |z2| =|z3|  0   και    z1 + z2 +  z3  0 .  Θεωροφμε 

τουσ μιγαδικοφσ   
1 2 1 3 3 2

3 2 1

, ,
z z z z z z

A B C
z z z

       
     

    
 

a) Βρείτε  τον μιγαδικό του οποίου θ εικόνα είναι το περίκεντρο του τριγώνου  ABC 

b) Αν επιπλζον ιςχφει  θ ςχζςθ  z1z2 + z1z3 + z3z2  = 0  αποδείξτε ότι το τρίγωνο  ABC  είναι 

ιςόπλευρο.  

                                                                                                                                                  [G.M.  3/2003] 

 

31. Αν    z , w    τυχαίοι μθ μθδενικοί μιγαδικοί και  
3 3

i
 

      αποδείξτε τθν ανιςότθτα 

| | | |z w z z w    .                                                                                       [G.M.  10/2003] 

 

 

32. Αποδείξτε ότι για κάκε μιγαδικό  z  ιςχφει  θ ςχζςθ   |1 + z| + |1 + z + z2|  1 .    

[Διαγωνιςμόσ «Victor Valcovici» Valcea , Romania  20/2/2004, το θζμα πρότεινε ο καθηγητήσ Laurentiu Panaitopol] 

 

 

33. Ζςτω οι μιγαδικοί a , b , c , d , e . f   τζτοιοι ώςτε   |a|=|b|=|c|=r  ,   |d|=|e|=|f|=R  ,  0 <r <R                  

a + b + c = d + e + f ,   a2 + b2 + c2 = d2 + e2 + f2 .  Αποδείξτε ότι τα τρίγωνα με κορυφζσ τισ εικόνεσ των 

μιγαδικών  a , b , c   και   d , e , f  είναι ιςόπλευρα. 

                                                                         [Διαγωνιςμόσ «Cezar Ivanescu»  Valcea , Romania  20/2/2004] 



34.  Βρείτε όλουσ τουσ μιγαδικοφσ    z1 , z2  που ικανοποιοφν ςυγχρόνωσ τισ  παρακάτω  ιςότθτεσ: 

         |1 + z1 + z2| = |1 + z1| = 1     ,        |z1z2(z1 + z2)| = 2(|z1| + |z2|)  

                                                                                                                                         [Προτεινόμενη  για Εθνική Ολυμπιάδα Ρουμανίασ 2004] 

 

 

35.  Τρεισ μιγαδικοί  αρικμοί  a , b , c  ζχουν μζτρο 1  και ικανοποιοφν τθν ιςότθτα  a + b + c = 1. Αποδείξτε : 

       Α)     ab + bc + ac = abc                Β)   (1 – a)(1 – b)(1 – c) = 0                      Γ)   
2011 2011 2011

1 1 1
1

a b c
    

  Δ)    Αν οι    a , b , c  είναι  διαφορετικοί ανά δφο, τότε το τρίγωνο με κορυφζσ τισ εικόνεσ των  a , b , c  

είναι ορκογώνιο. 

 

36. Ζςτω οι μιγαδικοί  a , b , c   ώςτε     a + b + c = 0  =   a2 + b2 + c2 .  Αποδείξτε ότι : 

             Α)  ab + bc + ca = 0                          Β)  a2 = bc                                   Γ)    abc  0    και    |a| = |b| = |c|       

              Δ)  το τρίγωνο με κορυφζσ τισ εικόνεσ των  a, b, c    είναι ιςόπλευρο.  


