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ΛΥΣΕΙΣ  ΘΕΜΑΤΩΝ  ΑΡΧΙΜΗΔΗ   2011, ΘΕΜΑΤΑ  ΜΕΓΑΛΩΝ 

Θέμα  1 

x3y2 (2y-x)=x2y4-36  x2y4 -2x3y3 + x4y2 = 36  (xy2 – x2y)2 = 62  |xy(x-y)|=6  

και  ζτςι ςτο  Z  βρίςκουμε τα ακόλουκα ηεφγθ για λφςεισ 

(-3,-2) ,  (-2,-3) , (-3,-1), (-2,1) , (2,-1), (-1,-3) , (-1,2) , (1,-2), (1,3) , (3,1) , (2,3), (3,2) . 

 

Θέμα  2 

Ζςτω   , 1,2,3....,40
40

i
y x i    οι  εξιςώςεισ των τμθμάτων  OAi   και  ζςτω  y = j  ,  j{1,2,3…,39} 

οι παράλλθλεσ προσ τον  x΄x ευκείεσ . Τα ηθτοφμενα ακζραια ςθμεία είναι τα ςθμεία τομισ των  OAi  ,  y = j   

δθλαδι  τα  ηεφγθ  που προκφπτουν από τθν λφςθ τθσ εξίςωςθσ       ix = 40j   (1)       με  x {1,2,…,39} 

Θζτουμε διαδοχικζσ τιμζσ ςτο  i  και  παρατθροφμε ότι  αν  i = περιττόσ με ΜΚΔ(i , 40)=1 , τότε θ (1)    δεν ζχει 

λφςθ. Αυτό ςυμβαίνει διότι από  (1)     i | j    j = i   t   άρα  θ  (1)   δίνει  x = 40 t  ,   αδφνατθ. 

 Επειδι  όμωσ   φ(40) = 
1 1 1 4

40 1 1 40 16
2 5 2 5

  
     

  
  είναι το πλικοσ των αρικμών που είναι μικρότεροι του 

40 και είναι ςχετικά πρώτοι μ΄ αυτόν, είναι φανερό ότι τα «καλά» τμιματα είναι 24. 

Δοκιμάηοντασ για τισ υπόλοιπεσ (άρτιεσ) τιμζσ , μαηί με τισ τιμζσ 5,15,25,35    βρίςκουμε  140  «καλά»  ςθμεία . 

Π.χ.  για  i = 20 ,  (1)   x = 2j   j = 1,2,…..,19 , ενώ  για  i = 28 , (1)   7x = 10j   j = 7,14,21 . 

Τα περιςςότερα «καλά» ςθμεία βρίςκονται ςτθν y=x (για i=40) , δθλαδι 39.  

Διαφορετικά, αν  ΜΚΔ(i , 40) =m , τότε  i = mk , 40 = md  με  ΜΚΔ(k,d)=1 και  κακώσ  είναι  1≤i≤40 , ζχουμε ότι 

1≤km≤md 1/m ≤k≤d<m  k = 1,2, …., m-1 , άρα για κάκε τιμι του  i , ζχουμε  m-1  «καλά» ςθμεία επί του 

τμιματοσ y=(i/40)x .   Οπότε ζχουμε μθδζν «καλά» ςθμεία αν m=1.     

Θέμα  3   

Χρθςιμοποιοφμε τθν ανιςότθτα  Holder  : 

     
p q r p q r p q r p q rx y w a x y w                   όπου   

p , q , r   κετικοί  με    p + q + r = 1 . 

Για  p=q=r=1/3  και  κζτοντασ  κ=λ=μ=x=y=w=1  ,  α = a2 +2bc ,   β = b2+2ac ,     γ =  c2 +2ab 

Παίρνουμε   
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         
1 1 1 11 1

2 2 2 2 2 23 3 3 33 3a 2 2 2 1 1 1 (1 1 1) a 2 1 1 2ac 1 1 2ab 1 1bc b ac c ab bc b c                      

 

(a+b+c)
2/3 31/3  31/3 S ,  άρα   S ≤ 33 12  

 

Θέμα 4   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Προφανώσ  ΝΕ // ΑΒ  , οπότε  και  LZ  NE   άρα  ΑΒΕΝ  ιςοςκελζσ τραπζηιο και  ΑΝ=ΒΕ 

Ζχουμε  

BD
AN BE

BDAL BL






     .     Από τθν άλλθ όμωσ ,   

   
,

LM AL

AML  

 
 


              .                    Ώςτε  

MN AN

LM AL




   

Ζχουμε και λζμε τώρα :  MZBC  MZ//AD  M  μζςο  LN  ML = MN  
AN

AL




   

 

 
  

(θμκ)(ςυνκ)=(θμφ)(ςυνφ)  θμ(2κ)=θμ(2φ) (2κ=2φ ι 2κ=1800 -2φ)  (κ=φ ι κ+φ=180)   

 090BAC ABC ή NAE   (CB = CA ι  ΝΕ διάμετροσ).  Αλλά  Η  μζςο του ΝΕ . Οπότε αν ΝΕ  διάμετροσ, τότε    

Η  Ο . 
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