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Ο υπολογιςμόσ του αρικμοφ  και ο τετραγωνιςμόσ τθσ παραβολισ από τον Αρχιμιδθ 

Ιςτορικά  ΢τοιχεία 

Χρειάςτθκε να περάςει περιςςότερο από ζνασ αιϊνασ από τθν εποχι που ζηθςε και άκμαςε ο Εφδοξοσ, για να 

εμφανιςκεί ο  Αρχιμήδησ ο ΢υρακοφςιοσ ο μεγαλφτεροσ μακθματικόσ τθσ αρχαιότθτασ και από τουσ 

μεγαλφτερουσ όλων των εποχϊν. Λζγεται ότι υπιρξε μακθτισ του Ευκλείδθ, ότι ταξίδεψε ςτθν Αίγυπτο, 

ςποφδαςε ςτθν Αλεξάνδρεια και ξαναγφριςε ςτισ ΢υρακοφςεσ. Φαίνεται να είχε ςχζςεισ με τθν Αλεξανδρινι 

΢χολι τθσ Αιγφπτου. Ειδικότερα είχε επιςτθμονικι επαφι με τον Ερατοςκζνθ τον Κυρθναίο διευκυντι τθσ 

Βιβλιοκικθσ τθσ Αλεξάνδρειασ αλλά και με τον διάδοχο του Ευκλείδθ ςτθν Αλεξανδρινι ΢χολι, Κόνωνα τον 

΢άμιο. 

΢τουσ 22 αιϊνεσ που πζραςαν μζχρι ςιμερα ο Αρχιμιδθσ δεν ζπαψε ποτζ να διδάςκει και να εμπνζει τουσ 

μακθματικοφσ με τα ακάνατα ζργα του. 

Ο  άγγλοσ ιςτορικόσ  T. L. Heath  περιζγραψε με τα παρακάτω λόγια τα ζργα του Αρχιμιδθ: 

«Αποτελοφν χωρίσ εξαίρεςθ πρότυπα μακθματικισ γραφισ. Σο βακμιαίο ξετφλιγμα του ςχεδίου επίκεςθσ, θ 

αριςτοτεχνικι διάταξθ των προτάςεων, θ αυςτθρι απάλειψθ κάκε ςτοιχείου που δεν είναι άμεςα ςχετιηόμενο, θ 

τελειότθτα του όλου ςυνδυάηονται ϊςτε να προκαλζςουν μια βακειά εντφπωςθ, ςχεδόν ζνα αίςκθμα δζουσ ςτο 

αναγνϊςτθ.  

Κατά τον Μεςαίωνα το μόνο που διαςϊκθκε ςτθν Ευρϊπθ ιταν θ ζνδοξθ ανάμνθςθ του ονόματοσ του 

Αρχιμιδθ. Με πρωτοβουλία του φιλομακοφσ Πάπα Νικολάου Εϋ ,  ςτα μζςα του 15ου αιϊνα, τα ελλθνικά 

χειρόγραφα μεταφράςκθκαν ςτα λατινικά από τον κλθρικό Λάκωβο τθσ Κρεμόνασ. Θ μετάφραςθ αυτι είχε 

ςθμαντικά λάκθ και δεν κυκλοφόρθςε αμζςωσ ςε ευρεία κλίμακα.  Θ πρϊτθ ζκδοςθ των ζργων του Αρχιμιδθ με 

τα ελλθνικά πρωτότυπα και τθν τροποποιθμζνθ και βελτιωμζνθ λατινικι μετάφραςθ ζγινε από τον Thomas 

Gechauff  το  1544  ςτθν Βαςιλεία τθσ Ελβετίασ. 

Οι πιο ςθμαντικζσ ςυνειςφορζσ του Αρχιμιδθ ςτα Μακθματικά ανικουν ςτον Ολοκλθρωτικό Λογιςμό. 

Αςχολικθκε με Κεωριματα για τα Εμβαδά επιπζδων ςχθμάτων και όγκουσ ςτερεϊν. Προςδιόριςε το εμβαδόν 

τμιματοσ μιασ παραβολισ και μιασ ςπείρασ , τθν επιφάνεια και τον όγκο ςφαίρασ, τον όγκο εκ περιςτροφισ 2ου 

βακμοφ , το κζντρο βάρουσ επιπζδων ςχθμάτων και ςτερεϊν εκ περιςτροφισ.  

Λςτορικά από πολφ παλιά είχαν γίνει προςπάκειεσ για τθν μζτρθςθ τθσ γιϊνθσ διαμζτρου. Από παρατθριςεισ 

προζκυψε ότι ο λόγοσ τθσ περιφερείασ του κφκλου προσ τθν διάμετρο του παραμζνει ςτακερόσ για όλουσ τουσ 

κφκλουσ. Ο ςτακερόσ αυτόσ λόγοσ ςυμβολίςτθκε με το γράμμα π . 

(Μάλλον πιρε αυτι τθν ονομαςία από τον Leonhard Euler  to 1739 από τα αρχικά τθσ λζξθσ περίμετροσ). 

 Ιταν γνωςτό ότι το εμβαδόν του κφκλου δινόταν από τον τφπο 
2

1E r   για κάποια ςτακερά  1  και το 

μικοσ τθσ περιφζρειασ από τον τφπο  2S d   όπου  d  θ διάμετροσ. Εκείνοσ ο οποίοσ  ζδωςε τθν πρϊτθ 

αυςτθρι απόδειξθ ότι  1 2    ιταν ο Αρχιμιδθσ  ςτο ζργο του  «κφκλου μζτρθςισ». 

΢ϋ αυτι αποδεικνφει πρϊτα ότι το εμβαδόν ενόσ κφκλου ιςοφται με το εμβαδόν ενόσ ορκογωνίου τριγϊνου με 

βάςθ ίςθ προσ το μικοσ S  τθσ περιφζρειασ του κφκλου και φψοσ ίςο με τθν ακτίνα του, δθλαδι ότι  
1

2
E SR  . 
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Ο παραπάνω τφποσ ιταν βζβαια γνωςτόσ  πριν δϊςει τθν απόδειξθ του ο Αρχιμιδθσ και πικανότατα είχε 

προκφψει από τθν κεϊρθςθ του κφκλου ωσ ζνωςθσ απείρου πλικουσ ιςοςκελϊν τριγϊνων με κοινι κορυφι το 

κζντρο του κφκλου και βάςεισ τισ πλευρζσ του εγγεγραμμζνου κανονικοφ πολυγϊνου, του οποίου οι απειροςτζσ 

βάςεισ ταυτίηονται με τα αντίςτοιχα τόξα.  

 

 

 

 

 

 

 

Για τθν απόδειξθ ο Αρχιμιδθσ χρθςιμοποιεί τθν «μζκοδο τθσ εξάντλθςθσ». Ο όροσ αυτόσ κακιερϊκθκε τον 17ο  

αιϊνα από μελετθτζσ του ζργου του Αρχιμιδθ, αλλά θ ίδια θ μζκοδοσ ανάγεται ςτον Εφδοξο. Θ παραπάνω 

μζκοδοσ είναι μια μζκοδοσ αυςτθρισ απόδειξθσ με απαγωγι ςε άτοπο και φυςικά προχποκζτει γνωςτό αυτό 

που πρόκειται να αποδειχκεί. 

Ζτςι κατανοοφμε γιατί ο Αρχιμιδθσ δεν χρθςιμοποίθςε τθν «μζκοδο τθσ εξάντλθςθσ» για τον υπολογιςμό του  

π, (μια κακαρά αποδεικτικι μζκοδο θ οποία είχε εφαρμογι ςτθν ζμμεςθ απόδειξθ κεωρθμάτων για εμβαδά και 

όγκουσ) αλλά προτίμθςε τθ μζκοδο των κανονικϊν πολυγϊνων ςυνδυάηοντασ γεωμετρικζσ ζννοιεσ με 

εκτεταμζνουσ αρικμθτικοφσ υπολογιςμοφσ. 

Όςον αφορά για το γεγονόσ τθσ χριςθσ των προςεγγίςεων  
265 1351

3
153 780

   ωσ αφετθρία για τον 

υπολογιςμό του  π, ο  T.  Heath  γράφει χαρακτθριςτικά: 

«Πωσ ζφταςε ο Αρχιμιδθσ ςϋ αυτζσ τισ ιδιαίτερεσ προςεγγίςεισ; Κανζνα αίνιγμα δεν ζχει αςκιςει περιςςότερθ 

γοθτεία πάνω ςτουσ ερευνθτζσ που αςχολοφνται με τθν Λςτορία των Μακθματικϊν» . 

 Για το πρόβλθμα του τετραγωνιςμοφ τθσ παραβολισ , ο  Αρχιμιδθσ ςε ζνα γράμμα ςτον φίλο του Δοςίκεο 

γράφει: 

«…φαίνεται εδϊ ότι κάκε τμιμα που περιορίηεται από μια ευκεία γραμμι και μια τομι ενόσ κϊνου με γωνία ςτα 

δεξιά (μια παραβολι) είναι  τα  3/4  του τριγϊνου με τθν ίδια βάςθ και ίςο φψοσ με το κυκλικό τμιμα. Ζτςι το 

εμβαδόν του κυκλικοφ τμιματοσ μιασ παραβολισ που τζμνεται από μια χορδι , μπορεί να προςδιοριςτεί – 

κακοριςτεί από το εμβαδό ενόσ ςυγκεκριμζνου εγγεγραμμζνου τριγϊνου». 

Για το κζμα αυτό ο Αρχιμιδθσ δίνει δφο αποδείξεισ. ΢τθν πρϊτθ το τμιμα είναι χωριςμζνο ςε δφο γωνίεσ με 

ζνα κοινό ςθμείο τομισ πλευρϊν ςτο ζνα άκρο τθσ χορδισ, ενϊ θ δεφτερθ είναι αμιγϊσ γεωμετρικι και αυτιν κα 

παρουςιάςουμε. 

 

 

 

 

Σότε προκφπτει ότι το εμβαδόν του κφκλου 

είναι ίςο με   

1 1

2 2
vE S R        όπου  πν   ςυμβολίηει 

τθν περίμετρο του εγγεγραμμζνου ν -   γϊνου  

και  υ  το  απόςτθμά του. 
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Σο ζργο του Αρχιμήδη «Κφκλου Μζτρηςισ» -  3  Βαςικά Θεωρήματα 

Θ πρϊτθ ολοκλθρωμζνθ μελζτθ για τθν μζτρθςθ του κφκλου που ζχει διαςωκεί ωσ τισ μζρεσ μασ, είναι θ μικρι 

πραγματεία του Αρχιμιδθ «Κφκλου Μζτρθςισ» ςτθν οποία υπάρχουν οι αποδείξεισ των εξισ κεωρθμάτων: 

1) Κάκε κφκλοσ είναι ιςοδφναμοσ προσ ζνα ορκογϊνιο τρίγωνο του οποίου θ μία κάκετθ πλευρά ιςοφται με τθν 

ακτίνα και θ άλλθ με τθν περίμετρο του κφκλου.    
21

( 2 )
2

E R L R L R      

2) Ο λόγοσ των εμβαδϊν ενόσ κφκλου προσ το τετράγωνο που ζχει πλευρά τθν διάμετρο, είναι ίδιοσ με το λόγο 

του 11 προσ το 14.       
 

   
2 2

2
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E
E R ή E R
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

 

      
 

 

3) Θ περίμετροσ κάκε κφκλου είναι μικρότερθ από το τριπλάςιο και το ζνα ζβδομο τθσ διαμζτρου και 

μεγαλφτερθ από το τριπλάςιο και δζκα εβδομθκοςτά πρϊτα αυτισ.   

10 1 10 1
3 2 3 2 3 3

71 7 71 7
R L R       

 

 

Αποδείξεισ 

1) ΢τον κφκλο εγγράφεται τετράγωνο  εμβαδοφ  Ε1 .  Σότε ιςχφει   

Ε1 > Ε/2  όπου  Ε  το εμβαδόν του κφκλου. 

Κεωρϊντασ  Μ1 το μζςο  του τόξου  ΑΒ , τότε το εμβαδόν του τριγϊνου   

ΑΜ1Β  είναι μεγαλφτερο από το μιςό του εμβαδοφ  του κυκλικοφ τμιματοσ   

(ΑΜ1ΒΑ) ,  δθλαδι ζχουμε  

  1

1
1

4 4

2 8

           
 

  , και άρα αν πάρουμε τα μζςα  των 

υπόλοιπων τόξων που δθμιουργοφν οι πλευρζσ του τετραγϊνου και ακροίςουμε τα εμβαδά  των 4  τριγϊνων   

ΑΜ1Β , ΒΜ2Γ , ΓΜ3Δ , ΔΜ4Α , κα ζχουμε ότι   το άκροιςμα αυτό  ΢4 = 4(ΑΜ1Β) > ( Ε – Ε1)/2 . 

Θ διαδικαςία ςυνεχίηεται εγγράφοντασ κάκε φορά ζνα κανονικό πολφγωνο με αρικμό  πλευρϊν διπλάςιο από 

τον αρικμό των πλευρϊν που ζχει εγγραφεί προθγουμζνωσ. ΢φμφωνα με τθν μζκοδο τθσ εξάντλθςθσ μποροφμε 

να επιτφχουμε θ διαφορά  Ε – Εν να γίνει όςο μικρι κζλουμε. 

Αν ςτθ ςυνζχεια περιγράψουμε ςτον κφκλο τετράγωνο  εμβαδοφ    ε1 , τότε  Ε < ε1  . 

Από το μζςον  Μ  του τόξου  Μ1Μ4  φζρνουμε  εφαπτομζνθ ςτο  Μ  που τζμνει τθν ΑΒ  ςτο Η και τθν ΑΔ  ςτο Θ. 

Σότε ιςχφει  ΗΘ  ΟΑ  και   
 

 4 1

12( )
2

AZH
  

      

     1 12 ( ) ( )           
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Όμωσ  

2
2

1 1

2
( ) ( ) ( )

2 4


          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφ ϋ όςον  Εν = (1/2)πνδν  ,  όπου  πν  θ περίμετροσ του εγγεγραμμζνου πολυγϊνου  και  δν  το απόςτθμα , 

είναι   

πν < Γ  και  δν < R.  Ζτςι κα ζχουμε  

1 1

2 2
R E           άτοπο  λόγω τθσ  (1). 

Αν  τϊρα  Ε < Ετ , τότε  όπωσ είδαμε μποροφμε να επιτφχουμε   εν – Ε < Ετ – Ε  εν < Ετ   (2). 

Όμωσ   
1

2
         με    , R       

Σότε  
1 1

2 2
R E            , άτοπο  ςφμφωνα με τθν (2). 

 

2)  Ο Αρχιμιδθσ χρθςιμοποιεί το γεγονόσ ότι θ περίμετροσ του κφκλου είναι κατά προςζγγιςθ ίςθ με τα   22/7  

τθσ διαμζτρου (αυτό δθλαδι που αποδεικνφεται ςτο 3ο  κεϊρθμα). 

Κεωρεί το περιγεγραμμζνο ςτον κφκλο τετράγωνο ΓΔΘΚ  (που ζχει πλευρά ίςθ με τθν διάμετρο) και 

καταςκευάηει τμιμα  ΓΗ  ίςο  με  τα  22/7 = *3 + (1/7)+  τθσ διαμζτρου , παίρνοντασ  τμιματα  ΔΕ = 2ΓΔ  ,  ΕΗ = 

(1/7) ΓΔ  ςτθν προζκταςθ τθσ ΓΔ.  Ζτςι δθμιουργείται το ορκογϊνιο τρίγωνο  ΑΓΗ  που ζχει τισ κάκετεσ πλευρζσ 

του  ΑΓ και ΓΗ  ίςεσ με τθν ακτίνα και τθν περίμετρο του κφκλου αντίςτοιχα και άρα είναι ιςοδφναμο προσ  τον 

κφκλο. Ο Αρχιμιδθσ ςθμειϊνει κατόπιν τισ ςχεδόν προφανείσ ςχζςεισ εμβαδϊν : 

Α Β 

Γ 
Δ 

Ο 

Μ1 

Μ2 

Μ3 

Μ4 

Μ 

Ζ 

Η 

Οπότε  4(ΑΗΘ) > (ε1 – Ε)/2 . 

΢υνεχίηοντασ με τον τρόπο αυτό και ςφμφωνα με 

τθν μζκοδο τθσ εξάντλθςθσ μποροφμε να 

επιτφχουμε θ διαφορά  εν – Ε  να γίνει 

οςοδιποτε μικρι. 

Κα αποδείξουμε ότι  Ε = Ετ 

Αν  Ε > Ετ , τότε μποροφμε ςφμφωνα με τα 

παραπάνω να ζχουμε : 

Ε – Εν < Ε – Ετ Ετ < Εν  (1) 
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 
 

 
 

   
 

1 22
3 , , , 4
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   
   

       απ ϋ  όπου  ςυμπεραίνει 

ότι  

 
 

11

14




    δθλαδι   
2

11

142

ύ

R

 


 

 

 

 

 

 

 

3) 

Θ απόδειξθ του 3ου Κεωριματοσ θ οποία παρουςιάηει και το μεγαλφτερο ενδιαφζρον μασ αποκαλφπτει ότι ςτα 

αρχαία ελλθνικά μακθματικά υπιρχε και μια ιςχυρι παράδοςθ ςτθν εκτζλεςθ πολφπλοκων μακθματικϊν 

υπολογιςμϊν. 

Ο  Αρχιμιδθσ για να προςδιορίςει τθν ςχζςθ ανάμεςα ςτθν περίμετρο και τθν διάμετρο του κφκλου(δθλαδι 

τθν τιμι του π), χρθςιμοποιεί περιγεγραμμζνα και εγγεγραμμζνα κανονικά πολφγωνα με 6,12,24,48,96 πλευρζσ , 

υπολογίηοντασ διαδοχικά το λόγο τθσ πλευράσ κάκε πολυγϊνου προσ τθν διάμετρο. 

Θ όλθ διαδικαςία χωρίηεται  ςε δφο μζρθ και μπορεί να περιγραφεί ςυνοπτικά ωσ εξισ: 

α) Περιγεγραμμζνα πολφγωνα  

 

 

 

 

 

 

δθλαδι χρθςιμοποιεί με άλλα λόγια για τθν 3  τθ  προςζγγιςθ με ζλλειψθ  
265

1,732026....
153

   θ  οποία 

ςυμπίπτει ςε 4 δεκαδικά ψθφία με τθν αλθκινι τιμι τθσ ρίηασ. 

 

 

E

AΓ

Ζ

Η

Ζςτω  Ε το κζντρο του κφκλου και ΓΑ μια διάμετροσ. Αν  ΓΗ είναι το μιςό 

τθσ πλευράσ του περιγεγραμμζνου κανονικοφ εξαγϊνου, τότε 

030


    και ςτο ορκογϊνιο τρίγωνο  ΓΕΗ ιςχφει 2





. Άρα 

22 2 2

2 2
1 3

    
    

   
.   Ο  Αρχιμιδθσ για τον άρρθτο 

λόγο τθσ ακτίνασ προσ τθν μιςι πλευρά του εξαγϊνου κζτει 
265

153





 

Α Β 

Γ Δ 

Ο 

Ε Ζ 

Θ Η 



Σ. Σκοτίδασ                                  Ο υπολογιςμόσ του αριθμοφ  και ο τετραγωνιςμόσ τησ παραβολήσ από τον Αρχιμήδη   6 

 

Αν  τϊρα  ΕΘ  είναι θ διχοτόμοσ τθσ γωνίασ  


 , τότε το ΓΘ  είναι το μιςό τθσ πλευράσ του περιγεγραμμζνου 

κανονικοφ δωδεκαγϊνου. ΢φμφωνα με  το κεϊρθμα τθσ εςωτερικισ διχοτόμου είναι 

265 571
2

153 153

       
         

       
 .  Δθλαδι 

ζχουμε μια ρθτι προςζγγιςθ του λόγου τθσ ακτίνασ προσ το μιςό τθσ πλευράσ του περιγεγραμμζνου κανονικοφ 

δωδεκαγϊνου, που είναι φυςικά ίδιοσ με το λόγο τθσ διαμζτρου προσ τθν πλευρά. 

΢υνεχίηοντασ με τον ίδιο ακριβϊσ τρόπο και φςτερα από 3 ακόμθ διχοτομιςεισ, ο  Αρχιμιδθσ βρίςκει ότι ο λόγοσ 

τθσ διαμζτρου του κφκλου προσ τθν πλευρά του περιγεγραμμζνου κανονικοφ 96-γϊνου είναι 
4673(1/ 2)

153
. 

Άρα ο λόγοσ τθσ διαμζτρου προσ τθν περίμετρο του 96-γϊνου κα είναι 
   4673 1/ 2 4673 1/ 2

96 153 14688



  και ο λόγοσ 

τθσ περιμζτρου του 96-γϊνου προσ τθν διάμετρο του κφκλου είναι 
 
 

667 1/ 2
3

4673 1/ 2
. 

Επειδι όμωσ (γράφει ο Αρχιμιδθσ) ο λόγοσ  
 
 

667 1/ 2

4673 1/ 2
 είναι μικρότεροσ του 

1

7
, ςυμπεραίνουμε ότι θ 

περίμετροσ του περιγεγραμμζνου ςτον κφκλο κανονικοφ 96-γϊνου είναι μικρότερθ από το 
1

3
7

 τθσ διαμζτρου. 

Ζτςι πολφ περιςςότερο και θ περίμετροσ του κφκλου κα είναι μικρότερθ από το 
1 22

3
7 7

 
 
 

 τθσ διαμζτρου.  

 

β) Εγγεγραμμζνα πολφγωνα  

 

 

 

 

 

 

 

χρθςιμοποιεί για τθν 3  τθ  προςζγγιςθ με υπεροχι , θ οποία ςυμπίπτει ςε 5 δεκαδικά ψθφία με τθν αλθκινι 

τιμι τθσ ρίηασ. 

Αν τϊρα θ διχοτόμοσ τθσ γωνίασ  


  τζμνει τθν ΓΒ  ςτο Η  και τον κφκλο ςτο Θ , τότε το ΓΘ  είναι θ πλευρά του 

εγγεγραμμζνου κανονικοφ δωδεκαγϊνου  και ςφμφωνα με  το κεϊρθμα τθσ εςωτερικισ διχοτόμου ζχουμε: 

 

Αν  ΓΒ  είναι θ πλευρά του εγγεγραμμζνου κανονικοφ εξαγϊνου, 

τότε 030


   και ςτο ορκογϊνιο τρίγωνο  ΑΒΓ είναι  2





. 

Ζτςι  

22 2 2

2 2
1 3

    
    

   
. 

Ο  Αρχιμιδθσ κζτει τϊρα  
1351

1,732051....
780


 


  δθλαδι 
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1351 2911
2

780 780

       
         

       
 

Όμωσ       διότι  


  κοινι  και   
2

  
     . 

Οπότε  
2911

780

   
   

   
 

Από Πυκαγόρειο  Κεϊρθμα ζχουμε  

2 22 2 2

2 2

2911 9082321
1 1

780 608400

      
        

     
  

΢το ςθμείο αυτό ο Αρχιμιδθσ κζτει  
 3013 3 / 4

780





 δθλαδι χρθςιμοποιεί για τθν  9082321  τθν 

προςζγγιςθ με υπεροχι  
3

3013 3013,75
4
  ενϊ θ αλθκινι τιμι τθσ ρίηασ είναι  3013,6889….. 

Θ τελευταία ιςότθτα είναι μια ρθτι προςζγγιςθ του λόγου τθσ διαμζτρου του κφκλου προσ τθν πλευρά του 

εγγεγραμμζνου κανονικοφ 12 – γϊνου. 

΢υνεχίηοντασ με τον ίδιο τρόπο ο  Αρχιμιδθσ βρίςκει τελικά ότι ο λόγοσ τθσ διαμζτρου προσ τθν πλευρά του 

εγγεγραμμζνου κανονικοφ  96 – γϊνου  είναι  
 2017 1/ 4

66
. 

Άρα ο λόγοσ τθσ διαμζτρου προσ τθν περίμετρο του 96 – γϊνου κα είναι  
 2017 1/ 4

6336
. 

Άρα ο λόγοσ τθσ περιμζτρου του 96 – γϊνου προσ  τθν διάμετρο  κα είναι  
 

6336

2017 1/ 4
. 

Επειδι όμωσ ο τελευταίοσ λόγοσ είναι μεγαλφτεροσ του 
10

3
71

  ςυμπεραίνουμε  ότι  96

10
3

71
    

Ζτςι , πολφ περιςςότερο και θ περίμετροσ του κφκλου κα είναι μεγαλφτερθ από  τα  
10 223

3 ( )
71 71

 τθσ 

διαμζτρου. 

 

Σελικά , ζχουμε (με ςφγχρονο ςυμβολιςμό)    . 

 

 

10 1
3 3

71 7
   
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Πωσ ο Αρχιμήδησ υπολόγιςε προςεγγίςεισ του  3  ; 

Τπάρχουν διάφορεσ εικαςίεσ για τθ διαδικαςία με τθν οποία ο Αρχιμιδθσ κατζλθξε ςτισ προςεγγίςεισ  

265 1351
3

153 780
  . 

Κατά τον  Heath  (Λςτορία των Ελλθνικϊν Μακθματικϊν)  από  εικαςία των ιςτορικϊν  Hunrath  &  Hultsch , ο 

Αρχιμιδθσ χρθςιμοποίθςε τθ διπλι ανιςότθτα  
2

2 2 1

b b
a a b a

a a
    


  όπου  a2 είναι ο 

πλθςιζςτεροσ τετραγωνικόσ αρικμόσ μεγαλφτεροσ ι μικρότεροσ του   a2 b  κατά περίπτωςθ. 

 

Για  a = 26  ,  b = -1    θ παραπάνω ςχζςθ δίνει : 

21 1
26 26 ( 1) 26

52 2 26 1

 
     

 
  

1351 1325
15 3

52 51
     οπότε  

 

1351 1325:5
3

52 15 51 3
  

 

1351 265
> 3 >

780 153
 

 

Ο  Δανόσ Αςτρονόμοσ    T. N. Thiele  το  1884  ζδωςε τθ δικι του ερμθνεία  για τθν επιλογι των φραγμάτων 

265 1351
,

153 780
.  Από τθν διπλι ανιςότθτα  

5
0 3 1

3
     πιρε τθν  5 3 3 0    και  υπολογίηοντασ  τισ 

διαδοχικζσ δυνάμεισ τθσ κατζλθξε  ςτθ ςυγκλίνουςα ακολουκία  ρθτϊν προςεγγίςεων του 3  : 

5 26 265 1351
, , , ,......

3 15 153 780
 τθσ οποίασ οι όροι είναι εναλλάξ προςεγγίςεισ κατϋ ζλλειψθ και υπεροχι  τθσ 

3 . 

Π.χ.    
5

5 3 3 0 3
3

     

         
2 26

5 3 3 2(26 15 3) 0 3
15

       

         
3 265

5 3 3 2(265 153 3) 0 3
153

         κ.ο.κ.   
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Ανάπτυγμα  άρρητων ςε ςυνεχή κλάςματα 

Πάντωσ το ανάπτυγμα τθσ  3   ςε  ςυνεχζσ κλάςμα  ζχει τθ μορφι  1
3 1

1
1

1
2

1
1

2 ....

 








  και θ 

ακολουκία των αναγωγθμάτων (προςεγγίςεων)  είναι  

7 19 71 97 362 989 3691
1,2, , , , , , , , , , , ,.....

4 11 41 56 209 571 2131

5 26 265 1351

3 15 153 780  

Γενικά ιςχφει : 
 

0

1

2

3

1

1

1

1

1
...

1
k

k

x a

a

a

a

a
a



 





 



   

όπου   α0=*χ+  και αν κζςουμε    0 1 1

0 0

1 1
, ,......, k

k k

x x x x
x a x a

  
 

τότε  

1 1[ ] , ......, [ ]k ka x a x   .                  Ζτςι όςον αφορά το 3  κα ζχουμε : 

0

0

1

0 0

1 1

2

1 1

2 2

3 4

3

[ ] 1

3

1 1 3 1

23 1

[ ] 1

1 1
3 1

3 1
1

2

[ ] 2

1, 2......

x

a x

x

x
x a

a x

x
x a

a x

ί   



 




  

 

 

   
 



 

  
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Οπότε :  3 1,1,2,1,2,1,....   και ζτςι θ ακολουκία των προςεγγίςεων είναι :

1 1 5 1 7
1,1 2, 1 , 1 .....

1 11 3 4
1 1

2 2 1

     

 


 

Τπολογιςμόσ  αναγωγικών τφπων  για τισ πλευρζσ  των εγγεγραμμζνων και περιγεγραμμζνων 

κανονικών πολυγώνων 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ζςτω  ΑΒ = tn  και  ΓΔ = λn   οι πλευρζσ των  περιγεγραμμζνων και εγγεγραμμζνων κανονικϊν  n – 

γϊνων  

αντίςτοιχα ,  Κ  το κζντρο του κφκλου , Θ  το μζςο τθσ ΑΒ  και  Μ  το μζςο  τθσ ΓΔ. ΢το ςθμείο  Γ  φζρνουμε  τθν 

εφαπτομζνθ του κφκλου που τζμνει τθν ΑΒ  ςτο ςθμείο Ε.  Προφανϊσ τότε κα ζχουμε   

2

2

nt
     (το μιςό τθσ πλευράσ του κανονικοφ  2n – γϊνου  του περιγεγραμμζνου ςτον 

κφκλο) 

και  2n   (θ πλευρά του κανονικοφ  2n – γϊνου  του εγγεγραμμζνου ςτον κφκλο) 

2

2

n nt t
     

2
2

2
2

42

2
4

n
n

n
n

n
n

R
R

t
t R

R







 

       
 


(1) 
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2
2

22 2
2 2

2 2

4 4

n n
n

n
n

n n

t t t
Rt

t
Rt t

R R R


 

       
 

  
(2) 

 

2 2
2

2

n
n n

t
 

 
      

    (3) 

Τπολογίηουμε πρϊτα τθν ποςότθτα  

 2 2 2 2 2 2
2 2 2

2 2 2 2 2
2

1 2

4 4 4 4

4

n n n

n n n

t R R R
R R R

R RR

 

  
     

 

1

(4) 

οπότε  από  (1), (2), (4)  ζχουμε: 

2

2 2

2

2 2 2 2 2 2 2

2 2

4
2 22

2 4 2 4 2

4

n

n

n n
n

n n

n

R

R
R R

t
R R R R R RR

R




 

 





  
   



 

οπότε  θ  (3)  γίνεται :   

2
2

2 2 2 2 2

2

2 2 4 2 4

n n n
n

n n

R R

R R R R

  


 
  

     

Σελικά λοιπόν ζχουμε: 

Αναγωγικό τφπο για τα εγγεγραμμζνα κανονικά  n – γωνα         

  

 

 

 

2
2

2 2 22 4

n
n

n

R

R R







 
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Αναγωγικό τφπο για τα περιγγεγραμμζνα κανονικά  n – γωνα         

 

 

 

 

΢το μζροσ τθσ εργαςίασ του που διαςϊκθκε ο Αρχιμιδθσ άρχιςε με τθν εγγραφι και περιγραφι 

κανονικϊν εξαγϊνων ςτο μοναδιαίο κφκλο και χρθςιμοποιϊντασ ρθτζσ προςεγγίςεισ του 3  (άγνωςτο 

πωσ ζφκαςε ςε αυτζσ) προχϊρθςε 4 βιματα μζχρι τα 96 – γωνα.  

Για  R=1  ζχουμε  6 6
31 ,

3
t     οπότε από τουσ προθγοφμενουσ τφπουσ παίρνουμε: 

96 960,065438 , 0,032737t     και  κακϊσ  ιςχφει  96 9648 96t    

παίρνουμε ότι  
10 1

3 3
71 7

     απ ϋ όπου προκφπτει κατά προςζγγιςθ  3,14
 

΢το μζροσ τθσ εργαςίασ που δεν διαςϊκθκε πιςτεφεται ότι ο Αρχιμιδθσ άρχιςε με 10 – γωνα και ςε 6 βιματα 

ζφκαςε ςε 640 – γωνα  που  δίνουν τον  π  με προςζγγιςθ 3 δεκαδικϊν ψθφίων  3,141 . 

΢θμαςία ζχει όχι το πόςο καλι είναι θ πρϊτθ ι δεφτερθ προςζγγιςθ, ζτςι κι ϋ αλλιϊσ θ ςφγκλιςθ ςτον   π   είναι 

πολφ αργι, αλλά θ κεωρθτικι τουσ ςκοπιά, ότι δθλαδι αυτζσ οι προςεγγίςεισ είναι  

α) ουςιαςτικά ακροίςματα Riemann 

β) ρθτζσ προςεγγίςεισ του άρρθτου  π  (και ςχετίηονται ζτςι με τθν κεμελίωςθ των πραγματικϊν αρικμϊν)  

Αν  ,n n n ns n nt     είναι οι περίμετροι του εγγεγραμμζνου και περιγεγραμμζνου κανονικοφ n -  

γϊνου αντίςτοιχα, τότε είναι προφανζσ ότι ιςχφει  2 22n n n ns s        για κάκε    n 3 

΢τθν πραγματικότθτα  οι περίμετροι των εγγεγραμμζνων και περιγεγραμμζνων κανονικϊν πολυγϊνων εξαντλοφν 

τθν περιφζρεια (δθλαδι ςφμφωνα με ςφγχρονο ςυμβολιςμό  2 , 2n ns       κακϊσ    n ∞. 

Παρατθροφμε ότι  αν   γn   είναι το απόςτθμα τθσ πλευράσ του εγγεγραμμζνου κανονικοφ  n -  γϊνου  , τότε 

ζπεται ότι  

2

2 1 , ( 1)
2

n
n R




 
   

 
οπότε  

 

2

2 2

2 2
2

11 41 1
4 22 4 4 4

n

n
n n

n




 



    

  
 

2 2
2

4

n
n

n

Rt
t

t
R R



   
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Αλλά  
2

2 2 2 1n n nό R       οπότε   2 2

1 1
(1 ) 1 1

2 2
n n n n          και  άρα 

από τθν αρχι Ευδόξου – Αρχιμιδθ για κάκε  ε>0  υπάρχει   n  -  γωνο  ϊςτε  1 – γn < ε. 

Επίςθσ  εφκολα βρίςκουμε ότι  

1n n

n n n

t

s  


 

και  άρα  

 
2

1 (1 )n
n n n n

n n

s
s


  

 
        

για κάποιο   n -  γωνο . 

 

Σετραγωνιςμόσ Παραβολήσ 

Ο  Αρχιμιδθσ ςτθν νεανικι του εργαςία «Σετραγωνιςμόσ Παραβολισ»  απζδειξε ότι το εμβαδόν παραβολικοφ 

χωρίου ιςοφται με τα  4/3  του εμβαδοφ τριγϊνου με βάςθ τθν χορδι τθσ παραβολισ και απζναντι κορυφι 

εκείνο το ςθμείο τθσ παραβολισ ςε κατεφκυνςθ που είναι  παράλλθλθ προσ τον άξονα τθσ παραβολισ από το 

μζςο τθσ χορδισ.  Θ   ΜΓ   και  θ  ΑΒ  δεν είναι απαραίτθτο να είναι κάκετεσ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1
2 2 23 ( )

2 2 2 3 3 3

 
 

             οπότε   ΡΘ=2ΘΔ 

Σζλοσ ,   
1 ( )

2( ) 2 ( )
2 2


       .  Αλλά  

( )
( ) ( )2( )

2 2 4


 

     

Α 

Β 

Μ 

Ρ 

Δ 

Ε 

Γ 

Η 

Από το μζςο  Ρ  τθσ  ΑΜ  φζρνουμε  ΡΔ//ΜΓ. 

Αν  θ  ΔΕ  είναι  παράλλθλθ προσ τθν  ΑΒ , τότε μια 

ιδιότθτα τθσ παραβολισ είναι ότι  
2

2

 


 
. 

(θ ςχζςθ αυτι κα αποδειχκεί παρακάτω) 

Αλλά  προφανϊσ   ΑΜ = 2ΔΕ. Ζτςι από τθν 

προθγοφμενθ ςχζςθ παίρνουμε  ΜΓ =4ΕΓ  άρα   

4 4

3 3
     .   Ακόμα   

4
23

2 2 3




       και    
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οπότε  τελικά  
1

( ) ( )
8

   . 

Ομοίωσ το τρίγωνο  το εγγεγραμμζνο ςτο κυκλικό τμιμα με αντίςτοιχθ χορδι τθν  ΒΓ  κα είναι  και αυτό 

εμβαδοφ  

1/8  του  (ΑΒΓ).  Άρα     
1

( ) ( )
4

      

Κάνοντασ ανάλογθ εργαςία ςτα εναπομείναντα 4 παραβολικά κυκλικά τμιματα , μποροφμε να εγγράψουμε ζνα 

τρίγωνο (κάκε φορά) που είναι ξανά εμβαδοφ  1/8  του μεγαλφτερου τριγϊνου με το οποίο ζχουν μια κοινι 

πλευρά, δθλαδι ακροιςτικά αυτό το εμβαδό κα είναι  το  
2

1
( )

4
 . 

Αυτι θ διαδικαςία μπορεί να  ςυνεχιςτεί  επ ϋ αόριςτον. 

 

Ζτςι  αν  κζςουμε   Σ = (ΑΒΓ) τότε το εμβαδόν του παραβολικοφ χωρίου κα είναι  προφανϊσ  

2
.... ....

4 4 4
  

        

΢ιμερα γνωρίηουμε ότι αυτό το άκροιςμα ιςοφται  με   4Σ/3. Αλλά ο Αρχιμιδθσ δεν το γνϊριηε , οπότε ςκζφτθκε 

ωσ εξισ: 

Παρατιρθςε  ότι  
1

1 1 1 1 1

4 3 4 3 4   
      οπότε   

1 1

1
...

4 34 4 3 4
   

   
      


 

 

άρα  1 01

4
.....

3 4 3 4 3 3
   

   
         

  .  Άρα  

4 1

3 3 4
 

 
   

 

Μια άλλθ εκδοχι είναι ότι  κεϊρθςε τα μερικά ακροίςματα και παρατιρθςε  ότι κακϊσ αφξανε το πλικοσ των 

όρων αυτϊν των ακροιςμάτων, θ διαφορά τουσ από το  
 4

3
E

 γινόταν οςοδιποτε μικρι.
 

 

 

 

 

΢ν 
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Ζτςι, ςτθν ουςία ο Αρχιμιδθσ υπολόγιςε και το  

γραμμοςκιαςμζνο εμβαδόν του παραβολικοφ 

χωρίου 

αφοφ ςφμφωνα με τθν προθγοφμενθ εργαςία  

το εμβαδόν του παραβολικοφ τμιματοσ  (ΑΗΟΑ) 

κα ιςοφται με τα  4/3  του εμβαδοφ του τριγϊνου 

ΑΟΗ , δθλαδι  
2 34 1 4

2
3 2 3

b b b
 

   
 

    

Άρα το γραμμοςκιαςμζνο εμβαδό κα είναι   

  3
2 31 4

( )
2 2 3 3

AZOA b
AMOb b b b       

 

Απόδειξθ τθσ ςχζςθσ  
2

2

 


 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Α 

Β 

Γ 
Μ Ε 

Δ 

Η 

Κα χρθςιμοποιιςουμε πρϊτα το 

εξισ λήμμα: 

Σα μζςα των παράλλθλων 

χορδϊν παραβολισ βρίςκονται 

ςε διάμετρο τθσ παραβολισ 

(δθλαδι ςε ευκεία παράλλθλθ 

προσ τον άξονα τθσ παραβολισ) 

Απόδειξη 

Ζςτω  ψ= λχ + κ   θ εξίςωςθ τθσ 

χορδισ ΑΒ   με  Α(χΑ , ψΑ)  και   

Β(χΒ , ψΒ). Προφανϊσ τα  χΑ , χΒ 

κα είναι ρίηεσ τθσ εξίςωςθσ 

(λχ + κ )2 = 2px  

 

Μ 
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λ2χ2
 + 2(λκ – p)χ + κ2 = 0 .  Ζτςι  22

A B
M

x x p
x





 
 

  οπότε  

M

p p
x


   

 



     .  Άρα   

p
  


      

Σότε  

2

22 2

p
x

p






  
.  Πρζπει να δείξουμε ότι  

2 2

2 2

   
  

   
 

Πράγματι       
2

2 2
2 2 22

2

B A
B A B A B A

y y
x x y y y y

p

 
        

 
 

 
 

   
2 2

2 2 2

2 2 2

4 1
1 1 1

4 4

B A M
B A B A B A

y y y
y y y y y y

p p 

     
             

    
 

Παρόμοια ,   
22

2

1
1y y


 

 
    

 
 

Οπότε  

 

 

22

22

B Ay y

y y 




   

Επίςθσ  

2 2 2
2 2

2 2

2 2 2
2 2

2 2

2
4 2

2
4 2

A B

A B
M

HE
H

y y p p
y y

x x p

y y p px x
y y

p

 

 







  

 
   

 
    

 

2

2 2
2

2 2

2 2

2
2

( )
2

2

A B
A B

A B

HH
H

y y
y y

y y

y yy y
y y




 
      

 
   

 
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Τπολογιςμόσ Παραβολικοφ χωρίου 

΢ε ςφγχρονθ ορολογία θ απόδειξθ του Αρχιμιδθ για τον τετραγωνιςμό τθσ παραβολισ περιγράφεται με τον 

ακόλουκο τρόπο: 

 

 

 

 

 

 

Κόβουμε το ςχιμα με κατακόρυφεσ λωρίδεσ και ζτςι το άκροιςμα των εςωτερικϊν ορκογωνίων είναι μικρότερο 

από το ηθτοφμενο εμβαδό, ενϊ το άκροιςμα των εξωτερικϊν ορκογωνίων είναι μεγαλφτερο από αυτό. 

Αυξάνοντασ το πλικοσ των κατακόρυφων λωρίδων παρατθροφμε ότι το άκροιςμα των εμβαδϊν των εξωτερικϊν 

ορκογωνίων αυξάνει ενϊ  αυτό των  εςωτερικϊν ελαττϊνεται. Ο  Αρχιμιδθσ παρατιρθςε ότι μποροφςε να βρει 

μια προςζγγιςθ του ηθτοφμενου εμβαδοφ με οποιοδιποτε βακμό ακριβείασ, αν καταςκεφαηε ζνα επαρκζσ 

ςφνολο από λωρίδεσ. 

Για τθν διαμζριςθ  

2
0, , ,.......,n

b b nb
P

n n n

 
  
 

το άκροιςμα των εμβαδϊν των εξωτερικϊν ορκογωνίων 

είναι    
3

2 2 2

3
1 2 ....n

b
n

n
       ενϊ  των  εςωτερικϊν  είναι  

3
2 2 2

3
1 2 .... ( 1)n

b
n

n
         

Επαγωγικά βρίςκουμε ότι  

3 2
2 2 21 2 ...

3 2 6

n n n
n        και  

3 2
2 2 21 2 ... ( 1)

3 2 6

n n n
n        

για   n1. 

Από τισ προφανείσ ανιςότθτεσ  

3
2 2 2 2 2 21 2 ... ( 1) 1 2 ...

3

n
n n           (1)    προκφπτει   
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3 3 3
2 2 2 2 2 2

3 3
[1 2 ... ( 1) ] [1 2 ... ]

3

b b b
n n

n n
           οπότε  ζχουμε  

3

, ( 1)
3

n n

b
n     .    (2) 

Ιςχυριςμόσ : Ο  αρικμόσ     b3/3   είναι ο μοναδικόσ αρικμόσ που ικανοποιεί τθν ςχζςθ  (2). 

Ζςτω αντίκετα ότι υπάρχει και ζνασ άλλοσ αρικμόσ  φ  με τθν ιδιότθτα    ςn <  φ <  ΢n     για κάκε  nN. 

 

Από τθν  (1)    ζχουμε ότι   

3
2 2 2 21 2 ....

3

n
n n     και  πολλαπλαςιάηοντασ  με   b3/n3   παίρνουμε  

 
3 3 3 3 3

2 2 2

3
1 2 ....

3 3
n

b b b b b
n

n n n
              (3) 

Επίςθσ , κακϊσ ιςχφει   
3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 21 2 .... 1 2 .... ( 1)
3 3

n n
n n n n n              

και     πολλαπλαςιάηοντασ  με   b3/n3   παίρνουμε   

3 3

3
n

b b

n
     (4) 

Από τισ  (3)  και  (4)  ζχουμε      

3 3 3 3

3 3

b b b b

n n
       (5)    για  κάκε   nN. 

Αν   

3 3

0
3 3

b b
      τότε  από  τθν  (5)    προκφπτει  ότι   

3 3 3

3
,

3

3

b b b
n N n n N

bn




 
  

         
    

 

πράγμα  άτοπο αφοφ το ςφνολο  Ν  δεν  

είναι  άνω  φραγμζνο. 

Με  παρόμοιο  τρόπο θ ανιςότθτα  

3

3

b
    οδθγεί  πάλι  ςε  άτοπο.  
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Αξίηει να παρατθριςουμε ότι  

3

n n

b

n
   , άρα  θ διαφορά  ΢n – ςn   γίνεται αυκαίρετα μικρι κακϊσ το  n  

αυξάνει (από τθν ιδιότθτα Ευδόξου – Αρχιμιδθ) και  άρα  

3

lim
3

n
n

b
E


   . 
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