
 

Κατασκευή με κανόνα και διαβήτη 

Ο κανόνας επιτρέπεται να χρησιμοποιηθεί μόνο για την χάραξη ευθείας που διέρχεται από δύο δοθέντα σημεία, 

ο δε διαβήτης για την χάραξη κύκλου δοθέντος κέντρου, του οποίου η ακτίνα είναι ίση με την απόσταση δύο 

δοθέντων σημείων. 

Έτσι, το πρόβλημα κατασκευής γεωμετρικού σχήματος με κανόνα και διαβήτη, ανάγεται στην κατασκευή από 

δοθέντα σημεία του επιπέδου νέων σημείων με πεπερασμένο πλήθος βημάτων. Τα νέα αυτά σημεία προκύπτουν ως 

τομές ευθειών, κύκλων ή ευθείας και κύκλου. 

Θεωρούμε δοθέντα σημεία  Ρ1 , Ρ2 , ….., Ρn   του επιπέδου  και ένα ορθογώνιο σύστημα καρτεσιανών 

συντεταγμένων . Θεωρούμε  ότι  η αρχή του συστήματος και το μοναδιαίο σημείο ανήκουν σε δοθέντα σημεία. Έτσι 

έχουμε στη διάθεσή μας ένα ευθύγραμμο τμήμα μήκους 1.  

Συμβολίζουμε με Κ το σώμα που προκύπτει από το σώμα των ρητών Q  με την επισύναψη όλων των 

συντεταγμένων των δοθέντων σημείων. Ισχύει το ακόλουθο θεώρημα: 

Ένα σημείο  Ρ κατασκευάζεται με τον κανόνα και διαβήτη με την βοήθεια των σημείων  Ρ1 , Ρ2 , ….., Ρn   αν και 

μόνον αν οι συντεταγμένες αυτού ανήκουν σε μια επέκταση του Galois M  του σώματος  K,  βαθμού  που είναι 

δύναμη του 2.  

Έστω  λοιπόν ότι θέλουμε να κατασκευάσουμε ένα κανονικό  n – γωνο  εγγεγραμμένο σε μοναδιαίο κύκλο. Αρκεί 

προφανώς να κατασκευάσουμε τις συντεταγμένες των σημείων  
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της μονάδος. Αυτό όμως επιτυγχάνεται αν ο βαθμός της επέκτασης  Q(ε)/Q  είναι  δύναμη του 2. 

Όμως  [Q(ε)/Q ] = φ(n) = ( )1
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ανάλυση του  n  σε γινόμενο δυνάμεων πρώτων παραγόντων. 

Θέλουμε  φ(n) να είναι δύναμη του  2.  Αν  είναι  p1 =2  τότε  ως  n1  μπορεί να ληφθεί οποιοσδήποτε φυσικός  

αριθμός. Για τους περιττούς πρώτους   pi   πρέπει   να ισχύει    n1 =1    και    pi – 1 =  2 im
 

Αν ο αριθμός   mi  =  r⋅ t  όπου    r > 1   περιττός , τότε  ο αριθμός   pi  διαιρείται διά του    2
t
 + 1, άρα δεν είναι 

πρώτος. Θα πρέπει λοιπόν να ισχύει   2 ih

im =  .  Ένας πρώτος  της μορφής   
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Fermat . 

Άρα το κανονικό  n – γωνο  κατασκευάζεται με τον κανόνα και τον διαβήτη αν και μόνο αν  είναι  
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Έτσι για παράδειγμα  αν ήταν δυνατή  η τριχοτόμηση της γωνίας των 60
0
  τότε θα ήταν δυνατή η κατασκευή της 

γωνίας των  20
0
 , άρα θα ήταν δυνατή και η κατασκευή  του κανονικού  18 – γώνου  (360/18 = 20

0
) , πράγμα όμως 

αδύνατο αφού   18 = 2 ⋅ 3
2
 . 



Αυτό βέβαια δεν σημαίνει πως καμιά γωνία δεν τριχοτομείται με κανόνα και διαβήτη. Π.χ. η γωνία των 

90
0
  τριχοτομείται ως εξής  :   

Κατασκευάζουμε κύκλο με τυχαία ακτίνα που τέμνει την μια 

πλευρά στο σημείο Α. Τότε κατασκευάζουμε κύκλο με κέντρο Α και 

ακτίνα ΟΑ 

Σχηματίζεται έτσι η γωνία των 60
0
 η οποία διχοτομείται κατά τα 

γνωστά. 

 

 

Η τριχοτόμηση μιας γωνίας 

Κάνουμε την γωνία επίκεντρη σε έναν κύκλο (Ο,ρ) και προεκτείνουμε την διάμετρο ΑΒ προς το Α 

Με τη βοήθεια του διαβήτη σημειώνουμε πάνω στον κανόνα δύο σημεία που έχουν απόσταση ίση με την ακτίνα. 

Τοποθετούμε τον κανόνα έτσι ώστε να διέρχεται από το Ε και τον μετακινούμε μέχρι τα σημεία που σημειώσαμε 

πάνω σ΄αυτόν να συναντήσουν τον κύκλο και την προέκταση της διαμέτρου στα Δ και Γ (συγχρόνως) 

 

 

 

 

 

 

Η γωνία �∆ΟΑ  που κατασκευάζεται με αυτόν τον τρόπο είναι ίση με το 1/3  της δοθείσης γωνίας ( �ΕΟΒ ). Γιατί; 

(Η εξήγηση στο παρακάτω   σχήμα) 

 

 

 

 

 

 

Γιατί όμως  τότε  η τριχοτόμηση γωνίας παραμένει αδύνατη με κανόνα και διαβήτη;   

Σε ποιο βήμα έγινε παραβίαση των κατασκευαστικών περιορισμών της Ευκλείδειας Γεωμετρίας; 

 

→ Άλγεβρα  Ι  Κ. Λάκκη Εκδόσεις Ζήτη , 1984 

→ Ι. Θωμαΐδης , Ιστορικές παρεκβάσεις στο μάθημα της Γεωμετρίας, Ευκλείδης Γ΄ , τ.25 , 1990 
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