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1.  
Αν  a,b,c,d  θετικοί  πραγµατικοί  αριθµοί  ,  αποδείξτε  ότι : 

4 4 4 4 4 4 4 4 4

1 1 1

a b c abcd a b d abcd a c d abcd
+ +

+ + + + + + + + + 4 4 4
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b c d abcd
+

+ + +
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abcd
≤  . 

                                     [Ετήσιος  Μαθηµατικός  ∆ιαγωνισµός  περιοδικού «GAZETA  MATEMATIKA»] 
 
 Λύση 
 

 a4+b4+c4=(a2)2+(b2)2+(c2)2
≥a2b2+b2c2+c2d2=(ab)2+(bc)2+(ca)2

≥ab⋅bc+bc⋅ca+ca⋅ab= 

 = abc(a+b+c) .Το  ίσον  ισχύει  αν  και  µόνον  αν  α2=b2=c2  και  ab⋅bc=bc⋅ca=ca⋅ab 

  δηλαδή  a=b=c . 

  Οπότε 4 4 4

1 1 1

( ) ( )a b c abcd abc a b c abcd abc a b c d
≤ =

+ + + + + + + + + . (1) 

 Ανάλογα: 4 4 4

1 1

( )a b d abcd abd a b c d
≤

+ + + + + +   (2), 

  4 4 4

1 1

( )a c d abcd acd a b c d
≤

+ + + + + +   (3) και 

  4 4 4

1 1

( )b c d abcd bcd a b c d
≤

+ + + + + +  (4) 

 
 Καλώντας  S  το  πρώτο  µέλος  της  προς  απόδειξη  σχέσης  και  προσθέτοντας 
  κατά  µέλη  τις  (1) , (2) , (3) , (4)  παίρνουµε : 

  
1

( )

d c b a
S

abcd a b c d abcd

+ + +
≤ =

+ + +  . 

 

 
 
2.  Αν  a,b,c  θετικοί  πραγµατικοί  αριθµοί  ,  αποδείξτε  ότι : 

           

5

4 4 4 4

1 1 1 3

( )a b c a b c
+ + ≥

+ +  . 

[Ετήσιος  Μαθηµ. ∆ιαγων.  Περιοδικού  «Gazeta  Matematica»1997] 
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Λύση 

Προφανώς  αρκεί  να  δείξουµε  ότι 

4 4 4

53
a b c a b c a b c

a b c

+ + + + + +     + + ≥     
     

. 

Χρησιµοποιούµε  την  σχέση   χ4+ψ4+ω4
≥χψω(χ+ψ+ω)  για  θετικούς  χ,ψ,ω . 

Απόδειξη :  χ4+ψ4+ω4=(χ2)2+(ψ2)2+(ω2)2
≥χ2ψ2+ψ2ω2+ω2χ2=(χψ)2+(ψω)2+(ωχ)2

≥ 

 χψ⋅ψω+ψω⋅ωχ+ωχ⋅χψ=χψω(χ+ψ+ω) . (Ολυµπιάδα Πολωνίας 1958] 

 
 Καλώντας  S  το  πρώτο  µέλος  της  προς  απόδειξη  σχέσης  ,  έχουµε : 

 

( ) ( ) ( )
( )

( )
3 4

2

1 1 1a b c a b c
S a b c ab bc ca

abc a b c abc

+ + + + 
≥ + + + + = ⋅ + + 

 
≥  

 

 

( )
( )

4
3 3

5

2

3 3
3

abc ab bc ca

abc

⋅ ⋅ ⋅
=

 .   Κάναµε  χρήση  της  σχέσης  

 
33χ ψ ω χψω+ + ≥  (χ,ψ,ω θετικοί)  

 
 
 
 

3.  Αποδείξτε  ότι   ( )( ) ( )2a b a c abc a b c+ + ≥ + +   για  όλους  τους  θετικούς 

      πραγµατικούς  a,b,c . 
                                                                       [ 23

η
 Ολυµπιάδα  Βραζιλίας  2001] 

Λύση 
 
Η  προς  απόδειξη  σχέση  γράφεται  ισοδύναµα : 

( ) 2 ( )a a c ab bc a a b c bc+ + + ≥ + + ⋅  

( ) 2 ( )a a b c bc a a b c bc⇔ + + + ≥ + + ⋅   σχέση  η  οποία  ισχύει  αφού  είναι 

 γνωστό  ότι  2χ ψ χψ+ ≥  ( )2 0χ ψ⇔ − ≥  (το  ίσον  αν  και  µόνον  αν  χ=ψ) 

 Οπότε  θέτοντας  χ=a(a+b+c)  ,  ψ=bc  αποδεικνύουµε  το  ζητούµενο . 
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4.  Για  όλους  τους  θετικούς  πραγµατικούς  αριθµούς  a,b,c  αποδείξτε  ότι  

      

2 2 2

2

a b c a b c

b c a c a b

+ +
+ + ≥

+ + +  . 

     [Μαθηµατικός  ∆ιαγωνισµός 1988 , Στάρα  Ζαγόρα , Βουλγαρία] 

 
Λύση 
 

Χρησιµοποιούµε  την  ανισότητα  B.C.S.  

2

2 2

1 1 1

n n n

i i i i

i i i

χ ψ χ ψ
= = =

     
⋅ ≥ ⋅     

     
∑ ∑ ∑  

 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2a b c
b c a c a b

b c a c a b

        + + ⋅ + + + + +         + + +       
≥  

 

 ( )2a b c+ +     οπότε  καλώντας  S  το  πρώτο  µέλος  της  προς  απόδειξη σχέσης 

  παίρνουµε  : 

   
22( ) ( )

2

a b c
S a b c a b c S

+ +
⋅ + + ≥ + + ⇔ ≥  . 

 
 

 
5.   Αν  a,b,c,d   θετικοί  πραγµατικοί  αριθµοί   ώστε  c2+d2=(a2+b2)3 ,  αποδείξτε  ότι 

    

3 3

1
a b

c d
+ ≥   (1) 

                                                          [Crux   Mathematicorum ,  Οκτώβριος  1980] 
  
Λύση 
 

Από  ανισότητα  B.C.S.  ( )( ) ( )22 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2χ χ ψ ψ χ ψ χ ψ+ + ≥ ⋅ + ⋅  παίρνουµε 

( ) ( )21 1 2 2 1 1 2 2( )κ θ κ θ κ θ κ θ+ + ≥ ⋅ + ⋅   οπότε 

 ( ) ( )
3 3

2
2 2a b

ac bd a b
c d

 
+ + ≥ + 

 
 (i).   Όµως  (a2+b2)(c2+d2)≥(ac+bd)2 ⇔ 

 (a2+b2)4
≥(ac+bd)2 ⇔ (a2+b2)2

≥ac+bd  (ii)  .    

  Από   (i) , (ii)  έχουµε   ( )
3 3
a b

ac bd ac bd
c d

 
+ + ≥ + 

 
 ⇒ (1) 



Ανισότητες – Ολυμπιάδες 

 

Σ.  Σκοτίδας     4 

 

  

Το  ίσον  ισχύει  αν  και  µόνον  αν  

3 3

1 2

2 2

1 2

a b
c d

ad bc
a b

κ κ
θ θ

= ⇔ = ⇔ =  . 

 
 
 
 

6.  Έστω   a,b,c,d ∈R  µε  a<b<c<d  .  Αποδείξτε  ότι  (a+b+c+d)2 > 8(ac + bd) 
                                                                      [Ολυµπιάδα  Πολωνίας  1953] 

 
Λύση 
 
Θεωρούµε  το  πολυώνυµο  f(x)=(x-a)(x-c) + (x-b)(x-d)=2x2-(a+b+c+d)x+ac+bd 
Παρατηρούµε  ότι  f(a)>0 , f(b)<0 , f(c)<0 , f(d)>0 
Έτσι  από  θεώρηµα  Bolzano  η  f(x)  θα  έχει  µία  τουλάχιστον  ρίζα  στο διάστηµα 
(a,b)  και  µία  στο  (c,d) . 
Αλλά  καθώς  f(x)  πολυώνυµο  δευτέρου  βαθµού  θα  έχει  ακριβώς  δύο   ρίζες 

άρα  πρέπει  ∆>0 ⇔ (a+b+c+d)2 – 8(ac+bd)>0 . 

 

 
 

7. Αν  a,b  θετικοί  πραγµατικοί  ,  αποδείξτε  ότι   
3 52 3 5a b ab+ ≥  . 

                            [ ΧΧΧΙΧ  Μαθηµατική  Ολυµπιάδα  FYROM  1997 ] 

 
Λύση 
 

Θέτουµε  
3,a x b ψ= =  οπότε  η  προς  απόδειξη  σχέση  γίνεται : 

 ( )
5 5 2 3

1 1 1 11
2 3 5 5 5 552 3 5 2 3 5χ ψ χ ψ χ ψ χ ψ

       
+ ≥ ⇔ + ≥ ⋅       

       
. 

    Οπότε  για  

1 1

5 5,χ ω ψ θ= =    παίρνουµε  2ω5+3θ5
≥5ω2θ3 ⇔Ρ(ω)≥0  

    όπου  Ρ(ω) = 2ω
5
-5θ3ω

2
+3θ5

≥0 , σχέση  η  οποία µε  διπλή  χρήση  του   

    σχήµατος  Horner  γίνεται :  (ω-θ)2(2ω3+4θω2+6θ2ω+3θ3)≥0  ισχύει . 

    Το  ίσον  αν  και  µόνον  αν  ω=θ⇔χ=ψ⇔a2=b3 . 


