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Πεδίο ορισµού και παράγωγος συναρτήσεων που ορίζονται µε ολοκλήρωµα και έχουν 

τύπους: 
x

f(x) g(t) dt
γ

= ∫   ή  
h(x)

f(x) g(t) dt
γ

= ∫   ή    
h(x)

(x)

f(x) g(t) dt
φ

= ∫   

 

Μορφή Α  «
x

f(x) g(t) dt
γ

= ∫ »  (απλή συνάρτηση)  

Μια τέτοια συνάρτηση είναι καλά ορισµένη όταν: 
η συνάρτηση g είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ (πρόσεξε! όχι ένωση διαστηµάτων)  
και ταυτόχρονα ισχύουν οι σχέσεις γ ∆∈  και  x ∆∈ .  
 
Αν καλέσουµε G(x)  µια αρχική της g, δηλαδή αν G (x) g(x)′ = , έχουµε:  

x

f(x) g(t)dt
γ

= =∫ G(x) G(γ) f (x) G (x)′ ′− ⇒ = ⇒
x

  g(t)dt g(x),  µε γ ∆ και για κάθε x ∆  
γ

′⎛ ⎞
= ∈ ∈⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ . 

 
Παρατήρηση: Το κάτω άκρο ολοκλήρωσης (δηλαδή το γ) καθορίζει τη σταθερά c της αρχικής! 
 

Παράδειγµα 1ον  Έστω η συνάρτηση 
x

1

1f(x)  dt
t

= ∫ . Να βρεθεί το πεδίο ορισµού της και η 

παράγωγός της. 

Λύση  Η συνάρτηση 1g(t)
t

=  έχει πεδίο ορισµού το g∆ (0,  + )= ∞ , οπότε πρέπει να ισχύουν 

οι σχέσεις: 1 ∆∈  και  x ∆∈ , που ισχύουν, άρα f∆ (0,  + )= ∞  και 1f (x) g(x)
x

′ = =  για κάθε 

x (0,  + )∈ ∞ , οπότε η συνάρτηση f είναι µια αρχική της g.  
Σχόλιο: Στη περίπτωση που µπορούµε να ολοκληρώσουµε, όπως στη δοσµένη συνάρτηση,  

ολοκληρώνοντας έχουµε: 
x x

1
1

1f(x)  dt 2 t 2 x 2 1 2 x 2
t

⎡ ⎤= = = − = −⎣ ⎦∫ , x (0,  + )∈ ∞ . Άρα 

f(x) 2 x 2= − και επειδή γνωρίζουµε ότι κάθε συνάρτηση της µορφής y 2 x c= + , είναι µια αρχική 

της 1y
x

= , παρατηρούµε ότι το κάτω άκρο ολοκλήρωσης καθορίζει τη σταθερά c της αρχικής! 

 

Παράδειγµα 2ον  Έστω η συνάρτηση 
x

1

1f(x)  dt
t−

= ∫ . Να βρεθεί το πεδίο ορισµού της και η 

παράγωγός της. 
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Λύση  Η συνάρτηση 1g(t)
t

=  έχει πεδίο ορισµού το g∆ ( ,  0) (0,  + )= −∞ ∪ ∞  (Πρόσεξε! Το 

πεδίο ορισµού είναι ένωση διαστηµάτων). 

Πρέπει λοιπόν να ισχύουν οι σχέσεις:  (Ι) 
1 ( ,  0)

και
x ( ,  0)

− ∈ −∞⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪∈ −∞⎩ ⎭

   ή    (ΙΙ) 
1 (0,  + )

και
x (0,  + )

− ∈ ∞⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪∈ ∞⎩ ⎭

.  

Το σύστηµα (ΙΙ) είναι αδύνατο, οπότε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης είναι το f∆ ( ,  0)= −∞ . 

Επίσης ισχύει ότι 1f (x) g(x)
x

′ = =  για κάθε x ( ,  0)∈ −∞ .  

Πρόσεξε ότι η συνάρτηση f δεν είναι µια αρχική της συνάρτησης g, γιατί µια αρχική της g είναι η 
y ln x=  και η οποία έχει πεδίο ορισµού το ( ,  0) (0,  + )−∞ ∪ ∞ . 
 

Σχόλιο:  Η συνάρτηση 
x

3

1f(x)  dt
t

= ∫ , εργαζόµενοι µε όµοιο τρόπο, έχει πεδίο ορισµού το 

(0,  + )∞ , οπότε µπορούµε να πούµε ότι µια αρχική της συνάρτησης g είναι η συνάρτηση:  
x

1
x

3

1  dt,  x<0
t

G(x)
1  dt,  x>0
t

−

⎧
⎪
⎪= ⎨
⎪
⎪⎩

∫

∫
,  διότι 

1 ,  x<0
xG (x)
1 ,  x>0
x

⎧
⎪⎪′ = ⎨
⎪
⎪⎩

. 

 

Μορφή Β  «
h(x)

f(x) g(t) dt
γ

= ∫ » (σύνθετη συνάρτηση) 

Μια τέτοια συνάρτηση είναι καλά ορισµένη όταν: 
η συνάρτηση g είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆  
και ταυτόχρονα ισχύουν οι σχέσεις:  hx ∆∈ , γ ∆∈  και  h(x) ∆∈ .  
 
Αν καλέσουµε G(x)  µια αρχική της g, δηλαδή αν G (x) g(x)′ = , έχουµε:  

h(x)

f(x) g(t)dt
γ

= =∫ G(h(x)) G(γ) f (x) G (h(x)) h (x)′ ′ ′− ⇔ = ⋅ ⇔  

h(x)

h
γ

  g(t)dt g(h(x)) h (x), µε γ ∆ και για κάθε x ∆  µε h(x) ∆   
′⎛ ⎞

′= ⋅ ∈ ∈ ∈⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ . 

 

Παράδειγµα 3ον  Έστω η συνάρτηση 
ln x 2

2

t 3f(x)  dt
t 1−

+
=

−∫ . Να βρεθεί το πεδίο ορισµού της και η 

παράγωγός της. 

Λύση  Η συνάρτηση 
2t 3g(t)
t 1
+

=
−

 έχει πεδίο ορισµού το g∆ ( ,  1) (1,  + )= −∞ ∪ ∞  (Πρόσεξε! το 

πεδίο ορισµού είναι ένωση διαστηµάτων). 
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Πρέπει να ισχύουν οι σχέσεις: 
x>0

2 ( ,  1)
ln x ( ,  1)

⎧
⎪ − ∈ −∞⎨
⎪ ∈ −∞⎩

 (Ι) ή 
x>0

2 (1,  + )
ln x (1,  + )

⎧
⎪ − ∈ ∞⎨
⎪ ∈ ∞⎩

 (ΙΙ).  

 
Το σύστηµα (ΙΙ) είναι αδύνατο, οπότε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης βρίσκεται από τη σχέση (Ι): 

x>0 x>0 x>0
2 ( ,  1) και και
ln x 1 ln x ln e x e

⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪− ∈ −∞ ⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪< < <⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

, άρα f∆ (0,  e)= .  

Επίσης ισχύει ότι 
2 2ln x 3 ln x 3f (x) (ln x)

ln x 1 x (ln x 1)
+ +′ ′= =
− ⋅ −

 για κάθε x (0,  e)∈ .  

 

Μορφή Γ  «
h(x)

(x)

f(x) g(t) dt
φ

= ∫ » (διαφορά δύο σύνθετων συναρτήσεων) 

Μια τέτοια συνάρτηση είναι καλά ορισµένη όταν: 
η συνάρτηση g είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆  
και ταυτόχρονα ισχύουν οι σχέσεις: hx ∆∈ , φx ∆∈ , φ(x) ∆∈  και  h(x) ∆∈ .  
Αν καλέσουµε G(x)  µια αρχική της g, δηλαδή αν G (x) g(x)′ = , έχουµε:  

h(x)

(x)

f(x) g(t)dt
φ

= =∫ G(h(x)) G(φ(x)) f (x) G (h(x)) h (x) G (φ(x)) φ (x)′ ′ ′ ′ ′− ⇔ = ⋅ − ⋅ ⇔

h(x)

h φ
φ(x)

  g(t)dt g(h(x)) h (x) g(φ(x)) φ (x) για κάθε x ∆ ∆  µε φ(x) ∆ και h(x) ∆   
′⎛ ⎞

′ ′= ⋅ − ⋅ ∈ ∩ ∈ ∈⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ . 

 

Παράδειγµα 4ον  Έστω η συνάρτηση 
2

2

4 x t

4 x

ef(x)  dt
t 5

+

−

=
−∫ . Να βρεθεί το πεδίο ορισµού της και η 

παράγωγός της. 

Λύση  Η συνάρτηση 
teg(t)

t 5
=

−
 έχει πεδίο ορισµού το g∆ ( ,  5) (5,  + )= −∞ ∪ ∞  (Πρόσεξε! το 

πεδίο ορισµού είναι ένωση διαστηµάτων). 
Επειδή οι συναρτήσεις 2h(x) 4 x= +  και 2φ(x) 4 x= −  έχουν πεδίο ορισµού το —, αρκεί να ισχύουν οι 

σχέσεις: 

2

2

4+x <5
και

4 x 5

⎧
⎪
⎨
⎪ − <⎩

 (Ι) ή 

2

2

4+x >5
και

4 x 5

⎧
⎪
⎨
⎪ − >⎩

 (ΙΙ). Το σύστηµα (Ι) είναι ισοδύναµο µε το 

2

2

x <1
και 1 x 1
x 1

⎧ ⎫
⎪ ⎪⇔ − < <⎨ ⎬
⎪ ⎪− <⎩ ⎭

, ενώ το σύστηµα (ΙΙ) είναι ισοδύναµο µε το 

2

2

x >1
και
x 1

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪− >⎩ ⎭

 που είναι αδύνατο. 

Άρα το πεδίο ορισµού της συνάρτησης g είναι το g∆ ( 1,  1)= − .   
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Επίσης ισχύει ότι: 
2 24 x 4 x

2 2
2 2

e ef (x) (4 x ) (4 x )
4 x 5 4 x 5

+ −

′ ′ ′= + − − ⇔
+ − − −

( ) ( )2 24 x 4 x

2 2

2x e 2x e
f (x)

1 x 1 x

+ −⋅ ⋅
′ = −

− + − −
. 

 
 
Για εξάσκηση να λυθούν τα θέµατα 1 - 5 

Στις συναρτήσεις που ορίζονται µε ολοκλήρωµα και στις οποίες η µεταβλητή x της 
συνάρτησης βρίσκεται µέσα στο ολοκλήρωµα, θα πρέπει να εξαχθεί ως σταθερά εκτός 
ολοκληρώµατος και µετά να παραγωγίσουµε 
 
Η έξοδος της µεταβλητής από το ολοκλήρωµα επιτυγχάνεται είτε µε πράξεις είτε µε αλλαγή της 
µεταβλητής ολοκλήρωσης. 
 

Μορφή Α  «
x

f(x) h(x) g(t) dt
γ

= ⋅∫ »  (Η έξοδος της µεταβλητής επιτυγχάνεται µε πράξεις)  

Παράδειγµα 1ον  Έστω η συνάρτηση 
x

t x 2

1

f(x) e ln t dt+= ∫ . Να βρεθεί το πεδίο ορισµού και να 

αποδείξετε ότι 2x 2f (x) f(x) e ln x′ = + . 

Λύση  
x x x

t x 2 x t 2 x t 2

1 1 1

f(x) e ln t dt f(x) e e ln t dt f(x) e e ln t dt+= ⇔ = ⋅ ⇔ = ⋅∫ ∫ ∫ .  

Παρατήρησε ότι η συνάρτηση f είναι γινόµενο δυο συναρτήσεων, της xg(x) e=  και της 
x

t 2

1

h(x) e ln t dt= ∫ . Το πεδίο ορισµού της g είναι το gA = — . To πεδίο ορισµού της h είναι εκείνο που 

προσδιορίζεται από τις σχέσεις: 
( )
( )
( )

t 0,  +
1 0,  +  
x 0,  +

∈ ∞⎧
⎪ ∈ ∞ ⇔⎨
⎪ ∈ ∞⎩

 ( )hA 0,  += ∞ . Εποµένως το πεδίο ορισµού της f 

είναι το ( )fA 0,  += ∞ . 
x x x x

x t 2 t 2 x 2 x 2
x 2x x

1 1

f(x) f (x) e f(x) e f (x) f(x)f(x) e e ln t dt e ln t dt e ln x e ln x
e e e

′ ′⋅ − ⋅ −
= ⋅ ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔∫ ∫  

x x 2 2x 2e e ln x f (x) f(x) f (x) f(x) e ln x′ ′⋅ = − ⇔ = + . 
 
Πρόσεξε!  στις παραγωγίσεις αυτού του είδους, πρώτα να αποµονώνεις τη συνάρτηση 
ολοκλήρωµα και µετά να παραγωγίζεις!  
 

Μορφή Β  «
x

f(x) g(x, t) dt
γ

= ∫ »  (Η έξοδος της µεταβλητής επιτυγχάνεται µε αντικατάσταση) 

Παράδειγµα 2ον  Έστω η συνάρτηση 
x

0

f(x) t ηµ(x t) dt= ⋅ −∫ , x∈— . Να βρεθεί η παράγωγός της. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

B. 
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Λύση  
x

0

f(x) t ηµ(x t) dt= ⋅ −∫ . Θέτουµε 

t x u
dt du

x t u
 t=0 είναι u=x
 t=x είναι u=0

= −⎧
⎪ = −⎪− = ⇔ ⎨για⎪
⎪για⎩

 ,  

οπότε έχουµε: 

( ) ( )
x 0 x x

   

0 x 0 0

f(x) t ηµ(x t) dt (x u)ηµu -du (x u)ηµu du= xηµu uηµu du= ⋅ − = − = − − ⇔∫ ∫ ∫ ∫  

x x x x

    

0 0 0 0

f(x) xηµu du- u ηµu du f(x) x ηµu du- u ηµu du= ⋅ ⇔ = ⋅ ⋅ ⇔∫ ∫ ∫ ∫  
x x

  

0 0

f (x) x ηµu du- u ηµu du
′⎛ ⎞

′ = ⋅ ⋅ ⇔⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫  

x x x x x

     

0 0 0 0 0

f (x) (x ) ηµu du x ηµu du u ηµu du ηµu du xηµx xηµx ηµu du
′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞

′ ′= + ⋅ − ⋅ = + − = ⇔⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

[ ] ( ) ( )x
0f (x) συνu συνx συν0 συνx 1′ = − = − − − = − + . 

 
Παράδειγµα 3ον  Έστω η συνάρτηση 

x
1
x

f(x) x ln(x t) dt= ⋅ ⋅∫ , x 0> . Να βρεθεί η παράγωγός της. 

Λύση  
x
1
x

f(x) x ln(x t) dt= ⋅ ⋅∫ . Θέτουµε 

2

ut
x

1dt du
x t u x

1 t=  είναι u=1
x

 t=x είναι u=x

⎧ =⎪
⎪
⎪ =⎪⋅ = ⇔ ⎨
⎪
για⎪

⎪
για⎪⎩

 , οπότε έχουµε: 

2 2 2x x x x
1 1 1 1
x

1f(x) x ln(x t) dt x ln u du ln u du f (x) ln u du
x

′⎛ ⎞′= ⋅ ⋅ = ⋅ = ⇔ = ⇔⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫ ( )2 2f (x) ln x x ′′ = ⇔  

2f (x) 2x ln x′ =  
 
Για εξάσκηση να λυθούν τα θέµατα 6 - 10 
 

Στις συναρτησιακές σχέσεις ισότητας που περιέχουν συναρτήσεις που ορίζονται µε 
ολοκλήρωµα και αναζητάµε την εύρεση µιας συνάρτησης f, εργαζόµαστε ως εξής: 
 

1. Παραγωγίζουµε ως προς x και τα δύο µέλη της ισότητας. 
2. Μετασχηµατίζουµε την ισότητα που προκύπτει από την παραγώγιση ώστε να έχουµε τη µορφή 

µιας γνωστής διαφορικής εξίσωσης: 

α. ( ) ( )f(x) g(x) f(x) g(x) c′′ = ⇒ = + ,  β.  ( ) xf(x) f(x) f(x) c e′ = ⇒ = ⋅ ,  ( ) xf(x) f(x) f(x) c e−′ = − ⇒ = ⋅ . 
γ. Το τέχνασµα του πολλαπλασιασµού µε το G(x)e , όπου G (x) g(x)′ = , G(x)  αρχική της g(x) ): 

i. ( )′′ ′ ′+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒G(x) G(x) G(x)f (x) g(x)f(x) 0 e f (x) e G (x)f(x) 0 f(x)e 0 G(x)f(x)e c= , 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Γ. 
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ii. 
γ γ

+ = ⇒ + = ⇒∫ ∫
x xG(x) G(x)g(x) f(t)dt f(x) 0 e g(x) f(t)dt e f(x) 0 ( )γ γ

′
+ = ⇒∫ ∫

x xG(x) G(x)e g(x) f(t)dt e f(t)dt 0  

( )γ γ γ

′
⇒ = ⇒ = ⇒ =∫ ∫ ∫

x x xG(x) G(x)
G(x)
ce f(t)dt 0 e f(t)dt c f(t)dt

e
. 

δ. ( ) ( ) ( )2 2f(x) f(x) 0 2 f(x) f(x) 0 f (x) 0 f (x) c′′ ′⋅ = ⇒ ⋅ = ⇒ = ⇒ = . 

ε. ( ) xf(x) f(x) f(x) f (x) f(x) f (x) f (x) f(x) f(x) f (x) f(x) f (x) c e′′′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′= ⇒ + = + ⇒ + = + ⇒ + = ⋅ . 
3. Βρίσκουµε τη σταθερά c θέτοντας κατάλληλη τιµή στο x. 
 
4. Ελέγχουµε αν η f(x) επαληθεύει την αρχική σχέση. 
 
Παράδειγµα 1ον  Να βρεθεί η συνεχής συνάρτηση f στο — η οποία για κάθε x 0≠  ικανοποιεί τη 

σχέση 
x

1

f(t)f(x) x  dt
x

+ = ∫ , x∈— .  

Λύση  
x x x

2

0 1 1

f(t) 1f(x) x  dt f(x) x f(t) dt xf(x) x f(t) dt
x x

+ = ⇔ + = ⇔ + =∫ ∫ ∫  µε x 0≠ .  

Παραγωγίζουµε (εξηγείστε γιατί έχουµε το δικαίωµα) ως προς x και έχουµε:  
 f(x) xf (x) 2x f(x) xf (x) 2x f (x) 2′ ′ ′+ + = ⇔ = − ⇔ = − ⇔  

Πρόσεξε τώρα το λεπτό σηµείο! ( ) 1

2

2x c αν x 0
f (x) 2x ,  x 0, f(x)

2x c αν x 0
− + <⎧′′ = − ≠ ⇔ = ⎨− + >⎩

 . 

Επειδή η συνάρτηση είναι συνεχής στο —, ισχύει 1 2x 0 x 0
Lim f(x) Lim f(x) f(0) c c f(0)

− +→ →
= = ⇔ = = , άρα 

τελικά f(x) 2x c= − + (1). Για x 1=  η δοσµένη σχέση γίνεται: 
1

1

f(t)f(1) 1  dt f(1) 1
1

+ = ⇒ = −∫ , οπότε η 

σχέση (1) για x 1=  γίνεται f(1) 2 c 1 2 c c 1= − + ⇔ − = − + ⇔ = , άρα τελικά f(x) 2x 1= − + , x∈— . 

Αν θέσουµε στη σχέση 
x

2

1

xf(x) x f(t) dt+ = ∫ , όπου f(x) 2x 1= − + , έχουµε:  

⎡ ⎤
− + + = − + ⇒ − + = − + ⇒ − + = − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

xx 2
2 2 2 2

1 1

tx( 2x 1) x ( 2x 1) dt x x 2 t x x x x
2

, άρα επαληθεύεται. 

 

Παράδειγµα 2ον  Να βρεθεί η συνεχής συνάρτηση f στο — µε 1f(0)
2

=  και η οποία για κάθε x∈—  

ικανοποιεί τη σχέση ( )x x yx

0 0 0

x1 f(t) dt e f(t)dt  dy
2

+ + = −∫ ∫ ∫ .  

Λύση  Παραγωγίζουµε ως προς x (εξηγείστε γιατί έχουµε το δικαίωµα) και έχουµε: 

( )( )x x yx

0 0 0

x1 f(t) dt e f(t)dt  dy
2

′ ′⎛ ⎞+ + = − ⇒⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫

xx

0

1f(x) e f(t)dt
2

+ = − ∫ .  

Παραγωγίζουµε για δεύτερη φορά (εξηγείστε γιατί έχουµε το δικαίωµα) και έχουµε: 
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( )xx x x

0

1f(x) e f(t)dt f (x) e f(x) f (x) f(x) e
2

′ ′⎛ ⎞ ′ ′+ = − ⇒ = − ⇒ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫ .  

Πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη µε το xe  και έχουµε:  

( )
2x

x x 2x x x 2xe 1f (x)e f(x)e e f(x)e f(x)e e c
2 2

′⎛ ⎞′′ + = ⇒ = ⇒ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

Η τελευταία για x 0=  δίνει 0 01 1f(0)e e c f(0) c
2 2

= + ⇒ = + , όµως από την υπόθεση είναι 1f(0)
2

= , 

άρα τελικά c 0= , οπότε η ζητούµενη συνάρτηση είναι η x 2x x1 1f(x)e e f(x) e
2 2

= ⇒ = . 

Αν θέσουµε στη σχέση ( )x x yx

0 0 0

x1 f(t) dt e f(t)dt  dy
2

+ + = −∫ ∫ ∫ , όπου x1f(x) e
2

= , έχουµε:  

x x y xx yt x t t x t
0 00 0 0 0

x 1 1 x 1 11 e  dt e e dt  dy 1 e e e dy
2 2 2 2 2 2

⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + = − ⇒ + + = − ⇒⎜ ⎟ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )
xx xy yx x x

00

x 1 1 x e 1 11 e 1 e e 1  dy 1 e e y
2 2 2 2 2 2 2

⎡ ⎤+ + − = − − ⇒ + + − = − − ⇒⎣ ⎦∫ ,  

( ) ( )( )
x x x

x x 0x e 1 1 x e 1 x e 11 e e x e 0 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

+ + − = − − − − ⇒ + + − = + + − , άρα επαληθεύεται. 

 
Για εξάσκηση να λυθούν τα θέµατα 11 - 17 
 

Η ύπαρξη των ριζών µιας εξίσωσης της µορφής f(x) 0=  σε διάστηµα ∆ εξασφαλίζεται 
συνήθως µε εφαρµογή ή του θεωρήµατος του BOLZANO για την f ή θεωρήµατος 
ROLLE σε µια αρχική συνάρτηση της f. Η µοναδικότητα της ρίζας εξασφαλίζεται 
συνήθως µε τη µονοτονία της συνάρτησης στο ∆. 

 

Μορφή Α  Χρήση του Θεωρήµατος Bolzano  
 

Παράδειγµα 1ον  Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [2,  3]  και για κάθε x [2,  3]∈  ισχύει f(x) 7> . 

Να δειχθεί ότι στο διάστηµα (2,  3)  υπάρχει µοναδική ρίζα της εξίσωσης 
x

2

f(t) dt 4x 5= −∫ .  

Λύση  Αναζητάµε ρίζα της εξίσωσης 
x x

2 2

f(t) dt 4x 5 f(t) dt 4x 5 0= − ⇔ − + =∫ ∫ . Θεωρούµε τη 

συνάρτηση  
x

2

h(x) f(t) dt 4x 5= − +∫ , η οποία είναι συνεχής στο [2,  3] .  

Έχουµε 
2

2

h(2) f(t) dt 8 5 3= − + = −∫  και 
3 3

2 2

h(3) f(t) dt 12 5 f(t) dt 7= − + = −∫ ∫ . 

Επειδή 
3 3 3 3 33

22 2 2 2 2
f(x) 7 f(x)dx 7dx f(x)dx 7[x] f(x)dx 7 f(x)dx 7 0 h(3) 0> ⇔ > ⇒ > ⇒ > ⇒ − > ⇒ >∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Άρα h(2) h(3) 0⋅ < , οπότε ισχύει το θεώρηµα του Bolzano για τη συνάρτηση h στο [2,  3] , άρα  
υπάρχει τουλάχιστον ένα 0x (2,  3)∈  τέτοιο ώστε 0h(x ) 0= .  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∆. 
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Η συνάρτηση h έχει παράγωγο h (x) f(t) 4 7 4 0′ = − > − > , άρα η συνάρτηση h είναι γνήσια αύξουσα, 
εποµένως η ρίζα είναι µοναδική. 
 
Για εξάσκηση να λυθούν τα θέµατα 18 - 21 
 

 
Μορφή Β  Χρήση του Θεωρήµατος Rolle  
 

Παράδειγµα 2ον  Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [1,  e] και ισχύει 
e

1

f(x) dx e=∫ . Να δειχθεί ότι 

υπάρχει 0x (1,  e)∈  ώστε να ισχύει 0 0f(x ) 1 ln x= + .  
Λύση  Αναζητάµε ρίζα της εξίσωσης f(x) 1 ln x f(x) 1 ln x 0= + ⇔ − − = . 

Έστω η συνάρτηση  h(x) f(x) 1 ln x= − −  η οποία έχει µια αρχική την ( )
x

1

H(x) f(t) 1 ln t  dt= − − ⇒∫  

 
x x x x x

x x
1 1

1 1 1 1 1

H(x) f(t) dt dt ln tdt f(t) dt [t] [t ln t t] f(t) dt (x 1) (x ln x x 1ln 1 1)= − − = − − − = − − − − − + ⇒∫ ∫ ∫ ∫ ∫   

x x

1 1

H(x) f(t) dt x 1 x ln x x 1 H(x) f(t) dt x ln x= − + − + − ⇒ = −∫ ∫ .  

Η συνάρτηση H(x)  είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο [1,  e]. 

H(1) 0=  και 
e

1

H(e) f(t) dt e ln e e e 0= − = − =∫ , άρα ισχύει για την H το θεώρηµα του Rolle, οπότε 

υπάρχει τουλάχιστον ένα 0x (1,  e)∈  τέτοιο ώστε να ισχύει 0 0 0 0H (x ) 0 h(x ) 0 f(x ) 1 ln x′ = ⇒ = ⇒ = + . 
 
Για εξάσκηση να λυθούν τα θέµατα 22 – 24 
 

Σε ασκήσεις που έχουµε παραγωγίσιµες συναρτήσεις σε κάποιο διάστηµα [ ,  β]∆ = α  και 
µια ανισοϊσότητα της µορφής f(x) g(x)≥  ισχύει για κάθε x∈∆ , εφαρµόζουµε το 
Θεώρηµα του Fermat. 

 

Παράδειγµα 1ον  Η συνάρτηση f είναι συνεχής και για κάθε x 0>  ισχύει 
x

2

1

x f(t) dt 1 2 ln x+ ≥ +∫ . 

Να βρεθεί το f(1) . 

Λύση  
x x

2 2

1 1

x f(t) dt 1 2 ln x x f(t) dt 1 2 ln x 0+ ≥ + ⇔ + − − ≥∫ ∫ .  

Έστω η συνάρτηση 
x

2

1

h(x) x f(t) dt 1 2 ln x= + − −∫ , η οποία είναι παραγωγίσµη και για κάθε x 0>  

ισχύει h(x) 0≥ . Είναι 
1

2

1

h(1) 1 f(t) dt 1 2 ln 1 0= + − − =∫ , εποµένως ισχύει h(x) h(1)≥ , για κάθε x 0> , 

άρα το minh(1) y= ,  οπότε ισχύει το Θ.Fermat και έχουµε h (1) 0′ = . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ε. 
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Παραγωγίζουµε και έχουµε 
x

2

1

2h (x) x f(t) dt 1 2 ln x h (x) 2x f(x)
x

′⎛ ⎞
′ ′= + − − ⇒ = + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ . 

h (1) 2 f(1) 2 f(1)′ = + − = , και επειδή h (1) 0′ =  έχουµε τελικά ότι f(1) 0= . 
 
Παράδειγµα 2ον  Η συνάρτηση f είναι συνεχής και για κάθε x 0>  ισχύει 

x

1

x f(t) dt x 2 ln x 1+ ≥ ⋅ +∫ . Να βρεθεί το f(1) . 

Λύση  
x x

1 1

x f(t) dt x ln x 1 x f(t) dt 1 x ln x 0+ ≥ ⋅ + ⇔ + − − ≥∫ ∫ .  

Έστω η συνάρτηση 
x

1

h(x) x f(t) dt 1 x ln x= + − −∫ , η οποία είναι παραγωγίσµη και για κάθε x 0>  

ισχύει h(x) 0≥ . Είναι 
1

1

h(1) 1 f(t) dt 1 ln 1 0= + − − =∫ , εποµένως ισχύει h(x) h(1)≥ , για κάθε x 0> , 

άρα το minh(1) y= ,  οπότε ισχύει το Θ.Fermat και έχουµε h (1) 0′ = . 

Παραγωγίζουµε και έχουµε 
x

1

ln x xh (x) x f(t) dt 1 x ln x h (x) 1 f(x)
x2 x

′⎛ ⎞
′ ′= + − − ⇒ = + − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ . 

h (1) 1 f(1) 0 1 f(1)′ = + − − = , και επειδή h (1) 0′ =  έχουµε τελικά ότι f(1) 0= . 
 
Για εξάσκηση να λυθούν τα θέµατα 25 - 28 
 

 
Συχνά συναντάµε θέµατα στα οποία ζητείται η εύρεση ενός ορίου µιας συνάρτησης στην 
οποία κάποιος όρος περιέχει ολοκλήρωµα και η µεταβλητή του ορίου βρίσκεται στα 
άκρα ολοκλήρωσης. 

 
Σε γενικές γραµµές τα θέµατα αυτά αντιµετωπίζονται ως εξής: 
 

Μορφή Α  Σε όρια της µορφής 
0

h(x)

x x
φ(x)

Lim g(t)dt
→ ∫ , όπου 0x  εσωτερικό σηµείο του πεδίου ορισµού 

υπολογίζουµε το όριο ως εξής:  

Αν καλέσουµε 
h(x)

φ(x)

f(x) g(t)dt= ∫ , τότε έχουµε ότι f (x) g(h(x)) h (x) g(φ(x)) φ (x)′ ′ ′= ⋅ − ⋅ , 

οπότε αφού η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη, είναι και συνεχής, άρα 
0

0
0

h(x )

0x x
φ(x )

Lim f(x) f(x ) g(t)dt
→

= = ∫ . 

Παράδειγµα 1ον  Να βρεθεί το όριο 
2x

x 1
x

ηµtLim dt
t→ ∫ . 

Λύση 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στ. 
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Αν ηµtg(t)
t

= , τότε το πεδίο ορισµού της g είναι το gA ( ,  0) (0, + )= −∞ ∪ ∞ . Αν θέσουµε 
2x

x

ηµtf(x) dt
t

= ∫ , τότε το πεδίο ορισµού της f  βρίσκεται από τις σχέσεις: 

2

x 0
και

x 0

<⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪<⎩ ⎭

 ή 
2

x 0
και

x 0

>⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪>⎩ ⎭

, άρα fA (0,  + )= ∞ . Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη µε 

2 2 2
2

2 2
ηµx ηµx ηµx ηµx ηµx ηµxf (x) (x ) (x) 2x 2

x x x x x x
′ ′ ′= − = ⋅ − = ⋅ − , άρα συνεχής οπότε συνεχής και στη 

θέση 0x 1= , άρα 
1

x 1
1

ηµtLim f(x) f(1) dt 0
t→

= = =∫ . 

 
Μορφή Β  Αν µπορούµε να ολοκληρώσουµε, υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα και στη συνέχεια 

υπολογίζουµε το όριο. 
 

Παράδειγµα 2ον Να υπολογισθεί το όριο 
x 1

x 0
x

Lim ln t dt
+

+

→ ∫ . 

Λύση 
x 1 x 1 x 1 x 1

x 1 x 1
x x

x x x x

ln t dt (t) ln t dt [t ln t] t(ln t)  dt [t ln t] dt
+ + + +

+ +′ ′= = − = − =∫ ∫ ∫ ∫  

( )x 1 x 1
x x[t ln t] [t] (x 1)ln(x 1) x ln x x 1 x+ += − = + + − − + − = (x 1)ln(x 1) x ln x 1+ + − − ,  άρα αναζητάµε το 

όριο ( )
x 0
Lim (x 1)ln(x 1) x ln x 1

+→
+ + − − . 

Έχουµε: ( )
x 0
Lim (x 1)ln(x 1) 1 ln 1 0

+→
+ + = ⋅ =  και 

( )
( ) ( ) 20 ( )

x 0 x 0 x 0 x 0 x 0 x 0
2

1
ln xln x xxLim xln x Lim Lim Lim Lim Lim x 01 1 x1

x xx

+ + + + + +

−∞⎛ ⎞
⎜ ⎟⋅ −∞ +∞⎝ ⎠

→ → → → → →

′
= = = = − = − =

′ −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, άρα τελικά   

( )
x 1

x 0 x 0
x

Lim ln t dt Lim (x 1)ln(x 1) x ln x 1
+ +

+

→ →
= + + − − =∫ ( ) ( )

x 0 x 0
Lim (x 1)ln(x 1) Lim xln x 1 1

+ +→ →
+ + − − = −  

Μορφή Γ  Σε όρια που οδηγούν σε αοριστία 0
0

 ή ±∞
±∞

 χρησιµοποιούµε τους κανόνες de 

L’Hospital.  
 

Παράδειγµα 3ον  Να βρεθεί το 
x

2
3x 0

0

1Lim ηµt dt
x→ ∫ . 

Λύση 
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x
2 0

x 2 20
2 0

3 3 2 2x 0 x 0 x 0 x 0
0

ηµt dt
ηµx ηµx1 1 1Lim ηµt dt Lim Lim Lim

x x 3x 3 x 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

→ → → →
= = = =

∫
∫ . 

 

Μορφή ∆  Σε όρια της µορφής 
h(x)

x
φ(x)

Lim g(t)dt
→+∞ ∫  χρησιµοποιούµε είτε το κριτήριο παρεµβολής είτε 

το θεώρηµα µέσης τιµής για τα ολοκληρώµατα. Μελέτησε το ακόλουθο παράδειγµα.  
 

Παράδειγµα 4ον  Να βρεθεί το 
x 1

2x
x

1Lim dt
t 3

+

→+∞ +∫ . 

Λύση 
1ος Τρόπος Συνθετικός (Ειδικός) 
≤ ≤ + ⇒ ≤ ≤ + ⇒ + ≤ + ≤ + + ⇒2 2 2 2 2 2x t x 1 x t (x 1) x 3 t 3 x 2x 4  

≤ ≤ ⇒
+ + + +2 2 2

1 1 1
x 2x 4 t 3 x 3

+ +

⇒ ≤ ≤ ⇒
+ + + +∫ ∫ ∫

x+1 x 1 x 1

2 2 2
x x x

1 1 1 dt  dt  dt
x 2x 4 t 3 x 3

 

x+1 x 1 x 1

2 2 2
x x x

1 1 1dt  dt dt 
x 2x 4 t 3 x 3

+ +

⇒ ≤ ≤ ⇒
+ + + +∫ ∫ ∫  

+
+ +⇒ ≤ ≤ ⇒

+ + + +∫
x 1

x 1 x 1
x x2 2 2

x

1 1 1[t]   dt [t]  
x 2x 4 t 3 x 3

 

+

⇒ + − ≤ ≤ + − ⇒
+ + + +∫

x 1

2 2 2
x

1 1 1[x 1 x]  dt [x 1 x] 
x 2x 4 t 3 x 3

 

+

⇒ ≤ ≤
+ + + +∫

x 1

2 2 2
x

1 1 1 dt  
x 2x 4 t 3 x 3

. 

Όµως  
→+∞ →+∞

=
+ + +2 2x x

1 1Lim Lim =0
x 2x 4 x 3

, άρα και 
x 1

2x
x

1Lim  dt 0 
t 3

+

→+∞
=

+∫ . 

 
2ος Τρόπος Με την ιδιότητα m ( ) f(x)dx M ( )

β

α
⋅ β − α ≤ ≤ ⋅ β − α∫  και κριτήριο παρεµβολής (Γενικός) 

Αν 
2

1f(t)
t 3

=
+

 τότε 
2 2

tf (t) 0
(t 3) t 3

′ = − <
+ +

, t 0> .  

Στο διάστηµα [x,  x+1]  η συνάρτηση f είναι γνήσια φθίνουσα και έχει m f(x 1)= +  και M f(x)= , 
οπότε εφαρµόζοντας το ότι «αν µια συνάρτηση f  είναι συνεχής στο ],[ βα  τότε 

)(Mdx)x(f)(m α−β⋅≤≤α−β⋅ ∫
β

α
», έχουµε:  

+

⋅ + − ≤ ≤ ⋅ + − ⇒∫
x 1

x

m (x 1 x) f(t)dt M (x 1 x)
+

+ ≤ ≤ ⇒
+∫

x 1

2
x

1f(x 1) dt f(x)
t 3

 

+

⇒ ≤ ≤
+ + + +∫

x 1

2 2 2
x

1 1 1 dt
x 2x 4 t 1 x 1

. 
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Όµως  
→+∞ →+∞

=
+ + +2 2x x

1 1Lim Lim =0
x 2x 4 x 3

, άρα και 
x 1

2x
x

1Lim  dt 0 
t 3

+

→+∞
=

+∫ . 

  
3ος Τρόπος Εφαρµόζοντας το Θ.Μ.Τ 

Αν η συνάρτηση 
2

1f(t)
t 3

=
+

 έχει µια αρχική, έστω την F, τότε έχουµε: 

x 1

2
x

1 dt F(x 1) F(x)
t 3

+

= + −
+∫ . Η συνάρτηση F είναι παραγωγίσιµη στο [x,  x+1] , οπότε 

εφαρµόζοντας το Θ.Μ.Τ στο διάστηµα [x,  x+1] , πάντα θα βρίσκουµε ένα ξ που θα εξαρτιέται από 

το x, δηλαδή θα υπάρχει ξ(x) [x,  x+1]∈ : F(x 1) F(x)F (ξ(x)) f(ξ(x)) F(x 1) F(x)
x 1 x
+ −′ = ⇔ = + −
+ −

, οπότε 

έχουµε:  
+

= + − ⇒
+∫

x 1

2
x

1 dt f(ξ(x))(x 1 x)
t 3

x 1

2 2
x

1 1dt
t 3 ξ (x) 3

+

=
+ +∫ .  

Είναι x ξ(x) x 1≤ ≤ +  και ισχύει ότι 
x x
Lim x Lim(x 1)
→+∞ →+∞

= + = +∞ , άρα και 
x
Lim ξ(x)
→+∞

= +∞ , οπότε 
x 1

2 2x ξ(x)
x

1 1Lim dt Lim 0
t 3 ξ (x) 3

+

→+∞ →+∞
= =

+ +∫ . 

 
 

Μορφή E  Σε όρια της µορφής 
h(x)

x
φ(x)

Lim g(t)dt
→+∞ ∫ , όπου στον τύπο της συνάρτησης που 

ολοκληρώνουµε υπάρχουν ηµ(t,  x)  και συν(t,  x)   (συναρτήσεις οι οποίες όταν το 

x →±∞  δεν έχουν όριο) χρησιµοποιούµε τη πρόταση  ∫
β

α
dx)x(f ≤ ∫

β

α
dx)x(f , αφού 

πρώτα την αποδείξουµε. Στις περιπτώσεις αυτές συνήθως το όριο είναι ίσο µε µηδέν. 
 
Θέµα Αν η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο ],[ βα  τότε για κάθε x [α,  β]∈  ισχύει ότι  

∫
β

α
dx)x(f ≤ ∫

β

α
dx)x(f . 

Απόδειξη 
Είναι γνωστό ότι για κάθε ∈x — ισχύει η σχέση: xxx ≤≤− , οπότε και για κάθε ],[x βα∈  έχουµε 
αντίστοιχα ότι )x(f)x(f)x(f ≤≤− . Αφού f συνεχής, συνεχείς είναι και οι f,f − , οπότε 

ολοκληρώνοντας στο ],[ βα  έχουµε: ∫∫∫
β

α

β

α

β

α
≤≤− dx)x(fdx)x(fdx)x(f , και µε βάση τη γνωστή 

ιδιότητα των απολύτων τιµών « θ≤≤θ−⇔θ≤ xx », συµπεραίνουµε ότι ∫
β

α
dx)x(f ≤ ∫

β

α
dx)x(f . 

 

Παράδειγµα 5ον  Να αποδειχθεί ότι 
π

x
0

ηµ(tx)Lim dt 0
t x→+∞

=
+∫ . 

Λύση 
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Επειδή x →+∞ , είναι x 0>  και 0 t π (1)≤ ≤ , οπότε και t 0≥ , άρα και t x 0+ > (2). 
π π π π π π π

0 0 0 0 0 0 0

ηµ(tx)ηµ(tx) ηµ(tx) 1 1 1 1 πdt dt dt dt dt dt dt
t x t x t x t x t x 0 x x x

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ = ⇒
+ + + + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

π π

0 0

ηµ(tx) ηµ(tx)π πdt 0 dt
t x x t x x

≤ ⇒ ≤ ≤
+ +∫ ∫ , όµως 

x

πLim 0
x→+∞
= , οπότε 

π

x
0

ηµ(tx)Lim dt 0
t x→+∞

=
+∫ . 

 

Παράδειγµα 6ον  Να αποδειχθεί ότι ( )x

3x
0

2t xηµt)
Lim dt 0

x→−∞

+
=∫ . 

Λύση 
Επειδή x →−∞ , είναι x 0<  και x t 0 (1)≤ ≤ . 

( ) ( )x 0 0

33 3
0 x x

2t xηµt) 2t xηµt) 1dt dt 2t xηµt dt
x x x
+ +

= − = +∫ ∫ ∫ ( )
0

3
x

1 2 t x dt
x

≤ + ≤∫
0 0

3
x x

1 2 t dt x dt
x

⎛ ⎞
+ ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫  

[ ]
00 0 2

0 2
3 3 3 3 3 3 2 2x

x x x

x2 2 t 1 1 1 1 1 1 xt dt dt t x ( x)
2 ( x) ( x) x x xx x x x

⎡ ⎤ −
− + ≤ − + = + − = − + = ⇒⎢ ⎥ − −⎣ ⎦
∫ ∫  

( )x

3 2
0

2t xηµt) 1 x0 dt
x x
+ −

≤ ≤∫ , όµως 2x

1 xLim 0
x→−∞

−
= , οπότε ( )x

3x
0

2t xηµt)
Lim dt 0

x→−∞

+
=∫ . 

 
 
Για εξάσκηση να λυθούν τα θέµατα 29 - 42 

 
Προτεινόµενα θέµατα 

 

Θέµα 1ον Έστω η συνάρτηση 
2x

2

4 tf(x)  dt
t 1
−

=
−∫ .  

α. Να βρεθεί το πεδίο ορισµού της. 
β. Να µελετηθεί η συνάρτηση f ως προς τη µονοτονία και τα ακρότατα. 

Θέµα 2ον Έστω η συνάρτηση 
2

2

4 x

4 x

ln tf(x)  dt
t 3

+

−
=

−∫ . 

α. Να βρεθεί το πεδίο ορισµού της. 
β. Να µελετηθεί η συνάρτηση f ως προς τη µονοτονία και τα ακρότατα. 

Θέµα 3ον Έστω η συνάρτηση 
2 tx 4x

t1

1 ef(x)  dt
1 e

− −
=

+∫ . 

α. Να βρεθεί το πεδίο ορισµού της. 
β. Να µελετηθεί η συνάρτηση f ως προς τη µονοτονία και τα ακρότατα. 

Θέµα 4ον Έστω η συνάρτηση = − + +∫ ∫
x 32

2 x
f(x) ln(t 1) dt ln(u 1) du . 

α. Να βρεθεί το πεδίο ορισµού της. 
β. Να µελετηθεί η συνάρτηση f ως προς τη µονοτονία και τα ακρότατα. 

Θέµα 5ον Έστω η συνάρτηση 
x

x

e

e
f(x) 2 ln t dt

ηµ

συν
= ∫ . 
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α. Να βρεθεί το πεδίο ορισµού της. 
β. Να µελετηθεί η συνάρτηση f ως προς τη µονοτονία και τα ακρότατα. 

Θέµα 6ον Έστω η συνάρτηση = ∫
x

2
1

xσυνtf(x)  dt
t

. Να βρεθεί το πεδίο ορισµού και να αποδείξετε 

ότι +′ =
f(x) συνxf (x) ,   x>0

x
. 

Θέµα 7ον Έστω η συνάρτηση 
x

2

0

f(x) x tηµ(xt) dt= ∫ , x∈— . Να βρεθεί η παράγωγός της. 

Θέµα 8ον Έστω η συνάρτηση 
2x t

2
2

xef(x)  dt
t

= ∫ . Να βρεθεί το πεδίο ορισµού και να αποδείξετε ότι 

2xf(x) ef (x)
x
+′ = . 

Θέµα 9ον Έστω η συνάρτηση 
x

0

2 ηµ(x t)f(x)  dt
2 ηµ(x t)
− −

=
+ −∫ , x∈— . Να βρεθεί η παράγωγός της. 

Θέµα 10ον Έστω η συνεχής συνάρτηση f  µε f(x) 0>  για κάθε x∈—. Να µελετηθεί η συνάρτηση 
x

0
g(x) (x t)f(t)dt= −∫ , µε x∈—, ως προς τη µονοτονία και τη καµπυλότητα. 

Θέµα 11ον  Να βρεθεί η συνεχής συνάρτηση f στο — η οποία για κάθε x∈—  ικανοποιεί τη σχέση 
x

3 2

2

f(t) dt (α 1)x αx α 1= − − − −∫ . Επίσης να βρεθεί η τιµή του α∈— . 

Θέµα 12ον  Να βρεθεί η συνεχής συνάρτηση f στο — η οποία για κάθε x∈—  ικανοποιεί τη σχέση 
x

0

f(x) x f(t) dt− = ∫ .  

Θέµα 13ον  Να βρεθεί η συνεχής συνάρτηση f στο — η οποία για κάθε x∈—  ικανοποιεί τη σχέση 
x

2

α

xf(t) ln  dt x 3x 2
t

⎛ ⎞ = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ . Επίσης να βρεθεί η τιµή του α∈— . 

Θέµα 14ον  Να βρεθεί η συνεχής συνάρτηση f στο — η οποία για κάθε >x 0  ικανοποιεί τη σχέση 
x

2
2

1

xf(t)f(x) x  dt
t

= − ∫ .  

Θέµα 15ον Να βρεθεί η συνεχής συνάρτηση f , για την οποία για κάθε ∈x — ισχύει η σχέση: 
xx

t0

f(t)f(x) (1 e ) 1 dt
1 e

⎛ ⎞= + +⎜ ⎟+⎝ ⎠∫ . 

Θέµα 16ον Έστω η συνεχής συνάρτηση  f  στο — µε την ιδιότητα ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟+⎝ ⎠∫
x2

20

f(t)f(x) (1 x ) 1 dt
1 t

, για 

κάθε ∈x — . Να βρεθεί η f. 

Θέµα 17ον Έστω η συνεχής συνάρτηση  f  µε την ιδιότητα 
1

0
x f(xt)dt f(x) 1= −∫  για κάθε x∈— . Να 

βρεθεί η συνάρτηση f. 
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Θέµα 18ον Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0,  1]  και για κάθε x [0,  1]∈  ισχύει f(x) 1< . Να 

δειχθεί ότι στο διάστηµα (0,  1)  υπάρχει µοναδική ρίζα της εξίσωσης 
x

1

f(t) dt 3x 2= −∫ . 

Θέµα 19ον Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [1,  2] και για κάθε x [1,  2]∈  ισχύει f(x) 1< . Να 

δειχθεί ότι στο διάστηµα (1,  2)  υπάρχει µοναδική ρίζα της εξίσωσης 
x

2

1

f(t) dt x 3= −∫ . 

Θέµα 20ον Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [ ,  β]α  και για κάθε x [ ,  β]∈ α  είναι f(x) 0≠ . Να 

δειχθεί ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα ( ,  β)ξ∈ α  ώστε να ισχύει 
βξ

α ξ

f(t) dt f(t) dt=∫ ∫ . 

Θέµα 21ον Οι συναρτήσεις f(x) και g(x) είναι συνεχείς στο [1,  2]  και ισχύει f(x) 0>  και g(x) 0<  
για κάθε x [1,  2]∈ . Να αποδειχθεί ότι υπάρχει µοναδικό 0x [1,  2]∈  τέτοιο ώστε 

0 0x x

1 2
f(t)dt g(t)dt=∫ ∫ .  

Θέµα 22ον Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0,  1]  και ισχύει ότι 
1

0

f(x) dx e=∫ . Να δειχθεί ότι 

υπάρχει τουλάχιστον ένα (0,  1)ξ∈  ώστε να ισχύει ξf(ξ) e 2ξ= + . 

Θέµα 23ον Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [ ,  β]α  και ισχύει ότι 
β

α

f(x) dx 0=∫ . Να δειχθεί ότι 

υπάρχει τουλάχιστον ένα ( ,  β)ξ∈ α  ώστε να ισχύει 
ξ

α
f(t)dt f(ξ)= −∫ . 

Θέµα 24ον Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0,  π]  και ισχύει ότι 
π

2

0

f(x) dx 2 π= −∫ . Να δειχθεί ότι 

υπάρχει τουλάχιστον ένα (0,  π)ξ∈  ώστε να ισχύει = −f(ξ) ηµξ 2ξ . 

Θέµα 25ον Η συνάρτηση f είναι συνεχής και για κάθε x 0>  ισχύει 
x

1

f(t) dt e ln x 1≥ ⋅ +∫ . Να βρεθεί 

το f(1) . 

Θέµα 26ον Η συνάρτηση f είναι συνεχής και για κάθε x 1<  ισχύει 
x

x x

0

e f(t) dt xe 1+ ≤ +∫ . Να 

βρεθεί το f(0) . 

Θέµα 27ον Η συνάρτηση f είναι συνεχής και για κάθε x 0>  ισχύει 
x

1

f(t) dt x ln x 1≤ +∫ . Αν 

e

1

f(t) dt e 1= +∫ , να βρεθεί το f(e) . 
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Θέµα 28ον Έστω η συνεχής συνάρτηση f στο — για την οποία ισχύει 
2x 2

1
f(t)dt x 1≥ −∫  για κάθε 

x∈—. Να αποδειχθεί ότι f(1) 1= . 

Θέµα 29ον Να υπολογισθεί το όριο 
→ ∫

x

3 1x e

1Lim ln t dt
x

.        

Θέµα 30ον Να υπολογισθεί το όριο 

x

0
2x 0

t t dt
Lim

x x→

ηµ

ηµ
∫ . 

Θέµα 31ον Να υπολογισθεί το όριο 

3x 1

2x 1

x 1

dt
1 tLim

x 1

−

+

→

+
−

∫
.        

Θέµα 32ον Να υπολογισθεί το όριο 
3

3

x 1

2x
x

tLim  dt
t t 1

+

→−∞ + +∫ . 

 Θέµα 33ον Να υπολογισθεί το όριο 
x 3

2x
x 2

3 tLim dt
t t 1

+

→−∞
+

−
+ +∫ .  

Θέµα 34ον Να υπολογισθεί το όριο 
x 2 2

2x
x

4t 1Lim  dt
t 1

+

→+∞

+
+∫ . 

Θέµα 35ον Να υπολογιστεί το όριο 
2 2

x
t x

x
0

Lim x e dt−

→+∞ ∫ . 

Θέµα 36ο Αν f(0) 1=  και f (0) 1′ = , τότε να υπολογιστεί το όριο 
x

0
x 0

xf(t) dt
Lim

x ηµx→ −
∫ . 

(Στις ασκήσεις 37-42  χρησιµοποίησε την ιδιότητα  
β β

α α

f(x)dx f(x) dx≤∫ ∫ ) 

Θέµα 37ο Να υπολογιστεί το όριο 
2x-2

4x
x

xηµ(t 1) 2συνtLim  dt
x t 1→+∞

+ −
+ +∫ . 

Θέµα 38ο Να υπολογιστεί το όριο  
5

4 2x
0

x xηµ tLim  dt
x tx t→+∞

−
+ +∫ . 

Θέµα 39ο Να υπολογιστεί το όριο  
x

2
4x

0

1Lim (2t συνt ) dt
x x 1→+∞

−
+ + ∫ . 

Θέµα 40ο Να υπολογιστεί το όριο  
3

2x
0

xηµ t 1 3συνtLim  dt
2x 3t→+∞

+ −
+∫ . 

 

Θέµα 41ον Να υπολογιστεί το όριο 
2

x
x t 4

x
0

Lim e e συν t dt− −

→+∞ ∫ . 

Θέµα 42ον Να υπολογιστεί το όριο 
2

2

x 3 2

2x
x 1

tηµt 2συνt tLim  dt
t t 1

+

→+∞
+

+ +
+ +∫ . 
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Ζ. Βασικές Έννοιες 
Ποιος είναι ο συµβολισµός Leibniz για την παράγωγο;  
Απάντηση 

dx
)x(df)x(f =′  ή απλούστερα 

dx
dyy =′ .  

Σχόλιο: Το σύµβολο dy
dx

 δεν είναι κλάσµα αλλά συµπεριφέρεται σαν κλάσµα. 

Πως βρίσκουµε το διαφορικό µιας συνάρτησης f; 
Απάντηση 
Έστω µια συνάρτηση )x(fy =  παραγωγίσιµη στο x. Το διαφορικό της f στη θέση x 
το συµβολίζουµε µε ))x(f(d  ή dy  και είναι dx)x(f))x(f(d ′= . 
Κάθε συνάρτηση f συνεχής σε ένα διάστηµα ],[ βα  είναι ολοκληρώσιµη σε αυτό; 
Απάντηση 
Ναι, αλλά αυτό δεν σηµαίνει ότι µπορούµε να βρούµε το ολοκλήρωµα της 
οποιαδήποτε συνεχούς συνάρτησης, όπως για παράδειγµα δεν µπορούµε να 

υπολογίσουµε τα 
β x

α

e  dx 
x∫  µε 0 α β< <  ή 

β

α

1  dx 
ln x∫  µε 0 α β< < .    

Ποιες είναι οι ολοκληρώσιµες συναρτήσεις για µας; 
Απάντηση 
Ολοκληρώσιµες συναρτήσεις για µας είναι οι συνεχείς, µε την έννοια ότι «αν δεν 
είναι συνεχής, δεν είναι ολοκληρώσιµη!» 

Το ολοκλήρωµα ∫
β

α
dx)x(f  σαν έννοια τι είναι; 

Απάντηση 
Είναι ένας πραγµατικός αριθµός είτε θετικός είτε αρνητικός είτε ακόµα και µηδέν. 

Το ορισµένο ολοκλήρωµα ∫
β

α
dx)x(f  µε τι ισούται; 

Απάντηση 
Αν F µια αρχική συνάρτηση της f, δηλαδή ισχύει ότι F (x) f(x)′ = , για κάθε 

x [α,β]∈ , τότε 
β

α
f(x)dx F(β) F(α)= −∫ . 

Το ολοκλήρωµα ∫
β

α
dx)x(f  από τι εξαρτάται; 

Απάντηση 
Εξαρτάται µόνο από τη συνάρτηση f και το διάστηµα ],[ βα . Για το λόγο αυτό τα 

ολοκληρώµατα ∫
β

α
dx)x(f  και ∫

β

α
du)u(f  παριστάνουν τον ίδιο αριθµό, οπότε έχουµε 

ότι ∫
β

α
dx)x(f = ∫

β

α
du)u(f . 

Αν α β<  και η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,  β]  και ισχύει f(x) 0>  ή f(x) 0≥  

ή f(x) 0<  ή f(x) 0≤  για κάθε x [α,  β]∈  γνωρίζουµε το πρόσηµο του ∫
β

α
dx)x(f ; 

Απάντηση 
Ναι, είναι αντίστοιχα σε κάθε περίπτωση 

β

α
f(x)dx 0>∫  ή 

β

α
f(x)dx 0≥∫  ή 

β

α
f(x)dx 0<∫  ή 

β

α
f(x)dx 0≤∫ . 

 

Ερώτηση 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Ερώτηση 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Ερώτηση 3 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Ερώτηση 4 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ερώτηση 5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ερώτηση 6 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ερώτηση 7 
 
 
 
 
 
 

Ερώτηση 8 
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Η. Βασικές προτάσεις 
 
Αν g,f  συνεχείς στο ],[ βα  µε )x(g)x(f ≤ , για κάθε ],[x βα∈  ισχύει η σχέση: 

∫
β

α
dx)x(f ≤ ∫

β

α
dx)x(g . 

Απόδειξη 
Αφού )x(g)x(f ≤  ⇔  0)x(g)x(f ≤−  ⇔  ( ) 0)x(g)x(f ≤−∫

β

α
 ⇔  

∫∫∫∫
β

α

β

α

β

α

β

α
≤⇔≤− dx)x(gdx)x(f0dx)x(gdx)x(f . 

 

Αν η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο ],[ βα  τότε ∫
β

α
dx)x(f ≤ ∫

β

α
dx)x(f . 

Απόδειξη 
Είναι γνωστό ότι ισχύει για κάθε ∈x — ισχύει η σχέση: xxx ≤≤− , οπότε και για 
κάθε ],[x βα∈  έχουµε αντίστοιχα ότι )x(f)x(f)x(f ≤≤− . Αφού f συνεχής τότε 
συνεχείς είναι και οι f,f − , οπότε οι συναρτήσεις f,f,f −  είναι ολοκληρώσιµες. 
Ολοκληρώνοντας στο ],[ βα  και µε βάση το προηγούµενο έχουµε: 

∫∫∫
β

α

β

α

β

α
≤≤− dx)x(fdx)x(fdx)x(f (1), οπότε µε βάση τη γνωστή ιδιότητα των 

απολύτων τιµών: « θ≤≤θ−⇔θ≤ xx », από την (1) συµπεραίνουµε ότι 

∫
β

α
dx)x(f ≤ ∫

β

α
dx)x(f . 

 

Αν η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο ],[ βα , υπάρχουν ∈M,m — τέτοια ώστε 

)(Mdx)x(f)(m α−β⋅≤≤α−β⋅ ∫
β

α
. 

Απόδειξη 
Εφόσον η συνάρτηση f είναι συνεχής στο ],[ βα  έχει ελάχιστη και µέγιστη τιµή. Αν 
λοιπόν καλέσουµε minym =  και maxyM =  τότε για κάθε ],[x βα∈  ισχύει: 

M)x(fm ≤≤ . Ολοκληρώνοντας τη σχέση αυτή έχουµε: 

⇔≤≤ ∫∫∫
β

α

β

α

β

α
Mdxdx)x(fmdx ⇔≤≤ ∫∫∫

β

α

β

α

β

α
dxMdx)x(fdxm  

[ ] [ ] ⇔≤≤ β
α

β

α

β
α ∫ xMdx)x(fxm )(Mdx)x(f)(m α−β⋅≤≤α−β⋅ ∫

β

α
. 

 

Αν για κάθε ],[x βα∈  ισχύει η σχέση 0dx)x(f >∫
β

α
 τότε «υπάρχει τουλάχιστον ένα 

),(x0 βα∈  τέτοιο ώστε 0)x(f 0 > ». 
Απόδειξη 
Είναι )(F)(Fdx)x(f α−β=∫

β

α
, όπου F µια αρχική συνάρτηση της f, οπότε 

α−β
α−β

=
α−β

∫
β

α )(F)(Fdx)x(f
 (1). Επειδή 0dx)x(f >∫

β

α
 και 0>α−β⇔α>β , από την (1) 

συµπεραίνουµε ότι 0)(F)(F
>

α−β
α−β  (2).  
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Η συνάρτηση F είναι παραγωγίσιµη στο ],[ βα  διότι )x(f)x(F =′  (3), άρα και 
συνεχής, οπότε γι’ αυτήν ισχύει το Θ.Μ.Τ , άρα υπάρχει ),(x0 βα∈  µε 

α−β
α−β

=′ )(F)(F)x(F 0

)3(
⇔

α−β
α−β

=
)(F)(F)x(f 0

)2(
⇔ 0)x(f 0 > . 

Σχόλιο 
Τον συλλογισµό µας µπορούσαµε να τον υποστηρίξουµε και µε εις άτοπο 

απαγωγή, δηλαδή αν για κάθε ],[x βα∈  ίσχυε ότι 0)x(f ≤  θα ήταν 0dx)x(f ≤∫
β

α
. 

 

Αν για κάθε ],[x βα∈  ισχύει η σχέση 0dx)x(f <∫
β

α
 τότε «υπάρχει τουλάχιστον ένα 

),(x0 βα∈  τέτοιο ώστε 0)x(f 0 < ». 
Απόδειξη 
Είναι )(F)(Fdx)x(f α−β=∫

β

α
, όπου F µια αρχική συνάρτηση της f, οπότε 

α−β
α−β

=
α−β

∫
β

α )(F)(Fdx)x(f
 (1). Επειδή 0dx)x(f <∫

β

α
 και 0>α−β⇔α>β , από την (1) 

συµπεραίνουµε ότι 0)(F)(F
<

α−β
α−β  (2). 

Η συνάρτηση F είναι παραγωγίσιµη στο ],[ βα  διότι )x(f)x(F =′  (3), άρα και 
συνεχής, οπότε γι’ αυτήν ισχύει το Θ.Μ.Τ , άρα υπάρχει ),(x0 βα∈  µε 

α−β
α−β

=′ )(F)(F)x(F 0

)3(
⇔

α−β
α−β

=
)(F)(F)x(f 0

)2(
⇔ 0)x(f 0 <  

Σχόλιο 
Τον συλλογισµό µας µπορούσαµε να τον υποστηρίξουµε και µε εις άτοπο 

απαγωγή, δηλαδή αν για κάθε ],[x βα∈  ίσχυε ότι 0)x(f ≥  θα ήταν 0dx)x(f ≥∫
β

α
. 

 

Αν για κάθε ],[x βα∈  ισχύει η σχέση: 0dx)x(f =∫
β

α
 τότε «υπάρχει τουλάχιστον ένα 

],[x0 βα∈  τέτοιο ώστε 0)x(f 0 = ». 
Απόδειξη 
Είναι )(F)(Fdx)x(f α−β=∫

β

α
, όπου F µια αρχική συνάρτηση της f, οπότε 

α−β
α−β

=
α−β

∫
β

α )(F)(Fdx)x(f
 (1). Επειδή 0dx)x(f =∫

β

α
 και 0>α−β⇔α>β , από την (1) 

συµπεραίνουµε ότι 0)(F)(F
=

α−β
α−β  (2). 

Η συνάρτηση F είναι παραγωγίσιµη στο ],[ βα  διότι )x(f)x(F =′  (3), άρα και 
συνεχής, οπότε γι’ αυτήν ισχύει το Θ.Μ.Τ , άρα υπάρχει ),(x0 βα∈  µε 

α−β
α−β

=′ )(F)(F)x(F 0

)3(
⇔

α−β
α−β

=
)(F)(F)x(f 0

)2(
⇔ 0)x(f 0 = . 
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Σχόλιο 
Τον συλλογισµό µας µπορούσαµε να τον υποστηρίξουµε και µε εις άτοπο 
απαγωγή, δηλαδή αν για κάθε ],[x βα∈  ίσχυε ότι 0)x(f ≠  µιας και η f είναι 
συνεχής θα διατηρούσε πρόσηµο στο ],[ βα , οπότε θα ήταν: 

ή 0)x(f >  για κάθε ],[x βα∈ , άρα και 0dx)x(f >∫
β

α
 που είναι άτοπο, 

ή 0)x(f <  για κάθε ],[x βα∈ , άρα και 0dx)x(f <∫
β

α
 που είναι άτοπο. 

 

Αν ισχύει ότι ∫∫
δ

γ

β

α
= dx)x(fdx)x(f  µε δ<γ<β<α  και γ−δ=α−β  τότε υπάρχει 

τουλάχιστον ένα ),(x1 βα∈  και τουλάχιστον ένα ),(x2 δγ∈ , άρα 21 xx ≠ , τέτοια 
ώστε να ισχύει )x(f)x(f 21 = . 
Απόδειξη 
Είναι )(F)(Fdx)x(f α−β=∫

β

α
, όπου F µια αρχική συνάρτηση της f, οπότε 

α−β
α−β

=
α−β

∫
β

α )(F)(Fdx)x(f
 (1). Η συνάρτηση F είναι παραγωγίσιµη στο ],[ βα  διότι 

)x(f)x(F =′  (2), άρα και συνεχής, οπότε γι’ αυτήν ισχύει το Θ.Μ.Τ , άρα υπάρχει 

),(x1 βα∈  µε 
α−β
α−β

=′ )(F)(F)x(F 1  
)2(

⇔  
α−β
α−β

=
)(F)(F)x(f 1  

)1(
⇔  

α−β
= ∫

β

α
dx)x(f

)x(f 1 ⇔ ))(x(fdx)x(f 1 α−β=∫
β

α
 (3) . 

Είναι )(F)(Fdx)x(f γ−δ=∫
δ

γ
, όπου F µια αρχική συνάρτηση της f, οπότε 

γ−δ
γ−δ

=
γ−δ

∫
δ

γ )(F)(Fdx)x(f
 (4). Η συνάρτηση F είναι παραγωγίσιµη και συνεχής στο 

],[ δγ  και εφαρµόζοντας το Θ.Μ.Τ συµπεραίνουµε ότι υπάρχει ),(x2 δγ∈  µε 

γ−δ
γ−δ

=′ )(F)(F)x(F 2  
)2(

⇔  
γ−δ
γ−δ

=
)(F)(F)x(f 2  

)4(
⇔  

γ−δ
=
∫
δ

γ
dx)x(f

)x(f 2  

⇔ ))(x(fdx)x(f 2 γ−δ=∫
δ

γ
 (4) . 

Όµως ∫∫
δ

γ

β

α
= dx)x(fdx)x(f  και από τις (3) και (4) έχουµε ότι =α−β ))(x(f 1 ))(x(f 2 γ−δ  

και επειδή 0≠γ−δ=α−β ⇔ )x(f)x(f 21 = . 
Σηµείωση:  Αν γνωρίζουµε ότι η f είναι και παραγωγίσιµη τότε µπορούµε να 
εφαρµόσουµε το Θεώρηµα Rolle στο ],[]x,x[ 21 δα⊆ , οπότε θα υπάρχει 

),()x,x(x 210 δα⊆∈  τέτοιο ώστε 0)x(f 0 =′ . 
 

Αν ισχύει η σχέση: 0dx)x(f >∫
β

α
 και 0dx)x(f <∫

γ

β
 και µε γ<β<α  τότε οπότε 

υπάρχει τουλάχιστον ένα ),(x0 γα∈  τέτοιο ώστε 0)x(f 0 = . 
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Απόδειξη 
Επειδή 0dx)x(f >∫

β

α
, από τη πρόταση 4 συµπεραίνουµε ότι υπάρχει τουλάχιστον 

ένα ),(x1 βα∈  τέτοιο ώστε 0)x(f 1 > . 

Επειδή 0dx)x(f <∫
γ

β
, από τη πρόταση 5 συµπεραίνουµε ότι υπάρχει τουλάχιστον 

ένα ),(x2 γβ∈  τέτοιο ώστε 0)x(f 2 < . Είναι ],[]x,x[ 21 βα⊆ . 
Οπότε για την f ισχύουν στο διάστηµα ]x,x[ 21  οι προϋποθέσεις του θεωρήµατος 
Bolzano, οπότε υπάρχει τουλάχιστον ένα ),(x0 γα∈  τέτοιο ώστε 0)x(f 0 = . 
 
Αν α β<  και η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,  β]  και ισχύει f(x) 0≥  για κάθε 
x [α,  β]∈  και υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ (α,  β)∈  τέτοιο ώστε f(ξ) 0> , τότε  
β

α
f(x)dx 0>∫ . 

Απόδειξη 
Αφού η συνάρτηση f είναι συνεχής και για x ξ=  είναι f(ξ) 0>  θα είναι και 

x ξ
Lim f(x) 0

→
> , οπότε για x κοντά στο ξ θα είναι f(x) 0> , δηλαδή θα υπάρχει δ 0>  

τέτοιο ώστε για κάθε x (ξ δ,  ξ) (ξ ,  ξ+δ)∈ − ∪  να είναι f(x) 0> , οπότε θα είναι και  
ξ δ

ξ δ

f(x)dx 0
+

−

>∫  (Ι). Έχουµε λοιπόν τα εξής:  

Για x [α,  ξ-δ]∈ , είναι f(x) 0≥ , οπότε 
ξ δ

α

f(x)dx 0
−

≥∫ (ΙΙ). 

Για x [ξ δ,  β]∈ + , είναι f(x) 0≥ , οπότε 
β

ξ δ

f(x)dx 0
+

≥∫ (ΙΙΙ). 

Είναι: 
β βξ δ ξ δ

α α ξ δ ξ δ

f(x)dx f(x)dx f(x)dx f(x)dx
− +

− +

= + +∫ ∫ ∫ ∫  που λόγω των (Ι), (ΙΙ) και (ΙΙΙ) 

έχουµε τελικά ότι 
β

α
f(x)dx 0>∫ .   

Σχόλιο: Το ίδιο ακριβώς συµπέρασµα βγαίνει και αν ξ [α,  β]∈ . 
  
Αν α β<  και η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,  β]  και ισχύει f(x) 0≤  για κάθε 
x [α,  β]∈  και υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ (α,  β)∈  τέτοιο ώστε f(ξ) 0< , τότε  
β

α
f(x)dx 0<∫ . 

Απόδειξη 
Η απόδειξη της πρότασης είναι όµοια µε την απόδειξη της πρότασης 9. 
 
Σχόλιο: Το ίδιο ακριβώς συµπέρασµα βγαίνει και αν ξ [α,  β]∈ . 
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Θ. Βασικά Θέµατα 
 
Μια σηµαντική αντικατάσταση που διευκολύνει τον υπολογισµό ενός ορισµένου 

ολοκληρώµατος ∫
β

α
dx)x(f  είναι η yx −β+α= . Στη περίπτωση αυτή µάλιστα ισχύει 

ότι ∫∫
β

α

β

α
−β+α= dx)x(fdx)x(f , διότι: 

Αν ∫
β

α
= dx)x(fI (1) και θέσουµε yx −β+α=  τότε xy −β+α=  ⇔  dxdy −= . Για 

β=⇔α= ux  και για α=⇔β= ux , οπότε η (1) παίρνει τη µορφή:  

∫
β

α
= dx)x(fI = ∫

α

β
−−β+α )dy)(y(f = ∫

β

α
−β+α dy)y(f , 

 οπότε  
β β

α α
f(x)dx f(α β x)dx= + −∫ ∫ .  

 
Στη περίπτωση που έχουµε άκρα που είναι αριθµοί αντίθετοι, δηλαδή αν έχουµε 

∫
α

α−
dx)x(f  τότε προκύπτει η αντικατάσταση yx −= .  

 
Εφαρµογή 
Να αποδειχθεί ότι για τη συνεχή συνάρτηση f ορισµένη στο [ α,  α]−  µε α 0<  ισχύει 

ότι ∫∫
α

α−

α

α−
−= dx)x(fdx)x(f . 

Απόδειξη 
Έχουµε 

α

α
Ι f(x)dx

−
= ∫ . Θέτουµε x α α y x y= − + − ⇔ = −  και έχουµε: dx dy= − . Για 

x α= −  είναι y α=  και για x α=  είναι y α= − , οπότε 
α α α α

α α α α
Ι f( y)( dy) f( y)dy f( y)dy f( x)dx

− −

− −
= − − = − − = − = −∫ ∫ ∫ ∫  

 
Πρέπει να ξέρουµε να υπολογίζουµε τα ολοκληρώµατα της µορφής  

∫
β

α +
= dx

1x
1A 2  και ∫

β

α +
= dx

1x
xB 2

2

. Τα ολοκληρώµατα αυτά υπολογίζονται 

κάνοντας την αντικατάσταση yx εφ= . 
Αν θέσουµε yx εφ=  ⇔  dy)y(dx ′εφ=  ⇔  dy)y1(dx 2εφ+=  και βρίσκοντας τα νέα 
άκρα ολοκλήρωσης, έστω γ και δ  θα έχουµε: 

∫
β

α +
= dx

1x
1A 2 = γ−δ===εφ+

+εφ
δ
γ

δ

γ

δ

γ ∫∫ ]y[dydy)y1(
1y

1 2
2 . 

∫
β

α +
=Β dx

1x
x
2

2

= ∫∫
δ

γ

δ

γ
εφ=εφ+

+εφ
εφ

ydydy)y1(
1y

y 22
2

2

(1). Πρόσεξε τώρα!   

Είναι x1
x

1 2
2 εφ+=

συν
, οπότε 1

x
1x 2

2 −
συν

=εφ  και η (1) παίρνει τη µορφή: 

δ δ
γ2γ

1Β 1 dy [εφy y] (εφδ δ) (εφγ γ)
συν y
⎡ ⎤

= − = − = − − −⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ . 
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Αντίστροφη συνάρτηση και Ολοκλήρωµα 
Σε ολοκληρώµατα που περιέχεται η αντίστροφη συνάρτηση θέτουµε x f(u)=  αν θα 
περάσουµε από την 1f−  στην f  ή 1x f (u)−=  αν θα περάσουµε από την f  στην 1f−  
και κάνουµε αλλαγή της µεταβλητής. Μελέτησε τα παραδείγµατα που 
ακολουθούν. 
Παράδειγµα 1ον 
Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη και «1-1» στο διάστηµα [α,  β] , να δειχθεί 

ότι 
f(β) β

1

f(α ) α

f (x)dx xf (x)dx− ′=∫ ∫  

Απόδειξη 

Αν θέσουµε x f(u)= , έχουµε: dx f (u)du′=  και για 
(f:1 1)

x f(α) f(u) f(α) u α
−

= ⇔ = ⇔ = , 

ενώ για 
(f:1 1)

x f(β) f(u) f(β) u β
−

= ⇔ = ⇔ = , οπότε: 

 
f(β) β

1 1

f(α ) α

f (x)dx f (f(u))f (u)du− − ′= =∫ ∫
β β

α α

uf (u)du xf (x)dx′ ′=∫ ∫ . 

Παράδειγµα 2ον 

Αν η συνάρτηση f είναι «1-1» και έχει αντίστροφη την 1 31 1f (x) x x
2 2

− = +  να βρεθεί 

το 
1

0

I f(x)dx= ∫  

Λύση 

Θέτουµε ( )1 1 23 1x f (u) dx (f (u) du dx u du
2 2

− − ⎛ ⎞′= ⇔ = ⇔ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Για 1x 0 f (u) 0−= ⇔ = ⇔ 3 21 1 1u u 0 u(u 1) 0 u 0
2 2 2

+ = ⇔ + = ⇔ = . 

Για 1x 1 f (u) 1−= ⇔ = ⇔ 3 31 1u u 1 u u 2
2 2

+ = ⇔ + = ⇔  
3 2u u 2 0 (u 1)(u u 2) 0 u 1⇔ + − = ⇔ − + + = ⇔ = , οπότε έχουµε: 

1 1 1 1
1 2 2 3

0 0 0 0

3 1 3 1 3 1I f(x)dx f(f (u)) u du u u du u u du
2 2 2 2 2 2

− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + = + = + ⇔⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫  

1 14 2 4 2

0 0

3 u 1 u 3u u 3 1 5I
2 4 2 2 8 4 8 4 8
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= ⋅ + ⋅ = + = + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

 
Ολοκλήρωση Άρτιας ή Περιττής συνάρτησης σε διάστηµα [-α, α] 
Μια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το Α και για κάθε x A x A∈ ⇒ − ∈   καλείται: 
α. Άρτια όταν για κάθε x A∈  ισχύει f( x) f(x)− = . 
β. Περιττή όταν για κάθε x A∈  ισχύει f( x) f(x)− = −  
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Ισχύει ότι: 

α α

α 0
α

α

f(x)dx 2 f(x)dx,   αν f άρτια

f(x)dx 0,   αν f περιττή

−

−

⎧
=⎪

⎪
⎨
⎪ =⎪⎩

∫ ∫

∫
 

Απόδειξη 

α. 
α 0 α

α α 0

Ι f(x)dx f(x)dx f(x)dx
− −

= = +∫ ∫ ∫ . Αν θέσουµε 
0

1
α

Ι f(x)dx
−

= ∫  και 
α

2
0

Ι f(x)dx= ∫  θα 

δείξουµε ότι 1 2Ι Ι= .  
Κάνουµε αλλαγή στη µεταβλητή του ολοκληρώµατος 1I  θέτοντας x u= − , οπότε 
dx du= − .  
Για x α u α= − ⇒ =  ενώ για x 0 u 0= ⇒ = , και επειδή f άρτια ισχύει f( u) f(u)− = , 
οπότε τελικά έχουµε:  

0 0 α α α

1 2
α α 0 0 0

Ι f(x)dx f( u)( du) f( u)du f(u)du f(x)dx I
−

= = − − = − = = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ , άρα 2I 2I= ⇔  

α α

α 0

f(x)dx 2 f(x)dx
−

=∫ ∫ . 

 

β. 
α 0 α

α α 0

Ι f(x)dx f(x)dx f(x)dx
− −

= = +∫ ∫ ∫ . Αν θέσουµε 
0

1
α

Ι f(x)dx
−

= ∫  και 
α

2
0

Ι f(x)dx= ∫  θα 

δείξουµε ότι 1 2Ι Ι= − .  
Κάνουµε αλλαγή στη µεταβλητή του ολοκληρώµατος 1I  θέτοντας x u= − , οπότε 
dx du= − .  
Για x α u α= − ⇒ =  ενώ για x 0 u 0= ⇒ = , και επειδή f περιττή ισχύει f( u) f(u)− = − , 

οπότε τελικά έχουµε: 
0 0 α α

1 2
α α 0 0

Ι f(x)dx f( u)( du) f(u)du f(x)dx I
−

= = − − = − = − = −∫ ∫ ∫ ∫ ,  άρα 

2 2I I I= − + ⇔
α

α

f(x)dx 0
−

=∫ . 

 
Παράδειγµα 1ον 

Να βρεθεί το ολοκλήρωµα 
3

21 11

3

x συν xdx
−
∫ . 

Απόδειξη 
Αν θέσουµε 21 11f(x) x συν xdx= , έχουµε 21 11 21 11f( x) ( x) συν ( x) x συν x f(x)− = − − = = , 

άρα η συνάρτηση f είναι περιττή, οπότε 
3

21 11

3

x συν xdx 0
−

=∫ . 

 
Παράδειγµα 2ον 

Να βρεθεί το ολοκλήρωµα 
1 x

x
1

xσυνx eI  dx
1 e−

+
=

+∫ . 
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Απόδειξη 
1 1 1x x

x x x
1 1 1

xσυνx e xσυνx eI  dx=  dx+  dx
1 e 1 e 1 e− − −

+
=

+ + +∫ ∫ ∫ . Η συνάρτηση x
xσυνxg(x)
1 e

=
+

 είναι 

περιττή γιατί x x
xσυν( x) xσυνxg( x) g(x)
1 e 1 e−

− −
− = = − = −

+ +
, ενώ η συνάρτηση 

x

x
eh(x)

1 e
=

+
 

είναι άρτια γιατί 
x x

x x
e eh( x) h(x)

1 e 1 e

−

−− = = =
+ +

, οπότε 
1 x

x
1

xσυνx e  dx=0
1 e−

+
+∫  και 

1 1x x 1x x x
x x 0

1 0

e e dx=2  dx=2 ln(1+e ) 2ln(1+e )(1 0) 2ln(1+e )
1 e 1 e−

⎡ ⎤ = − =⎣ ⎦+ +∫ ∫ , άρα τελικά  

1 x
x

x
1

xσυνx eI  dx=2ln(1+e )
1 e−

+
=

+∫ . 

 

Ολοκληρώµατα της µορφής 2 2 2x dx
λ

κ

α −β∫ , 0,α β ≠  

Σε ολοκληρώµατα της µορφής αυτής εργαζόµαστε ως εξής: 
2λ λ λ λ2 2 2 2

2 2 2 2
2 2

κ κ κ κ

β x β x βxΙ α β x dx α 1 dx α 1 dx α 1 dx
α α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫ . Επειδή 

είναι 
2βx βx1 0 1 1

α α
⎛ ⎞− ≥ ⇔ − ≤ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

, µπορούµε να θέσουµε βx αηµω x ηµω
α β

= ⇔ = , 

οπότε κάνοντας αλλαγή στη µεταβλητή υπολογίζουµε το  ολοκλήρωµα. 
Παράδειγµα 

Να υπολογισθεί το 
2

2

0

I 4 x dx= −∫  

Λύση 
22 2 22

2

0 0 0

x xI 4 x dx 4 1 dx 2 1 dx
4 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − = − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ . 

Θέτουµε x ηµω x 2ηµω dx 2(ηµω) dω dx 2συνωdω
2

′= ⇔ = ⇔ = ⇔ = . 

Για x 0 ηµω 0 ω 0= ⇔ = ⇔ = , ενώ για πx 2 ηµω 1 ω
2

= ⇔ = ⇔ = , οπότε έχουµε: 
π π π

22 2 2 2
2 2

0 0 0 0

xI 2 1 dx 2 1 ηµ ω2συνωdω 4 συν ωσυνωdω 4 συνω συνωdω
2

⎛ ⎞= − = − = =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫ . 

Επειδή π0 ω συνω 0 συνω συνω
2

≤ ≤ ⇔ ≥ ⇔ = , οπότε έχουµε: 

( )

π π π π
2 2 2 22

00 0 0

ηµ2ω1 συν2ω πI 4 συν ωdω 4 dω 2 1 συν2ω dω 2 ω 2 π
2 2 2

+ ⎡ ⎤= = = + = + = =⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫ . 
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Ι.  Έλεγχος Γνώσεων 
 
Από τις ακόλουθες προτάσεις άλλες είναι σωστές και άλλες λάθος. Απαντήστε και 
εξηγήστε την απάντησή σας.  
 

1. Αν 0)x(f >  και f συνεχής στο — τότε ισχύει ότι 0dx)x(f2
1ln

1
>∫

−
. 

2. Το πεδίο ορισµού της συνάρτησης 
tx

22

ef(x) dt
t 1−

=
−∫  είναι το ( , 1) (1, )−∞ − ∪ +∞ . 

3. Το πεδίο ορισµού της ∫
−

=
)x5ln(

2
dtt)x(f  είναι το ]4,(A −∞= . 

4. Αν για τη συνεχή συνάρτηση f,  ισχύει για κάθε ∈x — ότι 0dt)t(f
x

x
=∫−  τότε η 

συνάρτηση f  είναι περιττή. 

5. Αν για τη συνεχή συνάρτηση f ισχύει η σχέση: ∫∫
δ

γ

β

α
= dx)x(fdx)x(f  µε 

δ<γ<β<α  και γ−δ=α−β , τότε υπάρχουν ),(x1 βα∈  και ),(x2 δγ∈  τέτοιο 
ώστε )x(f)x(f 21 = . 

6. Αν για τη συνεχή συνάρτηση f ισχύουν: 0dx)x(f >∫
β

α
 και 0dx)x(f <∫

γ

β
 µε 

γ<β<α ,  τότε υπάρχει ),(x0 γα∈  τέτοιο ώστε 0)x(f 0 = . 
7. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής και για κάθε ],[x βα∈  ισχύει η σχέση: 

0dx)x(f =∫
β

α
, τότε υπάρχει ),(x0 βα∈  τέτοιο ώστε 0)x(f 0 =′ . 

 
8. Αν για τη παραγωγίσιµη συνάρτηση →]1,0[:f — ισχύει για κάθε 

πραγµατικό αριθµό ]1,0[x∈  ότι x2005)x(f2004)x(f 2005 =+ . Εξηγήστε τις 
ακόλουθες προτάσεις: 
α.  Ορίζεται η αντίστροφη της  f . 

 
β. Είναι 0)0(f =  και 1)1(f = . 

   

γ. Είναι 
2005

x2004x)x(f
2005

1 +
=−  . 

    
δ. Η συνάρτηση f είναι γνήσια αύξουσα στο ]1,0[x∈ .  

   
ε. Ισχύει ∫∫ −=− 1

0

1

0

1 dx)x(f1dx)x(f . 

    
στ.  Είναι x)x(f > , για κάθε πραγµατικό αριθµό )1,0(x∈ . 

    
ζ. Το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές 

παραστάσεις των συναρτήσεων f  και 1f −  είναι 
20051003

1002
⋅

 τ.µ.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σ - Λ 
 

Σ - Λ 
 

Σ – Λ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σ - Λ 
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Ι. Ειδικές Ασκήσεις στα Ολοκληρώµατα 
 

Σε πολλές ασκήσεις χρησιµοποίησε τη σχέση: 
β β

α α
f(x)dx f(α β x)dx= + −∫ ∫  

 
Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο ],[ βα  και ισχύει )x(f)x(f =−β+α  για κάθε 

∈x —. να αποδείξετε ότι ∫∫
β

α

β

α

β+α
= dx)x(f

2
dx)x(xf . 

Αν η συνάρτηση f έχει συνεχή παράγωγο στο ]1,0[  και για κάθε ]1,0[x∈ ισχύει ότι 

)x1(f)x(f −′=′ , να αποδείξετε ότι 
2

)1(f)0(f
dx)x(f

1

0

+
=∫ . 

Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο ]1,1[−  και για κάθε ∈y,x — ισχύει 

xy3)y(f)x(f)yx(f ++=+ , να αποδείξετε ότι 1dx)x(f
1

1
=∫− . 

Αν 0>α , 0>β  και 
2
π

=β+α , να αποδείξετε ότι: 

α. ∫
β

α
=εφ 0dx)xln( , 

β. ∫
β

α
=σφ 0dx)xln( . 

Να αποδείξετε ότι 
2

dx
1x

11

1 2
π

=
+∫−  (θέστε yx εφ= ) 

Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα ∫− ++
=

1

1 2x dx
)1x)(1e(

1I . 

Να αποδείξετε ότι 
2

2dx
1x

x1

1 2

2 π
−=

+∫−  (θέστε yx εφ= ). 

Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα ∫− ++
=

1

1 2x

2

dx
)1x)(1e(

xI . 

∆ίνεται η συνάρτηση f µε την ιδιότητα 1x)x(f)x(xf +=−− , για κάθε ∈x —. 
α. Να βρεθεί η συνάρτηση f. 

β. Να δείξετε ότι 
2

2ln1dx)x(f
1

0

π
−+=∫ . 

Αν οι συναρτήσεις f,g είναι συνεχείς στο ],0[ α  και )x(f)x(f −α= , 

β=−α+ )x(g)x(g , για κάθε ],0[x α∈ , να αποδειχθεί ότι ∫∫
αα β

=
00

dx)x(f
2

dx)x(g)x(f . 

Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα ∫ +
+1

0 2 1x
)1xln(

. (θέστε yx εφ= ) 

Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα ∫ −−+
=

2

0 xx2
dx

e1
1I . 

∆ίνεται η συνάρτηση f µε την ιδιότητα β=−α++α )x(f)x(f , για κάθε ∈x —, όπου 

α, β σταθεροί πραγµατικοί αριθµοί. Να αποδείξετε ότι ∫
α

αβ=
2

0
dx)x(f . 

Αν η συνάρτηση f έχει συνεχή παράγωγο στο ],[ βα  και για κάθε ],[x βα∈  ισχύει 

)x(f)x(f −β+α′=′ , να αποδείξετε ότι 
2

)(f)(f
dx)x(f1 β+α

=
α−β ∫

β

α
. 
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3. 
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Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο — µε 0)x(f ≠ , για κάθε ∈x —. ∆είξτε ότι  

2
dx

)x(f)x(f
)x(f α−β

=
−β+α−

α−
∫
β

α
. 

Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο —, δείξτε ότι: ∫∫
αα

−α+=
2

0

2

0
dx)]x2(f)x(f[dx)x(f . 

Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο —, δείξτε ότι: 

α. 0dx)]x(f)x(f[ =−−∫
α

α−
. 

β. ∫∫
αα

α−
−+=

0
dx)]x(f)x(f[dx)x(f . 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα ∫
+

=
1

0 4
dx

x1
xI . 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα ∫
π

εφ+= 4
0

dx)x1ln(I . 

Αν οι συναρτήσεις f, g είναι συνεχείς στο [ α,α]− , η f είναι άρτια και η g είναι 

περιττή, να αποδειχθεί ότι ∫ ∫
α

α−

α
=

+ 0)x(g dx)x(fdx
1e

)x(f . 

Αν 1>α και οι συναρτήσεις f, g είναι συνεχείς στο ]1,1[− , η f είναι άρτια και η g 

είναι περιττή, να αποδειχθεί ότι ∫ ∫−
=

+α

1

1

1

0)x(g dx)x(fdx
1

)x(f . 

Να βρεθούν τα όρια: (µε χρήση της ιδιότητας 
β β

α α

f(x)dx f(x) dx≤∫ ∫ ) 

2x-2

1 4x
x

xηµ(t 1) 2συνtI Lim  dt
x t 1→+∞

+ −
=

+ +∫ , 
5

2 4 2x
0

x xηµ tI Lim  dt
x tx t→+∞

−
=

+ +∫ , 

x
2

3 4x
0

1I Lim (2t συνt ) dt
x x 1→+∞

= −
+ + ∫ , 

3

4 2x
0

xηµ t 1 3συνtI Lim  dt
2x 3t→+∞

+ −
=

+∫ . 

Να υπολογισθούν τα ολοκληρώµατα: 
1

2
1

0

I 1 x dx= −∫ ,  

3
2

2
2

0

I 9 4x dx= −∫ . 

Να υπολογισθούν τα ολοκληρώµατα: 
1

1
0

2 xI xηµxln dx
2 x
+

=
−∫ , 

1 2

2 2
0

x 1 xI ln dx
x 1 x

+ −
=

+ +∫ . 
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ΣΤ.  ΘΕΜΑΤΑ ΣΤΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 
 

Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  [0,  1]  και για κάθε x [0,  1]∈  ισχύει ότι 

0 f(x) 1< < , να δείξετε ότι η εξίσωση   
x

0

1 f(t)dt 2x+ =∫  έχει µοναδική ρίζα στο 

(0,  1) . 
 

Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα: 
1 x

1 x
0

1 eI  dx
1 xe

−

−

+
=

+∫ ,  
2

2
x lnx

2
1

I e dx+= ∫ ,  
2e

3 2
e

1 lnxI  dx
(xlnx)
+

= ∫ , 

π
2

4
π
3

ηµxI  dx
1 συνx

=
−∫ ,  

π
72

5 7 7
0

συν xI dx
ηµ x συν x

=
+∫ . 

 

Αν  f ,  g  συνεχείς συναρτήσεις στο [α,  β]  και ισχύει ότι 
β β

α α

f(x)dx g(x)dx=∫ ∫ , να 

αποδείξετε ότι υπάρχει ξ∈(α, β):  f(ξ)= g(ξ). 
 
∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το — και τιµές στο — µε 
f(0) 0=  και f(x) f (x) 0′≥ ≥  για κάθε x∈—. Να αποδείξετε ότι f(x) 0=  για κάθε 
x∈—. 
 
Έστω ο πραγµατικός αριθµός α 0≠  και δύο συνεχείς συναρτήσεις  f ,  g  µε πεδίο 

ορισµού το I— ,  τιµές επίσης στο — µε 
α α

0 0

f(x)dx g(x)dx=∫ ∫  και για τις οποίες για κάθε 

x∈—  ισχύει ότι  
x x

0 0

f(t)dt g(t)dt≤∫ ∫ . Να αποδειχτεί ότι  f(α) g(α)=  και  f(0) g(0)= . 

 
∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση  f µε πεδίο ορισµού το —+ , µε τιµές στο — και την 

οποία ισχύει ότι f(1) 2=  και για κάθε x 0>  είναι 
1

0

2 f(xy)dy f(x)=∫ . Να δειχτεί ότι 

f(x) 2x,  x 0= ≥ . 
 
Η συνάρτηση  f είναι συνεχής στο — παίρνει τιµές στο — και ισχύει 
8 6

4 3

f(3x)dx f(4x)dx=∫ ∫ . Να δείξετε ότι υπάρχει  ξ∈— τέτοιο ώστε f(ξ) 0= . 

 
∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το —, τιµές στο — και για την 

οποία ισχύει για κάθε x∈— ότι 
x

0

f(x y)ηµydy 0− =∫ . Να δείξετε ότι  f(x) 0= , για 

κάθε x∈—. 
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∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το —, µε τιµές στο — για την 

οποία ισχύει για κάθε x∈— ότι 
2x

2

1

f(t)dt x 1≥ −∫ . Να δειχτεί ότι f(1) 1= . 

  
∆ίνονται οι αριθµοί  α,  β∈— µε 0 α β< <  και η παραγωγίσιµη συνάρτηση f στο 

[α,  β]  µε τιµές στο — για την οποία ισχύει ότι 
β

α

f(x)dx βf(β) αf(α)= −∫ . Να 

αποδειχτεί ότι υπάρχει γ (α,  β)∈  τέτοιο ώστε f (γ) 0′ = . 
 
Να βρεθεί η συνεχής συνάρτηση  f µε πεδίο ορισµού το διάστηµα (0,  + )∞ , τιµές 

στο — µε την ιδιότητα 
x

1

tf(t)xf(x) 2  dt
x

= − ∫   για κάθε x 0> . 

  
Να βρεθεί η συνεχής συνάρτηση  f µε πεδίο ορισµού το — και µε τιµές στο —, µε την 

ιδιότητα 
1

0

x f(xt)dt f(x) 1= −∫  για κάθε x∈—. 

  
Να βρεθούν οι παραγωγίσιµες συναρτήσεις f µε πεδίο ορισµού το — και µε τιµές 

στο —* µε την ιδιότητα 
x

0

f(x)f(x) 1  dt
f (t)

= +
′∫ , για κάθε x∈—. 

  
Αν η συνεχής συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το IR  και µε τιµές στο — έχει την 

ιδιότητα 
x

0

f(x) 2 tf(t)dt 1− =∫   για κάθε x∈—, να αποδειχτεί ότι  
2xf(x) e= ,  x∈—. 

  

Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο [1,  7] και ισχύει 
3 7

1 5

f(x)dx f(x)dx=∫ ∫ , να 

δείξετε ότι υπάρχει 0x (1,  7)∈  τέτοιο ώστε 0f (x ) 0′ = . 
  
Έστω η συνεχής συνάρτηση  f µε πεδίο ορισµού το — µε τιµές στο — µε την ιδιότητα 

x

0

0 2 f(t)dt 1 συν2x≤ ≤ −∫  για κάθε x∈—. Να δείξετε ότι f(0) 0= . 

 Να υπολογιστεί το όριο    
x 1

2x
x

xLim dt
t 3

+

→+∞ +∫ . 

  
Έστω η παραγωγίσιµη συνάρτηση  f µε πεδίο ορισµού το — µε τιµές στο — µε  
1

0

f(x)dx 1=∫   και  
3

2

f(x)dx 19=∫ . Να αποδειχτεί ότι υπάρχει ξ∈— τέτοιο ώστε 

f (ξ) 6ξ′ = . 
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Αν  m,  M  είναι αντίστοιχα η ελάχιστη και η µέγιστη τιµή των συνεχών 
συναρτήσεων f ,  g  µε πεδίο ορισµού το [0,  1] , οι οποίες παίρνουν τιµές στο — και 

ισχύει 
1 1

0 0

1f(x)dx g(x)dx (m M)
2

= = +∫ ∫ , να αποδειχτεί ότι 
1

2 2

0

1f(x)g(x)dx (m M )
2

≤ +∫ . 

 
∆ίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις  f ,  g  µε πεδίο ορισµού το [α,  β]   και µε τιµές 
στο —. Αν f(x) 0>  για κάθε x∈[α,  β] , να δείξετε ότι υπάρχει  ξ∈[α,  β]  τέτοιο ώστε 
β β

α α

f(x)g(x)dx g(ξ) f(x)dx= ⋅∫ ∫ . 

 
Αν α β γ δ< < < , η συνάρτηση f είναι συνεχής στο — και ισχύει 
β δ

α γ

f(x)dx f(x)dx 0⋅ <∫ ∫ , να δειχτεί ότι υπάρχει ξ (α,  δ)∈  τέτοιο ώστε f(ξ) 0= . 

 

Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0,  1]  µε 
1

0

2xf(x)dx
3

=∫ , να αποδειχτεί ότι 

1
2

0

f (x)dx 1≥∫ . 

Αν η  f συνεχής στο [0,  1]  µε  f(0) α>  και 
1

0

f(x)dx α<∫ , να αποδειχτεί ότι υπάρχει  

γ [0,  1]∈  τέτοιο ώστε f(γ) α= . 
 
∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση  f µε πεδίο ορισµού το [0,  2] , µε f(0) 2<  και 
2

0

f(x)dx 4>∫ . Να δειχτεί ότι υπάρχει  γ (0,  2)∈  τέτοιο  f(γ) 2= . 

  

∆ίνεται η συνάρτηση 
2x lnx , x 0

f(x)
0 , x 0

⎧ >
= ⎨

=⎩
. Να υπολογιστεί το 

1

0

I f(x)dx= ∫ . 

 
Έστω  f παραγωγίσιµη και περιττή συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το —* και µε τιµές 

στο I—  µε  f(1) 1=  και για κάθε x 0≠  ισχύει ότι 
1

0

f(x) t f(xt)dt= ⋅∫ . Να δειχτεί ότι 

1f(x)
x

= , x 0≠ . 
 

∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση  f µε πεδίο ορισµού το — και τιµές στο —. Αν για το 

σταθερό αριθµό  α∈— ορίζουµε τις συναρτήσεις  
x

α

g(x) f(t)dt= ∫   και  
x

α

h(x) g(t)dt= ∫ ,  

να αποδειχτεί ότι 
x

α

h(x) (x t)f(t)dt= −∫ . 
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Αν  f συνεχής συνάρτηση στο  [α, β]  και µε τιµές στο  [γ, δ]  µε  γ+ δ≠ 0 και 
β

α

(β α)γδf(x)dx
γ δ
−

=
+∫ , να αποδειχτεί ότι η f είναι σταθερή συνάρτηση. 

 
Αν η συνάρτηση  f είναι συνεχής στο [0, +∞), παίρνει τιµές στο — και έχει f(0)= 2 

και f (x) 0′ > , να αποδειχτεί ότι 
⋅

→
=∫

e x

x 0
x

f(t)Lim dt 2
t

. 

  
Η συνάρτηση  f είναι παραγωγίσιµη και «1-1» στο [α, β] µε f(α)=α  και  f(β)=β. Να 

δειχτεί ότι ισχύει: 
β β

1

α α

f (x)dx [2x f(x)]dx− = −∫ ∫ . 

  
Αν η συνάρτηση  f είναι παραγωγίσιµη και γνησίως µονότονη, να δειχτεί ότι 
β f(β)

1

α f(α )

f(x)dx f (x)dx βf(β) αf(α)−+ = −∫ ∫ =βf(β) - αf(α). 

  

Να βρεθεί ο τύπος της συνάρτησης  f όταν ισχύουν οι σχέσεις: 1f(0)
2

=  και  
22 xf (x) (2x 1)f(x) x e−′ + + = ⋅ . 

  

Να βρεθεί το 
2

2

x 3 2

2x
x 1

tηµt 2συνt tLim  dt
t t 1

+

→+∞
+

+ +
+ +∫ . 

  

Να βρεθεί το 
x 3

2x
x 2

3 tLim dt
t t 1

+

→−∞
+

−
+ +∫ . 

 
Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0,  3] , να αποδειχτεί ότι υπάρχουν  

α,β,γ [0,  3]∈  τέτοια ώστε 
3

0

f(x)dx f(α) f(β) f(γ)= + +∫ . 

 Να βρεθεί το 
x

x 0
0

1Lim α εφ(αt)dt
ln(συν(βx))+→

⋅ ⋅∫ . 

  
Να βρεθεί η συνάρτηση  f µε πεδίο ορισµού το (0,  + )∞  και µε τιµές στο — αν ισχύει 

f(x) 0>  και 
f(x)

x

ηµtf(x) x  dt
2t

= + ∫ ,  για κάθε x (0,  + )∈ ∞ . 

Να βρείτε την συνεχή συνάρτηση  f µε πεδίο ορισµού το π π,  
2 2

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 και µε τιµές στο 

— για την οποία ισχύει: 
x

0

1 f(t)ηµtf(x) 1  dt
συνt
−

= + ∫  για κάθε π πx ,  
2 2

⎛ ⎞∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
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Αν η  f συνεχής συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το [0,  1]  µε f(0) 0= , f(1) 1=  και 
1

0

f(x)dx 1=∫ , να αποδείξετε ότι υπάρχει 0x (0,  1)∈  µε  0 0f (x ) f(x )′ = . 

 Να υπολογιστεί το όριο 
x 2 2

2x
x

4t 1Lim dt
t 1

+

→+∞

+
+∫ . 

Αν  f συνεχής στο [0, 1] και τέτοια ώστε να ισχύουν: 
x

2
0

2f(x)  dt
3f (t) 1

=
+∫   και 

0 f(x) 1≤ ≤  για κάθε x [0,  1]∈ ,  δείξτε ότι η f είναι «1-1» και βρείτε το 
1

0

f(x)dx∫ . 

  
Να βρεθεί η συνεχής συνάρτηση  f µε πεδίο ορισµού το — και µε τιµές στο — για 

την οποία ισχύει 
1

2004 2 2

1

f(x) x x f(x t )ηµ(xt)dt
−

= + ∫   για κάθε x∈—. 

  
Έστω η παραγωγίσιµη συνάρτηση  f µε πεδίο ορισµού το [ 1,  1]−  και τιµές στο — µε 

f(1) 0=  για την οποία ισχύει: 
x

0

f(t)dt x≥∫  για κάθε x [ 1,  1]∈ − . Να αποδείξετε ότι: 

α.  f(0) 1= . 

β.  Υπάρχει  1x (0,  1)∈  τέτοιο ώστε  
1x

0

1f(t)dt
2

=∫ . 

γ.  Υπάρχει  0x (0,  1)∈  τέτοιο ώστε 0 0f(x ) x= . 
δ.  Υπάρχει εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f που 

σχηµατίζει µε τους άξονες ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο. 
  
Έστω οι µιγαδικοί αριθµοί  1 2z ,z  και η συνάρτηση  f  ορισµένη στο — µε τύπο 

2x

1 2
0

f(x) z t z  dt= ⋅ +∫  για την οποία ισχύει f(x) x≥  για κάθε x∈—. ∆είξτε ότι: 

α.  2
1z
2

= . 

β. Η εξίσωση  f(x) 2020=  έχει ακριβώς µια λύση στο (0,  + )∞ . 

γ. Για κάθε x∈— ισχύει: 
x

2
1

0

z xz t  dt
2 4

⋅ + ≥∫ . 

  
Έστω η συνεχής συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το [α,  β] . Αν καλέσουµε µε m την 

ελάχιστη τιµή της, να αποδειχτεί ότι 
β β 2

α α

(α β )xf(x)dx β f(x)dx m
2
−

≤ −∫ ∫ . 

  
Αν  f συνεχής συνάρτηση στο —, α β<  και για κάθε x∈— ισχύει η σχέση 
β β

α α

f(x t)dt f(t)dt+ ≥∫ ∫ , να αποδειχτεί ότι  f(α) f(β)= . 
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∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση  f στο — για την οποία ισχύει για κάθε x∈— ότι 

f(α x) f(α x)− = + . Να αποδειχτεί ότι 
α β α β

α β α

f(x)dx 2 f(x)dx
+ +

−

=∫ ∫ . 

  
∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το — που ικανοποιεί για κάθε 

x∈— τη σχέση 
x

2

0

f(x) x (x t)f(t)dt= + −∫ . Να αποδειχτεί ότι x xf(x) e e 2−= + − , x∈—. 

  
∆ίνονται οι συναρτήσεις  f, g συνεχείς στο [α,  β] . Αν ισχύει ότι  g(x) 0>  για κάθε 
x∈[α,  β]  και η συνάρτηση f, αφενός δεν είναι σταθερή και αφετέρου τα ακρότατά 
της  που είναι αντίστοιχα minf m= , maxf M= , παρουσιάζονται σε εσωτερικά σηµεία 
του (α,  β) , να αποδείξετε ότι: 

 α.  Υπάρχει  ξ∈(α, β): 
β β

α α

f(x)g(x)dx f(ξ) g(x)dx= ⋅∫ ∫ . 

 β.  Υπάρχει  γ∈(α, β):  
γβ β

α α γ

f(x)g(x)dx m g(x)dx M g(x)dx= ⋅ + ⋅∫ ∫ ∫ . 

  
Έστω η συνεχής συνάρτηση  f µε πεδίο ορισµού το —. Αν η ευθεία y 6x 2= +  
εφάπτεται της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο (0,  f(0))  και ορίσουµε 

τη συνάρτηση 
1

0

h(x) f(xt)dt= ∫ , τότε: 

 α. Να βρεθεί ο τύπος και το πεδίο ορισµού της συνάρτησης h. 
 β. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση h είναι συνεχής στο 0x 0=  
 γ. Να βρεθεί η h (x)′ . 
 δ. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της 

συνάρτησης h στο σηµείο (0,  h(0)) . 
  
Αν η συνάρτηση  f είναι δυο φορές παραγωγίσιµη στο [0,  1]  µε  f (x) 0′′ <  για κάθε 

x [0,  1]∈ , f(0) 0=  και f (1) 0′ > , να αποδειχτεί ότι 
1

2
0

f(1)dx
1 f (x) f (1)

≤
′+∫ . 

  
α. Να αποδειχθεί ότι για κάθε x∈— ισχύει ότι xe x 1≥ + . 
β. Αν η συνάρτηση f είναι δυο φορές παραγωγίσιµη στο — µε f(0) f (0) 0′= =  και 

ισχύει για κάθε x∈— ότι f(x)2f (x) e 1′′ + = , να αποδειχθεί ότι f(x) 0= , x∈—. 
   
Έστω η συνεχής συνάρτηση  f µε πεδίο ορισµού το — µε τιµές στο — για την οποία 
ισχύει για κάθε x∈— ότι f(x) x f(x)xe e e +− = . 
α. Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f. 
β. Να βρείτε το σύνολο τιµών της συνάρτησης f. 
γ. Να αποδείξετε ότι για κάθε α,β∈— µε α β<  ισχύει f(β) f(α) β α− < − . 
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δ. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα 
1

f(x) x

0

I e dx−= ∫ . 

   
Να υπολογισθούν τα όρια: 

x 2

4x
x 1

tΚ Lim 2 dt
t 1

+

→+∞
+

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

+⎝ ⎠
∫  

x 1

tx
x

tΜ Lim dt
e 1

+

→+∞
=

+∫ . 

   

∆ίνονται οι συναρτήσεις f(x) σφx=  µε x (0,  π)∈  και g(x) εφx=  µε ⎛ ⎞∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

π πx ,  
2 2

.  

α.  Να δείξετε ότι ορίζονται στο — οι συναρτήσεις 1f−  και 1g− .    

β. Να αποδείξετε ότι 
3 3

1 1

1 1

1f (x)dx g ( )dx
x

− −=∫ ∫ . 

 
∆ίνεται η συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το (0,  + )∞  και µε τιµές στο —, η οποία 
είναι δυο φορές παραγωγίσιµη µε f(1) 0= , f (1) 1′ =  και για την οποία για κάθε 
x 0>  ισχύουν οι σχέσεις: f (x) 0′ >  και 2f (x) (f (x))′′ ′= − . Να αποδείξετε ότι: 
α. f(x) f (x) 1′+ ≥ , για κάθε x 0> . 

β. 
α

1

(α 1) f(α)f(x)dx
2

− ⋅
≥∫ , µε α 1> . 

 
Έστω η συνεχής συνάρτηση f τέτοια ώστε να ισχύει x f(x)f(x) e −=  για κάθε x∈—.  
Α. Να αποδείξετε ότι: 
 i. f(x) ln f(x) x+ = , για κάθε x∈—. 
 ii. Η συνάρτηση f αντιστρέφεται και να βρεθεί η 1f− .  
Β. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο —, τότε: 
 i. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνήσια αύξουσα. 

 ii. Να αποδείξετε ότι 3
f(x)f (x)

[1 f(x)]
′′ =

+
. 

 iii. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα 1
1 f(x)I dx
1 f(x)
−

=
+∫  και 

x

2
eI dx

1 f(x)
=

+∫ . 

 
Έστω η συνάρτηση f τέτοια ώστε να ισχύει 2f(x) f(x)e 2xe 1+ =  για κάθε x∈—.  
α. Να βρείτε τον τύπο της καθώς και το σύνολο τιµών της. 
β. Να βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την γραφική παράσταση 

της f, την εφαπτοµένη της στο σηµείο (0,  f(0))  και την ευθεία x 1= . 

γ. Να αποδείξετε ότι 
1

2 2
1

1 dx 2
x 1 x x 1−

=
+ − +∫ . 

δ. Να βρείτε την 1f−  και να λύσετε την εξίσωση 1f(x) f (x)−= . 
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Έστω η συνάρτηση f µε 
3 2

2
x x 3x 1f(x)

x
+ + −

= . 

α. Να βρεθούν οι ασύµπτωτες της γραφικής παράστασης της f. 
β. Να µελετηθεί η συνάρτηση ως προς τη µονοτονία και τα ακρότατα. 
γ. Να µελετηθεί η συνάρτηση ως προς τη καµπυλότητα και τα σηµεία καµπής. 
δ. Να γίνει γραφική παράσταση της συνάρτησης. 
ε. Να βρεθεί το πλήθος των ριζών της εξίσωσης 3 2x (1 λ)x 3x 1 0+ − + − = , λ∈— . 
στ. Να βρεθεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση της f, την πλάγια ασύµπτωτή της και την ευθεία x 1= . 
 
Έστω η συνεχής συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το [0,  1]  και µε τιµές στο — για την 

οποία ισχύει 
1

0

f(x)dx 1=∫ . Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ (0,  1)∈  τέτοιο ώστε 

ξ

0

1f(x)dx
2ξ

=∫ . 

 
Έστω η συνεχής συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού — και µε τιµές στο — και α∈—. Αν 

για τη συνάρτηση g µε πεδίο ορισµού το — ισχύει 
x

f(t )

0

g(x) g(1) α e dt= + ∫ , x∈—, να 

αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι σταθερή. 
 
∆ίνεται η δυο φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το —, τιµές στο 

— και µε f (x) 0′′ >  για κάθε x∈—. Έστω η συνάρτηση g µε τύπο 
1 x

5 x

g(x) f(t)dt
+

−

= ∫ , 

x∈—. Να αποδείξετε ότι: 
α. Η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη στο — και για κάθε x∈— ισχύει 

g (2 x) g (2 x)′ ′+ = − . 

β. Η εξίσωση 
5 x

1 x

1f(1 x) f(5 x) f(t)dt
x

−

+

+ + − = ∫  έχει λύση στο διάστηµα (0, 2) . 

γ. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης g έχει ένα και µόνο ένα σηµείο 
καµπής, το οποίο να βρεθεί. 

 
∆ίνεται η δυο φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το [0,  1]  µε 
f (x) 0′′ >  για κάθε x [0,  1]∈ . Αν 0 f(0) f(1)< <  να αποδείξετε ότι: 
α. Υπάρχει 0x (0,  1)  τέτοιο ώστε 2

0f (x ) f(0) f(1)= ⋅ . 
β. Η f στο [0,  1]  έχει µέγιστο το f(1) . 

γ. Ισχύει 
1

0

f(0) f(1)f(x)dx
2
+

≤∫ . 
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Έστω η συνεχής συνάρτηση :f —→— µε f(x) 0>  για κάθε ∈x —. Να αποδειχθεί ότι 

η συνάρτηση 
x

0
g(x) (x t)f(t)dt= −∫ , µε ∈x —, είναι κυρτή στο —. 

 
Αν m,M  είναι αντίστοιχα η ελάχιστη και η µέγιστη τιµή της συνεχούς  

συνάρτησης f στο [α,β]  µε α 0> , να αποδείξετε ότι 
β

α

β βm ln f(x)dx Μ ln
α α
≤ ≤∫ . 

 

Να βρεθεί η συνεχής συνάρτηση :f —→—, για την οποία για κάθε ∈x — ισχύει η 

σχέση: 
xx

t0

f(t)f(x) (1 e ) 1 dt
1 e

⎛ ⎞= + +⎜ ⎟+⎝ ⎠∫ .  

 

Έστω η συνεχής συνάρτηση :f —→— µε f(0) 0=  και ′ ≥ 2f (x) 3x  για κάθε x∈—. 
α. Να αποδειχθεί ότι 

x
lim f(x)
→+∞

= +∞ . 

β. Να βρεθεί το σύνολο τιµών της συνάρτησης f. 
 
Να βρεθούν οι συνεχείς συναρτήσεις f µε πεδίο ορισµού και σύνολο τιµών το — οι 

οποίες ικανοποιούν για κάθε x∈—  τη σχέση 
x2 t

0
f(x) x e f(x t)dt−= + −∫ . 

 

Οι συναρτήσεις f ,g, h  είναι συνεχείς στο [0,  1] µε 
1

0

1f(x)dx
2

=∫ , 
1

0

1g(x)dx
3

=∫  και 

1

0

1h(x)dx
6

=∫ . Να δειχθεί ότι υπάρχει γ (0,1)∈  τέτοιο ώστε 2f(γ) g(γ) h(γ) 3γ+ + = . 

 
Να βρεθεί η συνεχής συνάρτηση f : [0, )+∞ →—, της οποίας µια αρχική είναι η F µε 
F(0) 0=  και για κάθε x 0≥  ισχύει η σχέση F(x)f(x) e−= .  
 

Έστω η συνεχής συνάρτηση  f : R R→  µε την ιδιότητα f(1 x) f(1 x) f(x)− + + =  για 
κάθε x∈— . Να αποδειχθούν τα εξής: 
α.  Η συνάρτηση f είναι άρτια,  

β.  
0 α

α 0
f(x)dx f(x)dx

−
=∫ ∫ , για κάθε α 0≠ , 

γ.  
1996 1997

1995 0
f(x)dx f(x)dx=∫ ∫ . 

 
∆ίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις f ,g : [α,β]→ —  µε g(x) 0≠  για κάθε x [α,β]∈ . 

Αν f(α) f(β)=  και 
x

α

f(t) dt f(x)
g(t)

=∫  για κάθε x [α,β]∈ , να δείξετε ότι f(x) 0= . 

 

Έστω η παραγωγίσιµη συνάρτηση  f : →— —  µε την ιδιότητα 
3xf (x) 3xe′ =  για κάθε 

x∈—  µε f(1) e= . Να υπολογισθεί το 
1

0
f(x)dx∫ . 

 
∆ίνονται οι συναρτήσεις f ,g : →— —  και ο σταθερός αριθµός *α∈— . Αν η f είναι 
παραγωγίσιµη, η g συνεχής και άρτια και η f ′  είναι επίσης άρτια, να δειχθεί ότι: 
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α. f(x) f( x) 2f(0)+ − =  για κάθε x∈— . 

β. 
α α

α α
f(x)g(x)dx f( x)g( x)dx

− −
= − −∫ ∫ . 

γ. 
α α

α 0
f(x)g(x)dx 2f(0) g(x)dx

−
=∫ ∫ . 

 

Έστω η συνεχής συνάρτηση  f : →— —  µε 
x2

20

f(t)f(x) (1 x ) 1 dt
1 t

⎛ ⎞= + +⎜ ⎟+⎝ ⎠∫ , για κάθε 

x∈— . Να βρεθεί η f. 
 
Έστω η συνεχής συνάρτηση  f : →— —  µε την ιδιότητα 

6 3

2 1
f(2x)dx f(4x)dx=∫ ∫ . Να 

αποδειχθεί ότι υπάρχει γ [4,  12]∈  τέτοιο ώστε f(γ) 0= . 
 
Έστω η συνεχής συνάρτηση  f : →— —  µε την ιδιότητα 

x y x

x x y
f(t)dt f(t)dt

+

−
=∫ ∫  για 

κάθε x, y∈— . Να δειχθεί ότι η συνάρτηση f είναι σταθερή. 
 
∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση f : (0, )+∞ → —  µε 

3 3

2 2
f(xt)dt f(t)dt≥∫ ∫  για κάθε x 0> . 

Αν f(3) 2=  και f(2) 1= , να αποδειχθεί ότι 
3

2
f(t)dt 4=∫ . 

 
Έστω η συνεχής συνάρτηση :f —→— µε 

x

0
f(x) 2 tf(t)dt 1− =∫  για κάθε x∈—. Να 

αποδειχθεί ότι 
2xf(x) e= . 

 
Να υπολογισθεί το 

λ 2 x

0
I(λ) x e dx,−= ∫  λ 0>  και το 

λ
lim I(λ)
→+∞

. 

 
Να υπολογισθεί το 

λ
lim I(λ)
→+∞

, όπου 
λ x

1
I(λ) x 2 e dx−= −∫ . 

 
Αν 0 α 1< < , να αποδειχθεί ότι 

10 10α

0 0
(1 x) dx (1 αx)dx+ ≤ +∫ ∫ . 

 
Αν για κάθε x∈—  ισχύει η σχέση 

2f(x) 3x 5αx2 f (x) 2 (6x 5α)−′ = −  και η fC  διέρχεται 
από το σηµείο (0,  0) , τότε: 
α. Να βρεθεί η f(x) . 
β. Να βρεθεί το α∈— , ώστε η εφαπτοµένη της  fC  στο σηµείο ( )2,  f(2)  να έχει 

συντελεστή διεύθυνσης  α. 
 

Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,  β] και 
β 3 3

α

1f(x)dx (β α )
3

< −∫ . Αν 2f(α) α>  να 

αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ (α,  β)∈  τέτοιο ώστε 2f(ξ) ξ= . 
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Η συνάρτηση f είναι γνήσια αύξουσα και παραγωγίσιµη στο [0,  )+∞  µε f (x) 0′ ≠  

και f(x) 0>  για κάθε x (0,  )∈ +∞ . Να δειχθεί ότι η συνάρτηση 
x

0

1g(x) f(t)dt
x

= ∫ , 

0x > , είναι γνησίως αύξουσα. 
 
Θεωρούµε τη συνάρτηση f ορισµένη στο διάστηµα [α,  β] µε f (x) 0′ >  για κάθε 
x [α,  β]∈ . Να βρεθεί 0x (α,  β)∈  τέτοιο ώστε το εµβαδόν του χωρίου µεταξύ των 
ευθειών x α= , x β= , του διαγράµµατος της f και της ευθείας 0y f(x )= , να είναι 
ελάχιστο.  
 
Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο [3,  4]  και ισχύει f (x) 0′ > , µε f′  συνεχή 

στο  [3,  4] . Να αποδειχθεί ότι 
4 f(4) 1

3 f(3)
f(x)dx f (x)dx 4f(4) 3f(3)−+ = −∫ ∫ . 

 
Οι συναρτήσεις f(x) και g(x) είναι συνεχείς στο [1,  2]  και ισχύει f(x) 0>  και 
g(x) 0<  για κάθε x [1,  2]∈ . Να αποδειχθεί ότι υπάρχει µοναδικό 0x [1,  2]∈  τέτοιο 

ώστε 0 0x x

1 2
f(t)dt g(t)dt=∫ ∫ .  

 
Οι συναρτήσεις f(x) και h(x) είναι συνεχείς στο [0,  1] και ισχύει h(x) 0>  για κάθε 
x [0,  1]∈ . Να αποδειχθεί ότι υπάρχει α [0,  1]∈  τέτοιο ώστε 

1 1

0 0
f(x)h(x)dx f(α) h(x)dx=∫ ∫ .  

 
∆ίνεται η συνάρτηση 

ln x t 2

0
f(x) e ηµ(πt )dt= ∫ . 

α. Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία στο διάστηµα 1 ,  e
e
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

β. Να αποδειχθεί ότι η f′′  έχει δυο τουλάχιστον ρίζες στο *
+— . 

 
Η συνάρτηση f έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο και ισχύει ′′+ =∫

π

0
[f(x) f (x)]ηµxdx 0 . 

Αν f(π) 2= , να βρεθεί το f(0).  
 
Η συνάρτηση f έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο στο [κ ,  λ] . Αν ισχύει f(κ) f(λ)=  και 
f (κ) λ
f (λ) κ
′

=
′

, να αποδειχθεί ότι 
λ

κ
xf (x)dx 0′′ =∫ . 

 
Έστω οι συναρτήσεις f, g µε πεδίο ορισµού το —, µε 

x

0
g(x) f(x) f(t)dt= ∫  και g(x)  

γνήσια φθίνουσα συνάρτηση στο —. Να αποδειχθεί ότι f(x) 0=  για κάθε x∈— .  
 
Να υπολογισθούν τα ολοκληρώµατα: 

1
dxI

x ln x[ln(ln x)]
= ∫  και 

x

2 2 22

2t ln tI dt
(t 1)

=
−∫ , 2x > . 
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Στη συνέχεια να βρεθεί το )x(Ilim 2x +∞→
. 

 
α. Αποδείξτε ότι για κάθε x∈—  ισχύει ότι xe x 1≥ +  
β. Έστω f : [0,  1]→ —  συνεχής και γνησίως µονότονη συνάρτηση µε f(1) 1= . Αν 

υπάρχει γ (0,  1)∈  ώστε f(γ) 2= , να αποδειχθεί ότι: 

i. 
1

0
f(x)dx 1≥∫ ,  ii. 

1 f(x)

0
e dx 2≥∫ . 

 
Έστω συνάρτηση f συνεχής στο [0,  5]  µε f (x) 0′ <  για κάθε x (0,  5)∈ . Να 

αποδειχθεί ότι 
5 1

0 0
f(x)dx 5 f(x)dx<∫ ∫ . 

 
Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,  β] και 

β 2 2

α
2 f(x)dx β α< −∫ . Αν f(α) α>  να 

αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ (α,  β)∈  τέτοιο ώστε f(ξ) ξ= . 
 

Έστω ότι 
π
2

0
f(x)dx 1=∫ , όπου f(x) συνεχής συνάρτηση στο π0,  

2
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

. Να αποδειχθεί 

ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον 0
πx 0,  
2

⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 τέτοιο ώστε 0 0f(x ) συνx= .  

 
Έστω f ,  g  συνεχείς συναρτήσεις στο [0,  1] µε 

1 12 2

0 0
f (x)dx g (x)dx 1= =∫ ∫  και 

1

0
f(x)[g(x) 1]dx 2+ =∫ . Να αποδειχθούν τα εξής: 

α. 1dx)x(f
1

0
=∫  

β. 1)x(g)x(f ==  για κάθε ]1,0[x∈ . 
 
Έστω η συνεχής συνάρτηση :f —→— για την οποία για κάθε x∈— ισχύει ότι 

xf(x) (1 x)f( x) x 1+ − − = + . Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα 
1

0
I f(x)dx= ∫ . 

 
Έστω η συνεχής συνάρτηση f στο διάστηµα ∆ και α,  β,  γ ,  δ ∆∈ . Να αποδειχθεί 

ότι 
γ δ δ β β δ

α β α γ α γ
f(x)dx f(x)dx f(x)dx f(x)dx f(x)dx f(x)dx⋅ + ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

 
Έστω η συνεχής συνάρτηση :f —→— µε f (x) 0′ > για κάθε x∈—. Να αποδειχθεί ότι 

3 4

1 1
f(1) f(x)dx f(1) f(2) f(3) f(x)dx+ ≤ + + ≤∫ ∫ . 

 
Έστω η συνεχής συνάρτηση f στο διάστηµα ∆ [α,  β]=  για την οποία ισχύει 

β 2 2

α
2 f(x)dx β α= −∫ . Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ ∆∈  τέτοιο ώστε f(ξ) ξ= . 
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Έστω η συνεχής συνάρτηση f στο διάστηµα ∆ [0,  3]=  για την οποία ισχύει 
3 3

0 2
f(x)dx f(x)dx=∫ ∫ . Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν κ ,λ [0,  2]∈  τέτοια ώστε  

f(κ) f(λ) 0+ = . 
 
Έστω η συνεχής συνάρτηση f στο διάστηµα ∆ [0,  1]=  για την οποία ισχύει 

1

0
6 f(x)dx 2α 3β 6γ= + +∫ . Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν ξ [0,  1]∈  τέτοιο ώστε  

2f(ξ) αξ βξ γ= + + . 
 
Έστω f ,  g  συνεχείς συναρτήσεις στο [α,  β] µε 

β β

α α
f(x)dx g(x)dx<∫ ∫  και f(α) g(α)> . 

Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ (α,β)∈  τέτοιο ώστε f(ξ) g(ξ)= .  
 
Έστω f, g παραγωγίσιµες συναρτήσεις στο —, όπου η f είναι γνησίως αύξουσα και η 
g γνησίως φθίνουσα στο —. 

1. Αν ∫∫ =
2

0

2

0
dt)t(gdt)t(f , δείξτε ότι οι γραφικές παραστάσεις fC  και gC  

τέµνονται σε µοναδικό σηµείο του διαστήµατος )2,0( .  

2. Αν για κάθε ∈x — ισχύει ότι x2xdt)t(gdt)t(f 2x2

2

x

0
−≥+ ∫∫

−
, αποδείξτε ότι 

)2(g)0(g)2(f)0(f +=+  . 
3. α. ∆είξτε ότι υπάρχει )2,0(x1 ∈  τέτοιο ώστε )x2(g)x(f 11 −= . 
 β. ∆είξτε ότι υπάρχει )2,0(x2 ∈  τέτοιο ώστε 2)x2(g)x(f 22 =−′+′ . 
 
Έστω η παραγωγίσιµη συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το διάστηµα ],[ βα  και 

0)x(f >  για κάθε ],[x βα∈ . Αν για κάθε β) ,(x α∈  ισχύει ότι 0)x(f >′ , να 

αποδειχθεί ότι [ ]
[ ]α

β
β

α

β

α

−

α
β

=+ ∫∫ )(f
)(flndx)x(flndx

x
)x(f)(f

)(f

1

. 

 
Έστω µια πραγµατική συνάρτηση f, συνεχής στο σύνολο των πραγµατικών 
αριθµών ΙR, για την οποία ισχύουν οι σχέσεις: f(x)≠0, για κάθε x∈— και  

 12 2

 0
f(x)=1 - 2 x t f (xt)dt ∫ , για κάθε x∈—. Έστω η g η συνάρτηση που ορίζεται από 

τον τύπο 21g(x)   - x
f(x)

= , για κάθε x∈—. 

α. ∆είξετε ότι ισχύει  2f (x)  - 2xf (x)′ =  
β. ∆είξετε ότι η συνάρτηση g είναι σταθερή. 

γ. ∆είξετε ότι ο τύπος της συνάρτησης f είναι:  
x1

1  f(x) 2+
= . 

δ. Βρείτε το όριο   
x  
Li m
→ +∞

(xf(x)ηµ2x). 
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Αν για τις παραγωγίσιµες συναρτήσεις g,f  στο ],2002[ α  µε 2002>α  ισχύουν οι 

σχέσεις: 1)2002(g)2002(f ==  και ∫
α

⋅=+
2002

dt)t(g)t(f)x(g)x(f  για κάθε ],2002[x α∈ , 

τότε: 
1. ∆είξτε ότι )x(f2)x(g −= . 

2. ∆είξτε ότι 2004dt)1)t(f(
2002

2 −α=−∫
α

. 

3. ∆είξτε ότι 2004≥α . 

4. Αν ∫ −=
x

2002

2 dt)1)t(f()x(h , δείξτε ότι: 

α. Υπάρχει )2004,2002(x0 ∈  τέτοιο ώστε 0)x(h 0 =′ . 
β. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f δέχεται οριζόντια εφαπτοµένη. 

5. Αν η συνάρτηση f είναι κυρτή στο ],2002[ α , να µελετηθεί η f ως προς τη 
µονοτονία. 

 
Μια συνεχής συνάρτηση →+∞),0(:f — ικανοποιεί για κάθε 0y,x >  τη σχέση 

)xy(f)xy(dt)t(f
y

x
−=∫ . Αν 1)1(f =  και 2)1(f −=′ , τότε:  

α. ∆είξτε ότι 2x
1)x(f = , 0x > . 

β. ∆είξτε ότι η συνάρτηση f έχει ασύµπτωτες οι οποίες να βρεθούν. 
γ. ∆είξτε ότι η συνάρτηση f έχει αντίστροφη η οποία και να βρεθεί. 
 
Έστω η συνάρτηση f για την οποία ισχύει )x(f)x(fe)x(fe xx ′−=′+ , για κάθε x∈— 

και f(1)=1. Να δειχθεί ότι ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+−+=∫ 2
e1ln)e1(e1dx)x(f

1

0

. 

Έστω :g —→— µια περιττή και παραγωγίσιµη συνάρτηση και η ∫=
x

0
dt)t(g)x(f . 

1. ∆είξτε ότι η συνάρτηση f είναι άρτια συνάρτηση στο —. 
2. Αν 1)1(f −=−  και 0)x(g <′  για κάθε ∈x —, υπολογίσετε το εµβαδόν του 

χωρίου που περικλείεται από την fC  και τις ευθείες 1x −=  και 1x = . 
 

Έστω :g —→— µια περιττή και παραγωγίσιµη συνάρτηση και η ∫=
x

0
dt)t(g)x(f . 

1. ∆είξτε ότι η συνάρτηση f είναι άρτια συνάρτηση στο —. 
2. Αν 1)1(f −=−  και 0)x(g <′  για κάθε ∈x —, υπολογίσετε το εµβαδόν του 

χωρίου που περικλείεται από την fC  και τις ευθείες 1x −=  και 1x = . 
 
Έστω οι συναρτήσεις 2005xex)x(f −⋅=  και 2005x2005x eex)x(g −− ⋅λ−⋅⋅κ= , όπου ∈λκ, —. 
1. Αν g µια αρχική της f  να βρεθούν οι ∈λκ, —. 
2. Να λυθεί η εξίσωση 3324xx4x )4x()x4x(33

2

+−+−−=− +−− . 
3. Αν 21 x,x  οι ρίζες της παραπάνω εξίσωσης µε 21 xx < , να βρεθεί το εµβαδόν 
του χωρίου που σχηµατίζεται από την γραφική παράσταση της f και τις ευθείες 

2xx 1 +=  και 2001xx 2 += . 
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Κεφάλαιο: Ολοκληρώµατα (Ενότητα: Συνάρτηση οριζόµενη µε Ολοκλήρωµα) 
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∆ίνεται η συνάρτηση ∫
π

ηµ+συν−

ηµ
=

0 22
dt

t)tx(
t)x(f  µε ∈x —. 

1. Να βρεθεί η συνάρτηση f. 
2. ∆είξτε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής. 
3. ∆είξτε ότι η συνάρτηση f είναι άρτια. 
4. Να βρεθεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης f, τον άξονα xx′  και τις ευθείες 2x −=  και 2x = .   
 

Μια συνεχής συνάρτηση →f : [α, β] — ικανοποιεί για κάθε ∈x [α,  β]  και για κάθε 
∈ν *Õ τη σχέση ( ) ( )+ − − =f (ν 1)x f (ν 1)x 2f(νx) . Αν =f(0) 0  και θέσουµε 

−
=

−∫
β

ν
α

f(νx) f(νy)I  dx
f(x) f(y)

, να αποδειχθεί ότι:  

α. ∆είξτε ότι =f(2x) 2f(x) , ∈x — , β. + −+ =ν 1 ν 1 νI Ι 2Ι , για κάθε ≥ν 2 . 
γ. = −νI ν(β α) , για κάθε ≥ν 2 . 

 

Αν ∈κ Ÿ, να δείξετε ότι 0dx)))xx(((
2

0
=κ+ηµηµηµηµ=Ι ∫

π
.                          

 

∆ίνεται η συνάρτηση f µε xx2)x(f ηµ+= , 0x ≥ . 
1. ∆είξτε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα.                            
2. Βρείτε το σύνολο τιµών της συνάρτησης f.                                        
3. ∆είξτε ότι ορίζεται η συνάρτηση 1f −  της οποίας το πεδίο ορισµού της αλλά και 

το σύνολο τιµών της είναι το ) ,0[ ∞+ .  

4. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα ∫
π −⋅=

2

0

1 dx)x(fxI . 
 

∆ίνονται οι συναρτήσεις g,f  µε 
25x

19x)x(f 2
2

−
+−=  και 

x5
1ln)x(g
−

= .  

α. Να βρείτε τα πεδία ορισµού των συναρτήσεων g,f . 
β. Ορίστε τη συνάρτηση gfh o= . 

γ. Έστω η συνάρτηση ∫− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+−=

)x(g

10 2
2 dt

25t
19t)x(W .  

1. Βρείτε το πεδίο ορισµού της συνάρτηση W . 
2. ∆είξτε ότι η συνάρτηση W  είναι παραγωγίσιµη και βρείτε την )x(W′  καθώς 

και το πεδίο ορισµού της. 
 

Έστω η συνάρτηση ),0(),0(:f +∞→+∞  η οποία έχει την ιδιότητα 
)y(yf)x(xf)y(xf2 +≤  για κάθε ),0(y,x +∞∈ . 

α. ∆είξτε ότι η f είναι συνεχής.         
β. Αν η f είναι επιπλέον και 1-1 τότε: 
 1. ∆είξτε ότι η f είναι γνησίως µονότονη.       

2. Αν 0<α<β να αποδειχθεί ότι  

[ ])(f)(f2dx
x

)x(fdx
x

)x(f )(f

)(f

1

α⋅α−β⋅β=+ ∫∫
β

α

−β

α
.  
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